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hastatus (Characidae)

June Cunha de Araujo® Rosa Garcia Marquez® Jorge Corréa de Aratijo ®
Rosana Souza-Lima ®

Resumo

A alometria é o estudo das relagoes de padroes de crescimento entre individuos de uma mesma
espécie, que sao estabelecidas por meio da andlise da proporcionalidade que envolve o crescimento
especifico de determinados 6rgaos ou partes do corpo de individuos de uma determinada espécie.
Neste trabalho certos padroes de crescimento entre 6rgaos de peixes da espécie Deuterodon hastatus
(Characidae) foram observados empiricamente e confirmados, posteriormente, como um indicativo
da lei de alometria. Alguns exemplares dessa espécie de peixe foram coletados na bacia do rio
Aldeia que corre entre os municipios de Sao Gongalo e Itaborai, localizados no leste da regiao me-
tropolitana do estado do Rio de Janeiro. As taxas de crescimento envolvendo a proporcionalidade
entre os érgaos observados foram estimadas por meio de uma regressao linear para cada caso anali-
sado. Nesse estudo, um indicativo de alometria foi obtido por meio de trés metodologias distintas,
sendo uma delas denominada como projecao ortogonal, a qual permite obter de modo mais facil
os valores calculados a partir do modelo de alometria estabelecido, determinando assim a reta de
ajuste com os dados experimentais. Os valores calculados a partir do modelo estabelecido para a
comparagao entre o comprimento e a altura do corpo do peixe — mostraram boa concordancia com
os valores observados.

Palavras-chave: Proporgoes corporais; Método dos minimos quadrados; Regra de Cramer; Coefi-
ciente de determinagao; Actinopterygii.

Abstract

Allometry is the study of growth pattern relationships between individuals of the same species
that are established through the analysis of proportionality that involves the specific growth of
certain organs or body parts of individuals of a given species. In this work certain growth patterns
among fish organs of the species Deuterodon hastatus (Characidae) were observed empirically and
confirmed later, as an indication of the law of allometry. Some specimens of this fish species
were collected in the Aldeia river basin that runs between the municipalities of Sdo Gongalo and
Itaborai, located in the east of the metropolitan region of the state of Rio de Janeiro. Growth rates
involving the proportionality between the observed organs were estimated using linear regression for
each case analyzed. In this study, an indicative of allometry was obtained through three different
methodologies, one of which is called orthogonal projection, which makes it easier to obtain the
values calculated from the established allometry model and determines the fit line with the data
experimental tests. The values calculated from the established model for the comparison between
the length and height of the fish’s body showed good agreement with the observed values.
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1. Introdugao

A espécie de peixe Deuterodon hastatus (Myers 1928) é comumente encontrada em riachos costeiros
do estado do Rio de Janeiro (Figura 1). Essa espécie nao tem sido objeto de muitos estudos, e
poucos sao os dados disponiveis sobre sua ontogenia, historia de vida, dindmica populacional e
papel nas cadeias tréficas dos ecossistemas em que vive [9]. Estudos cromossémicos sugerem,
ainda, que se trate de um complexo constituido por mais de uma espécie, incluindo formas muito
semelhantes entre si [8].

Rosana Souza-Lima

Figura 1: Exemplar de peixe da espécie Deuterodon hastatus (Myers, 1928), com comprimento
igual a 55.02 mm [12], investigada nesse trabalho.

O objetivo desse estudo consiste em obter indicativos de relagoes alométricas entre machos e fémeas
dessa espécie, com base na regressao linear por meio de diferentes metodologias.

2. Lei de alometria

O substantivo “alometria” foi designado por Huxley e Teissier em 1936 [10] visando descrever o
estudo dos diferentes padroes de crescimento de uma parte do organismo em relagao a outra parte
ou ao seu conjunto.
Sejam x(t) e y(t) o tamanho de duas partes distintas do organismo de um mesmo individuo, em um
tempo t. Por tamanho de uma parte ou 6rgao, podemos considerar o volume, peso, comprimento,
area lateral, altura da cabega, diametro do olho, largura da boca, entre outros. De modo a
comparar os diferentes crescimentos de o6rgaos, usaremos o crescimento especifico de cada érgao,
dado por L
X
TS >0, (1)
onde x(t) indica o tamanho desse érgao no tempo t.

A Lei da Alometria estabelece que, no mesmo individuo, “os crescimentos especificos de seus érgaos
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s@o proporcionais” [2]. O modelo matemdtico para a representagao dessa lei é entdo dado por

1dy 1dx
22 —p2 2 2
y dt xdt’ 2)

onde x > 0, y > 0 e b uma constante denominada de taxa associada ao crescimento relativo [2],
também chamada de expoente ou coeficiente alométrico. Pela regra da cadeia, a equagao (2) pode
ser escrita como d

Y opY (3)

dx b'e

A equagdo diferencial linear ordindria (3) pode ser resolvida pelo método de separacao de varidveis
dada pela integracao simples realizada membro a membro dada por

Iny=b Inx+Ina, (5)

Da equagéo (4), resulta

onde a é uma constante arbitraria positiva. Aplicando a fungdo exponencial a ambos os membros
da equagao (5), resulta
y=ax’. (6)

Os padrdes de crescimento representados pelas constantes a e b capturam a relagdo de proporcio-
nalidade entre dois érgaos de individuos de uma mesma espécie. Se na equagao (5) fizermos

X=Inx e Y=Iny, (7)
a equagao (5) transforma-se em uma equagao linear da forma
Y=aX+ a2, (8)

onde @1 =b e a3 =Ina. A equagdo (8) é a equagdo de uma reta com inclinagdo a3 = b, chamada
de coeficiente alométrico [2].

As relagoes alométricas ocorrem em diversos niveis de organizagdo bioldgica, sendo que nesse
trabalho vamos nos restringir a avaliacao do crescimento relativo de duas partes de individuos de
uma mesma espécie.

3. Método de Regressao Linear

A regressdo linear faz parte de uma teoria mais abrangente, denominada método dos minimos
quadrados lineares, que é uma técnica de aproximacao muito usada na andlise numérica e em
problemas praticos como na fisica, biologia, engenharia, quimica, entre outras ciéncias. O método
dos minimos quadrados foi publicado pela primeira vez, por Adrien-Marie Legendre (1752-1833)
em 1805, mas j4 era usado por Carl Friedrich Gauss (1777-1855) [4]. O objetivo da regressao linear
é obter correlagoes ou nao entre diferentes variaveis quantitativas. Esse método consiste em buscar
aproximagoes para dados que sao obtidos experimentalmente com um certo grau de imprecisao.
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Esse esquema serd utilizado nesse estudo para a obtengao dos pardmetros envolvidos na equagao (8)
do tipo log—log de modo a encontrar os parametros de natureza biolégica dados pela equagao (6).

A regressdo linear consiste em encontrar uma reta que melhor se ajuste ao conjunto de pontos
(xi,y;), i=1,...,m, coletados ou obtidos de forma tedrica ou pratica. Por isso, é interessante a
obtencao de vérias formas ou procedimentos disponiveis para sua determinacao. Neste sentido sao
apresentadas trés metodologias distintas com base na minimizacao do funcional dado pela equagao

m

F(a) = Flar,@2) = ) [f(x5) — ¢(x1)]?, (9)

i=1

onde f(x;) =y; com i=1,...,m, enquanto ¢(x) é a funcdo linear de aproximagao da forma
P(x) = @181 (%) + a285(x), (10)

onde g;(x) = x e go(x) = 1;x € [a,b] € R. O objetivo da escolha dessas fungoes é porque elas
formam uma base para o espago vetorial das fungoes lineares definidas nesse intervalo.

Denotemos por g;, g, € f os vetores de R™ definidos por

g = (gl (Xl)7 g1 (X2)a - 81 (Xm))T; g_2 = (g2(xl)7 g2(X2)5 v 7g2(Xm))T7 (11)

F= (£6a), F(x0), o, E )™ (12)

onde x; € [a,b]; i=1,...,m.

A seguir apresentaremos as metodologias para a regressdo linear com base na minimizagdo do
funcional dado pela equagéo (9) baseada no método dos minimos quadrados.

12 Metodologia

Considere a funcdo de aproximacao dada na equacdo (10), onde g;(x) = x e g5(x) = 1 com ¢(x)
definida em [a,b]. Entao, a equagao (9) pode ser escrita da forma

Flan, @) = ) (v - o1xi - @3)”. (13)
i=1

Da equagao (13) tem-se as equagoes dos pontos criticos dadas por

0 0
—F =0 —F =0. 14
ooy (a1, a2) € Oy (a1, a2) (14)

As expressoes dadas pela equagao (14) podem ser colocadas na forma

0 o 0 o
6TU1F(QI’QQ) =-2 ;(Yi —aixi-a)xi=0 e aleF(ahCm) =2 ;(Yi —a1x; —az) = 0. (15)
N
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Da equagao (15) resulta

m m m m m m

m
m ) XkYk— 2 Xk 2 Yk ZXkYkZXk*ZYkZXi
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
a = 3 @y = 5 (16)
mZXk(ZXk) (Zxk) *mZXk
k=1 k=1 k=1 k=1
Assim, obtemos as férmulas para a regressao linear com essa metodologia [13].
22 Metodologia
Usando a notagao para o produto interno canotnico (x,y) no R™, tem-se
m
xyy=D xcenc=x"y, (17)
k=1
onde x = (x1,...,xm)T ey = (¥1,...,¥u) . Com o produto matricial dado pelo tltimo termo do

lado direito da equagao (17), o sistema normal Aa = b para a regressao linear pode ser escrito na
forma
_r _r T _
g1 & g1 82 ar | _ [ g 1
—T — —T — - =T __ ’ ( 8)
g1 "8 g2 "8 @2 f g

(Z; iii)(ii%(ﬁi) (19)

onde cada elemento a;; e by dado por

ou ainda na forma

= (@8 =8 5=, &g, e b=, D =) gxfta). (20)
k=1 k=1

Usando a regra de Cramer [7] para resolver o sistema (18), tem-se que

_T._ _T._ _T._ _T._
o B BB ) det( men LeE
o = * 82 g2 " 82 o o= g1 82 f g (21)
t det(A) 27 det(A) ’

onde det(A) = (g77 - 8)) - (857 - 85) — (7" - 82)? deve ser diferente de zero.

32 Metodologia

Esse procedimento é baseado em funcoes g;(x) e go(x) de modo que os vetores g; e g, sejam
ortogonais em R™ . Em tal caso, na equagao (10) devemos considerar g;(x) = x—c¢ e gy(x) = 1,
onde ¢ é uma constante a determinar, mediante a condicao de ortogonalidade dada por

(81,82) =81 '8 =0, (22)
|
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sendo g7 = (x1 —¢,Xx3—C,...,xm —¢) T egy=(1,1,...,1)7T.

Da equagdo (22) e dos vetores g; e g, obtemos o valor da constante ¢ dada por

O sistema matricial Ae =b dado pela equagao (18) reduz-se a

T — =T __
ng * 81 0 ar \_ [T g
N | B R (24
82 "8 2 f g
Resolvendo o sistema diagonal dado na equagao (24) obtém-se

—r z  Xf)Ek-o =T F o
P TRRL S e ay= 22— = = 3 f(x). (25)
oot .o m o, .o, In
g1 & 3 (xk —¢)2 g2 82 k=1

k=1

Das equagoes (22), (23) e (24) tem-se a reta da melhor aproximagio para f(x;) pelos minimos
quadrados, dado por

0(x) = a1(x©) +aa. (26)

Observagao: Os parametros @; e as também podem ser obtidos da seguinte forma:

Considere @ o vetor de R™ dado por @ = (¢(x1), ¢(x2),...¢(xm))T. Esse vetor pode ser escrito
como combinagao linear dos vetores g; e g5 que geram um subespago vetorial S de R™ e, portanto,
@ pode ser escrito de modo Unico como uma combinacao linear desses vetores do tipo

Q=18 + asg,. (27)

Como @ = f pelos minimos quadrados, pode-se realizar o produto interno [5] na equacao (27) pelo

— fg " , , g, f
vetor g;' para obter a; = ?%T. De forma andloga obtém-se ay = gﬁ%—?
1°81 2 82

. A Figura 2 ilustra a

decomposicao ortogonal de f sobre o subespago S contido no R™.
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S

Figura 2: Projecao ortogonal de @ sobre f no subespago gerado pelos vetores g; e g,

4. Coeficiente de Determinagao

Uma forma de avaliar a qualidade do ajuste dos pontos experimentais com o método da regressao
linear [11] é por meio do coeficiente de determinacio R? dado por [1]

3 (EGx) — p(x0)’

% (60) -~ & X 1)

i=1

R?=1- (28)

PR

A equacgdo (28) mostra que quanto mais préximos estiverem os dados experimentais da reta de
ajuste, mais o coeficiente R? estard préximo da unidade. O ajuste é considerado aceitdvel quando
0.75 <R*< 1.

5. Coleta e andlise dos exemplares de peixes

A drea litoranea no sul do estado do Rio de Janeiro é caracterizada por apresentar trechos relativa-
mente estreitos de terrenos planos localizados na base da Serra do Mar, muito préxima do oceano
[6]. Assim, a encosta leste dessas montanhas, que forma a borda leste do Planalto Brasileiro,
é cheia de rios relativamente curtos que geralmente correm no méaximo por algumas dezenas de
quilémetros até o Oceano Atlantico [3, 6]. Sendo esses rios, em geral, pequenos e rasos, os peixes e
outros animais aquaticos que neles habitam também sao em geral de pequeno porte. Desse modo,
poucas sao as espécies de peixes que podem ser usadas como alimento pela populagao ribeirinha
que habita essas regides, e que, por esse motivo, veem tais rios como de pouca importancia. Os
espécimes utilizados nesse projeto foram coletadas pela equipe do Laboratério de Estudos de Pei-
xes da FFP, de 2007 a 2012 em cinco diferentes pontos da bacia do rio Aldeia (Licenga ICMBio
15624-3). O objetivo dessas coletas foi verificar a ocorréncia de ictiofauna nos riachos dessa regiao,
fortemente impactada pelas demandas produzidas pelo crescimento urbano desorganizado, fazendo
com que a maioria desses corpos d’dgua se tornassem esgotos a céu aberto. Mesmo assim, ainda é
possivel observar vida aquética em alguns desses rios [12].

Nas capturas desses peixes foram utilizadas peneiras de malha fina e rede de arrasto de 1,5 m de
comprimento por 1,2 m de altura com malha de 1 cm entre-nés. Apds anestesia alguns exemplares
foram fixados em formalina a 10%, garantindo o bom estado de conservagao de suas visceras e
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tecidos musculares. Sao mantidos em dlcool 70° GL, rotulados com dados das coletas e incorporados
a Colecao Cientifica da Uerj — FFP, onde s@o usados em diversos projetos de pesquisa.

Deuterodon hastatus (Myers, 1928) foi a espécie predominante nos ambientes coletados ao longo dos
5 anos de amostragem. FEssa espécie é de pequeno porte, atingindo cerca de 5 a 6 cm quando adultos.
Sua alimentacao bésica consiste de matéria vegetal e de pequenos artrépodos. Suas populagoes
estao expostas a intensos problemas sazonais relacionados a diminui¢ao da agua disponivel devido
a captagao de agua para consumo e a intensa polui¢ao na maior parte do curso, o desmatamento
das margens dos riachos e assoreamento e aterramento causados pelos projetos de habitagoes. O
isolamento em pequenas ilhas de salubridade certamente levard a fauna aquética dessas areas a
extingao local.

Foram coletados 223 exemplares, e todos eles foram dissecados. Como nessa espécie nao ha dimor-
fismo sexual, apenas a observagao direta das gonadas permite identificar o sexo dos individuos,
e foram identificados 130 machos e 93 fémeas. Para esse trabalho foram avaliadas sete medidas
corporais relacionadas ao modo de locomogao e a captura de alimento, duas atividades de grande
importancia bioldgica. As medidas sdo exibidas na Figura 3 e sdo abreviadas como segue

CP: Comprimento padrao, isto é, o comprimento do exemplar sem a nadadeira caudal;
CT: Comprimento total, incluindo a nadadeira caudal;

CC: Comprimento da cabega, medido da ponta do focinho até o final do opérculo;
ACb: Altura da cabeca, medida na regiao do opérculo;

ACo: Altura do corpo medida a frente da dorsal, na regido de maior altura corporal;
DO: Diametro do olho;

LB: Largura da boca, medida com a boca fechada;

CF: Comprimento do focinho com a boca fechada.

CP

cr

Figura 3: Caracteristicas meristicas avaliadas em Deuterodon hastatus.

6. Resultados

Esta secao traz aplicagoes de regressao linear para identificar possiveis indicativos de alometrias
entre os peixes da espécie Deuterodon hastatus descritas nas secao 5. Na primeira aplicacao consi-
deramos apenas seis (6) exemplares desses peixes, onde s@o estabelecidas certas proporcionalidades
entre determinados 6rgaos dessa espécie animal por meio de trés metodologias para a regressao
linear. A segunda aplicagdo envolveu a observacao de relacido de alometria entre machos e fémeas

N
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dessa espécie em relagao ao comprimento padrao e o peso do exemplar. Na terceira aplicagao sao
avaliados, sob o ponto de vista da alometria, o comprimento padrao e a altura do corpo medida
a frente da nadadeira dorsal. As regressoes lineares estabelecidas na segunda e terceira aplicagoes
foram obtidas através da terceira metodologia pela maior facilidade de célculos.

6.1. Aplicagao 1

Esse experimento refere-se aos dados do Quadro 1 do lote RSL 2007051502 onde constam somente
exemplares fémeas coletadas em 15/05/2007, conforme metodologia de captura j& descrita ante-
riormente. O objetivo é obter um indicativo de alometria envolvendo o comprimento padrao e o
peso do animal.

Consideremos os pontos (x;,y;) onde x; representa o comprimento padrao e y; representa o peso
do i-ésimo individuo coletado, i=1,...,6.

Quadro 1: Dados sobre o peso e o comprimento padrao das espécies fémeas coletadas

’ Numero do Exemplar \ 1 \ 2 \ 3 \ 4 \ 5 \ 6 ‘
x : Comprimento Padrao (mm) | 51.96 | 50.05 | 40.35 | 37.59 | 39.27 | 33.99
y : Peso do exemplar (g) 3.30 | 3.90 | 290 | 2.70 | 2.60 | 2.40

Usando os pares (x,y) obtidos do Quadro 1 e pela equacao (5), podemos formar novos pares (X,Y)
para formar a Tabela 6.1 dada abaixo por

Numero do Exemplar 1 2 3 4 5 6
X =Inx 3.9504 | 3.9130 | 3.6976 | 3.6267 | 3.6705 | 3.5261
Y =Iny 1.1939 | 1.3610 | 1.0647 | 0.9933 | 0.9555 | 0.8755

Tabela 1: Construgao dos pares (X,Y).

Com base nos dados apresentados na Tabela 1, é possivel estabelecer uma correlagao linear entre
os pares (X,Y). Para isso, define-se a funcdo linear ¢(X) = a1g;(X) + @2g,(X) por meio das
metodologias descritas na 32 segao.

12 Metodologia: Substituindo os valores da Tabela 6.1 na equagao (16) obtemos

6 6 6 6 6 6 6
6 ¥ XY~ ¥ Xi 3 Vi 2 XYy 3 Xie- X Yie B X§
= ——— =092 e ap= ==L = 95546 (29)
6 3 Xi— (2 Xw)? (X X263 XP
k=1 k=1 k=1 k=1
Da equagao (29) e da equacao (10) tem-se
o(X) =Y = 0.9726X - 2.5546, (30)

aplicando a funcéo exponencial em ambos os lados da equacao (30) e pelas propriedades da fungéao
logaritmica, obtém-se a funcao de alometria dada por
y = 0.077x%97%6 (31)
D
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isto é, a equacdo (31) representa a relagdo entre os crescimentos especificos envolvendo o compri-
mento padrao e o peso do exemplar.

22 Metodologia: A equagao (10) pode ser escrita da forma

Y = a18;(X) + a2g5(X) = a1 X + az, (32)

onde g;(X) =X e go(X) = 1. Das equagoes (11) e (12) temos os seguintes vetores

5 = (gl(X1)7gl(X2)7 ce 7g1(X6))T = (X17X2a e 7X6)T = (ln leln X2y v aln XG)T7
isto é,
7 = (3.9504, 3.9130, 3.6976, 3.6267, 3.6705, 3.5261)7,

5 = (gQ(X1)7g2(X2)a v 7g2(X6))T = (1a 17 17 17 17 1)T7

f= (Y1,Yo,... 7YG)T =(ny,,Iny,,..., lny6)T =
= (1.1939, 1.3610, 1.0647, 0.9933, 0.9555, O.8755)T.

Da equacio (25) e dos vetores g7, 85 e f € R® e obtidos das equacoes (11) e (12) obtém-se os
coeficientes da matriz normal do sistema

M=

a1 = (€1, 81) =81 ‘81 = ) 1 (Xigr (Xi) = 83.6488,

=
1l

1

a2 = (81.82) =81 " 82= ), 81(X1)ga(Xi) = 22.3843,

M=

i
(X

6
a0 = (B2, B =% 82 = ) 82(X)g2(X) = 6,
k=1

6

b= (@0 = ) g (Xif(Xy) = 24.1753,
k=1

6
by = (3.5) = ) & (Kf(X) = 6.4438.
k=1

Substituindo esses coeficientes no sistema (18) resulta a equacdo matricial dada por

( 83.6488  22.3843 )( @ ):( 24.1753 ) (33)

22.3843 6 a2 6.4438

A equagao (33) pode ser resolvida, por exemplo, pelo método de Cramer dado pela equagao (21)
obtemos os valores de @y e as,

" sBm
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24.1753 22.3843 83.6488 24.1753
6.4438 22.3843  6.4438
a = =0.9726 e a3 = =—2.5546. (34)
83.6488 22.3843 83.6488 22.3843
22.3843 6 22.3843 6
Das equagoes (10) e (34) tem-se
Y = a1 X +as = 0.9726 X — 2.5546. (35)

Da equagéo (35) pode ser obtida, usando propriedades bésicas do cdlculo de logaritmos, a relagéo
alométrica dada por
y = e®2x =0.0777 x*-97%6, (36)

32 Metodologia: Considere as fungoes g,(X) = X~ C e g5(X) = 1, onde C é uma constante
a ser determinada pela relacio de ortogonalidade entre vetores g; e g, do espaco RS. Sendo
=X -0, Xe-C,....X-OTeg; =(1, 1, 1, 1, 1, 1)T, através da equacio (23), obtemos

6
o valor da constante C dado por C = % >, X; = 3.7307. Como g; e gy sdo vetores ortogonais no

i=1
espaco RS, o sistema matricial Ae = b dado pela equacao (24) reduz-se a
0.13895 0 a; | _( 0.1351
( 0 6)(02)_(6.4438)' (37)
Resolvendo o sistema (37) obtém-se
0.1351 6.4438
1= 5329 = 0.9726 e a3 = =1.074. (38)

O ajuste linear é dado pela equagao (26) com os valores obtidos de @1, @y e C dados pela equagao
(38).
Y =0.9726(X - 3.7307) + 1.0740 = 0.9726 X — 2.5546. (39)

Da equagao (39), usando propriedades basicas do célculo de logaritmos pode ser obtida a equagao
de alometria
y =e 2'5546X0‘9726 — 00777 X0.9726. (40)

E possivel observar que a terceira metodologia usando a projegao ortogonal de vetores é a mais
pratica e de facil manipulagao. Entretanto, nao é a mais usual, pois ela envolve conceitos de
Algebra Linear bésica, os quais nao sao usuais em livros diddticos sobre o assunto, como [13] em
livro escrito para estudantes de Estatistica.

Temos que enfatizar que devido ao pequeno numero de exemplares escolhidos para a aplicagao do
método de regressao linear, a alometria obtida nao deve ser considerada como determinante para
essa espécie de peixe, mas sim como um forte indicio de que deve existir essa correlagao entre os
crescimentos dos 6rgaos observados para animais dessa espécie.

Através da equacdo (28) obtemos o coeficiente de determinacio R? = 0.80, o qual mostra que o
ajuste dos pontos observado na Tabela 6.1 é de boa qualidade, conforme pode ser visto na Figura
4, exceto pelo maior desvio ocorrido no ponto relacionado ao quinto individuo.
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| Peixes Coletados 15/05/2007 [ a [ b | R? [ Relagio Alométrica |
[ DPoixes fomoas (m = 6) | 0.077 | 0.0726 | 0.80 | y = 007707 |

Tabela 2: Indicativos de relacGes alométricas de exemplares fémeas de Deuterodon hastatus em
relagdo ao comprimento padrao e peso do exemplar.

L ]
18 y =0.077 X0.9726
2 —_—
i R? =0.80
= m=6
2
] =
=
IS
7]
x
[}
o
©
2
[
o
30 325 35 375 40 42.5 45 47.5 50

Comprimento padréo (mm)

Figura 4: Regressao linear estabelecida entre o peso do exemplar e o comprimento padrao nos
exemplares de Deuterodon hastatus.

Nas aplicacoes que se seguem, os resultados foram determinados através da terceira metodologia
por motivos de natureza pratica. Os indicativos de alometria sdo obtidos em relacdo aos cento e
trinta (130) exemplares machos e noventa e trés (93) exemplares fémeas, coletados entre os anos
de 2007/2012, diferenciando os exemplares pelo sexo.

Da equagao (23) e da equagdo (25) correspondente & terceira metodologia, tem-se

" Cp s S EXOXe ©) o m
1 Tf \Z S|
C:_ZXi’ alzﬁlT _:klm € QQZE%F—_:—Zf(XI) (41)
m= g1 & 3 (X~ C)2 g -8 Mg
i=1

onde m é o nimero de exemplares de cada sexo. A varidvel X = In(x), onde x representa o
comprimento padrao e Y = In(y), como y indicando a altura do corpo medida & frente da dorsal.
Na equagao (26) temos a equagdo linear dada por

e(X) = a1 (X-C) +a, (42)
Das equagoes (7), (8) e (42) sera obtida a relacao alométrica.

Devido ao grande nimero de dados envolvidos nas aplicagoes 2 e 3, omitiremos nesse desenvolvi-
mento, por razoes de praticas, os dados dos vetores g7, g, e f, bem como, os valores relativos aos
parametros envolvidos, objetivo dessa investigacao. Os dados experimentais das aplicagdes 2 e 3
encontram-se no Anexo.

N
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6.2. Aplicagao 2

Nesta aplicagao obtém-se um indicativo de alometria entre o comprimento padrao e o peso do
exemplar, considerando machos e fémeas.

Analisando os exemplares machos:

Utilizando a equagao (23), temos C = 3.2104 enquanto da equac@o (24) resulta o sistema linear
dado
7.7442 0 a1 \ [ 20.8704 (43)
0 130 ay )\ -97.0620 |-

Resolvendo o sistema (43) obtém-se os valores para @1 e @2 na forma

a1 =2.6050 e az=—0.7466. (44)
Da equagédo (42) obtém-se
Y =2.6950 (X — 3.2104) — 0.7466, (45)
ou ainda
Y =2.6950 X - 9.6764. (46)

Da equagéao (46) obtemos a funcao de alometria dada por
y =0.63-10 % x*090, (47)
O coeficiente de determinagio pode ser obtido por meio da equacao (28), isto é,

R? = 0.8482. (48)

Analisando os exemplares fémeas:

Utilizando a equagdo (23), temos C = 3.4810 e da equacido (24), tem-se o sistema
5.2671 0 a1 | [ 15.2648 (49)
0 93 ay )\ ~17.8890 |°

Resolvendo o sistema (49) obtém-se os valores para @1 e @z na forma

a1 =2.8081 e ap=-0.1924. (50)
Da equagao (42) obtém-se
Y =2.8981 (X —3.4810) — 0.1924, (51)
ou ainda
Y =2.8981 X - 10.2807 (52)

Da equagao (52) obtemos a funcéo de alometria dada por

y =0.34-10 4 x*8%1, (53)
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Da equagéo (28), pode-se obter o coeficiente de determinagao dado por

R? = 0.8545. (54)

Na Figura 5, encontram-se os gréaficos das relagoes de proporcionalidade envolvendo os exemplares
de ambos 0s sexos.

3.5 T 295 35 3
¥ =0.63-10" ™ . v =034-107 x> .
3 R*=0.8482 3 R*=0.8545
= m=130 i c m=93
2955 T 25 :
ey
[a=] L] —_
= 2,
g 2 . g 2
L))

3 5
b 5]
U5 S o L5
=] . -
e . [ Pt
8 1 ; k! " $ 1
& o% ) A~

0.5 R 05

0 0 o A
10 15 20 25 30 35 40 45 350 55 15 20 25 30 35 40 45 50 55
Comprimento padrio (mmm) - Machos Comprimento padréo (mm) - Fémeas

Figura 5: Regressao linear estabelecida entre o comprimento padrao e o peso do exemplar

Na Tabela 6.2 sao apresentados os coeficientes da relagao alométrica para machos e fémeas, o
coeficiente de determinacao e as relagoes alométricas, respectivamente. Comparando os coeficientes
alométricos da Tabela 3, conclui-se que as fémeas tém massa corporal superior aos machos.

’ Peixes Coletados 2007-2012 \ a \ b \ R? \ Relagdo Alométrica ‘
y Machos (m = 130) | 0.63-10* [ 2.6950 | 0.8482 | y = 0.63 - 10 *x>6%0 |
y Fémeas (m = 93) [ 0.34-10 % [ 2.8981 [ 0.8545 | y = 0.34-10 x*591 |

Tabela 3: Indicativos de relacoes alométricas de exemplares machos e fémeas de Deuterodon has-
tatus em relagao ao comprimento padrao e peso do exemplar.

6.3. Aplicagao 3

O objetivo dessa aplicagao é obter um indicativo de alometria entre o comprimento padrao e a
altura do corpo medida a frente da dorsal.

Analisando os exemplares machos:

Considerando os dados do comprimento padrao e da altura do corpo medida & frente da dorsal dos
130 exemplares machos, o sistema Aa =b dado pela equacao (24) reduz-se a

7.7442 0 a | _ [ 96389 (55)
0 130 )| as |7\ 2929736 |
R
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Da equagédo (23), obtemos C = 0 2 X; = 3.3125. Resolvendo o sistema (55) obtém-se os valores

a1 = 1.24467 e as = 2.253643; logo substltulndo estes valores na equagao (26), tem-se
Y =1.2447 (X - 3.3125) + 2.2536, (56)

ou ainda
Y =1.2447X — 1.86933. (57)

Da equagao (57) pode ser obtida, usando propriedades bésicas do célculo de logaritmos, a relagao

alométrica dada por

y = 671‘8693X1‘2447 (58)

ou ainda
y = 0.1542x1-2447, (59)

E da equacio (28) o coeficiente de determinacio R? = 0.9222.

Analisando os exemplares fémeas:

Considerando os dados do comprimento padrao e da altura do corpo medida a frente da dorsal dos
93 exemplares fémeas, o sistema matricial Ae = b dado pela equacao (24) reduz-se a

5.2671 0 @\ [ 7.2189 (60)
0 93 ay |\ 2323256 |
Resolvendo o sistema (60) obtém-se a; = 1.3706 e @y = 2.4981; da equagao (23) obtém-se C =
93
1 —
%5 2 Xi=3.3125.

Substituindo os valores de a1, as e C na equacdo (26), tem-se
Y =1.3706 (X —3.481) + 2.4981, (61)

ou ainda
Y =1.3706 X — 2.273. (62)

Da equagao (62) pode ser obtida, usando propriedades bésicas do cdlculo de logaritmos, a relagao

alométrica
y = o 2273, 1.3706 (63)

ou ainda
y = 0.103x!247, (64)

E da equacio (28) o coeficiente de determinaciao R? = 0.9122.

Na Figura 6, encontram-se o grafico da relagao de proporcionalidade entre o comprimento padrao
e a altura do corpo medida a frente da dorsal dos 93 exemplares fémeas do peixe Deuterodon
hastatus.
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v=0.154x"
- R* =0.9286
m=130

y= 0.103x77
R*=0.9122
m=093

Altura do corpo medido a frente da dorsal (mm)
=

Altura do corpo medido a frente da dorsal (mm)

20 25 30 35 40 45 50 35 20 25 30 35 40 45 50 55

Comprimento padrio (mm) -Machos Comprimento padrio (mm) - Fémeas

Figura 6: Regressao linear entre o comprimento padrao e a altura do corpo medido a frente da
dorsal de exemplares machos e fémeas Deuterodon hastatus

Na Tabela 6.3 sao apresentados os coeficientes da relagao alométrica para machos e fémeas, o
coeficiente de determinacgao e as relagoes alométricas respectivamente. Comparando os coeficientes
alométricos nessa tabela, observa-se que o coeficiente alométrico da fémea é um pouco maior do
que o coeficiente alométrico dos machos, o que leva a concluir que as fémeas tém altura corporal
ligeiramente maior do que a altura corporal dos machos.

’ Peixes Coletados 2007-2012 \ a b \ R? \ Relagao Alométrica
Machos (m = 130) 0.1540 [ 1.2447 [ 0.9222 [ y = 0.1504x!2447
Fémeas (m = 93) 0.1030 | 1.3706 | 0.9122 y = 0.1030x 13706

Tabela 4: Indicativos de relagoes alométricas de exemplares machos e fémeas de Deuterodon has-
tatus em relagao ao comprimento padrao e a altura do corpo medida a frente da dorsal.

Avaliagoes alométricas permitem observar se existe relacao de proporcionalidade entre dois dife-
rentes 6rgaos de um mesmo individuo de uma determinada espécie animal. Nesse caso, foi parti-
cularizado o indicativo de relacao entre as medidas envolvendo o peso e o comprimento padrao.
Entretanto, ao analisar outras possiveis indicagoes de alometria, observou-se que a altura da cabeca
cresceu 4 vezes menos que a altura do corpo, e isso leva a pensar que é uma vantagem para o peixe
ter a extremidade anterior mais afunilada, assim diminuindo o atrito com a agua.

Os exemplares dessa espécie, como da maioria dos peixes, realizam fecundagao externa, isto é, os
gametas sao jogados na agua, onde se encontram ao acaso para formar o zigoto. Nos animais que
realizam esse tipo de fecundacao ha uma alta taxa de producao de gametas, pois quanto mais
gametas estiverem na dgua, maior a chance de encontro de ovicitos e espermatozoides. Assim,
as fémeas normalmente sao maiores e mais largas devido ao fato de possuirem grandes ovécitos
que necessitam de mais espaco para serem armazenados, enquanto os espermatozoides sao células
de menor porte. A diferenga nessas proporgoes possivelmente confere maior eficicia ao nado dos
machos para fuga de predadores, bem como a captura de alimento.
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6.4. Conclusoes

Neste estudo o método de regressao linear foi utilizado como um indicativo de alometria envolvendo
comprimento padrao e peso do exemplar, bem como o comprimento padrao e altura do corpo
medida a frente da dorsal na espécie de peixe Deuterodon hastatus. Uma das metodologias aqui
utilizadas para a obtencao desses indicativos de alometria foi a projecao ortogonal de vetores. Esse
procedimento destaca-se pela facilidade de célculos para a obtencao dos parametros envolvidos no
modelo alométrico. Entretanto, essa técnica necessita de aspectos basicos de Algebra Linear, a
qual nao é comumente adotada nos cursos de licenciatura de areas como Estatistica, Biologia e
Quimica.

A primeira aplicacdo envolveu um pequeno lote de exemplares dessa espécie de peixe, o que possi-
bilitou descrever com detalhes todas as etapas com respeito as metodologias aqui utilizadas para
a regressao linear, correlacionando os parametros de comprimento padrao e o peso do exemplar.
Com respeito as demais aplicagoes, cada regressao linear foi obtida com a terceira metodologia
devido a sua maior praticidade de calculos. Entretanto, devido ao elevado nimero de exemplares,
nao foram apresentados explicitamente, os vetores que dao origem a cada sistema linear correspon-
dente e que derivam dos parametros de crescimento dos érgaos de interesse, e que por esse motivo,
constam os dados tabelados em Anexo.

Em relacao a segunda aplicagao, um indicativo de alometria foi determinado entre o comprimento
padrao e o peso do exemplar. Na terceira aplicacao, a relacao alométrica foi entre o comprimento
padrao e a altura da cabeca medida a frente da dorsal. Esses indicativos de proporcionalidade
existentes entre essas partes desses animais mostram que as fémeas possuem maior massa corporal,
enquanto os machos sdo mais esguios que as fémeas.

O método dos minimos quadrados lineares apresentado em sua forma mais elementar pode ser
usado pelo professor de matemadtica e/ou biologia no Ensino Médio, como uma alternativa para
o ensino e aprendizagem de problemas interdisciplinares de forma contextualizada. A primeira
metodologia requer apenas conhecimentos da equacdo da reta (fungdo polinomial do primeiro
grau) e sistemas lineares com duas varidveis. No presente trabalho, onde se objetivou a obtengao
de indicativos de alometria entre alguns orgaos dos peixes da espécie analisada, o conhecimento de
fungoes logaritmicas faz-se necessario. Portanto, esse método pode ser usado por um professor em
sala de aula para estabelecer correlagoes ou nao, entre grandezas de interesse pratico.

Como continuidade de nossa pesquisa pretendemos verificar a existéncia de outros indicativos
alométricos dessa espécie de peixe, considerando diferentes graus de maturagao gonadal, e também
verificar possiveis aspectos ontogénicos decorrentes desses estudos.

Anexo

Dados em relagao ao Comprimento padrao (mm), Peso do exemplar (g) e Comprimento da cabega
medida & frente da dorsal (mm) dos 130 exemplares machos e dos 93 exemplares fémeas.
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Tabela 5: Comprimento padrdo dos exemplares machos

32.21 | 40.62 | 22.24 | 39.83 | 40.15 | 33.52 | 29.43 | 24.82 | 33.03 | 18.69
34.96 | 44.08 | 23.59 | 42.34 | 40.85 | 33.72 | 32.32 | 25.67 | 33.04 | 19.02
41.66 | 45.71 | 25.45 | 27.37 | 45.73 | 34.28 | 32.42 | 26.06 | 20.01 | 19.09
19.05 | 20.14 | 25.98 | 28.67 | 21.42 | 21.74 | 33.06 | 26.35 | 21.43 | 20.97
19.25 | 20.45 | 27.52 | 28.88 | 22.25 | 27.62 | 50.01 | 26.53 | 21.83 | 21.46
25.81 | 21.69 | 27.63 | 29.14 | 24.49 | 28.00 | 18.91 | 26.61 | 23.06 | 21.54
27.09 | 21.97 | 28.35 | 35.22 | 25.36 | 28.07 | 18.92 | 27.45 | 31.70 | 22.03
31.90 | 23.17 | 28.68 | 35.65 | 25.89 | 32.99 | 19.62 | 27.53 | 31.80 | 22.62
35.02 | 19.29 | 28.94 | 42.20 | 26.08 | 33.77 | 19.74 | 27.87 | 32.05 | 23.50
50.90 | 19.29 | 29.82 | 26.84 | 33.35 | 36.32 | 20.72 | 28.68 | 33.98 | 23.79
21.27 | 19.68 | 30.68 | 30.50 | 28.53 | 24.20 | 21.55 | 29.27 | 46.68 | 25.43
32.23 | 19.88 | 32.55 | 31.01 | 30.97 | 25.13 | 23.09 | 29.91 | 18.01 | 25.93
38.20 | 20.95 | 35.27 | 33.65 | 32.73 | 25.93 | 23.13 | 30.25 | 18.04 | 28.41

Tabela 6: Peso dos exemplares machos

1.1205 | 1.4482 | 0.2145 | 1.3294 | 0.9580 | 0.8347 | 0.5407 | 0.3960 | 0.9010 | 0.1700
1.0900 | 1.9633 | 0.2531 | 1.4376 | 0.9820 | 0.9770 | 0.7388 | 0.4320 | 0.8180 | 0.1987
1.9005 | 2.2562 | 0.3067 | 0.7480 | 1.2490 | 0.9472 | 0.9388 | 0.3878 | 0.2175 | 0.1659
1.1808 | 0.1931 | 0.2653 | 0.7890 | 0.2113 | 0.2157 | 0.7825 | 0.4140 | 0.1972 | 0.2048
0.1744 | 0.2324 | 0.4002 | 0.7420 | 0.2567 | 0.4244 | 2.7216 | 0.4620 | 0.1951 | 0.2408
0.3806 | 0.2488 | 0.4020 | 0.4870 | 0.3620 | 0.4317 | 0.1740 | 0.4930 | 0.2507 | 0.2992
0.3862 | 0.2480 | 0.4588 | 0.5680 | 0.2298 | 0.3997 | 0.1888 | 0.6020 | 1.1000 | 0.2865
0.7515 | 0.2947 | 0.4291 | 0.8570 | 0.4373 | 0.6833 | 0.2130 | 0.5070 | 1.0000 | 0.3063
1.3837 | 0.1718 | 0.6403 | 0.3040 | 0.4412 | 0.8121 | 0.2060 | 0.5760 | 0.9000 | 0.3048
3.2104 | 0.1967 | 0.5775 | 0.4079 | 0.9654 | 0.9424 | 0.2880 | 0.5820 | 1.0000 | 0.3522
0.1888 | 0.2028 | 0.5135 | 0.5788 | 0.6520 | 0.2892 | 0.2340 | 0.5780 | 2.8000 | 0.4298
0.6245 | 0.2116 | 0.6174 | 0.7270 | 0.8399 | 0.3487 | 0.3360 | 0.4240 | 0.1728 | 0.4287
1.2430 | 0.1859 | 0.7175 | 0.9720 | 0.7465 | 0.3262 | 0.3020 | 0.6920 | 0.1636 | 0.6341

Tabela 7: Altura do corpo medida a frente da dorsal dos exemplares machos

15.35 | 16.35 | 6.78 16.27 | 15.35 | 12.34 | 10.30 | 8.78 12.74 | 5.86
12.44 | 17.17 | 8.11 15.92 | 16.00 | 11.89 | 12.35 | 8.86 11.84 | 6.24
16.48 | 18.42 | 8.30 9.88 17.67 | 13.41 | 12.59 | 9.67 6.79 | 5.90
5.79 10.29 | 8.12 10.29 | 5.53 7.25 12.30 | 8.19 7.02 | 6.64
5.80 7.96 6.75 9.80 6.37 9.14 19.93 | 9.51 6.66 | 6.86
7.78 10.16 | 8.61 10.33 | 7.55 9.32 5.57 9.40 7.45 | 6.75
8.36 5.89 10.07 | 11.93 | 7.27 9.10 5.66 9.67 13.35 | 6.59
11.97 | 8.84 9.84 13.67 | 7.88 11.54 | 6.50 9.51 12.96 | 6.98
14.55 | 6.73 9.50 16.29 | 8.26 12.82 | 6.36 9.23 12.11 | 7.74
20.38 | 6.70 9.77 9.64 11.80 | 12.92 | 6.69 9.97 12.69 | 8.17
6.80 6.52 10.28 | 10.38 | 11.33 | 8.29 6.97 9.77 | 19.67 | 8.10
10.70 | 7.80 10.88 | 11.33 | 13.70 | 9.17 7.85 9.16 5.77 | 8.73
15.04 | 7.31 12.14 | 12.53 | 12.80 | 9.25 7.77 10.24 | 5.46 | 7.75
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Tabela 8: Comprimento padrao dos exemplares fémeas

39.02 | 36.7 | 49.58 | 30.32 | 32.11 | 24.02 | 23.76 | 36.57 | 18.42 | 34.05
48.8 | 31.87 | 44.67 | 30.52 | 36.71 24.8 | 30.91 | 26.67 | 29.16 | 34.3
31.59 | 35.27 | 35.61 | 31.26 | 29.45 | 25.3 | 31.94 | 30.32 29.9 | 35.39
18.1 38.46 | 36.66 | 31.27 | 39.12 | 27.61 | 32.66 | 31.34 | 35.09
19.47 | 48.31 | 36.94 | 31.36 | 47.27 | 30.25 | 32.76 | 31.71 | 48.67
26.14 | 29.86 | 39.82 | 31.68 | 55.03 | 30.37 | 32.93 | 33.18 | 25.05
26.61 | 44.15 | 40.71 | 32.54 19.9 | 30.94 | 33.47 | 32.4 | 30.67
28.03 | 47.16 | 41.96 | 32.91 21.1 19.75 | 35.47 | 33.33 | 31.56
32.24 | 47.25 | 47.53 | 33.36 | 22.28 | 21.42 | 35.49 | 33.94 | 32.07
34.01 | 47.55 | 51.02 | 34.38 | 22.7 | 23.27 | 36.43 | 36.74 | 32.54

Tabela 9: Peso dos exemplares féemeas

1.4320 | 1.0501 | 2.6734 | 0.8450 | 0.8400 | 0.3491 | 0.3041 | 1.3222 | 0.1810 | 1.0000
1.9760 | 1.1651 | 1.9443 | 0.8450 | 0.8470 | 0.3616 | 0.6554 | 0.4503 | 0.6240 | 0.9000
0.6557 | 1.6699 | 1.0486 | 0.9870 | 0.6159 | 0.4034 | 0.7548 | 0.7368 | 0.6430 | 1.1000
0.1338 | 2.2340 | 1.0919 | 1.0540 | 1.2400 | 0.5026 | 0.8395 | 0.6613 | 1.0360
0.1821 | 3.3526 | 1.2176 | 0.6870 | 1.8660 | 0.8000 | 1.0468 | 0.7617 | 2.7344
0.3674 | 0.5385 | 1.6800 | 1.0840 | 2.4100 | 0.8470 | 0.9673 | 0.8178 | 0.3365
0.3954 | 1.9346 | 1.6128 | 0.9880 | 0.1543 | 0.7000 | 0.8686 | 0.6810 | 0.9000
0.4684 | 2.3606 | 1.5885 | 1.0850 | 0.1831 | 0.2140 | 1.1533 | 0.9909 | 1.0000
0.9600 | 2.0477 | 2.5702 | 0.5680 | 0.2093 | 1.0213 | 0.8841 | 1.1352 | 1.2000
0.6576 | 2.4792 | 2.9119 | 0.6105 | 0.3133 | 0.3019 | 1.2004 | 1.1352 | 1.0000

Tabela 10:  Altura do corpo medida a frente da dorsal dos exemplares fémeas

16.10 | 13.54 | 20.49 | 10.78 | 11.70 7.70 6.41 15.82 6.06 12.41
18.10 | 13.70 | 16.93 | 10.73 | 14.86 8.87 10.11 9.67 10.35 | 13.64
12.44 | 15.10 | 14.52 | 11.08 | 11.17 | 8.19 14.93 | 11.92 | 10.49 | 13.17
5.75 16.54 | 15.45 | 11.85 | 15.65 9.01 14.87 | 11.23 | 12.53
6.00 | 20.88 | 15.70 | 12.69 | 19.51 | 11.75 | 16.35 | 11.40 | 21.13
8.76 10.85 | 13.93 | 10.56 | 23.24 | 11.21 | 13.22 | 12.19 | 8.69
8.99 18.92 | 17.79 | 12.22 5.69 11.82 | 13.91 | 11.10 | 12.77
9.21 19.53 | 17.69 | 11.01 6.33 5.22 13.35 | 13.24 | 12.85
10.79 | 19.52 | 19.54 | 13.25 7.23 6.20 13.23 | 12.03 | 12.83
11.56 | 20.00 | 20.70 | 18.04 | 8.06 6.66 14.53 | 13.31 | 12.59
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