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Resumo

O objetivo deste artigo é divulgar um resultado conhecido atualmente como “Teorema Japonés
para poligonos ciclicos convexos”. Tal teorema foi inscrito em um sangaku japonés durante a Era
Edo e afirma que a soma dos inraios dos tridngulos gerados pela triangularizagao de um poligono
ciclico convexo, tomada a partir de um dos seus vértices, independe do vértice escolhido. Iremos
apresentar a mais antiga prova registrada para quadrilateros e duas provas para poligonos quais-
quer. A seguir, mostraremos duas propriedades para quadrilateros, as quais decorrem diretamente
do referido teorema, e também uma aplicagao pratica para o caso geral.
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Abstract

The purpose of this article is to disclose a result currently known as the “Japanese Theorem for
Convex Cyclic Polygons”. Such theorem was inscribed in a Japanese sangaku during the Edo Era
and states that the sum of the radius of the triangles generated by the triangularization of a convex
cyclic polygon, taken from one of its vertices, is independent of the chosen vertex. We will present
the oldest registered evidence for quadrilaterals and two evidence for any polygons. Next, we will
show two properties for quadrilaterals, which follow directly from the referred theorem, and also a
practical application for the general case.

Keywords: japanese theorem; cyclic polygons; sangaku.

1. Introdugao

Conforme escrito em um de seus artigos [1], o professor Mangho Ahuja, da Universidade de Mis-
souri, EUA, encontrou o Teorema Japonés pela primeira vez em 1993, no artigo [13]. Nesse artigo,
0 autor escreveu “... eu usei o teorema acima como inicio para um trabalho em andamento, nao
esperando uma prova do mesmo (eu mesmo nao posso provar sozinho)...”. A frase estimulou o
professor Ahuja a designar tal teorema como problema para Cathy Hawn, um de seus alunos de

mestrado. Juntos, Ahuja e Hawn conseguiram prové-lo, e isso pode ser conferido em [9)].

Um outro fato que intrigou Ahuja foi o nome do teorema. Por que Teorema Japonés? Apds
algum tempo de espera, o professor H.Yoshida, da Universidade de Kyoto, enviou a tao esperada
resposta. O teorema, caso quadrilatero, teve origem na China e acabou indo parar no Japao, onde
ficou conhecido como Teorema Chinés [10]. Mesmo quando Yoshio Mikami [14] provou sua validade
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para um poligono ciclico convexo, em 1905, o nome permaneceu como Teorema Chinés. Acredita-
se que por esse teorema ter aparecido sem nome em um artigo intitulado Matemdticas Japonesas
[7], em 1906, tenha feito com que os autores seguintes o chamassem de Teorema Japonés.

O Teorema Japonés para quadrilateros foi inscrito em 1800, em uma tabua de madeira em um
santudrio xintoista, por Ryokwan Maruyama. De acordo com Fukagawa [6], a procura por tdbuas
com teoremas matematicos, chamadas sangaku, era um costume do povo japonés no periodo co-
nhecido como Era Edo ou Era Tokugawa (1603 - 1868). Exibir em santudrios tdbuas contendo
problemas matemaéticos, com figuras elegantes e coloridas, geralmente tinha como objetivo honrar
os autores, agradecer aos deuses pelo feito atingido ou desafiar novos visitantes.

Figura 1: Sangaku exposto no subsantuario Tenman-gu do santuario de Ikutama, Osaka.
Fonte: [11], p. 29.

A Figura 1 mostra-nos um exemplo de como os sangaku eram expostos em templos japoneses. Nas
Figuras 2 e 3 podemos ver dois sangaku, que sdo traduzidos e resolvidos em [11]. J4 a Figura 4
mostra-nos uma conferéncia sobre matemaética japonesa realizada no Randolph-Macon College, em
2017, nos Estados Unidos.
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Figura 2: Sangaku do santuario Yoshifuji Mishima, prefeitura de Ehime.
Fonte: [11], p. 69.

Figura 3: Sangaku do santuario Miharu Itsukushima, prefeitura de Fukushima.
Fonte: [11], p. 170.
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Figura 4: Conferéncia sobre sangaku e wasan realizada no Randolph-Macon College, 2017.

Fonte: <https:/folios.rmc.edu/swarm/photographs/>. Acesso em: 26 de setembro de 2021.

O sangaku do Teorema Japonés para quadriliteros pertenceu ao santudrio Tsuruoka - San’nosha,
na area Ushu, onde atualmente se localizam os municipios de Yamagata e Akita. Apesar de ter de-
saparecido, sua inscri¢ao foi registrada no segundo volume do Zoku-Sinpeki-Sanpo de Kagen Fujita
[5], em 1807. Conforme tradi¢do, Maruyama também incluiu a resposta e uma breve descri¢ao de
como chegar a ela, chamada “arte do problema”. Porém, ele nao incluiu nenhuma prova. Segundo
Ahuja, Uegaki e Matsushita [2], a inscrigao original dizia:

Desenhe seis linhas no circulo e faca quatro circulos inscritos em trés das linhas. Se
o diametro do circulo sul, leste e oeste € de 1 sol, 2 sdis e 3 sois, respectivamente,
qual o comprimento do diémetro do circulo norte? Resposta: 4 sdis. Arte: Adicione
o diametro do circulo ocidental ao do leste e subtraia o do sul, e vocé obterd o do
norte. Fim. (Ahuja; Uegaki; Matsushita, 2006, p. 89)

Na inscrigao acima, 1 sol era uma unidade de medida tradicional japonesa cujo valor é, aproxima-
damente, igual a 3 centimetros. As seis linhas descritas no teorema sao os lados e diagonais do
quadrildtero. A Figura 5 ilustra-nos tal inscri¢do.

i
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Figura 5: Uma possivel ilustragao para o Teorema Japonés.
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E importante ressaltar que, durante quase toda Era Edo, o Japao foi uma sociedade completa-
mente fechada para o mundo exterior. Contribui¢bes importantes como as de Newton, Leibniz e
Euler nao chegaram ao conhecimento do povo japonés durante esse periodo. Somente no inicio do
século 20 que documentos de matematicos japoneses comegaram a aparecer em periddicos ociden-
tais. Atualmente ainda existem aproximadamente 900 sangaku e acredita-se que milhares foram
perdidos ao longo do tempo. Na Tabela 1 podemos observar a quantidade de sangaku existentes

por prefeitura.

| Prefeitura | Quantidade de sangaku |

Hokkaido 0
Aomori 3
Iwate 102
Miyagi 49
Akita 8
Yamagata 37
Fukushima 111
Ibaraki 21
Tochigi 21
Gunma 78
Saitama 88
Chiba 33
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’ Prefeitura \ Quantidade de sangaku ‘

Tokyo 16
Kanagawa 6
Yamanashi 5
Niigata 27
Toyama 17
Ishikawa 16
Fukui 23
Nagano 54
Shizuoka 7
Aichi 16
Gifu 8
Mie 14
Shiga 11
Kyoto 17
Osaka 13
Hyogo 27
Nara )
Wakayama 1
Tottori 0
Shimane 0
Okayama 25
Hiroshima 4
Yamaguchi 0
Tokushima 0
Kagawa 7
Ehime 31
Kochi 0
Fukuoka 8
Saga 1
Nagasaki 3
Kumamoto 0
Oita 1
Miyazaki 0
Kagoshima 0
Okinawa, 0

Tabela 1: Quantidade de sangaku existentes por prefeitura.
Fonte: [11], p. 25.

O Teorema Japonés foi parte da minha pesquisa de mestrado Profmat [20], em parceria com meu
orientador e professor Fabio Silva de Souza, na Faculdade de Formacao de Professores - Uerj, Sao
Gongalo. Trata-se de um resultado muito interessante, como boa parte dos problemas contidos
em sangaku japoneses, e cuja prova contém elementos de geometria bastante comuns na educagao
bésica.

607 " sBm

..............................



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Vieira Jr e Souza

2. O Teorema Japonés para quadrilateros ciclicos convexos

Nesta segao, mostraremos a prova registrada mais antiga do Teorema Japonés para quadrilateros
que, segundo Ahuja [1], é atribuida a Tameyuki Yoshida [21]. Para os nossos propoésitos, as
seguintes definigoes serdo importantes.

Definicao 1. Um poligono ¢ dito ciclico quando todos os seus vértices pertencem ao mesmo circulo.
Nesse caso, o raio de tal circulo é chamado circunraio do poligono.

Definigao 2. O inraio de um poligono é o raio de seu circulo inscrito.

Definicao 3. Triangularizar um poligono a partir de um determinado vértice é tracar todas as
diagonais possiveis do poligono cujo vértice em questao é extremidade.

Teorema 1 (Teorema Japonés para quadrildteros). Seja ABCD um quadrildtero ciclico convero.
Entao a soma dos inraios dos triangulos resultantes de uma triangulariza¢do do quadrilatero ABCD
independe da diagonal escolhida para formar essa triangularizacao.

Demonstra¢do. Seja ABCD um quadrildtero ciclico convexo tal que r,,r},,T. € rq denotam, res-
pectivamente, as medidas dos inraios dos triangulos ABD,BCA,CDB e DAC. Chamando tais
tridngulos, respectivamente, de T1,To, Ts e T4, consideremos que P;, Q; e S; sdo os pontos de
tangéncia do circulo C; com Tj, onde i=1,2,3, 4.

Considerando uma primeira triangularizagao de ABCD, dada pela Figura 6, e também a expressao
E, dada por -
E=AB+CD-BC-AD,

podemos observar que

E= (AQ1 + BQI) + (CQ3 + DQ3) - (BP3 + CP3) - (AP1 + DPl) .

Figura 6: Primeira triangularizacao do quadrilitero ABCD.
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Utilizando a propriedade de congruéncia entre segmentos tangentes a um circulo, obtemos

AQ, =AP;, BQ, =BS;, BP;=BS;, CP;=CQs;, DQz=DS;, e DP;=DS;,

de forma que a expressao E, apds algumas simplificacGes, pode ser reescrita como

E-= (B_Sl—B_S?,) + (D_sg— DSl) -5,5;+5.S,,

ou seja,
E=2-5;S;. (1)

Por outro lado, considerando uma segunda triangularizacdo para ABCD, dada pela Figura 7,
obtemos

E-= (AP2 + BPQ) + (CP4 + DP4) - (BQ2 + CQQ) - (AQ4 + DQ4) .

Figura 7: Segunda triangularizacao do quadrilatero ABCD.

Novamente, pela propriedade de congruéncia entre segmentos tangentes a um circulo, podemos
escrever

AP, = AS,, BP,=BQ,, CQ,=CS;, CP;=CS,;, DP,=DQ, e AQ,=AS,,
de maneira que E, apds algumas simplificagoes, também pode ser reescrita como
E = (AS; - AS,)+ (0S; - CS;) = 5,81+ 55,

ou seja,
E=2-S,S,. (2)
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Comparando as Equagoes (1) e (2) , obtemos

25153 =2 5594,

de onde segue que

w2

183 = 8284. (3)

Os angulos /ACB e /ADB sao ambos inscritos no mesmo AB e, portanto, podemos considerar
ACB = ADB = 2q, para algum angulo a € (0,7/2). Utilizando argumento andlogo, escrevemos
BAC =BDC =28, CAD = CBD =20 e DBA = DCA = 2y. Usando tais notagoes, obtemos

tg(tzlr:b=r_a = rb-D_Sl—ra-C_ngO
CSs DSy

gf=— === = 1.-AS; 1, DS;=0,
AS, DS;

tgh=— = =~ — 14-BS; r1.-AS;=0
AS, BS;s

e

tg)/=r:d=r:a = 1,-CS;14-BS; =0.

CS; BS;

Somando as equagbes acima, membro a membro, obtemos
ro (OS5~ CS3) +xc (AS; - AS;) 1, (DSy - DSy ) 4 (BS; - BS;) = 0

Portanto,

Ty 'SQS4+I‘C '828471']3 'Slsgfl‘d -8183 =0

de onde segue
(ra +1c) - S254 = (1, +1q) - 5153.

Finalmente, utilizando (3), concluimos que
Tyg +Tc =Tp +1Ig.

O

Vale lembrar que existe uma caracterizacao bem conhecida dos quadrilateros ciclicos convexos
quando olhamos para seus angulos internos. Recorde que um quadrildtero convexo ABCD é ciclico
se, e somente se, DAB + BCD = n ou BAC = BDC. Por outro lado, se duas triangularizagoes
distintas de um quadrilatero convexo gerarem soma de inraios distintas, o Teorema 1 garante-nos
que esse quadrilatero nao é ciclico.

Na segunda parte do artigo [1] se encontram diversas outras provas interessantes para o Teorema 1.
Um fato surpreendente é que o resultado obtido também é vélido para um poligono ciclico convexo
qualquer. Veremos isso na proxima secao.
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3. O Teorema Japonés para poligonos ciclicos convexos

Nesta secao iremos apresentar duas provas do Teorema Japonés para poligonos ciclicos convexos.
A primeira delas foi dada por Gusman [8] e o autor utiliza basicamente o Teorema de Carnot para
triangulos, que pode ser encontrado no artigo indicado ou, se o leitor preferir, nas paginas 193 e
194 de [16]. A segunda prova foi dada por Ahuja na segunda parte de seu artigo [1], e utiliza o
Método da Indugdo Matematica, que pode ser encontrado na pégina 24 de [4]. Para enunciarmos
o Teorema de Carnot de uma maneira mais resumida, adotaremos a seguinte convengao.

Uma determinada distancia serd negativa, quando nenhuma parte de seu segmento correspondente
estiver contida no interior do respectivo poligono. Caso contrario, tal distdncia serd positiva. As
Figuras 8 e 9 possibilitam-nos visualizar tal convencao para triangulos.

C

Figura 8: Distancias OM,, OMy, e OM,. positivas. Figura 9: Distancia OM, negativa.

Lema 1 (Teorema de Carnot). Se ABC ¢é um triangulo qualquer de inraio v e circunraio R, entdo
a soma das distancias do circuncentro de ABC aos seus respectivos lados € igual a v+ R.

Lema 2 (Método da Inducdo Matemaética). Seja P(n) uma propriedade relativa ao nimero natural
n e seja ng um numero natural. Suponhamos que

e P(ng) seja valida;

e Para todo n > ng, a validez de P(n) implica a validez de P(n+1).

Entao P(n) € vdlida para todo n > ng.

Teorema 2 (Teorema Japonés generalizado). Se triangularizarmos um poligono ciclico convexo a
partir de um vértice qualquer, entdo a soma dos inraios dos triangulos resultantes dessa triangu-
larizagao nao dependerd do vértice escolhido.

Primeira demonstragdo. Seja P um poligono ciclico convexo com n lados e cujos vértices sdo Ay,
Ay, -+, Ay, com n > 4. Escolhendo um vértice qualquer para triangularizarmos P, tal triangu-
larizagao ird gerar um total de (n—2) tridngulos e isso se deve ao fato de que temos um total de
(n— 3) diagonais partindo do vértice escolhido e que tais diagonais determinam (n— 3)+1 triangulos
interiores a P. A Figura 10 ilustra-nos um exemplo de triangularizacdo para o referido poligono.

N
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Figura 10: Triangularizacao de P a partir do vértice A;.

Sendo O o circuncentro do poligono, vamos definir a medida OX; dada por

OXi = OMai + OMbi + Ol\/[ci7

onde OM,;, OM}; e OM; sao as distancias de O até cada um dos lados do triangulo T; gerado pela
triangularizacao de P, comi=1, 2, ---, n— 2. Dessa forma obtemos

OXl = OMal + OMbl + OM017

OXQ = OMaZ + OMb2 + OMCZa

OX3 = OMag + OMb3 + OMC;),,

OXp 2= OMa(n72) + OMb(nf2) + OMc(n72) .

Somando, membro a membro, as equacoes acima e utilizando o Lema 1 em cada triangulo Tj;, de
inraio r; e circunraio R, obtemos

n—2 n—2 n—2
X; = (ri+R)=Zri+(nf2)oR,
i=1 i=1 i=1

de modo que

N
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IlZiiriz(2711)-R+I127:20_Xi. (4)
i=1 i=1

Observe que o termo (2—n) - R que aparece na Equagao (4) é constante, pois tanto a quantidade
de lados do poligono como a medida do circunraio R sao bem determinadas. Mais ainda, pela
definigao de 0OXj, no somatério 2?212 OX; cada perpendicular aos lados do poligono é contada uma
Unica vez, enquanto que cada perpendicular as diagonais geradas pela triangularizacao de P é
contada duas vezes, sendo uma delas positiva e outra negativa, conforme a convencao adotada
para distancias no Lema 1.

Por exemplo, na Figura 11, as distdncias OM,; e OM,5 anulam-se. J4 na Figura 12, os pares que
se anulam sao OM,; com OM,s e OM. com OM_3.

S
N |

= B aa ’
M, 1"_: \A\I a2’

i
1O
T AY

Figura 11: Teorema Japoneés - caso n=4. Figura 12: Teorema Japonés - caso n=>5.

Dessa forma, todas as perpendiculares as diagonais irdo se anular no somatorio Zin;f OX; sobrando
apenas as perpendiculares aos lados, ou seja, as distancias de O aos lados do poligono. Porém, tal
soma também é uma constante, pois nao depende do tipo de triangularizacao escolhida. Conse-

quentemente,
n—2

Z T; = constante.
i=1
O

Segunda demonstra¢do. Usaremos o Método da Indugdo no nimero de lados n do poligono P.
Vamos considerar que os vértices Ay, Ao, ---, A, do poligono estejam dispostos ordenadamente
no sentido anti-horario.

e P(4) é vélida conforme Teorema 1 da Secdo 2;

e Suponhamos que P(n) seja valida para todo n > 4. Queremos mostrar a validade de P(n + 1).
Para isso acrescentamos, sem perda de generalidade, o vértice A, .1 entre os vértices A, e Ay do
poligono P, de forma que Ap,; esteja contido no mesmo circulo que os demais vértices. Com isso
iremos gerar um novo poligono ciclico Q. A Figura 13 exemplifica tal argumento.

N
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Figura 13: Triangularizacao dos poligonos P e Q a partir do vértice A;.

Sendo S; (P) e S; (Q), respectivamente, a soma dos inraios de todos os triangulos obtidos na
triangularizacdo dos poligonos P e Q a partir do vértice Aj, e considerando r [ABC] a medida
do inraio de um determinado triangulo ABC, se triangularizarmos P e Q a partir do vértice Ay,
entao obtemos claramente que

51(Q) =51 (P) +r[AnAnsAq].

Agora, vamos triangularizar P e Q a partir de um vértice A; qualquer. Nesse caso, a soma dos
inraios na triangularizacao do poligono Q sera igual a soma dos inraios na triangularizagao do
poligono P menos o inraio do triangulo AjA, A+, pois esse ndo aparece na triangularizacao de Q,
mais os inraios dos tridngulos AjA, A1 e AjA,41Aq, pois esses ndo aparecem na triangularizagao
de P. As figuras 14 e 15 permitem-nos visualizar essa situacao. Logo,

S;(Q) =S; (P) 1 [AjAuA ] +1 [AjAL A ] + 1 [AjAnn Al . (5)

N
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Figura 14: Triangularizacao de P por A;. Figura 15: Triangularizagdo de Q por A;.
Considerando o quadrilatero AjA,A, 1Ay, pelo Teorema 1, temos que

T [AjAnAn_H] +1 [AjAn+1A1] =T [AjAnAl] +r [AnAn+1A1] . (6)

Substituindo (6) em (5), podemos escrever

Sj (Q) = Sj (P) -TI [AjAnAl] +r [AjAnAl] +71 [AnAn+1A1]

de forma que

S (Q) =S (P) +1 [AsAni Adl. (1)

Pela hipétese de inducao, a soma dos inraios do poligono P nao depende do vértice escolhido,
ou seja, S;j (P) = Sk (P) sendo A;j e Ay vértices distintos. Somando r [A A1 A1] a ambos os

membros, obtemos
Sj (P) +1 [AnAns1A1] =Sk (P) +1 [AnAnii Aq]

e, utilizando a Equagao (7), concluimos que
55 (Q) =5k (Q)

ou seja, tal propriedade também ¢é valida para o poligono Q, implicando a validez de P(n + 1).

Pelo Lema 2, P (n) é valida para todo n natural tal que n > 4.

_
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Vale ressaltar que, utilizando os mesmos argumentos da primeira prova apresentada, verifica-se
que o Teorema 2 também é valido quando triangularizamos o poligono de maneira arbitraria, ou
seja, quando as diagonais nao partem necessariamente de um mesmo vértice. A Figura 16 ilustra
dois exemplos deste caso, quando n = 7.

Figura 16: Duas possiveis triangularizacoes arbitrarias de P.

Podemos observar que ha véarias maneiras de triangularizar um poligono. E cada uma delas de-
compoe o poligono de formas distintas, e, portanto, os tridngulos que aparecem em uma triangu-
larizagao, em geral, sao distintos dos de uma outra dada triangularizacao, e sendo assim, a priort,
nao é de se esperar que a soma dos inraios dos triangulos obtidos de uma triangularizagao qualquer
seja sempre a mesma. Porém, surpreendentemente, tal soma independe da triangularizacao, e é
isso que nos diz o Teorema Japonés.

4. Duas propriedades para quadrilateros ciclicos convexos

Uma primeira aplicagdo do Teorema Japonés pode ser encontrada em [15] e refere-se a uma propri-
edade para quadrilateros ciclicos convexos que envolve a diagonal de triangularizagao e os inraios
dos triangulos obtidos. Em sua demonstragao, iremos utilizar o seguinte lema cuja prova também
se encontra na referéncia citada. As Figuras 6 e 7 podem ajudar na visualizacao de tal propriedade.

Lema 3. Seja ABCD um quadrildtero ciclico convexo de diagonais AC e BD. Se r,, rp, 1o € 14q
denotam, respectivamente, os inraios dos triangulos ABD,BCA,CDB e DAC obtidos nas duas
triangularizagdes do quadrildtero ABCD, entdo

ra‘I‘C'A_CZI‘b'I'd-@.

Teorema 3. Se ABCD € um quadrildtero ciclico convexro, entdo o produto entre a diagonal de
triangularizacao e a soma dos inversos dos inraios dos triangulos obtidos nao depende da diagonal
escolhida.

N
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Demonstragio. Consideremos inicialmente que AC = x e BD = y. O produto da diagonal BD pela
soma dos inversos dos inraios r, e r. dos triangulos obtidos pode ser escrito como

1 1 Iy + T
y . 4 — = y . _—.
Ty Tc Ty Tc
Pelo Lema 3, podemos escrever

_y
Iy I'c=— " TIp-Iq,
X

Ty +Tc
=X-|—].
Iy " I'q

de forma que
Ty +Te X - (g +1¢)
y|l— =y |———

Ty - I¢ Yy Ib-Iq

Utilizando o Teorema 1, obtemos
Ty +Ic=1Ip+1qg,

de onde segue
(1 1) (ra+rc) (ra+rc) (rb+rd) (1 1)
v l—+—|=y|—|=x|—|=x-|—— | =x-|—+—].
Ta Tc Ty Tc Ip - I'q Iy - Iq Iy Iq

Para apresentarmos uma outra aplicacao do Teorema Japonés, precisamos nos lembrar que todo
triangulo ABC possui trés circulos ex-inscritos, ou seja, circulos que sao tangentes externamente
a um de seus lados e as retas suportes dos outros dois.

O

Figura 17: Ponto de Nagel de um triangulo ABC.

N
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Sendo A’, B’ e C’ os pontos de tangéncia dos referidos circulos, respectivamente, com os lados
BC, AC e AB, pode-se mostrar, utilizando o Teorema 4 a seguir, que as cevianas AA’, BB’ e CC’
intersectam-se em um mesmo ponto, que denotaremos por N. Tal ponto é conhecido na literatura
como o ponto de Nagel do triangulo ABC, devido ao matematico alemao do século XIX Christian
Heinrich von Nagel (1803-1882). A prova do Teorema 4 pode ser encontrada nas paginas 20, 21 e
22 de [20]. Na Figura 17 podemos observar um exemplo de construgao do referido ponto.

Teorema 4 (Teorema de Ceva). As trés cevianas de um triangulo ABC sao concorrentes se, e
somente se, ___
BP CQ AR
PC QA RB

onde P, Q e R sao, respectivamente, os pés de tais cevianas relativas aos lados BC,AC e AB.

=1

)

Uma segunda aplicagao do Teorema Japonés esta associada a outra propriedade para quadrilateros
ciclicos convexos que relaciona a soma das distancias do circuncentro do quadrilatero aos pontos
de Nagel dos triangulos obtidos em cada triangularizagao. Para os nossos propdsitos o seguinte
lema, que pode ser encontrado nas paginas 113 e 114 de [3] ou nas paginas 86 a 89 de [20], serd
importante.

Lema 4. Seja ABC um triangulo de circunraio R e inraio r. Se O e N denotam, respectivamente,
o circuncentro e o ponto de Nagel do triangulo ABC, entao

ON=R-2r.

Teorema 5. Seja ABCD um quadrildtero ciclico convexo de circuncentro O. Se N,,Np,N. e Ny
denotam, respectivamente, os pontos de Nagel dos triangulos ABD,BCA,CDB e DAC, entao

ONa + ONC = ONb + ONd.

Demonstragao. Pelo Lema 4, podemos escrever

ON,+ONc =R 2r,+ R~ 2rc =2R 2+ (ra +7c).

Por outro lado, usando o Teorema 1, obtemos
Ty + T =Tp +1g,
de onde segue
O_Na+O_NC: 2R-2(rp, +r9) =R—-2rp + R—2rq :O_Nb+O_Nd.

O

O Teorema 5 afirma que, para qualquer quadrilatero ciclico convexo, a soma das distancias de
seu circuncentro O até os pontos de Nagel dos tridngulos obtidos em uma triangularizagdo nao
depende da triangularizagao escolhida. As figuras 18 e 19 ilustram esse resultado onde a soma dos
segmentos em vermelho é sempre igual a soma dos segmentos em azul.

N
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Figura 18: Distancias ON, e ON.. -
Figura 19: Distancias ON, e ONg.

5. Um limite interessante

No ano de 2013, Richeson [17] mostrou que o Teorema 2 também é valido para poligonos ciclicos
nao convexos. Nesse mesmo artigo, ele utilizou o referido teorema para visualizar de maneira
simples a convergéncia da série

que representa a soma de todos os inraios dos triangulos obtidos ao triangularizarmos um poligono
ciclico convexo P. O Teorema 2 afirma que tal soma é sempre constante para P. Mas terfamos um
limite para ela quando o numero de lados do poligono for tao grande quanto desejarmos?

Para responder a essa pergunta, partimos da Equacao (4). Dela obtemos que

n22ri = (Q*H)'R+§TK’
i=1 i=1

onde OX; é a soma das distancias do circuncentro O do poligono P aos lados do tridangulo Tj,
i=1,2,3,---,n— 2, obtido na triangularizacao de P. Nesse momento pode ser 1util ao leitor
observar as Figuras 11 e 12 que exemplificam, respectivamente, os casos em que n =4 e n = 5.

Pelos argumentos apresentados na primeira demonstragao do Teorema 2, as distancias aos lados
dos triangulos que sao diagonais do poligono irao se cancelar conforme a convengao adotada para
distancias no Lema 1. As tnicas contribuicoes para Zi“;f OX; sao dadas pelas distancias d;, com
i=1,2,---,n, do circuncentro O a cada um dos lados l; do poligono. Nesse caso, podemos
reescrever a Equacdo (4) como

n=(2-n)-R+ ) d (8)

Cada lado ]; do poligono estd associado a um angulo central ;. Se 0 < 0; < 7, entdo d; = R-cos (%)
Por outro lado, se m < 8; < 2m, entao d; serd negativa e pode ser escrita como d; = -R - cos ¢, para

N
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algum angulo ¢ € [0,7/2), de forma que

¢+ —=m
Logo,
91 Hi
d; =—R - cos (n 5) =R - cos (5),
de onde segue que
d; =R - cos (%) 9)

para todo angulo 6; € [0, 27]. Podemos observar esses dois casos nas Figuras 20 e 21.

A,‘+1’—’— -‘-"'-.__.
li N
i Y
e N
7/ \ N A,
4 AY 1
A\
/ \ i I’ \
4 R* &'dz S \
I A P
\2" -

Figura 21: Caso 7 < 6; < 27.

Figura 20: Caso 0 < 6; < «.
Substituindo (9) em (8) obtemos
n-2 n 0,
;rl =(2-n) R+;R 005(2),

de forma que

n22ri=R- 2n+icos(%)l.
i=1 i=1

Considerando P o espago de todos os poligonos convexos com n lados, inscritos em um mesmo
circulo de raio R, e f : # — R uma funcao dada por

n—2

£(Pn) = Y1,

i=1

onde P,, é um poligono desse espago, temos que

f(Pn) = f(917927"' 79n) =R-

2n+§;cos(%)l (10)
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é uma fungdo nas varidveis 61, 6, ---, 0, se n for fixado. Repare que f é limitada por 2R que

é justamente o diametro do circulo que circunscreve o poligono P,. De fato, cada cosseno que
aparece no somatério admite 1 como valor méximo, e, consequentemente,

£(61,02,---,0,) <R-(2-n+n-1)=R-(2-n+n) =2R.

Para determinarmos o valor maximo da funcao f, utilizaremos o seguinte resultado, que pode ser
encontrado na pagina 952 de [18] ou nas pédginas 171 e 172 de [12], e é atribuido ao matemadtico
franco-italiano Joseph-Louis Lagrange (1736-1813). Recordamos que VF denota o vetor gradiente
de uma dada funcao F, ou seja,

OF oF OF

VF(x1,X2,++ ,Xp) = o 0xg’ Ox

Lema 5 (Método do Multiplicador de Lagrange). Seja f uma funcgdo diferencidvel em um aberto U.

Seja g uma funcdo de classe C* nesse mesmo aberto, tal que Vg # 0 para todo (x1,Xa,- -+ ,Xpn) € V,
onde V = {(x1,X2, -+ ,Xn) € U | g(X1,X2, -+ ,Xn) =¢, ¢ € R}. Para determinar os valores mdximo
e minimo de f(x1,X2, -+ ,Xpn), sujeita d restricdo g(x1,Xa, - ,Xn) = ¢ (supondo que esses valores

extremos existam):

e Determine todos os valores de X1, X, -++, Xn e A tais que

Vf(XhXQv"' 7Xn) =a1- Vg(XhX?v"' aXn)

g(X17X27 o 7Xn) =q

e Calcule f em todos os pontos (x1,X2,- - ,Xn) que resultam do passo anterior. O maior desses
valores serd o wvalor mazrimo de f, e o menor serd o valor minimo de f. O numero real 1 é
chamado multiplicador de Lagrange.

Consideremos as fungoes f e g, dadas por

f(917927"' 79n) =R-

n
0
2n+Zcos(§l)l e g(61,02,---,0,)=01+02+---+0,.
i=1

Utilizando o Lema 5 para a funcao f na restrigao
g(917027 e 70n) = 27[7

obtemos

R 01 R 92 R gn
Y i) ot R n Vo =
%3 ( 2sen(Q), 2sen(2), , sen(Z)) e g=(1,1, , 1),

de forma que V{(61,802,--- ,0,) =1-Vg(61,05, - ,60,) leva-nos a seguinte sequéncia de igualdades

fEsen 9—1 —fEsen @ —~--—fEsen G_H =1
2 2] 2 2] 2 2] 7
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ou seja,
01 02 On
sen|—|=sen|—]=---=sen|—|.
2 2 2
Afirmamos que o valor maximo fy; da funcao f ocorre para 6, = 62 = --- = 6,,. De fato, se 6; < 6j,
para i # j, entao
0; 0;
sen|—|=sen|—
2 2
levarnos a
0; 0;
Log- 2
2 2
de maneira que
0; + 9j =2n.

Mas isso nos leva a um absurdo pois, o poligono P,,, nesse caso, seria representado por um ponto
ou um segmento. Em ambos os casos temos f(P,) = 0. Logo, pelo Lema 5, o valor maximo fy
ocorre quando 61 = 05 = --- = 6,, ou seja, Py, é regular e cada angulo central §;, comi=1,2,--- ,n,
pode ser escrito como

6= —. (11)

Substituindo (11) em (10), obtemos

fa(Po) =R-

()
2-n+n-cos|{—1J»|,
2n

de onde segue que fy; depende somente do nimero de lados do poligono, ou seja,

T

fM(n)zR-{2+n- [cos(—)fl]}. (12)

n

Podemos olhar f); como uma sequéncia de nimeros reais onde o n-ésimo termo é dado pela igual-
dade acima. A sequéncia fy; é crescente para n > 2 pois cos (7/n) é crescente neste intervalo. Pelo
fato de a funcao f ser limitada por 2R, temos que fj; € convergente. Vamos calcular o limite de
fum quando n tende ao infinito.

Apés algumas manipulagoes algébricas, podemos reescrever (12) como

sen (%)  sen(Z

fu(n)=R-|2-7-

— 5

z .cos(§)+1 '

Quando n tende para o infinito, temos que % tende para zero. Dessa forma, o fator

tende para 1, enquanto que o fator

N
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tende para zero. Portanto,
lim fM = 2R.

n—oo

Para visualizar de maneira simples a convergéncia de fy;, basta lembrar que o Teorema Japonés
é valido para qualquer tipo de triangularizagao, ou seja, garante que f); é uma constante. Dessa
forma, podemos escolher uma triangularizacao onde todos os inraios sejam paralelos a um diametro
do circulo. As figuras 22 e 23 ilustram os casos para n = 10 e n = 20. Repare que, a medida que o
nimero de lados n do poligono aumenta, f); tende a ficar cada vez mais proxima do didmetro do
circulo.

Figura 22: Fungao f); quando n = 10.

~¥
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Figura 23: Fungao f) quando n = 20.
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