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Tetracao e superexponenciais

Marcus Lima

Resumo

Apresentamos uma demonstracio de que os valores de ¢ > 0 para os quais a expressio a®* estd
bem definida estdo no intervalo [(1/e)¢, e!/¢]. Esse fato foi descoberto e publicado por Euler em 1778
e teve varias demonstragoes desde entdo. Nosso interesse € justifici-lo de modo que tal intervalo
surja naturalmente na andlise da convergéncia da expressao acima, usando apenas resultados da
primeira disciplina de Calculo. Nossa abordagem foi baseada nas ideias apresentadas nos artigos
da referéncia.
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Abstract

We present a demonstration that the values of @ > 0 for which the expression a®* is well defined
are in the range [(1/e)¢,e'/¢]. This fact was discovered and published by Euler in 1778 and has
had several demonstrations ever since. Our interest is to justify this fact so that such an interval
arises naturally in the analysis of the convergence of the above expression, using only results from
the first discipline of Calculus. Our approach was based on the ideas presented in the reference
articles.
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1. Significado da expressao a®”

Fixado um nimero a, o processo de fazer sucessivas exponenciagoes com tal niimero é chamado de
tetracao, superexponenciacao ou ainda hiperexponenciagdo. Do ponto de vista de uma “ordenagao”
entre as operagoes de adigao, multiplicagdo e exponenciacdo, poderiamos pensar na adicdo como
primeira operacgdo. Considerando a fun¢do F(x) = = + a e iniciando com F(a), composi¢oes
sucessivas de F'dao origem a multiplicacdo (segunda operagao). Repetindo o procedimento anterior
para G(z) = az, iniciando com G(a), composigoes sucessivas de G ddo origem a exponenciagao
(terceira operagdo). Fazendo o mesmo para H(x) = a”, iniciando com H (a), composigdes sucessivas
resultam na operagdo chamada tetragdo (quarta operacao). No entanto, os processos descritos
anteriormente sao todos finitos. Da mesma forma que ocorrem somatérios e produtérios infinitos,
considerando exponenciagoes infinitas, chega-se a expressdao que motiva este texto.
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Como processo infinito, a expressdo a* ¢é definida por meio de um limite. Para cada ntimero real
a > 0 (para nao haver restrigdes quanto & exponenciacao), consideramos a sequéncia (a,, )5 ; (que
daqui em diante denotaremos apenas por (a,,)) definida por:

a;=a e a,,, =a para n>1

Definimos

a’ .
¢ = lim a
n—o0

a n

se esse limite existir.

Para a = 1, (a,,) é convergente, com nlgg() a, = 1. Para a #+ 1, se (a,) é convergente, digamos

lim a,, = z, entao
n—oo

lim

a . .
x=a* = lim a, = lim a% 1 = @™nrrec%-1 = g% (1)

n—oo n—oo

em que a ultima igualdade decorre da continuidade da fun¢do exponencial a*.

Assim, um ntimero real a para o qual a sequéncia (a,,) é convergente, com lim a, = z, satisfaz
n—o0

a equacdo x = a® ou a = z/*, que nos leva ao estudo da funcio flz) = '/ ¢ > 0. Tal funcio
assume valor méaximo e'/¢ quando = = e (f'(z) = 2!/* 5 (1 —Inz) > 0, para z < e e f'(z) <0,
para x > e) e tem o gréfico:

f@) =z

Figura 1: Gréfico da funcio f(x) = z/®

Disso decorre que uma condigdo necessaria para (a,,) ser convergente é a < el/¢. Isso determina
o limite superior do intervalo de convergéncia de (a,,) e e como valor méximo para o limite de
(a,). Com isso restringiremos a analise das sequéncias (a,,) para 0 < a < e'/¢. Como para a = 1,

lim a,, = 1, analisaremos separadamente os intervalos (1,e'/¢] e (0, 1).
n—oo

2. Convergéngia no intervalo (1,e'/¢]

. o . a A . 7
Com a > 1, iterando as exponenciais, vem a < a* < a® < ..., e a sequéncia (a,,) é crescente.
. . 1 1/e-1 . ~ .
Também, a; = a < el/e, assim, ay = a™ < (el/e)e C=e° < e. Por inducgao finita podemos
mostrar que a,, < e, para todo n. Ou seja, para cada nimero real a satisfazendo 1 < a < el’e a
sequéncia (a,,)>° ; é crescente e limitada superiormente, portanto é convergente.
R
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3. Anailise de convergéncia no intervalo (0,1)

Neste caso a,, < 1, para todo n. Além disso, a = a; < ay = a®* < 1. Analogamente, a* = ay >
a; =a* <lea=a; <az=a". Da tdltima desigualdade, decorre que a® = ay > a, = a%.
Novamente por inducéo finita sobre n, obtemos a = a; < ag < - < dg,yq € Ay, <+ < Oy < Gy =
a® para todo n natural. Assim, (ay,,,) ¢ crescente e limitada superiormente e a,, ¢é decrescente
e limitada inferiormente, logo ambas sdo convergentes com limites A e B, respectivamente, e
satisfazem: A = limay, ; = lima®*"" = a*" e B = limay, = lima® """ = a%”. Nosso interesse
agora é determinar os valores de a para os quais teremos A = B ou, equivalentemente, determinar
os valores de a de modo que a equacdo a® = z tenha solucdo para um tnico valor de = > 0.
Faremos isso com base no estudo da fungdo ¢,(z) = a®", x > 0, procurando condi¢des sobre a
para que o grafico de ¢, (x) corte a reta y = x em apenas um ponto (ou seja, para que ¢, (x) tenha
uma tnica solugdo). Fixemos a tal que 0 < a < 1. Temos ¢, (z) = a® a*(Ina)? > 0, para todo
x > 0, portanto, ¢, (x) é crescente. Além disso, a reta y = 1 é uma assintota horizontal ao grafico
de ¢, (z) (lim a*" =1, pois 0 < a < 1).
Tr—r00

Se lim ay,,; = Be lim a,, = B, usando as igualdades em (1), obtemos lim a, = B, portanto,
n—oo n—oo n—oo

a®? = B.

Observemos que B é uma solucio de a®” = x. Usando isso e reescrevendo ¢/, (z)a®” Ina®” In a, temos
que ¢, (B) = a®”a®(Ina)? = BIn Blna = (In B)2. Agora, se ¢/,(B) > 0, no ponto (B, ¢,(B)), em
que o grafico de ¢, (z) corta a reta y = x, a inclinagdo da reta tangente ao gréfico de ¢, (x) é maior
do que 1. No entanto, como y = 1 é assintota horizontal, deve haver outro cruzamento desse grafico
com a reta y = x, ou seja, haverd mais de uma solucdo da equacdo a®” = z. Disso concluimos que
se h4 uma tnica solugio B de a®” = z, entdo ¢, (B) < 1. Isso nos remete a encontrar todos os
valores de a para os quais ¢, (z) < 1, para todo 2 > 0. Para isso vamos investigar um pouco mais
a funcio ¢/ (z). Calculando sua derivada, obtemos ¢ (z) = a® a*(Ina)?(a® Ina + 1). Resolvendo
¢ (x) = 0 (que ocorre para a®Ina+ 1 = 0), obtemos a®" = e~ 1. Como ¢’ (z) > 0 para todo = > 0
tal que a®” < el e ¢/ (x) < 0 para todo x > 0 tal que a®” > e~!, concluimos que:

. - s
i. 0 maximo de ¢ (x) ocorre quando a®" = e~ L.

ii. o grafico de ¢, (x) tem um ponto de inflexdo cuja abcissa é x, = ﬁ In (—i) >0, que é o
ponto de méximo de ¢, (). A expressdo para z, é obtida resolvendo a” Ina + 1 = 0. Da condigdo

x, >0, decorre 0 < a < e~ L.

Como consequéncia de i. acima, ¢, (z) = a® a®(Ina)? = a* Ina® Ina < —11na, para todo z > 0.
Assim, ¢/ (z) <1 para todo z > 0 quando —% Ina < 1, ou seja, a > e €. Vamos mostrar que, para

todo a no intervalo [e¢,1), o gréfico de ¢, (x) corta a reta y = x apenas uma vez. Observemos

que isso implica que lim a,,.; = lim a,, e, portanto, a existéncia lim a,. Nossa andlise serd
n—oo n—oo
baseada em ii. acima. Para a = e ¢, I = (é, é) é o ponto de inflexdo do grafico de ¢, (z) e o

grafico de ¢, .(x) corta a reta y = x apenas uma vez, no ponto I. Para e ® < a < e!, como

¢l (x) < 1 para todo > 0, ¢,(0) =a >0, p,(z) é crescente e lim ¢, (x) =1, o grafico de ¢, (x),
Tr—00

x > 0, corta a reta y = z em um tnico ponto. Para e™! < a < 1, o grafico de ¢, (z), z > 0, tem
concavidade para baixo e corta a reta y = x em um tnico ponto. Em particular, x = 0 é a abcissa
do ponto de inflexao do gréfico de ¢ -1 (z).

Finalmente, para a no intervalo (0, ¢), lim a,, ., = B > a pois (ay, ) é crescente. Além disso,
n—oo
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Figura 2: Gréficos de ¢, (z) para a < e ¢ (em vermelho); a = ¢ ¢ (em azul) e e < a < 1 (em
preto)

0. (B) = Be ¢,(B) = a®’aP(Ina)?> = BmnBlna > alnalna > (Ina)? > €2 > 1, em que na
segunda desigualdade acima usamos que a® > a. Como discutido anteriormente, a desigualdade
acima implica a existéncia de uma outra solugdo de ¢, (z) = 2 e podemos concluir que nio existe

lim a,,. Dessa analise da funcdo ¢,(z) = a®", = > 0, podemos concluir que, para e™© < a < 1,
n—oo

~ x ~ ~ a"‘ .
a equacdo a® = z tem apenas uma solugdo para xz > 0. Dessa forma, a expressao a® estd bem
definida (no sentido que para todo a a expressdo assume apenas um valor) para a no intervalo

[(1/e)¢,et/e].
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