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Investigacao matematica com o GeoGebra em
uma propriedade dos poligonos

Duelci Vaz José Eder de Vasconcelos Osni Filho

Resumo

Neste artigo utilizamos a Investigagdo Matematica com o GeoGebra fundamentada em quatro
etapas, a saber: experimentar, conjecturar, formalizar e generalizar para estudar uma propriedade
dos poligonos. Identificamos, na conducdo da atividade, o potencial da proposta, uma vez que
nos auxiliou na generalizacao do resultado a partir de uma algebra vetorial elementar sobre casos
particulares. A utilizacao do software GeoGebra foi importante na percepcao da propriedade, pelas
demonstracoes visuais que realizamos em diversas situacoes e conjecturas suscitadas a partir das
experimentacoes.
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Abstract

In this article we perform mathematical research with GeoGebra based on four stages: experiment,
conjecture, formalization and generalization to study a property of the polygons. We identify in the
conduction of the activity the potential of the proposal, since it helped us in the generalization of
a result from an elementary vector algebra on particular cases. The use of the GeoGebra software
was important in the perception of the property, by the visual demonstrations that we carried out
in diverse situations and conjectures raised from the experiments.
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1. Introdugao

Este trabalho resulta de uma aplicacao de uma proposta metodologica para o ensino da Matematica
que chamamos de Investigagdo Matemética com o GeoGebra. Em [4] ilustramos e relatamos
uma experiéncia sobre essa metodologia na exploragao de uma propriedade dos determinantes das
matrizes quadradas do tipo:

A=(a,) _ Qijr1) =0y +1, para i=1e j=12,..n—1
e a;=a; 1 j+ni=23.n—-1j=12..n—1

Concluimos que toda matriz quadrada desta natureza de ordem maior ou igual a 3 possui deter-
minante nulo e no caso especial em que a matriz tem ordem 2, o determinante é sempre -2. Essa
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proposta, que tem uma estreita relacdo com a Investigacio Matemdtica na Sala de Aula de [1], é
novamente utilizada na investigacao de uma propriedade dos poligonos, mostrando suas etapas na
tentativa de generalizar uma propriedade poligonal. Relatamos nossa experiéncia na esperanca de
que esse método possa ser utilizado também por professores de todos os niveis de ensino.

2. Investigacdo matematica com o GeoGebra

Vaz ([4]) estabelece as bases da Investigacio Matemética com o GeoGebra que sdo enunciadas, resumida-
mente, em quatro etapas: experimentar, conjecturar, formalizar e generalizar o pensamento matematico.
Esclarecemos um pouco mais essas etapas aqui, pois elas serdo utilizadas no desenrolar desse artigo.

A primeira etapa consiste em explorarmos a capacidade de experimentar que o GeoGebra permite, gracas
a possibilidade de movimentarmos os entes matematicos poderemos comparar as representacoes algébricas
e geométricas, percebermos propriedades, compreendermos defini¢des e construirmos conceitos através das
percepcoes obtidas.

A segunda etapa do processo seria levantarmos conjecturas relacionadas a primeira etapa. Conjecturar sig-
nifica percebermos rela¢des oriundas da experimentacdo, vislumbrarmos propriedades, relagoes, resultados
gerais importantes para o bom desenvolvimento mateméatico. Uma vez percebida a conjectura podemos
enunciéd-la como um resultado a ser investigado, em forma de pergunta ou em forma de problema.

A terceira etapa é a formalizagdo, isto é, a demonstracdo matemética da conjectura propriamente dita
ou a apresentacdo de uma contra proposicdo da conjectura levantada, com um argumento pedagodgico
compativel. Tal atitude é importante, pois ndo podemos, através da experimentacgao, aceitar o resultado
sob o risco de ndo estarmos praticando os ideais da Matematica.

A quarta etapa é a generalizacdo. Depois de experimentarmos, conjecturarmos e formalizarmos o saber
matemaético é importante fazermos a generalizacdo do resultado, quando possivel, isto é, investigarmos
outras situagbes pertinentes, situagdes particulares, enfim, explorarmos o alcance do resultado obtido.

3. Investigando uma propriedade do tridngulo

Este trabalho comegou com um convite para participarmos de um workshop que tinha como tema o uso
das tecnologias na Educagdo Matematica. A ideia era apresentarmos atividades de matemdtica para um
publico diversificado usando algum tipo de tecnologia. Utilizar o GeoGebra seria algo interessante para
chamarmos a atengdo das pessoas que por ali passassem. Assim, procuramos problemas que se encaixassem
na proposta da Investigacdo Matemadtica com o GeoGebra. Em [2], na secdo destinada & soma de vetores,
encontramos um problema que despertou nossa atencdo: dado um tridngulo qualquer, trace os pontos
médios de todos os lados e em seguida determine os trés vetores com extremidade inicial nos vértices do
tridngulo e final no ponto médio do lado oposto de cada vértice e demonstre que a soma desses vetores é
nula.

O problema mostrou-se apropriado para fazermos uma demonstragéo visual, ideal para chamar a atencéo
dos transeuntes no evento. No GeoGebra podemos fazer isso com facilidade, pois o software permite
experimentagdes diversas e com isso fortalecer a ideia de que a proposi¢do é de fato vilida ou ndo. Na
tentativa de generalizar a propriedade a utilizacdo da Investigacdo Matemética com o GeoGebra foi ideal
para concluirmos o estudo iniciado com o tridngulo.

4. A resolugao do problema e as quatro etapas

Fase 1: experimentacdo. Primeiro desenhamos um tridngulo qualquer, determinando, em seguida, os
pontos médios de cada um de seus lados. Em seguida, tracamos os vetores com extremidade inicial no
an
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Figura 2: Uma das possibilidades na demonstracao visual para o caso do tridngulo.

vértice e final no ponto médio do lado oposto, determinando trés vetores. Escolhemos um ponto qualquer
do plano e transferimos os trés vetores, mantendo todas suas caracteristicas, do seguinte modo: o primeiro
vetor, determinado aleatoriamente, deve ser transferido para este ponto; o segundo, também escolhido
aleatoriamente, a partir da extremidade do primeiro e o terceiro a partir da extremidade desse ultimo,
conforme Figura 1.

Assim, obtemos soma nula, pois os vetores formaram um ciclo fechado. Movimentando qualquer vértice
do tridngulo verificamos que a configuracdo geométrica dos vetores se altera, mas a soma continua nula,
isto é, o ciclo continua fechado.

Na Figura 2 abaixo, apresentamos outra possibilidade de configuracdo. No GeoGebra, a experimentacio
pode ser realizada movimentando os vértices do tridngulo e, simultaneamente, a soma dos vetores continua
formando ciclo fechado para cada um dos triangulos obtidos. Podemos também habilitar o rastro para
vermos o que acontece, o que amplia consideravelmente nossa visdo sobre o problema.

Segunda etapa: conjecturar. A partir das experimentacoes percebemos evidéncias de que esse é um caso
a ser investigado, pois essas demonstragoes visuais realizadas sobre varios casos nos permitem pensar que
de fato a propriedade é valida para todos os tridngulos. Seria interessante fazermos a conjectura em forma
de pergunta: serd que a soma de todos os vetores com extremidade inicial nos vértices de um triangulo
e final no ponto médio do lado oposto é nula? Essa pergunta serd respondida de forma investigativa,
na etapa seguinte. Terceira etapa: formalizagdo. Agora é necessario fazermos a formalizacdo ou
prova analitica do fato. A seguir apresentamos uma possibilidade. Percebemos que a nomeagio
dos vértices do tridngulo da Figura 2, por A;,A, e A3 e os pontos médios por M;, M, e M; nos
mesmo ajudaria a elaborar um caminho para outros casos, como ficard mais claro posteriormente.
Partimos da percepcao das seguintes igualdades:

- 1 1 1\
AlMl = A1A2 + (5) AQAS, A2M2 == A2A3 + (5) A3A17 A3M3 == A3A1 + (5) A1A2.
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Figura 3: Demonstracao visual para o caso de um quadrilatero.

Combinamos membro a membro e obtemos:

1 IR
A, + A, + A, = A, Ay + Ay A, + Ay 4, + <§> (A4, + A, A, + A, A;) = 0.

A soma das parcelas entre parénteses é nula, pois representa um ciclo fechado de vetores, os lados
do triangulo.

Quarta etapa: generalizagdo. Daqui para frente desenvolveremos a generalizagdo e para tanto,
investigaremos a validade da propriedade para outros poligonos, comegaremos pelo quadrilatero
convexo e demonstraremos visualmente que a propriedade é valida também para esse caso, como
ilustra a Figura 3. Nesta fase, repetimos algumas etapas ja mencionadas, como sera facil perceber.
Para um quadrilatero nao convexo também constatamos visualmente a validade da propriedade,
como ilustra a Figura 4.

Diante dessas experiéncias ficou mais forte a impressao de que a propriedade é valida para todos
os quadrilateros. A conjectura para esse caso seria enunciada como segue. Seja A;A;,A3A, um
quadrilatero qualquer. Tomando-se todos os pontos médios de seus lados e determinando todos os
vetores tragados dos vértices aos pontos médios dos lados ndo adjacentes, a soma desses vetores é
nula?

Para demonstrarmos isso, indicaremos por A, A,, A; e A, os vértices do quadrilatero e por M,
My, My e M, os pontos médios dos lados A, As, A3A,, A4A; e A A,, respectivamente, conforme
Figura 5.

A demonstragio visual com o GeoGebra revelou que podemos separar os vetores em dois grupos,
ambos com soma nula, no caso de um quadriladtero, como mostra a Figura 5. Esse fato foi obtido
por experimentacao e se constitui fundamental na elaboragdo de um raciocinio definitivo.

O primeiro grupo é obtido utilizando todos os vetores que tém origem nos vértices do quadrilatero e
extremidade final o primeiro ponto médio, nao adjacente ao vértice considerado, no sentido horario.
Assim:

1 1
A My = A Ay + §A2A3a AyMy = Ay Ay + §A3A4a

1 1
A My = AgA  + SAAL, AN, = A4 + SAA,,

Logo: Z?: AM, = %Z; A;A;, =0,onde A,,; = A, parai = 4. O segundo grupo obtido
tomando todos os vetores determinados pelos vértices do quadrilatero e o segundo ponto médio
= s
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Figura 4:

]

Figura 5: Demonstragao visual: vetores separados em dois grupos.

nao adjacente, no sentido horario, nos da:

1 1
AjMy = A1 Ay + Ay Ag + §A3A4, AgMy = AyAg + A3Ay + §A4A1a

1 1
MMy = DAL+ A+ A Ay, A = A+ A Ay + S A, Ay

Somando os membros das igualdades obtemos para este grupo:

4 5 & .
ZAiMi+1 D) ZAiAiJrl =0,
i=1

i=1

em que: A, = A, e M, = M, para i = 4. Assim, obtemos finalmente:

4 4 3 4 5 A B
Z A M; + Z AM;,, = 5 Z AiAig + 5 Z AjAi, =0.
=1 =1 =1 =1

A experimentacdo nos mostrou que enumerar os vértices e os pontos médios, como ilustrado an-
teriormente, seria um caminho vidvel, pois facilitaria a representacdo simbdlica para um poligono
com um numero arbitrario de vetores. A enumeracdo também se mostrou eficiente na percep¢ao
da composi¢ao dos diversos somatoérios que iriam aparecer no processo e no encaminhamento de
um raciocinio definitivo.

O exemplo a seguir, ilustrado na Figura 6, para um poligono de cinco lados, finaliza a etapa de
percepcao de propriedades e a partir dai foi possivel darmos uma explicacdo geral para o caso de
um poligono de n lados.

u @= sBm
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Figura 6: Demonstracdo visual para o caso de um pentagono.

Figura 7: Demonstracao visual em trés casos para o caso do pentagono.

A estratégia bésica mais uma vez foi a de separarmos, neste caso, em trés grupos de vetores
como ilustrado pela Figura 7, obtida da experimentacdo com o GeoGebra. Adotamos a estratégia
anterior, dividimos este exemplo em trés casos. No primeiro grupo, apresentado na Figura 7,
obtivemos a seguinte conclusao:

5 5
- 3
A M, = 3 A A, em que A, =A, para i=25.
=1 -1

(2

(3

Do segundo grupo ilustrado na Figura 7 obtemos:

5 5
5 )
AM; = izAiAi-s-l’ em que A; ., =A, e M,,, =M, para i=>5.
-1 i1

(2

E, por fim, o terceiro grupo, também apresentado na Figura 7, nos da:

5 735
ZAiMi+4 = 9 ZAiAiJrlv
i=1

=1

com M, , = M, para i = 2; M, , = M,, para ¢ = 3; M, 4, = M, para i = 4; M, , = M, e

a
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Figura 8: Representacao do tridngulo e do quadriladtero com a nova notagao.

A, = Ay, para i = 5. Combinando esses resultados obtemos a finalizagdo do argumento, isto é,

ZAM+ZAM1+1+ZA 2 = ZA1 1T 5 ZAAhLlJf_

Agora podemos enunciar o fato geral para um poligono de n lados. Considerando os n — 2 grupos
em que os vetores do k-ésimo grupo sao do tipo: A iekroonde 1 <k <n—2.

zn:AiMi—&—iAiMiH—i—iAlMHQ-i- +ZA no

=1

5

ZAA

=1

EN|

DO |
Ol

~
Il
—
<.
Il
—
<.

3L 5 & 2n — 3 & =
= ZAiAi+1 + 5 ZAiAiJrl +oeet 5 ZAz'Aan?) =0,

1=1 =1 i=1

em que M; ., = My, My o = My, .., My, o =DM, 5, parai=ned; , =A, A, ,=A4,, .,
A =A

para i = n. Mais geralmente, quando i+k >n, A, , = A, 4, e M, . =M, ;. _,.

i+n—2 n—2»

Observamos que para os quadrildteros terfamos oito vetores internos (aqueles que ndo sao lados),
para o pentdgono terfamos quinze, para um hexdgono terfamos vinte e quatro vetores. E facil
deduzir que a férmula para contagem do niimero de vetores internos é dada por f(n) = n? — 2n,
pois de cada vértice saem n — 2 vetores, num total de n vértices. Assim, o nimero é dado pela
funcio f(n) = (n — 2)n = n? — 2n. Também percebemos que para o tridngulo existe apenas um
grupo de vetores internos com soma nula. Para o quadrilatero existem dois grupos de vetores
internos com soma nula. Para um pentdgono conseguimos trés grupos de vetores. Assim, para um
grupo com n vetores teremos n — 2 grupos de vetores.

5. Aprimorando a notagao

Para melhor generalizarmos a propriedade dos poligonos utilizaremos as idéias apresentadas em
[3]. Vamos renumerar os pontos necessarios conforme Figura 8. Os vértices do quadrildtero com
os impares: 1, 3, 5 e 7 e os pontos médios com os pares: 2, 4, 6 e 8, no sentido horario. Os
vetores seguirdo o seguinte critério: se um vetor conecta ¢ a j serd nomeado de v; ;. Por exemplo,
existe um vetor entre 1 e 3, entdo, esse vetor serd nomeado vy 5. Assim teremos, V1,35 U355 Us 7
e vy representando os lados do quadrilatero. Além disso, vy 4 € vy 6, V34 € VU3g, V5o € Usg €,
finalmente v7 4 e v 5 representando os vetores saindo do vértice e chegando ao ponto médio do
lado ndo adjacente a esse vértice.

= s
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Ainda levamos em consideracio a Figura 8, reescrevemos as férmulas estabelecidas anteriormente
com essa nova notacao. Para o tridngulo, teremos:

Vg = Us3 + U310 V36 = Vs + 5015 V14T Uis + 55,3

Somando membro a membro, obtemos:

1 3 o
Uso + U3+ Vg =Us3+ VUgq + U5+ 5(“3,1 +vy 5+ vs3) = 5(“5,3 +vgq +v15)=0.

Ou de forma mais compacta:

3 3 3 3

1 3 -
E V2i—1,2i+2 = E V9i—1,2i43 T ) E V2i+3,2i+1 — ) E V2i—1,2i+3 = 0,
i=1 i=1 i=1 i=1

os indices pertencem ao conjunto dos inteiros médulo 6.

Para os quadrildteros, obtemos:

4 4 1 34
E V2i—1,2i+2 — E Voi_1,2i41 T ) E V2i+1,2i+3 — ) E V2i—1,2i+1
i—1 i=1 i=1 i=1

I
ol

=~

4 4 14 5 A

E Vi 1,2i44 = E Vgi—1,2i41 T E V2i41,2i43 T 5 E U2i13,2i45 = o E Vgi—1,2i41 = 0,
; : : 2 4 2 4

i=1 i=1 i=1 i=1 =1

onde os indices pertencem ao conjunto dos inteiros médulo 8.

Finalmente para um poligono qualquer de n lados, lembramos que teremos n—2 grupos de vetores,
que sao os seguintes:

=

n 3 n
E U2;i—1,2i+2 :i E V2i—1,2i+1 = Y5
i=1 i=1
n 5 n R
E V2i—1,2i+4 :5 E V2i—1,2i+1 — 0,
i=1 =1

n 7 n
E V2i—1,2i+6 25 § V2i—1,2i+1 = 0,
i=1 i=1

L M —3 & -
E VU2i—1,2i+2n—2 :72 E V2i—1,2i+1 — 0.
i—1 i—1

Em que os indices sao tomados no conjunto dos inteiros médulo 2n.

Evidentemente que a determinacao de uma simbologia apropriada facilita as representagoes e a
histéria da matematica nos mostra o quanto isso é importante para o desenvolvimento das ideias
matematicas.
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6. Conclusao

Concluimos nosso artigo enunciando a validade da propriedade. Dado um poligono qualquer, tracando
todos os vetores dos vértices até os pontos médios dos lados nao adjacentes e calculando a soma de todos
eles, obtemos resultante nula. No desenvolvimento do trabalho, percebemos a importancia da utilizagao
das novas tecnologias na Educacdo Matematica. Em diversas oportunidades foram evidenciadas as po-
tencialidades pedagogicas da Investigacdo Mateméatica com o GeoGebra e sua importancia na construgao
do conhecimento matematico: na experimentacdo, permitindo a visualizacdo dos objetos matematicos em
movimento, na elaboragio de conjecturas, na releitura de contetdos, na formalizacdo e generalizacdo dessas
conjecturas. Sobretudo, fica evidenciado, o quanto expande nosso olhar sobre os objetos matematicos. Em
certas ocasides em que se pretendia desenvolver determinados planejamentos e tarefas, observamos outras
propriedades, caracteristicas que ndo estavam contidas nestes planejamentos. Assim, trabalhar dentro
desta proposta pode nos reservar gratas surpresas. Isso é importante, pois estimula novas investigagoes.
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