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Os hidrocarbonetos e a teoria dos grafos
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Resumo

Na disciplina de Quimica do Ensino Médio os estudantes aprendem o que sao os hidrocarbone-
tos, uma extensa e importante familia de compostos organicos. A estrutura combinatéria dessas
moléculas pode ser modelada por grafos, e alguns resultados de facil compreensao desse objeto
matematico traduzem propriedades daqueles compostos. Vemos, assim, uma oportunidade para
os professores de Quimica e Matemdtica praticarem a interdisciplinaridade. O professor de Ma-
tematica, em particular, pode aproveitar essa inter-relacao para abordar os grafos, uma importante
area da Matemadtica Discreta. Neste texto, pretendemos fornecer informagoes para a construgao
de sequéncias didaticas com esse objetivo.

Palavras-chave: Grafos; arvores; modelos de hidrocarbonetos; contagem de atomos de hidrogénio;
isomeros.

Abstract

In high school chemistry, students learn of hydrocarbons, an extensive and important family of
organic compounds. The combinatorial structure of these molecules can be modeled by graphs,
and some easy-to-understand results of that mathematical object render properties of those com-
pounds. Thereby we see an opportunity for chemistry and mathematics teachers to practice in-
terdisciplinarity. Mathematics teachers, in particular, can take advantage of this interrelation to
approach graphs, an important area of Discrete Mathematics. In this article, we intend to provide
information for the construction of didactic sequences with that purpose.

Keywords: Graphs; trees; hydrocarbon models; count of hydrogen atoms; isomers.

1. Introdugao

Os hidrocarbonetos sao compostos organicos formados somente por atomos de carbono e hi-
drogénio. Neste artigo, focaremos, em trés tipos bésicos de hidrocarbonetos, os alcanos, os alcenos e
os alcinos. O que distingue os alcanos dos outros tipos de hidrocarbonetos é que em suas moléculas
os dtomos de carbono sempre estdo ligados a quatro outros dtomos, sejam eles de carbono e/ou
hidrogénio, sendo que as ligagoes carbono-carbono sempre sao simples. Como quatro é o nimero
maximo de ligagdes que um atomo de carbono pode fazer, os alcanos também sao conhecidos como
hidrocarbonetos saturados. Por outro lado, existem dois subtipos de alcanos: os aciclicos (comu-
mente referidos simplesmente como alcanos) e os ciclicos (referidos como cicloalcanos ou naftenos).
Em alguns hidrocarbonetos, existem ligacoes carbono-carbono que sao duplas ou triplas, isto é,
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existem atomos de carbono que estao ligados a somente trés ou dois outros dtomos. Quando existe
uma ligagao carbono-carbono dupla, o hidrocarboneto é conhecido como alceno. No caso de uma
ligacao carbono-carbono tripla, o hidrocarboneto é um alcino. Tanto os alcenos como os alcinos
sao conhecidos como hidrocarbonetos insaturados, pois suas moléculas tém dois atomos de carbono
que estao ligados a menos de quatro outros dtomos, sejam eles de carbono e/ou hidrogénio. Como
no caso dos alcanos, também existem subtipos ciclicos dos hidrocarbonetos insaturados.

Sob o ponto de vista combinatério, as moléculas desses diferentes hidrocarbonetos podem ser
modeladas por um objeto matemaético chamado grafo. Para os diferentes tipos de hidrocarbonetos,
alguns teoremas muito simples permitem-nos calcular o nimero de dtomos de hidrogénio de uma
molécula em fungdo do nimero de atomos de carbono. Surpreendentemente, essas relagoes sao
fixas, embora as estruturas das moléculas possam variar muito.

2. A espetacular familia dos alcanos aciclicos

Uma propriedade que chama a atengao nas moléculas dos alcanos aciclicos é que, se o numero de
atomos de carbono é n, o de hidrogénio é sempre 2n + 2, qualquer que seja a estrutura molecular
formada pelos n dtomos de carbono. Assim, em Quimica, a férmula geral dos alcanos aciclicos é
CnHsonyo. Veremos como alguns teoremas sobre grafos permitem-nos obter essa relacao.

Nos alcanos aciclicos cujas moléculas tém quatro ou mais dtomos de carbono, esses podem estar
ligados formando estruturas lineares, cada dtomo de carbono ligando-se a no maximo dois outros
4dtomos de carbono, ou estruturas ramificadas, quando também existem dtomos de carbono que se
ligam a outros trés ou quatro atomos de carbono. Com isso, surge a possibilidade de diferentes
estruturas moleculares para uma mesma férmula molecular, dando origem a diferentes compostos,
conhecidos como isomeros. Por exemplo, para a férmula molecular CsH;,, existem trés isdmeros
(Figura 1), um com estrutura linear (referido como pentano) e dois com estruturas ramificadas
(referidos como isopentano e neopentano). Na molécula do isopentano, hd um &tomo de carbono
ligado a trés outros atomos de carbono, e na do neopentano, o dtomo central estd ligado aos outros
quatro atomos de carbono. Embora as estruturas das trés moléculas sejam diferentes, continua
valendo a relacao de 2n + 2 atomos de hidrogénio para n atomos de carbono.
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Figura 1: Tlustracao dos trés isomeros de férmula molecular C5H;2, conhecidos como pentano,
isopentano e neopentano. Autores: Ben Mills e Jynto [8].

3. A familia dos cicloalcanos

Os cicloalcanos sao hidrocarbonetos saturados que contém um tnico ciclo em sua estrutura mo-
lecular, ao qual podem estar ligadas uma ou mais ramificacbes. Analogamente aos alcanos, nos
cicloalcanos também ha uma relacao fixa entre o nimero de dtomos de carbono e o de hidrogénio,
que é C,Hoy, para n > 3. Essa relacao é igual a dos alcenos, hidrocarbonetos que contém uma
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ligagdo dupla carbono-carbono, porém para n > 2 (vide abaixo). Para a férmula molecular C3Hg,
existe um tnico cicloalcano, o ciclopropano. Ja para a férmula C4Hg, existem dois isomeros: o
ciclobutano e o metilciclopropano, sendo esse um ciclopropano com uma ramificagao, um grupo
metil — veja a Figura 2. Para n > 5, o nimero de isdbmeros aumenta bastante, pois surge um outro
tipo de isdomeros, os estereoisomeros, que decorrem da possibilidade de as ramificagdes assumirem
diferentes posigoes relativas no espacgo.

¢ e ¥
Figura 2: Ilustragao dos dois cicloalcanos isoméricos de férmula molecular C4Hg, o ciclobutano e
o metilciclopropano. Figuras geradas por [2].

Cabe destacar que, para um dado valor de n, a molécula do alcano sempre tem dois atomos
de hidrogénio a mais que a correspondente molécula do cicloalcano. Assim, o cicloalcano, em
condicoes adequadas (como no caso da presenga de um catalisador de um metal de transigao),
pode ser hidrogenado, com a abertura do anel, transformando-se em um alcano. Por exemplo, o
metilciclopropano (C4Hg) pode ser hidrogenado, obtendo-se o butano (C4Hyg).

4. Hidrocarbonetos insaturados: alcenos, cicloalcenos, alcinos e cicloalcinos

Como ja mencionado, os alcenos sdo hidrocarbonetos insaturados que tém uma ligagdo carbono-
carbono dupla em suas moléculas e apresentam uma relagao fixa entre o nimero de adtomos de
carbono e de hidrogénio igual a dos cicloalcanos: C,Hsy,, para n > 2. Para n = 4, existem quatro
alcenos isoméricos: o 1-buteno, o cis-2-buteno, o trans-2-buteno e o isobuteno (ou isobutileno) —
veja a Figura 3. Nos trés primeiros isomeros, ha dois dtomos de carbono ligados a dois outros
atomos de carbono, enquanto no ultimo isomero ha um atomo ligado a trés outros atomos de
carbono. Note que esses quatro alcenos, de formula molecular C4Hg, também sao isomeros dos dois
cicloalcanos mostrados na Figura 2. Portanto, existem seis isomeros para essa férmula molecular.
O alceno mais simples, o eteno (mais conhecido como etileno), CoHy, é 0 composto organico mais
produzido industrialmente, com muitas aplicacoes. Por exemplo, a partir dele é obtido o polietileno,
o plastico incolor mais usado mundialmente. Por outro lado, o eteno também é um importante
horménio natural de plantas, muito empregado para acelerar o amadurecimento de frutas.
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Figura 3: Ilustracao dos quatro alcenos isoméricos de férmula molecular C4Hg: a partir da
esquerda, o 1-buteno, o cis-2-buteno, o trans-2-buteno e o isobuteno. Autor: Ben Mills [9].
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Os cicloalcenos sao hidrocarbonetos insaturados cuja estrutura molecular contém um ciclo com
trés ou mais atomos de carbono. A esse ciclo podem estar ligadas uma ou mais ramificagoes. Para
esses compostos, a relagao fixa entre o nimero de dtomos de carbono e de hidrogénio é C,Hoy o,
para n > 3. O mais simples deles é o ciclopropeno, C3H4. Para n = 4, a formula molecular é C4Hg
e existem trés cicloalcenos isoméricos, mostrados na Figura 4, na qual também é mostrado um
alceno isomérico desses cicloalcenos.
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Figura 4: Ilustragao dos trés cicloalcenos isoméricos de féormula molecular C4Hg: a partir da
esquerda, o ciclobuteno, o 1-metilciclopropeno e o 3-metilciclopropeno. A direita, ilustracao de
um outro composto isomérico desses cicloalcenos, um alceno, o metilenociclopropano. Figuras

geradas por [2].

Os alcinos sao hidrocarbonetos insaturados que tém uma ligagao carbono-carbono tripla em suas
moléculas e apresentam uma relagao fixa entre o niimero de dtomos de carbono e o de hidrogénio
igual & dos cicloalcenos, isto é, C,Hay 2, para n > 2. Portanto, o etino, CoHs, é o alcino mais
simples. Para n = 4, existem dois alcinos isoméricos, mostrados na Figura 5. Note que esses
dois alcinos, de féormula molecular C4Hg, também sao isémeros dos quatro compostos mostrados
na Figura 4. Portanto, as duas figuras exibem seis isdmeros para essa férmula molecular (na
Wikipedia, ao se buscar pela formula molecular C4H6, sao encontrados 10 compostos com essa

férmula).

J
Figura 5: Ilustracao dos dois alcinos isoméricos de féormula molecular C4Hg, o 1-butino, e o
2-butino. Figuras geradas por [2].

Finalmente, os cicloalcinos também sao hidrocarbonetos insaturados que contém um tnico ciclo
em sua estrutura molecular, ao qual podem estar ligadas uma ou mais ramificacées. Para esses
compostos, a relagao fixa entre o nimero de dtomos de carbono e o de hidrogénio é C,Hs,, 4. Como
a ligagao carbono-carbono tripla exige que haja uma natureza linear para os atomos de carbono
que a cercam (isso ¢é ilustrado pela estrutura molecular do 2-butino, mostrada na Figura 5), a
estrutura molecular dos cicloalcinos pode ser altamente tensionada. Isso faz que s6 sejam estaveis
cicloalcinos com um ntumero grande de dtomos de carbono, sendo que o ciclo-octino, CgHis, é o
menor desses hidrocarbonetos que é estdavel, podendo ser isolado e armazenado (veja a Figura 6 e
note como as ligagoes carbono-carbono ao redor da ligacao tripla nao sao lineares e, portanto, sao
tensionadas).
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Figura 6: Tlustracao do menor cicloalcino estével, o ciclo-octino. Figura gerada por [2].

Esses diferentes tipos de hidrocarbonetos insaturados podem ser hidrogenados, parcial ou total-
mente. Por exemplo, o ciclo-octino pode ser hidrogenado parcialmente a ciclo-octeno (CgHig,
um cicloalceno) ou ainda a ciclo-octano (CgHjg, um cicloalcano); caso ocorra abertura de anel e
hidrogenacao méxima, obter-se-4 o octano (CgHig, um alcano aciclico), um dos componentes da
gasolina.

5. Modelagem matematica de hidrocarbonetos usando grafos

A estrutura combinatéria de um hidrocarboneto consiste das seguintes informagdes: (i) o nimero
de dtomos de carbono; (ii) o nimero de dtomos de hidrogénio; (iii) qual dtomo estd ligado com
qual, e quantas vezes.

Essa estrutura é modelada por um objeto matematico denominado grafo. O grafo deve ter um
conjunto de pontos, em numero igual a soma dos niimeros de dtomos de carbono e hidrogénio, e
linhas ligando pontos que informam qual 4&tomo estd ligado com qual. Na Tabela 1 vemos exemplos
de alcanos e de grafos que os modelam.

nome modelo espacial | modelo como grafo

isopentano j&‘ } } }

neopentano

Tabela 1: Modelos do pentano, isopentano e do neopentano, moléculas da familia C,Hspn2, com
n = 5, apresentadas na Figura 1.
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O grafo de uma molécula fornece-nos apenas informagoes combinatérias. Ele nao descreve como os
atomos colocam-se no espago. Em particular, os angulos entre as ligagoes nao estao necessariamente
retratados no grafo. Assim sendo, dois estereoisomeros do mesmo isdmero nao sao distinguiveis
por seu grafo. Na Tabela 2 vemos modelos de alcenos. O cis-2-buteno e o trans-2-buteno sao
estereoisomeros do mesmo isémero, e tém o mesmo grafo, pois sua constituicao combinatéria é a
mesma (poderfamos desenhar o grafo do trans-2-buteno de outra forma, refletindo verticalmente a
parte direita do desenho, mas o grafo seria essencialmente o mesmo, mudando apenas o desenho).

nome modelo espacial | modelo como grafo

1-buteno

cis-2-buteno

trans-2-buteno

isobuteno

» b ok o
|

Tabela 2: Modelos do 1-buteno, do cis-2-buteno, do trans-2-buteno e do isobuteno, moléculas da
familia C,Hsy, com n = 4, apresentadas na Figura 3.

Se um grafo modela um hidrocarboneto, os comprimentos das linhas que ligam pontos nao corres-
pondem, necessariamente, as distancias relativas entre os dtomos (referidas como comprimentos de
ligacéo). Escolhemos esses comprimentos de modo a facilitar a leitura do grafo e deixar patentes
as propriedades combinatérias. Em um tal grafo é facil distinguir os pontos que representam os
atomos de carbono daqueles que representam os de hidrogénio: basta contar o niimero de ligagoes
que concorrem ao ponto. Pontos com quatro ligagoes representam dtomos de carbono, e, com uma,
atomos de hidrogénio.

Os grafos podem ser desenhados com pontos e linhas coloridas, como se vé na Figura 7. Fica mais
bonito e pode facilitar a visualizacdo, mas nada acrescenta de informacao sobre as propriedades
combinatérias da molécula.
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Figura 7: Tlustracao da molécula do ciclopentano e um desenho “artistico” do grafo
correspondente. Figura espacial gerada por [2]

Os grafos podem também modelar hidrocarbonetos ciclicos, como se vé na Figura 7 e na Tabela 3.

nome modelo espacial | modelo como grafo

2 4 +—e
ciclobuteno

1-metilciclopropeno

X

3-metilciclopropeno

‘i\
/
C

metilenociclopropano

e
[ )
j>Q

/,
C
©

Tabela 3: Modelos do ciclobuteno, do 1-metilciclopropeno, do 3-metilciclopropeno e do metileno-
ciclopropano, moléculas isoméricas, apresentadas na Figura 4.

Em Matemadtica, quando modelamos um fenémeno natural com um objeto geométrico (ou de
outra natureza matemadtica), sempre pretendemos obter informagdes sobre esse fenémeno. Uma
propriedade que buscamos alcangar ao modelar hidrocarbonetos C,Hy com grafos é verificar as
férmulas usadas na Quimica. Por exemplo, nos alcanos aciclicos temos h = 2n+2, qualquer que seja
o arranjo dos dtomos. Em um alcano essa propriedade pode ser visualmente verificada quando os
atomos de carbono estao dispostos “linearmente”, como se vé na Figura 8. Observamos facilmente
que, se o nimero de dtomos de carbono for n, o de 4tomos de hidrogénio é 2n + 2.
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n

Figura 8: Representacao como grafo da molécula de um alcano aciclico com n dtomos de carbono
em disposigao linear.

Entretanto, os dtomos de carbono podem ocorrer com outros arranjos. Por exemplo, se n = 5,
vimos, na Tabela 1, trés arranjos possiveis, isbmeros da familia de alcanos aciclicos cuja férmula
molecular é CsHi5. Em Quimica, hidrocarbonetos com o mesmo nimero de dtomos de carbono
mas representados por grafos diferentes sao exemplos de isomeros estruturais. Em todos esses
arranjos continua valendo a férmula h = 2n+2. No caso n = 5 podemos constatar isso examinando
cada desenho, mas, em geral, o nimero de arvores diferentes aumenta consideravelmente com n.
Na proxima secao, veremos como algumas propriedades combinatérias dos grafos permitem-nos
demonstrar essas férmulas.

6. Definicao de grafos e alguns teoremas de contagem

Dentre as varias maneiras de definir um grafo, escolhemos aquela que é mais conveniente para o
uso que faremos neste texto.

Um grafo é um conjunto finito de pontos, denominados vértices, reunido com um conjunto finito de
linhas que ligam pares (ndo ordenados) desses vértices, chamadas arestas. Apenas as extremidades
de uma aresta sao vértices (e sdo vértices diferentes). Arestas que ligam o mesmo par de vértices
sao chamadas arestas multiplas. O grau g(A) de um vértice A é o nimero de arestas que a ele
concorrem.

Indicamos os vértices por A, B, C, ..., ou por essas letras indexadas, como A, Ao, ... Analogamente
indicamos as arestas por a, b, c, ..., ou por essas letras indexadas.

As relagoes entre vértices e arestas de um grafo podem ser definidas através de um desenho, como
os que vemos na Figura 9. Nossos desenhos sao planares, e fica entendido que nao consideramos
relevantes os pontos de intersecao de arestas que nao sejam vértices (em outros contextos podem
ser importantes). No grafo Go da Figura 9 vemos um exemplo de arestas multiplas, c; e co. Na
mesma figura, em G; temos g(D) =3 e em G» temos g(D) = 4.

G
Figura 9: Exemplos de grafos.

Um caminho em um grafo é uma lista ordenada de vértices e arestas A1, a1, Az, a0,... a5 1, Ay,
[
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de forma que A; e Aj;1 s80 os extremos de a;, 1 <i<n—1. Os vértices Ay e A, sdo os extremos do
caminho. O caminho se diz fechado quando A; = A,. Uma trilha é um caminho em que as arestas
sao diferentes duas a duas. Um ciclo é uma trilha fechada em que os vértices sao diferentes dois
a dois, exceto os extremos. Um grafo diz-se ciclico quando tem ciclos, e aciclico quando nao tem
ciclos. Um grafo diz-se conexo quando, dados dois vértices quaisquer A e B, existe um caminho
com extremos A e B.

Na Figura 9 tanto o grafo G; quanto o Go sdo conexos. No grafo G; estd distinguida a trilha
AaBbCcD, e no grafo G, estd distinguida a trilha GgBbCciDfF. O grafo G; tem varios ciclos, um
deles 6 AaBfEeDdA. Em G, temos o ciclo CciDcyC.

Mais detalhes e aplicagbes de grafos podem ser vistas em M. Goldbarg e E. Goldbarg (2012) [3],
em E. L. Lima (1988) [6] e em D. B. West (2001) [7].

No presente texto estamos interessados em alguns resultados de contagem sobre os grafos. O
primeiro é:

Teorema 1. Em qualquer grafo, a soma dos graus de todos os vértices € o dobro do miumero de
arestas.

Demonstra¢do. Dado um vértice, seu grau conta o nimero de arestas a ele ligadas. Assim, se
somarmos todos os graus, contamos todas as arestas. Mas, nessa soma, cada aresta foi contada
duas vezes, pois a cada aresta correspondem dois vértices. Portanto, a soma dos graus é o dobro
do ntimero de arestas. O

Arvores sdo grafos conexos e aciclicos. Por serem grafos mais simples, fica ficil estudar algumas
de suas propriedades.

Lema 1. Em um grafo com um unico vértice nao existem arestas.

Demonstracao. Por definicao de grafo. O

Lema 2. Em toda drvore com dois vértices ou mais nao exristem arestas multiplas.

Demonstracdo. Arestas muiltiplas formam ciclos, mas arvores sdo aciclicas. Portanto, vale a
afirmacao. O

Lema 3. Se uma drvore tem dois vértices, eles tém grau 1 e existe uma tnica aresta.

Demonstragao. E uma consequéncia do Lema 2. O

Lema 4. Se o grau de um vértice A de uma drvore for g > 1, entdo existem g outros vértices Ay,
..., Ag (diferentes dois a dois) ligados com A por g arestas diferentes.

Demonstragdo. Se o graude A é g > 1, por definigao existem g arestas (diferentes duas a duas) que

a ele concorrem. As segundas extremidades dessas arestas sao vértices Aq, ..., A;. Esses vértices
sao diferentes dois a dois pois, caso contrédrio, haveria arestas multiplas, o que contraria o Lema 2.
Concluimos que vale a afirmacao. O
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Proposigao 1. Toda drvore com dois vértices ou mais tem pelo menos um vértice de grau 1.

Demonstra¢do. Se a arvore tiver dois vértices, a afirmacao segue do Lema 3. Suponhamos que
tenha trés vértices ou mais. Escolhemos um vértice qualquer e o chamamos de A;. Se o grau de
A, for 1, terminamos. Suponhamos que o grau de A; seja > 2. Entao, pelo Lema 4, existem dois
vértices Ag e Ay (diferentes) e arestas ag; ligando Ap com A e aj5 ligando A; com Ay. Se o grau de
A, for 1, terminamos. Suponhamos que o grau de As seja > 2. Entdo existe um vértice Az e uma
aresta aqg ligando As com Az. Como a arvore é um grafo aciclico, Az # A;, 1 <1 < 2. Continuando
com o mesmo procedimento, no j-ésimo passo encontramos uma trilha AjajpAgagzAs. .. Ajy com
j + 1 vértices, e verificamos se Aj;; tem grau 1 ou > 2. Como o nimero de vértices é finito, em
algum passo a resposta serd grau 1, e, assim, terminamos. ]

Proposicao 2. Toda drvore com m > 1 vértices tem exatamente m—1 arestas.

Demonstra¢do. Usaremos o Método da Indugao Completa sobre o nimero de vértices m. Vimos
no Lema 1 que, se m = 1, a afirmacao é verdadeira. Seja m > 2, e suponhamos que a afirmagao
seja verdadeira para toda arvore com m — 1 vértices. Consideremos uma arvore qualquer com m
vértices. Devido a Proposicao 1, ela tem um vértice de grau 1. Retirando esse vértice do grafo, e
retirando a Unica aresta que a ele concorre, obtemos um novo grafo que ainda é uma arvore. Como
essa arvore tem m — 1 vértices, vale para ela a afirmagao, e, assim, ela tem m — 2 arestas. Logo, a
arvore de m vértices dada tem m—1 arestas, pois existe uma Unica aresta diferente nos dois grafos.
Segue que a afirmacao é verdadeira para toda arvore com m > 1 vértices. O

Teorema 2. Em qualquer drvore com m > 1 vértices, a soma dos graus de todos os vértices é

2(m—1).

Demonstracdo. Do Teorema 1 sabemos que a soma dos graus é o dobro das arestas. Se a arvore
tem m vértices, a Proposicao 2 nos diz que ela tem m — 1 arestas. Assim, ao somarmos os graus,
obtemos o valor em dobro, isto é, 2(m —1). O

Vejamos algumas aplicagoes desses resultados.

7. Férmula C,Hs, > dos alcanos aciclicos

O modelo em grafo de um alcano aciclico é uma arvore com vértices de grau 1 e vértices de grau
4.

Proposicao 3. Se uma drvore tem n > 1 vértices com grau 4 e 0s outros vértices tém grau 1, entdo
esses outros vértices sGo em numero de 2n + 2.

Demonstra¢ao. Seja h o niimero de vértices de grau 1. Portanto, a soma dos graus é 4n+h. Como
a arvore tem n+ h vértices, sabemos, da Proposigao 2, que ela tem n+h— 1 arestas. Como a soma
dos graus conta as arestas em dobro, temos

dn+h=2n+h-1)
Resolvendo para h, obtemos h = 2n + 2, que é a afirmacao proposta. O
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Concluimos com o

Teorema 3. A formula geral dos alcanos aciclicos € C,Haopio.

Demonstrag¢ao. Todo alcano aciclico tem como modelo uma drvore com vértices de grau 4 (pelo
menos um) e vértices de grau 1. Portanto, o resultado segue da Proposigao 3. O

Exemplos de alcanos aciclicos e seus grafos estao apresentados na Tabela 1.

8. Formula C,Hs, dos cicloalcanos e dos alcenos

Vejamos agora dois resultados para grafos com um tnico ciclo (cicloalcanos e alcenos):

Proposigao 4. Se um grafo conexo com um dnico ciclo tem m vértices, entdo: (i) tem m arestas;
(i) a soma dos graus € 2m.

Demonstracdo. Seja G o grafo dado, e seja £ o numero de suas arestas. Construimos um novo
grafo H da seguinte forma: excluimos uma aresta do ciclo de G e em cada um de seus extremos
acrescentamos uma nova aresta com um novo vértice. Assim, H tem m + 2 vértices e £ + 1 arestas.
Mas H é uma arvore, pois continua sendo conexo e agora é aciclico. Sabemos da Proposigao 2
que £+ 1= (m+2)—1. Segue que ¢ = m, e fica verificada a afirmacdo (i). A afirmagao (ii) segue
diretamente do Teorema 1. O

Para melhor acompanharmos a demonstragao da Proposi¢ao 4, a Figura 10 traz um exemplo de
como se transforma um grafo conexo com um ciclo em outro conexo aciclico.

Figura 10: Operagao de corte em um grafo. Nesse caso, uma operagao geométrica, mas que tem
ligacéo com a quimica de hidrocarbonetos (vide abaixo).

Corolario 1. Se um grafo conexo com um unico ciclo tem n vértices de grau 4 e o restante de grau
1, entdo esses sao em numero de 2n.

Demonstra¢do. Seja h o niimero de vértices de grau 1. Entao a soma dos graus é 4n+h. Por outro
lado, esse grafo tem n + h vértices, e a Proposicao 4 diz que essa soma é também 2(n + h). Assim,

dn+h=2(n+h)
Resolvendo para h temos h = 2n, que é a afirmagao proposta. O

Concluimos com o

Teorema 4. A férmula geral dos cicloalcanos e dos alcenos € CyHay,,.
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Demonstra¢do. Os cicloalcanos e os alcenos s@o modelados por grafos com um unico ciclo, com
vértices de grau 4 (pelo menos dois) e o restante de grau 1. Portanto, o resultado segue do Corolario
1. O

Observamos que a operagao de corte realizada acima é puramente geométrica, e pode ser feita em
qualquer grafo. Mas, assim como a arte imita a vida, a Matemética também imita a natureza.
Nos hidrocarbonetos, essa operacao corresponde a hidrogenagao, comentada no final da Secao 3 e
no final da Segdo 4. Na Figura 11 vemos que o metilciclopropano (C4Hg) pode ser hidrogenado,
obtendo-se o butano (C4Hjp). Na Figura 12 vemos que essa operacdo quimica corresponde a
operacao geométrica que denominamos “corte”, com a qual transformamos o grafo que modela o
metilciclopropano na arvore que modela o butano.

- J
—_—
hidrogenacao J
J
J

Figura 11: Hidrogenagao do metilciclopropano em butano, um dos possiveis produtos da reagao
de hidrogenagao.

operacgao
————————————
§ corte

Figura 12: Operagao de corte no grafo do metilciclopropano, da qual resulta o grafo do butano.

9. Formula geral dos hidrocarbonetos

O procedimento de contagem da Segao 8 pode ser generalizado. Seja G um grafo conexo com m
vértices e £ arestas, e contendo ciclos. Suponhamos que com r operagoes de corte obtenhamos uma
arvore. Ela tem m + 2r vértices e £ +r arestas. Portanto, {+r=m+2r—-1 = {=m+r— 1. Assim,
a soma dos graus de G é 2€ = 2(m +1r—1).

Agora, se G tem n vértices de grau 4 e os outros h vértices de grau 1, temos m = n+h e a soma
dos graus é 4n + h. Portanto, 4n+h =2(n+h +r—1). Resolvendo para h vem h = 2n —2r + 2.

Em geral temos:

Teorema 5. Seja G um grafo com m vértices e € arestas e suponhamos que r operagoes de corte
transformem o grafo em uma drvore. Entao: (i) € = m+r1—1, (ii) a soma dos graus de G €
20 = 2(m + 1 —1); (iii) se G tem n vértices de grau 4 e h de grau 1 (e nenhum outro), entdio
h=2n-2r+2.

i
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Corolario 2. Suponhamos que um hidrocarboneto, com n dtomos de carbono, seja modelado por um
grafo tal que sejam necessarias v operagoes de corte para transformd-lo em uma drvore. Entdo a
formula do hidrocarboneto € ChHop orya.

Demonstragao. Segue do resultado do Teorema 5, parte (iii). O

Vejamos um primeiro exemplo. Os cicloalcenos (confira exemplos na Figura 4) tém um ciclo
formado por trés ou mais atomos de carbono, sendo que no ciclo existe uma ligacao dupla entre
dois dtomos de carbono. Sao necessarias duas operagoes de corte para transformar seus grafos em
arvores. Tomando por base a notagdo do Coroldrio 2, temos r = 2. Assim, se n é o nimero de
atomos de carbono, o de hidrogénio é h = 2n—-2r+2 =2n-2-2+ 2 = 2n— 2. Portanto, essas
moléculas tém a férmula geral C,,Ho, 2. Para n = 4, a férmula molecular é C4Hg, que é o caso dos
trés cicloalcenos isoméricos mostrados na Figura 4.

Vejamos um segundo exemplo. Embora o benzeno nao seja um hidrocarboneto, podemos ver que
a ele aplica-se a operagao de corte. Ele é constituido por um ciclo hexagonal, com 6 &tomos de
carbono. Em sua forma canonica (estrutura de Kekulé), das seis ligagbes entre esses dtomos, trés
sao duplas, em arestas alternadas do hexdgono. Na Figura 13, desenho da esquerda, vemos o grafo
da forma candnica do benzeno. Na verdade, essas ligacoes duplas movimentam-se nas seis arestas,
devido ao fenébmeno da ressonancia, mas nos ateremos a aproximagao representada pela forma
canonica.

Figura 13: Grafos das formas canodnicas do benzeno e do 1-etil-3-metilbenzeno.

Para transformar o grafo da forma candénica do benzeno em uma &arvore, precisamos de r = 4
cortes. Como essa molécula tem n = 6 d4tomos de carbono, pelo Coroladrio 2 o ntimero de dtomos
de hidrogénio ¢ h=2n-2r+2=2-6-2-4+2 = 6. Portanto, a férmula molecular do benzeno é
CeHg, 0 que pode ser verificado diretamente no grafo.

O benzeno é a base da familia dos compostos arométicos monociclicos, que tém um anel benzénico.
Se o nimero de atomos de carbono for n, o de hidrogénio é h=2n—-2r+2=2n-2-4+2 =2n-6.
A férmula geral dessa familia é C Hs, 6. Um exemplo é o 1-etil-3-metilbenzeno, cujo grafo esta
desenhado na Figura 13, a direita. Sua férmula é CoH1s.

10. Observagoes sobre contagem de isomeros
Dados m pontos, quantos grafos diferentes podem ser construidos? Os m pontos (considerados

distinguiveis) podem formar (r;) pares (ndo ordenados). Ao constituir um grafo, para cada par
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de pontos temos duas escolhas: ligar ou nao ligar. Usando o principio multiplicativo vemos que
podemos construir

2(%)
grafos.

Um interesse particular aqui é contar as drvores. Um teorema de Cayley de 1889 [Arthur Cayley,
1821-1895] diz-nos que existem

mm72

arvores. Ao contar arvores com m vértices, sao assignados, a cada vértice, todos os possiveis graus
1 < g <m-1, de modo que a soma dos graus seja 2(m—1). Quatro demonstracoes diferentes desse
resultado podem ser lidas em M. Aigner e G. M. Ziegler (2018) [1], a partir da pdg. 235.

As arvores que modelam alcanos aciclicos obedecem a algumas restricdes. Elas correspondem a
arvores com m vértices, dos quais existem n de grau 4 e h = 2n + 2 de grau 1, de forma que
n+h =m. Além disso os vértices de mesmo grau sao indistinguiveis. A literatura informa que
nao é conhecida uma férmula de contagem para esse caso especial. E possivel realizar o calculo
através de algoritmos recursivos ou usando o principio de enumeragao de Pélya-Redfield [George
Pélya, 1887-1985, John H. Redfield, 1879-1944]. Maiores explicagoes, incluindo uma histéria sobre
o assunto, podem ser lidas em D. J. Klein (2002) [5].

Para o leitor ter uma ideia do nimero de drvores diferentes, possiveis modelos de alcanos, trans-
crevemos, na Tabela 4, alguns valores obtidos de I. Gutman (2008), pdg. 55 [4]. Nessa tabela,
n é o nimero de vértices que correspondem aos dtomos de carbono, e A é o nimero de arvores
diferentes.

n 123|456 |7]8]9]10]... 20 30
AJ1]1]|112[3|5|9[18|35|75]...]366319 |...| 4111846763

Tabela 4: Numero A de arvores diferentes, possiveis modelos de alcanos, em funcdo do nimero n
de atomos de carbono.

Vemos que o numero de arvores diferentes aumenta exponencialmente com n. Observamos que
esses nimeros sao tedricos e dizem respeito a uma propriedade matematica. Nem toda arvore
tem composto quimico correspondente conhecido. Na realidade, & medida que n aumenta, diminui
a probabilidade de tais moléculas quimicas existirem e, portanto, diminui muito o nimero A de
arvores que correspondem efetivamente a compostos quimicos.
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