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Matematica elementar e saber pedagoégico de
conteido — estabelecendo relacoes
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Resumo

Este trabalho tem como objetivo investigar a identificacao de partes elementares da Matematica
(no sentido de Klein, [9], [10], [11]) por professores da escola bésica, e as possiveis implicagdes
dessa identificacio para a construgdo do saber pedagégico de contetido (no sentido de Shulman,
[14]). A pesquisa foi desenvolvida a partir de um estudo coletivo com um grupo de professores, em
torno do tema niimeros racionais.
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Abstract

This work aims to investigate the identification of elementary parts of Mathematics (in Klein’s
sense, [9], [10], [11]) by elementary school teachers, and the possible implications of this identi-
fication for the construction of content pedagogical knowledge (in Shulman’s sense, [14]). The
research was developed from a collective study with a group of teachers, around the theme of
rational numbers.
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1. Introdugao

E inequivoco que a atividade de ensino de Matemética na escola bésica exige do professor conhe-
cimentos sobre o contetdo a ser ensinado e sobre pedagogia. As formas como esses conhecimentos
se articulam, sdo construidos e sdo acionados ao longo da formacao e da pratica do professor tém
despertado intensa discussao na literatura de pesquisa na area nas tltimas décadas. Essas questoes
tém implicac¢oes importantes nos modelos de formagio de professores de Matemética ([1], [4]) ,

Temos mais a compreender sobre como a formagdo do professor pode ter uma inter-
vencdo efetiva no complexo processo de aprender a ensinar matemdtica, que, muito
frequentemente, é mais influenciado pelas experiéncias anteriores dos professores
como aprendizes ou por contextos de seu trabalho profissional' ([4, p3], tradugdo
nossa).

1 “We have more to understand about how teacher education can be an effective intervention in the complex
process of learning to teach mathematics, which is all too often most influenced by teachers’ prior experiences as
learners or by the contexts of their professional work.” [4, p3]
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Entretanto, as preocupagoes quanto ao saber e aos modelos de formagao do professor de Matematica
nao sdo recentes. Em sua obra, hoje classica, Matemdtica Elementar de um Ponto de Vista Superior,
publicada pela primeira vez ha mais de um século, o matematico alemao Felix Klein constata uma
ruptura entre a matematica escolar, aquela ensinada na escola basica, e a matematica
académica universitaria. Klein identifica essa ruptura como uma dupla descontinuidade na
formagao inicial do professor de Matematica: por um lado, entre a matematica estudada no curso
universitario e aquela anteriormente aprendida como aluno no ensino bésico; e, por outro, entre a
matematica do curso universitario e aquela a ser posteriormente ensinada na escola basica. Sobre
o saber de contetido necessario para o ensino, Klein entende que o professor deve nao somente ter
conhecimento especifico sobre os conceitos e as teorias que ensina, mas também saber relaciona-los
e articula-los, compreender sua natureza cientifica e sua evolucao histérica, de forma a desenvolver
uma visdo ampla o suficiente para situd-los no panorama da Matemadtica como ciéncia. As ideias
pioneiras Klein inspiraram a ICMI (International Comission on Mathematical Instruction) e a IMU
(International Mathematical Union) a lancar em 2008 — ano em que se celebrou o centendrio da
primeira edi¢ao da obra Matemadtica Elementar de um Ponto de Vista Superior — o Klein Project
For the 21%¢ Century, com o objetivo de produzir recursos didaticos para a formacao de professores
no espirito de Felix Klein, tendo como principio norteador estabelecer conexdes entre uma visao
ampla da matemadtica e os contetidos e suas abordagens na escola basica.

Dentre os autores que tém discutido os conhecimentos necessarios para o ensino, destaca-se o traba-
lho de Shulman ([14], [15]), que propde a nogao de saber pedagdgico de conteido, caraterizado
essencialmente como o conhecimento dos aspectos do contetido que o fazem ensinavel
a outros, isto é, o saber sobre o contetido para o ensino. Por sua prépria natureza, esta mo-
dalidade de saber, ainda que nio prescinda de conhecimentos importantes adquiridos na formagao
inicial do professor, desenvolve-se continua e permanente ao longo da pratica profissional.

Neste trabalho, visamos contribuir para a reflexdo acerca da formacao do professor de Matema-
tica do ensino bésico, apresentando uma investigacdo com foco no desenvolvimento dos saberes
necessarios para o ensino. Mais especificamente, investigamos em que medida o reconhecimento
de aspectos elementares pode ter implicagdes na construcao do saber pedagégico de contetido. O
estudo é desenvolvido a partir de uma série de sessoes coletivas com um grupo de professores, cen-
tradas no tema numeros racionais. Nas segoes a seguir, fazemos uma breve revisdo da literatura
com especial aten¢ao as ideias de Shulman e de Klein. Em seguida, apresentamos os principais
resultados do estudo desenvolvido. A investigagdo aqui relatada é parte da pesquisa em desenvol-
vimento para a tese de doutorado da primeira autora, sob a orientagdo do segundo e do terceiro
autores.

2. O saber matematico para o ensino

Ainda que o trabalho de Shulman ([14], [15]) néo trate especificamente do conhecimento do professor de
Matemadtica, ele tem sido uma referéncia central para a pesquisa em Educagio Matematica (e.g. [3], [8],
[13], [17]). Em 1896, no artigo — hoje cldssico — Those Who Understand: Knowledge Growth in Teaching,
o autor introduz a nocédo de saber pedagdgico de contetdo, como um dominio especial do conhecimento
do professor, que articula pedagogia e contetido com vistas ao ensino. Para o autor, este saber: ,

[-.] identifica diferentes corpos do conhecimento necessdrio a docéncia. Ele representa a
combinagdo de conteudo e pedagogia em um entendimento de como topicos especificos,
problemas ou questées sao organizados, representados e adaptados aos diversos interesses
e habilidades dos alunos e apresentados no processo de ensino.? ([15, p8], tradugdo nossa)

2 «_identifies the distinctive bodies of knowledge for teaching. It represents the blending of content and pedagogy
-
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Para Shulman, o saber pedagdgico de conteido ndo pode ser identificado ao saber de pedagogia nem ao
saber de contetido, ainda que se articule com essas dimensdes do conhecimento. O saber de contetido
diz respeito exclusivamente a matéria, sem compromissos com o ensino, enquanto o saber pedagogico de
conteudo extrapola o conhecimento do contetido disciplinar per se, contemplando a dimensdo do saber
sobre o conteido para o ensino: ,

Em relagdo ao saber pedagogico de contetido, eu incluo, para os topicos mais regularmente
ensinados em uma disciplina, as formas mais eficientes de representacio das ideias, as
mais poderosas analogias, ilustracoes, exemplos, explicagcdes e demonstracoes — em resumo,
as maneiras de representar e formular a matéria que a tornam compreensivel a outros.®
([14, p9], tradugdo nossa)

Embora o saber de conteido seja certamente indispensével a formacéo do professor, a atividade de ensinar
Matematica exige um olhar especial para aspectos particulares do contetido, que podem ter pouca relevancia
para o conhecimento da Matematica per se. Esses aspectos sdo contemplados pelo saber pedagégico de
conteudo.

Consideremos, por exemplo, o caso da operacdo de divisdo com niimeros naturais. Para o professor, nao
basta conhecer a defini¢ido formal da operacéo, saber que seu algoritmo usual se baseia na estrutura posici-
onal do sistema de numeragdo decimal e ser capaz de efetuar esse algoritmo, descrevendo detalhadamente
e justificando formalmente cada etapa que o compde. E necessario, além disso, identificar situacoes re-
solvidas por meio da operacdo de divisdo a partir de ideias de reparticio e de comparagdo ou medida;
reconhecer a relacdo intrinseca desta com as demais operac¢bes bésicas; identificar diferentes processos de
decomposicdes e de reagrupamento da representacdo decimal dos niimeros que possam ser usados para
organizar o algoritmo usual de diferentes maneiras e para compor e justificar outras formas de algoritmos
e, sobretudo, reconhecer a relevincia de cada um desses aspectos para a aprendizagem e ser capaz de
articuld-los para estabelecer estratégias de ensino, levando em conta as especificidades de cada contexto
de aprendizagem. Por exemplo, a operagdo 583 = 7 pode ser resolvida de diversas formas, dentre as quais
aquelas indicadas na Figura 1.

5 8 ¥ 7 5 8 3 7
- 5 6 83 - 7 0 10
2 3 5 1+ 3 50
- 2 1 - 3 5 0 20
2 1 6 3 3
- 1 4 0 83
28
- 2 1

Figura 1: Exemplos de divisdes — por ordem e por estimativa.

O algoritmo usual, a esquerda, é frequentemente chamado de algoritmo por ordens, enquanto que o da
direita é conhecido como algoritmo por estimativas. Do ponto de vista do conhecimento matematico
per se, talvez a Unica informacdo relevante seja a de que o algoritmo por ordens otimiza os passos para

into an understanding of how particular topics, problems, or issues are organized, represented, and adapted to the
diverse interests and abilities of learners, and presented for instruction.” [15, p§]

3 «I include, for the most regularly taught topics in one’s subject area, the most useful forms of representation
of those ideas, the most powerful analogies, illustrations, examples, explanations, and demonstrations — in a word,
the ways of representing and formulating the subject that make it comprehensive to others.” [14, p9]
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obter o resultado de uma divisdo. No entanto, do ponto do vista do conhecimento matematico para o
ensino, é fundamental o reconhecimento de que o uso do algoritmo por estimativas pode contribuir para
a compreensdo dos alunos sobre a operagdo de divisdo e sobre a natureza do préprio algoritmo e, em
alguns casos, pode até ser o mais “econdmico” em relagdo & quantidade de etapas (Por exemplo, no caso
de 5050 <+ 50). Somente um conhecimento profundo desses aspectos conceituais particulares da operagéo
de divisdo e da estrutura de seu algoritmo pode munir o professor com a habilidade de reconhecer a
relevincia para o ensino do uso de diferentes algoritmos (que podem ser matematicamente equivalentes) e
de identificar em que situacbes pedagdgicas o uso de determinado algoritmo é vantajoso.

Nesse sentido, o saber pedagdgico de conteido é fundamental para a autonomia do professor com respeito
a como ensinar e a quando ensinar cada tépico; a avaliar a aprendizagem e a compreensao dos alunos; e a
sustentar a tomada de decisdes, antes e durante situagoes reais de sala de aula, quanto e que caminhos e
estratégias pedagbgicas adotar.

As concepgoes sobre os saberes necessarios para o ensino tém implicaces efetivas nos modelos de cursos
de formagéo inicial de professores (Licenciaturas) e, consequentemente, em que professor é formado por
esses cursos. Em uma investigagdo com foco no conhecimento de estudantes de cursos universitarios para
formagdo de professores de matemética (equivalentes & nossa licenciatura), [1], propde uma investigagio
sobre a operacao de divisdo. Em relagdo a divisdo envolvendo fragGes, a pesquisadora propde aos futuros
professores a seguinte questao: ,

Desenvolva uma representagcio — uma estoria, um modelo, uma figura, uma situac¢io do
s 13 L1
mundo real — para a divisdo 15 + 5. [1, p10]

Dos 18 estudantes participantes, apenas 5 foram capazes de sugerir representacoes apropriadas; enquanto
outros 5 apresentaram representacdes improprias, e os 8 restantes declararam-se incapazes de sugerir qual-
quer forma de representacdo. Ball destaca que mesmo as 5 respostas consideradas satisfatérias ndo eram
isentas de problemas. De acordo com a pesquisadora, os resultados observados sugerem que o conhecimento
desses estudantes sobre a divisdo era insuficiente para capacitd-los ao ensino. Em particular, eles asso-
ciavam a operacdo de divisdo apenas a interpretagdo como reparticdo, ndo considerando a interpretagdo
como comparacdo ou medida, mais adequada a situagdo proposta.

Com base nesses resultados, a autora identifica e questiona trés suposigdes que permeiam tacitamente os
modelos dos cursos de formagéo inicial de professores de Matemética nos Estados Unidos: (1) os contetdos
da matemdtica escolar sao simples e comumente entendidos; (2) portanto, ndo precisam ser reaprendidos no
curso universitdrio; e (3) as disciplinas de matemdtica universitdria sio suficientes para equipar os futuros
professores com um saber amplo e profundo da matemdtica escolar. Uma implicagdo dessas suposigoes é
revelar o cardter in6cuo dos cursos de formacio inicial de professores de Matemadtica — é como se esses
cursos tivessem pouca relacdo efetiva com a capacitagdo dos professores para o ensino, levando-os a buscar
outras referéncias (por exemplo, sua prépria experiéncia como alunos da educagio bésica) para construir
sua pratica docente. Para [7], a maioria dos estudos com foco no conhecimento do conteddo disciplinar do
professor de matematica com vistas ao ensino se baliza por descrigdes de caracteristicas e/ou demonstragoes
de sua relagdo com a aprendizagem dos estudantes. Davis entende que, além de alcancar essas questoes,
é necessario que a investigacdo sobre o tema contemple a habilidade dos professores para o ensino e em
como ela se estabelece e se desenvolve. J4 [7] acredita que “para transformar as salas de aula, é necessario
estabelecer concepgdes de transformagio para a mateméatica dos professores™ ([7, pl-64], tradugdo nossa).

3. As ideias de Felix Klein

4 «

..in order to transform classroom settings, there is a need to design transformative settings for teachers’
mathematics.” |7, pI-64]
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Além do destacado papel de Felix Klein® na pesquisa em Matematica, sua influéncia e sua contribuicio
para o ensino da disciplina sdo inquestiondveis. Em especial, destaca-se em seu legado a obra Matemadtica
Elementar de um Ponto de Vista Superior. A obra originou-se de notas de aulas dadas por Klein para cursos
de formagao de professores da Universidade de Gottingen. Defensor da percepcido da Matematica como
um todo orgéanico ([9], [16]), Klein preocupou-se com o ensino da disciplina, reconhecendo a importancia
e a especificidade da formagdo do professor para o desenvolvimento da Matematica como ciéncia. O
autor identifica um problema que afligia a formagdo dos professores em sua época — uma ruptura entre a
matemdtica escolar, aquela ensinada nos sistemas de ensino basico e a matemdtica superior®, com referéncia
a producgao cientifica de Matematica. ,

Os jovens estudantes universitdrios sao confrontados com problemas que nada tém a ver
com as coisas que estudaram na escola e, naturalmente, esquecem-nas rapidamente.
Quando, depois de completarem o curso, se tornam professores confrontados com a meces-
stdade de ensinar a matemdtica elementar na forma adequada ao grau de ensino, primdrio
ou secunddrio, a que se dedicam, e como ndo consequem estabelecer praticamente nenhuma
relagdo entre esta tarefa e a matemdtica que aprenderam na universidade, facilmente acei-
tam o ensino tradicional, ficando os estudos universitdrios como uma memoria mais ou
menos agraddvel que ndo tem influéncia na sua forma de ensinar. Klein, [9, p1].

Com a identificagdo dessa ruptura, Klein aponta uma dupla descontinuidade — por um lado, durante a
formagéo académica do professor, ha pouca relagdo entre a matemética estudada na universidade e aquela
anteriormente aprendida no ensino béasico e, por outro lado, entre a matematica ensinada pelo professor
em sua prética profissional e aquela estudada em sua formacao académica. Com sua obra, Klein pretende
intervir neste cenério, proporcionando aos futuros professores uma visdo ao mesmo tempo profunda e
panoramica da disciplina, que os permita identificar relagoes e conexdes entre os tOpicos e entre esses
e a matematica que se deve ensinar no ensino bdasico. ,

O meu objetivo consiste em mostrar-vos sempre as conexdes entre problemas de di-
ferentes dreas, o que ndo acontece de forma suficiente na generalidade dos manuais, e,
mais especificamente, sublinhar a relagio com os da matemdtica escolar. Espero que desta
forma se torne mais fdcil para o leitor adquirir a capacidade que considero o verdadeiro
objetivo dos estudos académicos: a de retirar das grandes questdes cientificas que mos sdo
oferecidas abundantes estimulos e orientagdes para o exercicio da propria atividade docente.
Klein, [9, p2], grifo como no original.

Klein qualifica a percepcdo hierdrquica e estanque entre matemadtica escolar e matemética universitaria
como um obstdculo a ser vencido ([16]). Seu entendimento fica claro quando se dirige ao leitor que
acompanha as licbes que compdem a sua obra, ,

Se ndo forem suficientemente orientados, se ndo estiverem bem informados acerca dos ele-
mentos intuitivos da matemdtica bem como das relagoes vitais entre dreas préoximas entre
seus ramos e as outras ciéncias. Se, acima de tudo, ndo conhecerem o desenvolvimento
historico, seus passos serdo muito insequros. Retirar-se-Go, entdo, para o campo da ma-
temdtica pura mais moderna e nao serdo mais compreendidos na escola secunddria ou
sucumbirdo ao assalto, desistirdo do que aprenderam ma universidade e, mesmo na vossa
maneira de ensinar, deizar-se-do enterrar na rotina tradicional. Klein, [11, p127].

5 Felix Christian Klein — 25/04/1849 (ou 52/22/43%, como o préprio Klein gostava de ressaltar), Diisseldorf,
Alemanha — 22/06/1992, Gottingen, Alemanha.

6 Neste trabalho, atribui-se o mesmo entendimento &s expressdes matemética cientifica, matematica académica,
matematica universitaria e matemdtica superior, como referéncia a producdo cientifica de Matematica, incluindo
desde conteidos ensinados nas disciplinas de contetdo especifico dos cursos de graduagao até resultados produzidos
em pesquisas de fronteira.
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Klein identifica como matemdtica elementar aquela que congrega as partes essenciais que encerram a
capacidade de sustentar e de estruturar a Matematica. Assim, ndo hd diferenca de valor entre o que é
elementar e o que € superior — sdo partes que se fundem e se articulam compondo, com a mesma importan-
cia, a Matemadtica como ciéncia ([16]). A nocdo de matemdtica elementar também é fundamental para a
percepcao, nos termos de Klein, da relagdo entre a matematica escolar e a matemética universitaria. Klein
néo se alinha com o entendimento de uma transposicdo vertical do conhecimento matematico produzido
na academia para a escola, & qual caberia apenas o papel passivo de receber e difundir um conhecimento
pronto, sem qualquer interferéncia em sua produgdo. Segundo Schubring [16], Klein lida com a relagdo
entre esses dominios do conhecimento admitindo a elementarizagio como um processo de transla¢io his-
torica, por meio do qual, a medida que a matematica superior é mais bem compreendida, suas partes
elementares vao se identificando e se organizando, permitindo o aprofundamento da compreensio e a di-
fusdo mais ampla de conceitos e criando assim condi¢oes para a producdo de novos conhecimentos.Assim,
cabe & escola ndo s6 difundir o conhecimento elementar, como também contribuir com o préprio processo
de elementarizacao, por meio da criagdo de categorias préprias para a selegdo e adaptagdo de contetdos e
da avaliagdo das necessidades do ensino e da formagdo. Nessa perspectiva, a escola assume um papel de
autoria e independéncia no proprio processo de producdo do conhecimento.

4. A investigacao

Este trabalho pretende contribuir para a reflexdo sobre a formagdo do professor de Matematica e sobre o
desenvolvimento do saber pedagdgico de conteiiddo. Mais especificamente, visamos investigar:

i) como um processo de discussdo coletiva centrado no contetido do ensino bésico pode contribuir para o
reconhecimento, por parte do professor, de aspectos elementares desses conteidos (no sentido de Klein);

ii) em que medida o reconhecimento desses aspectos elementares pode ter implicacdes para a construgdo
do saber pedagdgico de conteido (no sentido de Shulman).

A perspectiva de Klein para o ensino de Matematica sugere que o exercicio de refletir sobre o préprio saber
de contetildo matemético, reconhecendo partes elementares, a partir dessas partes, sustentar e estruturar a
matematica a ser ensinada, pode contribuir para o desenvolvimento de um saber sobre o conteudo para o
ensino — identificado como saber pedagdgico de conteiido por Shulman. Esse é o foco desta investigacao.

O tépico escolhido para o estudo foi niimeros racionais, por permear o ensino basico como algo fundamental,
sustentar questdes relevantes em relagdo ao seu ensino, além de ndo intimidar os professores participantes
(o que poderia comprometer seu envolvimento na discussdo coletiva).

5. Metodologia

5.1. Desenho e desenvolvimento do estudo empirico

O estudo se deu com o grupo de professores que cursavam a disciplina Tépicos em Ensino de Matemética
do curso de Especializacdo em Ensino de Matemética do Instituto de Matematica da Universidade Federal
do Rio de Janeiro, lecionada pela primeira autora no segundo semestre de 2011. Trata-se de uma disciplina
eletiva, de ementa varidvel, o que permitia o desenvolvimento do estudo pretendido. A disciplina ocorreu
em sessOes semanais com 4 horas de duragdo, ao longo de 19 semanas.

A turma participantes do estudo era composta por 15 professores com experiéncia profissional que variava
de 1 (um) a 20 (vinte) anos de atuagéo em sala de aula. Esses professores também apresentavam diversidade
em relagdo a formagéo inicial, 9 cursaram a licenciatura em um institui¢do publica, enquanto 6 obtiveram
seu diploma em instituigoes particulares. Na ocasido do desenvolvimento do estudo, todos atuavam em
escolas publicas da rede estadual do Rio de Janeiro e/ou da rede municipal da cidade do Rio de Janeiro e,
dentre estes, 6 atuavam também em escolas particulares. -
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Os dados do estudo foram coletados por meio de gravacdes em dudio das sessdes, anotagdes sobre o desenvol-
vimento das sessdes por parte da pesquisadora e registros documentais de atividades diversas estabelecidas
a partir da discussdo, pelo grupo ou pela pesquisadora. A investigacio teve como referencial metodolé-
gico a nogdo de Concept Study, proposta por Davis e seus colaboradores (para maiores detalhes, ver, por
exemplo, [5], [6], [7]).

5.2. Analise de dados

A partir da complexidade das articulagbes estabelecidas entre o tema central que amparou a discussao
(ntimeros racionais) e outros tépicos e campos da Matemadtica, foram identificados trés estdgios na discus-
sdo: Percepgoes, Estruturas e Panoramas. Esses estdgios foram distinguidos, como érbitas estabelecidas a
partir do tema central. Assim, o menor nivel de articulagdo foi associado ao primeiro estiagio de anédlise,
percepgdes. Ja a Orbita mais distante identificada & maior abrangéncia do tema central, a partir de arti-
culacbes ampliadas em profundidade, diversidade e alcance. Embora os estdgios relativos as érbitas mais
interiores tenham de fato se iniciado mais cedo, ndo pode ser identificada uma ordenacdo temporal clara,
em que cada estagio se sucederia ao término do anterior. Ao contrario, verificam-se interse¢des entre eles
ao longo de todo o estudo. Assim, a varia¢io de um estigio a outro foi mais caracterizada pela qualidade
da discussdo do que por uma sucessdo temporal linear.

Na secdo a seguir, relataremos o desenvolvimento do estudo, com destaque aos estdgios identificados.
Para cada um desses estigios, relataremos um episédio, escolhido por ser representativo da forma como a
discussdo foi conduzida, ressaltando o reconhecimento, por parte dos professores, de aspectos elementares
dos contetidos.

6. Desenvolvimento do estudo

Inicialmente, os professores foram convidados, por cerca de 3 encontros, a refletir a partir de questdes e
atividades que tinham como propdsito preparar o grupo para uma discussdo coletiva, e disparar a reflexdo
sobre os saberes necessirios ao ensino. Essa etapa inicial foi significativamente importante para que a
proposta de um estudo coletivo fosse assimilada pelo grupo. Algumas das questdes propostas para a
discussdo foram extraidas de pesquisas que com foco no saber pedagdgico de conteido. Em destaque no
quadro a seguir (Figura 2) a questdo que disparou um episédio, escolhido como representativo desta etapa
inicial do trabalho. A escolha se justifica pelo impacto que a discussao gerada estabeleceu no desdobramento
do estudo.

Suponha que vocé queira observar se seus alunos sdo capazes de ordenar
numeros racionais. Qual das seguintes listas de nimeros lhe daria melhores
evidencias sobre a compreensdo dos seus alunos?

(@) 0,5 7 0,01 114
(b) 0,60 2,53 3,14 0,45
(c) 0,6 4,25 0,565 2,5

(d) Essas listas sdo igualmente boas para avaliar a compreensdo dos
estudantes sobre a ordenag@o de niimeros racionais.

Figura 2: Exemplo das questoes que orientaram a discussao inicial do estudo.

Esta questao foi extraida de [2]. Ainda que de fato as trés listas apresentadas na atividade sejam compostas
s
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por nimeros racionais representados na forma decimal, é possivel ordenar os niimeros apresentados nos
itens (a) e (b) sem que se leve em conta que se tratam de nimeros ndo inteiros, ou seja, desprezando-se
as virgulas. Assim, essas listas ndo sdo adequadas ao objetivo atribuido a questdo. Do ponto de vista do
saber de conteddo per se, é irrelevante o fato de a ordem entre os ntimeros ser ou ndo preservada quando
a virgula é apagada, porém esta questdo é crucial para a abordagem pedagdgica do conteido. Portanto,
consideramos que a discussdo sobre os objetivos e a adequacio dessa questdo envolve aspectos do saber
pedagdgico de conteddo. Em um primeiro contato com a questdo, a maioria dos professores participantes do
estudo fez a opcdo pelo item (d). No entanto, a discussdo mais aprofundada sobre a questéo, tendo como
foco seu objetivo pedagdgico, foi fundamental para uma mudanca na percep¢ao dos professores. A partir
dessa discussao, um dos professores participantes trouxe para a pauta de discussido a questdo apresentada
na Figura 3, por ter identificado uma “falha” andloga aquela observada na atividade da Figura 2. Essa
questdo compunha a Prova de Matematica do Exame de Sele¢do para o Ensino Médio do Centro Federal
de Educacao Celso Suckow da Fonseca — CEFET/RJ, no ano de 2010.

Manuela dividiu um segmento de reta em cinco partes iguais e depois marcou as
fragdes 1/3 e 1/2 nas extremidades, conforme a figura abaixo.

® >
@ w
® O
| A=)

wl—= @
Nl — @

Em qual dos pontos Manuela devera assinalar a fragdo 2/5?

Figura 3: Questao motivadora da reflexao.

Na discussao que se seguiu, o grupo observou que a solugdo da questdo certamente poderia ser estabelecida
de diversas formas. Por exemplo, o aluno poderia identificar a distancia entre os pontos correspondentes
a 1/3 e 1/2, dividir esse valor por cinco, determinando que cada uma das 5 subdivisdes do segmento
em destaque tem comprimento 1/30, e finalmente identificar que pontos A, B, C e D, correspondem
respectivamente aos nimeros 11/30, 2/5, 13/30 e 14/30. Outra solugdo possivel usa resultados préprios de
progressoes aritméticas, opgdo em que o problema poderia ser resolvido a partir das férmulas particulares,
portanto, fortemente amparado em procedimentos algébricos. No entanto, os professores observaram que
a resposta correta dessa questao poderia ser alcangada por meio de uma resolugdo errada, que acreditavam
ser bastante provavel de ser feita pelos estudantes. A partir da sua préatica, o grupo avaliou que era
bem possivel que um estudante identificasse o ponto B como a solucdo da questdo porque o segmento em
destaque estd dividido em 5 partes e B corresponde, sob a orientacdo crescente, & extremidade final do
segundo segmento.

Além de discutir a questao em si a partir de seus objetivos, abrangéncia e adequagao, foi proposto como
exercicio que cada um dos integrantes interviesse na questdo resolvendo a “falha” detectada. Essa inter-
vengao deveria ter como critério a menor alteracido possivel no enunciado. A visdo critica sobre a questao
e a proposta de intervencdao de modo a melhorar a questdo revelam aspectos importantes que caracterizam
o saber pedagdgico de contetddo: a capacidade de andlise e a capacidade criativa e autoral sobre a ativi-
dade docente. De forma geral, consideramos que a reflexdo a partir das questdes disparadoras permitiu a
identificacdo explicita pelos participantes de aspectos que caracterizam um saber sobre o contetido que é
préprio do professor.
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6.1. Estagio 1 — Percepgoes

Para compor este estdgio, que é inicial em um Concept Study, os professores foram convidados a refletir a
partir da seguinte questdo “O que é fundamental no que ensinamos sobre nimeros racionais no
ensino basico?”. A composicdo da lista de percepgoes foi estabelecida a partir de uma intensa discussao
do grupo, por dois encontros consecutivos, que teve como referéncia a experiéncia da sala de aula. E
importante destacar que a observagdo do estudo revelou que, para compor esse quadro (Figura 4), os
professores se pautaram mais no contexto da sala de aula, em sua prética, do que na identificacdo da
relevancia do tema para a Matematica. Por exemplo, a discuss@o que determinou a inclusdo do item

Percepgoes

= Relacionar parte e todo em situagdes diversas.
= Compreender a ideia de unidade

= Operagdes com fragdes

= Jgualdade x equivaléncia

= Representagdo da reta numerada

= Diversos significados de fragdes — fragdo como niimero, como relagdo
parte/todo, como razio e como divisao.

= Mostrar ao aluno que um mesmo niimero racional tem diversas
representacdes — representagdo

= Comparagdo de nimeros racionais na forma decimal

= Comparagdo de nimeros racionais na forma fracionaria
= Dar significado aos niimeros racionais

= Reconhecer os numeros racionais na forma percentual

= Reconhecer os niimeros inteiros como racionais

= Aproximagdes

= Dizimas — Em particular o caso do “0,999...”

= “Saber que dados dois niimeros racionais sempre ¢ possivel determinar
outro entre eles.” — Densidade dos racionais.

Figura 4: Quadro percepgées do estudo coletivo.

“compreender a ideia de unidade” foi pautada no reconhecimento pelo grupo da dificuldade dos estudantes
em resolver problemas em que a unidade ndo corresponde a um unico elemento. Esses problemas sdo
encontrados com alguma frequéncia nos livros didéticos do ensino basico. O tnico item cujo reconhecimento
do valor para a Matematica ficou explicito e foi preponderante para a inclusdo na lista foi o que diz respeito
a densidade do conjunto dos racionais. Ainda que alguns professores nao associassem a propriedade a
defini¢do de conjunto denso, todos concordavam que observar que “dados dois niimeros racionais sempre
é possivel determinar outro entre eles” era essencial para aprendizagem sobre esses nimeros. A inclusdo
desse ponto foi pautada mais pelo reconhecimento da relevincia do resultado para a Mateméatica do que
pela observacao de questoes relativas ao ensino desse topico em sala de aula.

Ja no estagio percepgdes, foram evidenciados e abordados temas que determinariam os demais estagios
do estudo, por exemplo, a no¢dao de infinito, a incomensurabilidade, o zero como ente matematico e a
exponenciagao.
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6.2. Estagio 2 — Estruturas

O estagio estruturas ficou caracterizado pela articulagdo de aspectos matematicos do conceito de
nimero racional que tém caracteristica estruturante na compreensdao do assunto. Em um
episddio, escolhido como representativo deste estagio, destacamos a discussao que envolveu a operagdo de
divis@o no contexto dos niimeros racionais. Essa discussdo foi motivada por um problema trazido por uma
das professoras do grupo:

Uma biblioteca tinha todos os seus livros acomodados em 6 estantes comple-
tamente cheias. Essas estantes foram substituidas por novas. A capacidade
de cada estante nova era igual a % da capacidade de uma das estantes anti-
gas. Quantas estantes novas serdo necessdrias para acomodar todos os livros da
biblioteca?

A proposta inicial foi estabelecer estratégias diversas de solugdo para o problema proposto, com atencio
a compreensao da operacdo de divisdo, que no contexto dos nimeros racionais, e particularmente no
problema em questdo, enseja a associagdo a interpretacdo como medida. As diversas solugdes propostas
pelos participantes foram discutidas pelo o grupo, observando a potencialidade para o ensino e para a
aprendizagem. E importante observar que, no problema, a unidade corresponde & capacidade de uma
estante original. N&o é raro que a solucdo seja apresentada, pelos professores, a partir de uma estratégia
correta, mas que evita o cdlculo com fragbes: supde-se que a capacidade de uma das estantes originais
seja, por exemplo, 100 livros. Assim em uma estante nova caberiam 75 livros e a solugdo seria alcancada
pelo resultado de 600+ 75. E claro que é essa solucio é matematicamente correta e emprega a divisdo. No
entanto, evita que seja experimentada a divisdo envolvendo fragGes, pois o tnico célculo com fragdes é para
determinar % de 100. Em destaque (Figura 5), a abordagem da solucdo desse problema a partir de uma
representacio grafica, proposta por um dos professores. Foi consenso que esta representagio explicita a
identificacdo da interpretacido da divisdo como medida e a compreensao da operacao de divisdo no contexto
dos nimeros racionais. A discussdo sobre esse problema articulou tépicos elementares sobre o ensino do
tema: o papel da unidade, a interpretagdo da divisdo como medida e a possibilidade de representagao
grafica da divisdo — o que para muitos dos participantes se apresentou como uma novidade.

Figura 5: Representagdo gréfica para a divisdo de 6 por 3/4.

Outras discussdes que marcaram esse estdgio envolveram, por exemplo, a atencdo aos conceitos de razao
e de fracédo, a defini¢do de relagdo de equivaléncia e a definicdo formal de nimero racional.

6.3. Estagio 3 — Panoramas

O terceiro estdgio identificado neste estudo, panoramas, se caracteriza especialmente por dois aspectos
relativos a: (i) a forma como as questdes passaram a ser investigadas, revelando explicitamente o
reconhecimento dos préprios saberes por parte dos professores; e (ii) as conexées matema-
ticas estabelecidas, que foram ampliadas em alcance e complexidade, ndo se limitando apenas ao
contexto de niimeros racionais sob a perspectiva do ensino basico. Para representar o desenvolvimento da
discussdo que caracterizou este estagio, destacamos um episédio que conduziu a discussdo durante dois
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encontros consecutivos. Um dos professores, ao final de um dos encontros, apresentou ao grupo o seguinte
questionamento: Para fazer cdlculos com dizimas”, é sempre preciso passar para a forma de fracdo?

Discutiu-se entdo que esse questionamento revelava uma didvida, mas também duas certezas. A duvida,
que estava explicita, era relativa & possibilidade de se efetuar cdlculos com numeros racionais representados
como dizimas, isto é, de generalizar de alguma forma os algoritmos usuais das operagdes para numeros
representados dessa forma. As certezas, implicitas, eram, (i) que todo nidmero racional admitia duas
representagées, na forma de fragio e na forma de expansio decimal e (ii) que na forma de fragio os
cdlculos estavam bem estabelecidos.

Em relagdo a davida, ndo havia novidade, ela estava sendo exposta e encarada a partir de pesquisa, reflexdo
e discussdo. A novidade emergiu dos questionamentos que se seguiram e que foram bastante ilustrativos
para o estudo: “De onde vém essas certezas? Ou seja, elas foram construidas em que etapa da formacao
de cada um dos professores?”. Essas indagagoes despertaram uma novidade na abordagem da discussao
— questionar uma certeza. Ficava assim evidenciada uma nova forma de percepcdo do contetido: nao
basta saber, é necessario compreender como esse saber se constitui, qual sua natureza e origem, bem como
compreender em que sentido e em que medida esse saber é relevante para a sala de aula.

A resposta ao questionamento também foi reveladora, levando os participantes a reconhecerem que se
tratava de uma certeza constituida durante seus préprios estudos no ensino bdsico e ndo na formagdo
universitdria. Associamos essa constatacdo a indicacdo da dupla descontinuidade identificada por [10] e as
suposigdes destacadas por [1], que identificam um afastamento entre o contetido de matemética ensinado
na graduacdo e aquele necessario a pratica docente na escola bésica.

A forma como a questdo foi explorada alterou completamente o cendrio da discussdo. As articulagdes
exigidas foram ampliadas em alcance e complexidade em relacdo as realizadas até entdo. Para investigar
as questoes propostas (estabelecendo matematicamente a equivaléncia entre representagoes fraciondrias
e decimais para ntmeros racionais, bem como as limitagées dos algoritmos usuais das operacbes para
naimeros com representacdo decimal infinita) foi necessario mobilizar conhecimentos de algebra e de andlise,
bem como observar e recorrer ao rigor e a consisténcia formal da Matematica. Em particular, a partir
desse momento, os professores participantes passaram a buscar espontaneamente, como referéncia para a
discussdo, textos académicos. Dessa forma, evidenciaram o reconhecimento de que esses resultados, ainda
que admitissem uma abordagem prépria para o ensino béasico, exigiam e se estabeleciam sob o rigor da
formalizacdo Matemaética. Assim se destacam, no contexto da dlgebra, a construc¢io dos nimeros racionais
por classes de equivaléncia; e no contexto da andlise, os resultados que garantem que um nimero é racional
se e somente se sua representacido nos sistema de numeracdo posicional decimal é finita ou periédica. A
discussdo alcancou ainda a reflexdo sobre grandezas incomensuraveis e sobre a construcdo dos ntmeros
reais.

A nova perspectiva adquirida pela discussdo entre os professores participantes foi identificada as ideias de
Klein sobre o reconhecimento de partes elementares da matemaética e sobre a percepc¢ao dessas partes de um
ponto de vista superior, como aspectos formadores de uma wvisdo da matemdtica ampliada e panoramica,
constituinte do saber pedagégico de contetido.

7. Resultados

O estudo confirmou a evidéncia de aspectos implicitos e explicitos do saber pedagdgico de contetido e do
saber de contetido dos professores e ficou clara a mudanca de atitude dos participantes, que assumiram, ao
longo do estudo, uma postura mais investigativa, manifestando, inclusive, a intencdo de estender a vivéncia
de uma pratica investigativa para suas salas de aula.

7 Por dizimas o professor se referia a “dizimas periédicas”.
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Observamos também que o estudo ofereceu a possibilidade de investigar e explorar, em um processo cole-
tivo, o conhecimento de matemética dos participantes de forma articulada com a sua prética, promovendo
uma reconstrugdo conceitual a partir de um conhecimento anterior.

Com respeito a forma como os questionamentos foram disparados, observou-se que a maior parte das
questbes emergiu a partir da observagdo de problemas que os professores resolviam com seus alunos em
sala de aula, ou seja, problemas tipicos da escola bésica. Por um lado, a orientacdo a partir de problemas
proprios do ensino bésico revelou que os professores tinham inseguranca latente em relagdo a abordagem
formal dos conteiidos mateméticos e que o habito de refletir sistematicamente a partir de um ponto de
vista conceitual era pouco consolidado. Entretanto, por outro lado, essa orientagdo estabeleceu para o
estudo forte vinculo com a prdtica, o que entendemos que foi fundamental para andamento do estudo.

Com atencéo as questdes de pesquisa, a investigacio se estabeleceu a partir de uma andlise das impressdes
reveladas sobre o saber pedagdgico de contetido dos professores participantes e nas relagoes e articulagdes
reveladas na discussdo sobre o conteiido. Mais especificamente, em relacdo ao saber pedagdgico de con-
tetdo, a anélise se pautou na identificagdo: de dividas e de certezas; do nivel da escolaridade (ensino basico
ou formacao superior) a que foi atribuida, pelos participantes, a origem do seu saber sobre o contetdo; e
do grau de complexidade das relacoes, articulacdes e conexdes estabelecidas.

O processo de investigagdo com base em duvidas, e também no questionamento de certezas, revelou-se como
uma estratégia positiva para o desenvolvimento do saber do professor. Nesse sentido, o estudo apontou que
muitas vezes os professores se surpreendiam com a “descoberta” de resultados matematicos com os quais
vinham lidando por anos sem se dar conta explicitamente, como por exemplo: a associagdo da operagao
de divisdo a situagdes de medida ou a relagdo entre equivaléncia entre fragdes e a formalizacdo do conceito
de nimero racional por meio de classes de equivaléncia. Acreditamos que essa seja uma contribuicdo
importante do estudo, tendo forte implicagdo para a construcdo do saber pedagdgico de contetiido dos
professores e conferindo-lhes autoridade e protagonismo na constru¢do do préprio saber. Acreditamos
que essa atitude consciente dos professores pode contribuir para disparar mudancas em suas praticas de
ensino e, consequentemente, para enriquecer a aprendizagem de seus alunos — embora o presente estudo
néo fornecga acesso a verificagdo de tais aspectos. Este pode ser, portanto, um tema para pesquisas futuras.

Cabe destacar também que a investigacado revelou aspectos importantes da formagédo universitaria dos pro-
fessores participantes (embora este ndo tenha sido um objetivo inicial da pesquisa). Os questionamentos
trazidos para a discussdo coletiva emergiam, na maior parte dos casos, de problemas da pratica de sala de
aula (dificuldades de aprendizagem dos alunos, ou dificuldades dos préprios professores em ensinar os con-
tetdos). A reflexdo conceitual sobre esses questionamentos tinha referéncia em aspectos da prépria pratica
(experiéncias anteriores, livros didéticos) ou na experiéncia dos professores participantes quando alunos
do ensino bésico. A ligagdo dessas questoes com resultados matemaéticos estudados no curso universitario
nao apenas ndo era acionada espontaneamente, como frequentemente causava surpresa aos professores
participantes. Este resultado indica pouca influéncia do curso de Licenciatura na préatica de sala de aula
dos professores — confirmando resultados observados pela pesquisa internacional em Educacdo Matematica
(por exemplo, [1]) e a atualidade da dupla descontinuidade denunciada por Klein h& mais de um século —
e aponta para a urgéncia de uma revisdo dos modelos adotados para esses cursos no Brasil.

A discussdo com o objetivo de reconhecer o que é elementar, ndo no sentido tradicionalmente estabelecido,
como simples ou facil, mas no sentido de Klein, como partes essenciais que encerram a capacidade de
sustentar e de estruturar o conhecimento matematico, revelou para os participantes uma nova perspectiva
para a observacao do conhecimento pedagégico do contetido. Assim, por exemplo, ensinar a equivaléncia
entre fragoes e associar a operagao de divisdo a interpretacdo como medida assumem novas perspectivas.
A investigacdo sugere que, de fato, a busca por aspectos elementares (no sentido de Klein) no contetdo
de matematica do ensino béasico determinou um processo de reconstrugdo do saber pedagogico de conteido
dos participantes.
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“Realmente, professora, gosto muito dos nossos encontros! O tempo passa tao depressa!
Acrescento vdrios conhecimentos aos meus e refaco outros! Saio pensando em

tantos assuntos, que demoro um tempdo para querer ligar o rddio do carro, prefiro ficar

refletindo sobre tudo que foi conversado em sala de aula! Abragos, Bianca®.” (grifo nosso)
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