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Resumo

Neste artigo apresenta-se uma proposta de atividade tendo como objetivo utilizar a Geometria
Fractal no Ensino Médio regular, onde se pode trabalhar alguns conceitos mateméticos em suas
diversas areas, tais como algebra, calculo, geometria plana e espacial, progressoes e logaritmo de
maneira diferente da convencional. Dessa forma, pretende-se reforcar a ideia atual da necessidade
de experimentar a Matematica por caminhos diferentes para além da resolugdo de exercicios re-
petitivos e sem nenhum sentido légico para o aluno. Neste sentido, a Geometria Fractal permite
explorar diversos conceitos matematicos de uma maneira mais dindmica e criativa, por meio da
construcao de modelos e tabelas com os resultados das iteragoes, chegando a uma dedugao geral do
que estd ocorrendo. Essa proposta é derivada de um Trabalho de Conclusao de Curso do Programa
de Pés-graduacao em Matematica PROFMAT, polo UNIRIO.
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Abstract

In this article we present a proposal for an activity with the objective of using Fractal Geometry in
regular secondary education, where we can work some mathematical concepts in its various areas,
such as algebra, calculus, flat and spatial geometry, progressions and logarithm in a different way of
the conventional. In this way, we intend to reinforce the current idea of the need to experiment with
mathematics in different ways beyond the resolution of repetitive exercises and without any logical
sense for the student. In this sense, Fractal Geometry allows us to explore several mathematical
concepts in a more dynamic and creative way, through the construction of models and tables with
the results of the iterations, arriving at a general deduction of what is taking place. This proposal
is derived from a dissertation of the PROFMAT Mathematics Graduate Program, UNIRIO.

Keywords: Fractal Geometry; fractal; innovation.

1. Introdugao

No inicio de dezembro de 2013, foi divulgado' mais um ranking da avaliacdo internacional do PISA
(Programa Internacional de Avaliacdo dos Estudantes) e ficamos na 58% posicdo, em Matemética,

IFonte: <http://gl.globo.com/educacao/noticia/2013/12> em 23 de dezembro de 2013.
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entre as 65 nagoes que participam da avaliacio, obtendo um total de 391 pontos. Apresentamos
uma “timida” evolugao, pois em 2009 conseguimos 386 pontos. Esta prova é realizada por estu-
dantes de 15 anos de idade matriculados na rede publica ou privada de ensino a partir do 72 ano
do Ensino Fundamental.

Este resultado vem ao encontro com a nossa opiniao de que no Brasil, principalmente na educagao
bésica, boa parte dos alunos apresentam grandes dificuldades em Matemaética, muito em con-
sequéncia do desinteresse pelo ensino da disciplina e a nao associagdo do que aprende em sala de
aula com a aplicacdo no cotidiano. Sabemos que, hoje, a grande maioria dos livros didaticos e dos
professores tentam trabalhar com alguma contextualizacdo, mas ainda nao é suficiente para gerar
um grande interesse nos alunos, ndo somente pelo estudo da Matematica, mas pelo conhecimento
de forma geral.

Este trabalho surgiu a partir da intencdo de propor aulas onde o aluno possa descobrir e fazer
relacoes entre o que visualiza e o que estuda, tentando tornar o contetido trabalhado em sala de
aula favordvel a aprendizagem significativa do aluno. Segundo [5]: ,

A exploragao da geometria fractal, em contexto de sala de aula, proporciona o desen-
volvimento das atitudes, dos valores e das competéncias dos alunos, na medida em
que promove a curiosidade e o gosto de aprender, de pesquisar e de investigar; im-
pulsiona a utilizacdo da matemdtica na interpretacdo do real, reconhecendo formas e
processos que envolvem conceitos matemdticos; ajuda na compreensdo dos conceitos
de perimetro, drea e volume; promove a pesquisa de padroes e reqularidades formu-
lando em sequida generalizagoes em situagoes diversas, nomeadamente em contextos
numeéricos e geométricos. Propor uma aula com situagdes novas, onde o educando
possa descobrir e fazer relagdes entre o que visualiza e o que estuda, torna o aconte-
cimento em sala de aula favordvel a aprendizagem. FEsta abordagem possibilitard ao
educando a visualiza¢iao do contetddo trabalhado, nao ficando apenas na formalidade
que € propria da disciplina de matemdtica. Além do campo extenso de aplicacioes
dos fractais € necessdrio que o professor perceba a potencialidade que existe nesta
drea da geometria, podendo assim trabalhar conceitos de simetria, relacionando arte
com matemdtica. [5]

Sera apresentado um breve resumo sobre o surgimento e as aplicagbes nas ciéncias e tecnologias
da Geometria Fractal, mostrando que existem diversas areas que utilizam esta geometria para
a solucdo de seus problemas, tentando dessa forma despertar nao s6 no aluno, mas também no
nosso colega, professor, o interesse em aplicar esses conhecimentos na sua sala de aula, tornando as
mesmas mais dindmicas e atraentes.

As atividades que serdo apresentadas foram aplicadas para alunos da Escola SESC de Ensino
Médio? durante a realizacdo do Projeto de Iniciacio Cientifica da instituicdo, que tem por objetivo
discutir e produzir saberes a partir de um trabalho de pesquisa no qual orientadores de todas as
areas conduzem grupos de alunos no processo de investigagao.

Serao analisados o comportamento de dois fractais classicos: a ilha de Von Koch que tem

2Localizada no Rio de Janeiro, é uma escola-residéncia, inteiramente gratuita, que atende a alunos de todo o
pais, com idades entre 13 e 18 anos. Inaugurada em 2008, hoje possui aproximadamente 500 estudantes nas trés
séries do Ensino Médio, que moram nas vilas residenciais, junto com professores e gestores. Mais informagoes,

<http://escolasesc.edt.com.br>.
)
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perimetro infinito e area finita e o tridngulo de Sierpinski que possui perimetro infinito e area
zero. Ao final do artigo é apresentado um breve tutorial do software gratuito “Xaos” versao 3.5, esse
programa pode ser utilizado para realizar com os alunos algumas atividades animadas e interativas
com fractais.

2. Fractais: origem e aplicagoes

A Geometria Euclidiana é a geometria que normalmente aprendemos nas escolas. Seus poligonos e
poliedros regulares fazem parte da historia da Matemaética, pois serviram de base para a compreen-
sdo da Natureza através da ciéncia. As criagoes humanas servem-se majoritariamente das formas
geométricas euclidianas para as suas construgoes, como por exemplo, edificios, objetos industriais
e do cotidiano. Em Batanete encontramos: ,

Por tradicdo conta-se que hd mais de dois mil anos, Fuclides enquanto caminhava
pela praia, notou que a areia, vista como um todo, se assemelhava a uma superficie
continua e uniforme, embora fosse composta por pequenas partes visiveis. Desde
entdo Fuclides tentou provar, matematicamente, que todas as formas da natureza
podiam ser reduzidas as formas geométricas simples. Em alguns casos, continua a
fazer sentido sua utilizagdo, como por exemplo, o uso da esfera como aprorimacdo do
modelo da forma da Terra, da elipse como modelo das orbitas celestes e da pardbola
como trajetoria dos projéteis. [2]

Euclides concentrou-se sobretudo nas formas, deixando de lado, um elemento importantissimo neste
tipo de analise, a dimensao. Existe uma infinidade de fendmenos na natureza que ndo podem ser
descritos por essa geometria. A maior parte das formas apresentadas pela Natureza, nao sao
regulares e nem suaves, pelo contrério, sdo extremamente complexas, recortadas e irregulares. E o
caso de grande parte das arvores e plantas, das rochas e das nuvens.

Como disse Mandelbrot: ,

Nuvens ndo sdo esferas, montanhas ndo sao cones, continentes ndo sao circulos,
tronco de drvores ndo sio suaves e nem o reldémpago viaja em linha reta. [4]

Na segunda metade do século XIX e na primeira metade do século XX, alguns matematicos des-
creveram objetos que ficaram conhecidos como “monstros matemaéticos”, como por exemplo: a
curva de Peano, tridngulo de Sierpinski, a curva de Von Koch, o conjunto de Julia, o conjunto
de Cantor, entre outros.

Benoit Mandelbrot, um matematico que possuia uma visao geométrica agugada, ndao via com bons
olhos a crescente algebrizagao da Matematica praticada por Bourbaki, na primeira metade do
século XX, na Franca. Esse foi um dos motivos que levou Mandelbrot a se mudar para o Estados
Unidos, em 1948, para trabalhar no Instituto de Pesquisa James Watson da IBM.

Mandelbrot trabalhou em vérias pesquisas e uma delas comegou pela indagagao: “Quanto mede o
litoral da Gra-Bretanha?” A resposta encontrada por Mandelbrot, segundo Barbosa, foi: ,

A resposta possivel variard conforme a escala de medi¢io. Baias e peninsulas apa-
recerdo ou ndo, dependendo da escala adotada. Sabe-se, por exemplo, que em um
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documento dos dois paises vizinhos, a fronteira de Espanha e Portugal difere em
cerca de 20%, o mesmo acontecendo por exemplo com a fronteira da Holanda e da
Bélgica. Claro que ao efetuar as medidas cada pais empregou instrumentos com
unidade de escalas diferentes. [1]

Com isso, ele quis dizer que para medir o tamanho de um litoral ou limite territorial, é preciso,
antes de tudo, definir a escala. Matematicamente falando a escala para medir com exatiddo uma
extensao territorial deveria tender a zero, o que seria inviavel, pois faria a extensao tender para
infinito.

Embora os “monstros mateméaticos” existissem ha muito tempo, ainda ninguém lhes tinha atribuido
um nome. Foi entdo que em 1978, Benoit Mandelbrot, ao preparar a sua primeira obra sobre os
ditos “monstros”, sentiu necessidade de lhes atribuir um nome, ficando entdo conhecido como “o
pai dos fractais”. Buscando uma defini¢do para esta nova geometria podemos citar Oliveira: ,

A geometria fractal permite a representacio de certos elementos naturais que pos-
suem caracteristicas irrequlares. Com a geometria fractal torna-se possivel a cria¢do
de modelos mais préximos da realidade. A geometria fractal fornece algoritmos para
construcdo de formas idénticas ds naturais e também ferramentas para o estudo das
mesmas. FEssa geometria vem se consolidando mos ultimos anos com o desenvol-
vimento da tecnologia computacional e com auxilio de movas teorias nas dreas da
fisica, biologia, astronomia e matemdtica. [6]

= <

(a) Costa da Noruega (b) Carvalho da Africa (¢) Relampago

Figura 1: Fractais na natureza.
(Fonte: <http://cfte.cii.fc.ul.pt/PRISMA /capitulos/capitulo2/modulo4/topico6.php>.)

A definicdo mais simples é que fractais sdo objetos gerados pela repeticdo de um mesmo processo
(iteragdo/recursdo), apresentando autossimilaridade, dimensao fractal e complexidade in-
finita.

Os fractais vém sendo aplicados nas mais diversas dreas das ciéncias e tecnologias. No desen-
volvimento de tecnologias podemos citar a utilizacdo de antenas fractais empregadas na telefonia
celular, na transmissdo wireless, na TV digital (HDTV), entre outras, conforme Figuras (2) (a)
e (2) (b). Na agricultura, a andlise de solos, nebulosidade da drea, movimentos dos rios e estrutura
de varios cristais podem ser modelados por fractais.

Na computacao grafica, a geometria fractal auxilia na criacdo de cendrios naturais, como rios,
conjuntos montanhosos e plantas, conforme Figuras (3) (a) e (3) (b). Tal teoria é 1til também na
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(a) Telefone celular (b) Antena caseira
Figura 2: Telefone celular e antena caseira.
(Fontes:<http://cftc.cii.fe.ul.pt/PRISMA /capitulos/capitulo2 /modulo4 /topico9.php> e

<https://www.pinterest.com/charley0810/diy-tv-antenna/)>.)

geragao de efeitos especiais, como explosoes e lavas de vulcoes. Podemos dizer que a geometria
fractal revolucionou a computagado grafica e, por outro lado, o advento do recurso computacional
possibilitou o aprofundamento nos estudos dos fractais. Ha aplicagoes também na economia, no

(a) Grand Canyon (b) Julia Island

Figura 3: Imagens geradas por Computagao Gréfica.
(Fontes: <https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Julia_island2.jpg> e

<https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Julia_ isl 2111(12,vi}>g)>.)

estudo da variacdo de precos das agdes nas bolsas de valores. Na Astronomia, para a previsdo de
trajetérias futuras dos planetas. Em Mineralogia, para a medicdo da densidade dos minerais, evo-
lugdo dos terrenos, descontinuidade das rochas. Na Geografia, a geometria fractal pode ser usada
para a medi¢do do comprimento da costa continental e na industria, para a deteccao automaética
de falhas téxteis.

Nas ciéncias médicas e bioldgicas, encontramos diversas estruturas que podem ser modeladas
através da geometria fractal. Como exemplo, podemos citar as ramificagbes pulmonares, veias
e artérias, cujos padroes podem ser bem representados por fractais, conforme as Figuras (4) (a)
e (4) (b). Um ritmo cardfaco, apesar de aparentemente constante, tem variagoes aleatdrias, porém,
identificam-se padroes fractais nessas variagoes em diferentes escalas. Na Biologia, algumas plantas
e micro-organismos apresentam estrutura fractal. E o caso, por exemplo da samambaia.
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(a) Sistema arterial do (b) Pulméo
coragao

Figura 4: Fractais no corpo humano.

(Fonte: <parquedaciencia.blogspot.com.br/2011 09 01 archive.html>.)

A andlise de imagens no diagnéstico precoce de céncer pode ser feita através de modelagem
utilizando-se os fractais, conforme Figuras (5) (a), (5) (b) e (5) (c).
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(a) Boca sauddvel (b) Boca com neoplasia (c) Dimensdo das caixas

Figura 5: Diagnodstico de cancer bucal usando dimenséao fractal.

(Fonte: <parquedaciencia.blogspot.com.br/2011 09 01 archive.html>.)

3. Atividades didaticas propostas

A geometria fractal possui um vasto campo de aplicagdo dos conceitos matematicos em suas diver-
sas dreas, tais como dlgebra, calculo, geometria plana e espacial, progressoes e logaritmo. Conforme
serd visto a seguir, é possivel adequarmos alguns dos conceitos presentes na geometria fractal aos
conteudos curriculares.

As atividades descritas abaixo foram realizadas durante o Programa de Iniciagdo Cientifica da
Escola SESC de Ensino Médio. No ano de 2013, o projeto foi desenvolvido com um grupo de
trés alunos, sendo dois do segundo e um do primeiro ano do ensino médio no periodo de Maio a
Outubro, com culminancia na semana de 28 de outubro a 1 de novembro de 2013, periodo em que
ocorre a semana da Escola aberta, onde a instituicdo apresenta os trabalhos realizados pelos seus
alunos no decorrer do ano para toda a comunidade escolar e institui¢des convidadas.

a1 @= sBm
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3.1. Construcao do tridngulo de Sierpinski

A atividade apresentada a seguir foi adaptada a partir do material disponivel no enderego <http:
//fractalfoundation.org/resources/fractivities/sierpinski-triangle> e acessado em 10 de abril de
2013. O objetivo desta atividade é ilustrar um dos principios fundamentais dos fractais, a repeticao
de um mesmo padrao em diferentes escalas, e como essa forma complexa pode ser gerada por simples
repeticoes.

o MATERIAL NECESSARIO: Papel A4, lapis, 14pis de cor, régua, compasso e tesoura.

e AS COMPETENCIAS TRABALHADAS NESTA ATIVIDADE FORAM:
Semelhancga de figuras;
Progressiao Geométrica (PG);
Comprimento, Perfmetro e Area do Triangulo de Sierpinski;
Conceito de Limite;

Limite de uma PG.

o TEMPO ESTIMADO - 6 aulas de 50 minutos
2 aulas de 50 minutos para a teoria de Progressio Geométrica e Soma da PG (finita e
infinita);
2 aulas de 50 minutos para construcao de cada tridngulo e montagem do tapete;

2 aulas de 50 minutos para anélise e conclusdes a respeito do comportamento do perimetro
e da area do triangulo de Sierpinski.

o CONSTRUGAO

A atividade consiste em desenhar usando régua e compasso um tridngulo equildtero e marcar
em cada lado seu ponto médio, ligando-os, com isso formando quatro novos tridngulos. Nos
3 triangulos virados para cima, repetir o procedimento do ponto médio e assim sucessivamente,
colorindo todos os tridngulos invertidos. Apds terem realizado a tarefa, monta-se um tridngulo
maior, usando-se os desenhos feitos por eles.

(a) Tridngulo individual (b) Tapete de Sierpinski

Figura 6: Construgdo do Tridngulo de Sierpinski até a 3% iteracdo pelos alunos da ESEM.

2 @ sBm
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o ANALISE Observando a Figura (6) (a), comecamos a analisar o comportamento da drea e do
perimetro do tridngulo de Sierpinski. Partimos de um tridngulo equildtero (figura inicial), depois
removemos o tridngulo equildtero definido pelos pontos médios dos lados e assim sucessivamente.
O tridngulo de Sierpinski é obtido como limite desse processo recursivo que esté descrito, geo-
metricamente, na Figura (7). Na 12 iteracdo da construgdo, determinamos os pontos médios de

R .
\
A ﬁ
/ \\ « \
/ \ | |
/ h AL, DLAL,  Abbhb

Figura 7: Iteracoes no triangulo de Sierpinski até a 42 iteracao.

cada um dos lados do tridngulo, unimos esses pontos médios (2 a 2) por segmentos e conside-
ramos os 3 segmentos resultantes, retirando o tridngulo central. Obtemos, portanto, a segunda
figura do processo de construgdo. Repetindo indefinidamente o processo, obtemos o tridngulo
de Sierpinski no limite deste processo recursivo.

Observando a Figura (7), podemos verificar, que a cada iteragdo, a drea do tridngulo de Sier-
pinski, é igual a area do tridngulo anterior multiplicada pelo fator % e que o seu perimetro é
igual ao perimetro do tridangulo anterior multiplicado pelo fator % =

(3-%). Analisemos este
fato através da tabela (8):

Figura Arca Perfmetro Arca Esburacada
Fig. Inicial A P 0
12 jteracio A =3-A P=%-P Bi=1.4
Riteragio Ay =%-A=(3)* A4 R=3P=)"P By=1-[A+2-4]
Finteragio Az =3-Ay=(3)" A4  P=3.P=(3)"P By=1-A4-[1+2+2]
ntiteragio An=3%-An=(3)"-A P=%-P,=("-P B.,=1.4. [1 +44+. 4 (%)"’1}

Figura 8: Area, Perfmetro e Area Esburacada do tridngulo de Sierpinski.

Analisando, a 4rea do tridngulo, temos uma PG de razao % (lg] < 1) e 12 termo positivo (pois A

é a drea da figura inicial). E evidente que esta sucessdao é monétona decrescente e a medida que
o nimero de iteracoes se aproxima do infinito, ou seja, quando n tende para infinito, A,, tende
a zero, isto é,

lim A, =0.

n—0o0

Isto significa que a area do tridngulo de Sierpinski é igual a zero. Outra maneira de verificarmos
este fato é analisarmos a drea “esburacada”, dada por:

1 3 3\ "1 1
B =-.A-|1+2+.. 2 —Z.A.
"= [+4+ +<4) ] S
.
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em que S,, é a soma dos n primeiros termos de uma PG, cujo primeiro termo é a; = 1 e a razao é
q= %. Sabemos que para uma PG de razao |¢| < 1, a sequencia de ntimeros reais é convergente

e seu limite é: )
a
li =1 =

Portanto, a drea dos buracos do tridngulo, que denotaremos por Bg;e,pinskis ¢ tal que:

1 1

n—oo n—oo
Assim, quando n — +00, Bg;erpinski — A. Sabemos que A = B, + A,,, ou seja, B, = A—A,,.
Como B,, — A entdo A,, — 0. Logo, a area do tridngulo de Sierpinski é igual a zero.

Analisando o perimetro do tridngulo de Sierpinski temos uma PG de razao q = % (maior que 1)
e 12 termo exatamente o perimetro da figura inicial (positivo). Assim, quando n — oo,
P, — +o0. Isto significa, que o perimetro do tridngulo ¢ infinito.

3.2. Construgao da curva de Koch e da Ilha de Koch

A atividade apresentada a seguir foi adaptada a partir do material disponivel no seguinte endereco
<http://fractalfoundation.org/resources/fractivities /koch-curve> e acessado em 10 de abril de
2013. Aqui destaca-se a importancia de chamar aten¢do para o aluno do processo de repeti¢io
presente na construcdo. E possivel associar esse fractal a linhas costeiras dos continentes, vendo
aplicacao direta da geometria fractal com a natureza.

o MATERIAL NECESSARIO: ldpis, régua, tesoura e canetinha ou lapis de cor para colorir (opci-
onal) e papel isométrico A3 que pode ser obtido no sitio <http://www.worksheetworks.com/
miscellanea/graph-paper /isometric-dots.html>.

e AS COMPETENCIAS TRABALHADAS NESTA ATIVIDADE FORAM:

Semelhancga de figuras;

Progressao Geométrica;

Comprimento, Perimetro e Area da Ilha de Von Koch;
Conceito de Limite;

Limite de uma PG.

e TEMPO ESTIMADO - 4 aulas de 50 minutos
2 aulas de 50 minutos para construcao de cada curva e montagem da ilha;

2 aulas de 50 minutos para analise e conclusoes a respeito do comportamento dos lados, do
perimetro e da area da ilha de Von Koch.

e CONSTRUGAO
A atividade consiste em desenhar no papel isométrico usando régua, um segmento de reta de
medida multipla de 3 para facilitar o desenvolvimento da atividade, usamos 27 cm, dividimos esse
segmento em 3 partes iguais, apagamos o segmento médio e fizemos um tridngulo equildtero (sem
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a base), usando como medida um desses segmentos, com isso formamos quatro novos segmentos.
Nos 4 novos segmentos, repetimos o procedimento descrito acima e assim sucessivamente. Feito
isso, temos a curva de Von Koch. Unindo trés desses desenhos, temos a Ilha de Von Koch.
Os alunos optaram por colorir o desenho, para termos também um objeto de arte. Cortamos
a ilha em formato hexagonal, pois a usaremos para auxiliar nos cdlculos da area.

(a) Ilha de Koch indivi- (b) Pintura da Ilha
dual

Figura 9: Construgdo do IlTha de Von Koch até a 5% iteragao.

o ANALISE

Observando a Figura (8) (a), comecamos a analisar o comportamento da area e do perimetro
da ilha de Koch. Iniciamos o processo com um tridngulo equilatero, na primeira iteracdo da
construgao dividimos cada lado do triangulo em trés partes iguais e construimos sobre cada um
dos segmentos do meio um novo tridngulo equilatero, sem a base, tal como podemos observar
na Figura (10). Obtivemos, portanto, a segunda figura do processo de construgdo (conhecida
como “Estrela de Davi”) com 12 lados. Repetimos o mesmo processo para cada um dos 12
segmentos obtidos na figura anterior. Repetindo indefinidamente o processo, obtemos, no limite
deste processo recursivo, a curva de Koch.

Ao vermos a representagdo geométrica deste fractal, conforme Figura (10), podemos observar
facilmente que possui uma forma regular fechada cuja fronteira é composta por infinitos lados
cada vez menores. Supondo que cada lado do tridingulo inicial mede uma unidade, observemos
que para cada nova transformagao que se faz, a quantidade de lados anterior é multiplicada por
4 e o comprimento dos lados de cada nova figura sdo 3 vezes menores que os da figura anterior.
Analisemos este fato através da tabela 1, considerando o comprimento do lado do tridngulo

ANTIEILIES

Figura 10: Iteracoes na ilha de Von Koch até a 4% iteracdo.

inicial igual a 1 unidade.
O numero de lados de cada figura em funcdo do nimero de iteragoes é dado por uma PG
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Figura Numero de lados (L)  Comprimento dos lados (M)

Fig. Inicial 3:1=3=3-4° My=1=23°
12 iteragio  3-4=12=3-4! M, =1%.M,=3"
2¢ jteragio  12-4 =48 = 3-42 Mzzi-Mlz?rQ
3% jteragio 48-4=192=3-43 M; = i, M, =373
4¢ iteragio 1924 =768 = 3 - 4* M, = % “My =31
n% iteragao 34" 3"

Tabela 1: Quantidade e Comprimento dos lados da Ilha de Von Koch.

em que o primeiro termo é L, = 3 e a razdo é ¢ = 4. Tal progressdo pode ser definida por
recorréncia ou através de um termo geral, conforme dado abaixo.

L :3 =
L,=< " sen =10 ou L, =3 -4".
L,=4-L, ;sen>1

E evidente que esta sucessdao é mondtona crescente e que, a medida que o ntimero de iteracdes
aproxima-se do infinito, ou seja, quando n — +o00, a sucessdo L, — 00, isto é,

lim L, = +o0.

n—oo
Isto significa que a curva vai ter um ntmero infinito de lados. O comprimento dos lados de cada
figura em funcdo do nimero de iteragoes, ¢ dado também por uma PG, onde M, = 1 e razdo

q= % (lg| < 1), que pode ser definida por recorréncia ou através de um termo geral

M, =1 =0 "
M, = " 1sen ou M, = <7> =3
M, =35 -M, ;sen>1 3

E evidente que esta sucessdo é mondtona decrescente e limitada por zero e, a medida que o
numero de iteragdes se aproxima do infinito, ou seja, quando n — oo, a sucessdo M, — 0. Isto

é, lim, .. M, = 0. Mostrando que o comprimento de cada lado da curva tende para zero. Seja
4 n
P, =M,-L,=(3-4")-3"=3. <§>
o perimetro obtido na mn-ésima iteracdo. Observa-se que P, é uma PG de razao % (maior que

1) e Py = 3 (12 termo, exatamente, o perimetro do tridngulo inicial) e P, = 4 (P, e P, ambos
positivos). Assim, P, — +oo quando n — +oo. Isto significa que o perimetro da ilha de Von
Koch ¢ infinito.

Consideremos, para facilitar os calculos, que A é a area do tridngulo equilatero obtido na primeira
iteragdo, entdo A, = A. Comecemos por estimar a area da curva de Koch tragando um hexdgono
envolvendo a “Estrela de Davi” (iteragao 1), ao continuarmos a construcdo, constatamos que
a figura da 2% iteracdo ainda estd contida no hexdgono, conforme Figura (11). Note que é facil
perceber que isso vai acontecer em todas as iteracdes. Podemos entao concluir que a area da
ilha de Von Koch é inferior a area do hexdgono, que é igual ao dobro da area do tridngulo

an
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Figura 11: Ilha envolvida por um hexagono nas 1% e 2% iteragoes.

Figura 12: Area do hexdgono em funcdo de um tridngulo equildtero.

inicial, conforme a Figura (12), portanto, 2A. Com isso, podemos perceber que a drea da regido
delimitada pela ilha de Koch estard compreendida entre A e 2A.

Sabemos que a drea do poligono, em cada itera¢do, obtém-se adicionando a area do poligono
da iteragdo anterior a area de um triangulo equilatero, cujo lado é % do anterior, multiplicada
tantas vezes quantas forem o nimero de lados do poligono anterior.

Nota-se que ao compararmos a construgao iniciada com um tridngulo equilatero de lado [ e area
A com a construgdo na qual iniciamos com um tridngulo equildtero de lado I’ = %, obtemos a
seguinte relagao entre as dreas A e A’:

L
3

A/

5)2_1z2\/§_1A
3/ 9 2 9

Fazendo um estudo sistematico:
Na figura inicial, temos o niimero de lados igual a L, = 3 - 4° e 4rea igual a A, = A.

Na 1% iteracao,
1 1
Li=34' A =Ag+Ly 5 A=A+3. (7> A
Na 2% iteracao,

1 /1 1\2
Ly=3-4% A2:A1+L1'§-<§.A):Al‘*‘Ll'(i) A

9
1 1\?2 1 1 4
A, =A =4 4ol=)] A=A+ A4+----A
) +3 (9) +3 (9) +tg A+
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Na 3¢ iteracao, temos:

4 1\?
-§~A+3-42-<7) LA

1\? 1
Ly=3-4°, A3:A2+L2'(§) 'A:A+§'A+ 9

W =

1 1 4 1 74\? A 4 4\2
Ae=A+=— A+ -Z A4+ (Z) A=A+=.|14+= =z
s=Atg Aty g ity (9) t3 [+9+(9”

Portanto, na n-ésima iteracdo, a area da ilha de Von Koch tem a seguinte expressao:

A 4 4\?2 g\"1 A
A =A+=|1+-+ (= et (= =A+=
" +3{+9+(9>+ +(9) } +35n,

4

5

Sabemos que para uma PG de razdo |¢| < 1, a sequéncia de nimeros reais é convergente e seu
limite é:

onde S,, é a soma dos n primeiros termos de uma PG, cujoa; =1eqg=

a 1 1
lim S, = -4 — .
noee " T T g -3 375

Portanto, a area da ilha de Von Koch, denotada por Ay, serd dada por:

, , AN . A9 34 8
AKoch:Jg&An_nlg&<A+§-Sn>—A+§~5—A+?—S-A—1,6-A,

donde concluimos que, quando n — oo, A ., — 1,6 A

Nota-se que, embora o perimetro seja infinito (ilimitado superiormente), a drea tem um limite
finito e bem definido igual a 1,6 vezes a area inicial.

3.3. Fractais no Xaos

Hoje em dia alguns programas para gerar fractais sdo tdo eficientes que nos permitem “navegar” pelas
imagens em movimento enquanto elas sdo produzidas. E como um mergulho pelos detalhes infinitos onde
o usudrio escolhe com o mouse o caminho que quer fazer enquanto a imagem é constantemente ampliada
e os novos detalhes aparecem e se transformam continuamente. Sdo descritas abaixo algumas atividades
que foram desenvolvidas com os alunos da Escola SESC de Ensino Médio utilizando o software Xaos em
sua versao 3.5.

Inicialmente apresenta-se algumas observagdes sobre o software. Ele pode ser obtido gratuitamente em
Portugués no seguinte enderego: <http://sourceforge.net/projects/xaossomething>.

Recentemente foi disponibilizada uma versdo gratuita do Xaos para Iphone e Ipad;
A interface é simples e eficiente, conforme Figura (13);

1.
2.
3. Oferece movimento de navegagdo, vocé pode aumentar (zoom in) ou diminuir (zoom out) um fractal;
4.

Inclui 24 férmulas de fractais conhecidos, além de diversas variacoes possiveis em efeitos e aparéncia,
mas vocé também pode usi-lo para gerar seus préprios fractais, conforme Figura (14);

5. Oferece efeitos como um gerador de Starfield, pode gravar, tem trilha de movimento, modo de pseudo
3D, e até mesmo um display de texto;
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Figura 13: Tela inicial do Xaos 3.5.

Figura 14: Tela com alguns exemplos de fractais do Xaos 3.5.

6. Pode controlar o zoom com o mouse, tanto para ampliar como para diminuir, conforme Figura (15);

Figura 15: Zoom do Conjunto de Mandelbrot no Xaos.

(Fonte: <http://en.wikipedia.org/wiki/Fractal>)

7. H4 um arquivo de ajuda que oferece tutoriais animados explicando o que sdo fractais, como o~programa
funciona, e suas muitas op¢oes de configuracio. Estes incluem menus para a escolha de fractais, definindo
seus calculos matematicos, aplicacdo de filtros e controlar o movimento do programa;

8. A maneira mais simples para se familiarizar com Xaos, é clicar em uma parte do fractal e comegar a dar
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zoom.

Os alunos puderam interagir no Xaos, criando os mesmos fractais que ja haviam criado em sala de forma
manual. O que os deixou encantados foi a beleza, o colorido, o movimento e a possivel manipulacdo com
um nimero elevado de iteragdes. Conforme as Figuras (15), (16) e (17).

cma nloal]”

Figura 16: Tela com o triangulo de Sierpinski com 170 iteragbes do Xaos 3.5.

Figura 18: Tela com o conjunto de Mandelbrot do Xaos 3.5.

4. Consideracoes finais

As atividades foram aplicadas a um grupo de trés alunos da Escola SESC de Ensino Médio, como Projeto
de Iniciagdo Cientifica, que ao inicio do ano letivo optaram por fazer parte desta pesquisa, tendo como
caracteristica comum o interesse por temas ligados a Matemaética. Isto, de certa forma, facilitou as apli-
cagbes propostas. O grupo ja possuia um conceito prévio da Geometria Euclidiana e introduzimos aulas
tedricas com conceitos intuitivos de limites, progressoes e leis de formagdo, entdo durante a realizagao
das atividades propostas, o grupo foi conduzido a chegar ao conceito mais simples de fractal e as suas

caracteristicas bésicas.
=
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Com o estudo sistemético, por exemplo, da “Ilha de Koch” que apresenta perimetro infinito e area finita,
a curiosidade dos alunos foi surgindo naturalmente. Com isso percebemos que, a construgdo e estudo
do comportamento deste fractal, pode ser uma boa forma de consolidar conhecimentos ja adquiridos
envolvendo férmulas algébricas, dreas e perimetros, assim como o cédlculo do niimero de segmentos. Além
disso, através das atividades realizadas, os alunos ndo s6 conheceram imagens fractais como também
puderam reforgar os conceitos apresentados: de iteragoes e de autossemelhanca. Além, é claro, de como ji
citado acima, os conceitos de progressdo geométrica e de limite.

A cada semana, o grupo estava mais entrosado e coeso com a aplicagao e realizacdo das atividades, sempre
demonstrando interesse de aprender o que estava sendo mostrado pelo professor e ir além em suas pesquisas
e indagagoes, tornando o trabalho gratificante. Conseguimos, através da construgio dos fractais (manual
ou eletronicamente), cativar o interesse dos alunos para a aplicagdo também dos conceitos tedricos e néo
apenas da pratica. Com a finalizacdo do prazo das pesquisas e desenvolvimento, os alunos prepararam a
apresentacdo do trabalho para ser divulgado na semana da Escola Aberta, onde realizaram a apresentacio
do que haviam aprendido durante as semanas de realizacdo do projeto. O grupo foi elogiado tanto pelos
colegas quanto pela coordenacdo da escola pelo desenvolvimento do projeto.

Ressaltamos, que o grupo de alunos, apesar de pequeno, produziu resultados bastante proveitosos. Espe-
ramos que este fato sirva de estimulo aos professores para que repitam a gratificante experiéncia.
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