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Disco de Poincaré: uma proposta para explorar
geometria hiperbdlica no GeoGebra

Ricardo Ribeiro Maria Gravina

Resumo

Este artigo traz uma proposta de insercao de novo conteiido na matematica escolar. Trata-se da
exploracao da geometria hiperbolica em ambiente de geometria dindmica. Para isto foi feita a cons-
trucdo do micro-mundo Disco de Poincaré, usando-se o software GeoGebra. O menu construido
permite a realizagdo de atividades que tratam as ideias da geometria hiperbdlica através de com-
paragoes com aquelas que sdo conhecidas e naturais na geometria euclidiana. O artigo apresenta o
processo de construcao do micro-mundo e também algumas atividades que foram concebidas para
serem trabalhadas na escola; nele também sao feitas consideragoes sobre a natureza da geometria
e a sua evolucdo ao longo da histéria, de forma a contextualizar a proposta.
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Abstract This article deals with a didactic experience focusing on geometric transformations in
the plane and use of the GeoGebra dynamic geometry environment. The experience, in the form
of a workshop, was performed with elementary school teachers. Having as mathematical content
the geometric transformations, the proposal integrated geometry and art through the construction
of tessellation and Escher mosaics. The work was developed within the principles of Didactic
Engineering and, for the accomplishment of the analyzes, we use the social-historical theory, whose
main reference is the work of Vygotsky and also the theory of the records of representation by Duval,
that deals with the process of learning of Mathematics from the point of view of semiotics. From
the analysis, it was possible to verify that the participating teachers appropriated the resources
and the system of representation that one has in GeoGebra, as well as the concepts of the geometry
of the transformations.

Keywords: GeoGebra, Geometric transformations; Art; Dynamic geometry.

1. Introducao

Contemplar, no ensino escolar, o entendimento da geometria como um modelo tedrico que pode estar
além daquele estabelecido na geometria euclidiana, esse dependente de nossas experiéncias sobre o0 mundo
sensivel, pode propiciar, aos alunos, um olhar mais agugado sobre a natureza da matemaética.

Os conceitos geométricos deveriam ser parte importante do curriculo de Matematica no Ensino Bésico.
Por meio deles o aluno desenvolve um tipo especial de pensamento - o pensamento geométrico - que lhe
permite compreender, descrever e representar, de forma organizada o mundo em que vive.

= s


https://doi.org/10.21711/2319023x2013/pmo15

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et setinicacaSosedads rssiles e Matemiin Ribeiro e Gravina

Algumas pesquisas ([2], [8], [10], [11]) que tratam do ensino de geometrias ndo-euclidianas na escola e
na formacdo de professores, apontam para a importancia de incorporar as geometrias ndo Euclidianas
no curriculo da Matematica escolar, salientando que os futuros professores devam ser preparados para
seu ensino na escola. Alertam para a relevancia da formagao inicial do professor de Matemaética como
o ponto de partida para a efetivagdo de propostas que visam incluir as Geometrias ndo Euclidianas na
Educagdo Bésica. Enfatizam, também, a importancia da utilizacdo dos ambientes de geometria dindmica
e as interfaces de trabalho por eles disponibilizados, pois, 0os mesmos, propiciam a manipulacdo de objetos
concretos-abstratos na tela do computador. Essa manipulacdo pode preparar o aluno na sua ascensao
de patamar de conhecimento, de empirico para aquele inserido no modelo tedrico que caracteriza uma
geometria.

Neste artigo vamos apresentar uma proposta de ensino que tem como objetivo o entendimento das primeiras
ideias de um modelo tedrico que ndo se comporta como o modelo euclidiano. Nele ndo é mais valido o
axioma das paralelas - aquele que garante que por um ponto exterior a uma reta passa uma e somente uma
reta paralela. Agora, por um ponto exterior a uma reta tém-se infinitas retas paralelas e este é o axioma
que caracteriza a geometria hiperbdlica. A realizagio de atividades, no contexto desta geometria, pode ser
uma fonte de enriquecimento cognitivo de nossos alunos - raciocinar com retas que néo correspondem mais
aquela ideia intuitiva usada na geometria euclidiana exige um novo patamar de abstracdo e de controle
légico de argumentos.

As atividades que projetamos para o estudo da geometria hiperbdlica pressupée um certo dominio da
geometria euclidiana, entendendo-se aqui que sdo contetidos que normalmente sao trabalhados nos anos
finais do ensino fundamental. Assim, consideramos que é uma proposta de ensino para alunos que estao
cursando o ensino médio.

O assunto “geometria hiperbdlica” é ausente nos livros didaticos. Isso faz sentido, se considerarmos que
em apresentagdo no tradicional formato de texto escrito e figuras estaticas é um conteido que pode ser de
dificil compreensao para alunos da escola basica. Nossa proposta se apoia, fortemente, no uso da geometria
dindmica, porque em um tal ambiente os alunos podem manipular, de forma concreta, os diferentes objetos
do modelo hiperbélico - segmentos, retas, circulos, tridngulos. Estamos admitindo que é através desta
manipulacdo que, gradativamente, vao se constituindo as imagens mentais que concretizam uma nova
possibilidade para a ideia de reta - um entendimento que é crucial na exploracdo desse novo espaco. Foi
com esse principio que construimos o micro-mundo Disco de Poincaré, com o software livre GeoGebra
(<www.geogebra.org>). E, fazendo uso deste micro-mundo, planejamos uma sequéncia de atividades de
forma a provocar, nos alunos, a descoberta de semelhangas e diferencgas entre a geometria euclidiana e a
geometria hiperbdlica.

No que segue, para contextualizar a proposta, iniciamos com uma breve retrospectiva sobre a natureza
da geometria e a histéria da sua evolugdo. Depois apresentamos o micro-mundo Disco de Poincaré; e na
ultima parte detalhamos algumas das atividades que foram projetadas para serem trabalhadas com alunos
da escola basica. A proposta, na integra, estd na dissertacdo de mestrado intitulada “Geometria Nao-
Fuclidianas na Escola: uma proposta de ensino através da geometria dindmica”, apresentada pelo primeiro
autor do artigo no Programa de Pés-Graduagdo em Ensino de Matematica do Instituto de Matematica da
UFRGS.

2. Sobre a natureza da geometria e a histéria da sua evolugao

Alguns historiadores ([1],[4]) nos falam que a Geometria comecou a se desenvolver através de necessidades
relacionadas ao plantio, construgdes e movimento dos astros. Euclides foi o primeiro a apresentar a geome-
tria organizada num encadeamento légico-dedutivo, no qual cada proposicdo deveria ser deduzida de outra
mais simples de maneira légica e dedutiva. Em sua obra intitulada Elementos, ele reuniu praticamente
todo o conhecimento de Matematica bésica da sua época. Os Elementos, escrito por volta de 300 a.C, sdo
compostos por 13 livros contendo 465 proposicbes. As dez afirmagoes inicias apresentadas por Euclides,
s
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na sua obra, se organizam em dois grupos: os axiomas e os postulados. Os antigos matematicos faziam
distingdo entre axioma e postulado: axioma é uma nocdo comum aceitdvel como hipotese em qualquer
ciéncia; postulado é hipdtese propria da Geometria.

Durante quase dois mil anos, a geometria de Euclides foi considerada como a tnica geometria possivel. No
entanto, o quinto postulado - “se uma reta corta duas outras retas formando dngulos colaterais internos
cuja soma € menor do que dois retos, entdo as duas retas, se continuadas infinitamente, encontram-se no
lado onde estdo os dngulos cuja soma é menor do que dois retos”- pelo fato de possuir uma redagdo mais
complexa, extensa e menos intuitiva que os postulados anteriores se tornou motivo de forte questionamento
nos séculos XVII e XVIII. Diferentes matemadticos, dentre eles John Wallis (1616 - 1703), Saccheri (1667 -
1733), Lambert (1728 - 1777), Legendre (1752 - 1833), fizeram suas tentativas de demonstragao do quinto
postulado. Para estes matematicos o quinto postulado, conforme enunciado acima, era questionavel por
néo ser intuitivamente 6bvio que as duas retas em questdo deveriam, de fato, se encontrar no infinito.
E assim, o postulado comecga a ser pensado como uma afirmacido a ser demonstrada. Inimeras foram
as tentativas de demonstracdo sendo que muitas delas admitiam, nos argumentos, fatos equivalentes ao
préprio postulado. Uma das consequéncias, que veio dessas tentativas de demonstracao, foi a produgdo de
varios postulados equivalentes ao quinto postulado, denominados de postulados substitutos.

O postulado substituto mais conhecido é o que foi apresentado pelo matematico escocés John Playfair
(1748-1819) no seu trabalho Elementos de Geometria, publicado em 1795. Em linguagem moderna, o
axioma de Playfair é apresentado na seguinte formulacdo: por um ponto fora de uma reta pode-se tracar
uma unica reta paralela da reta dada. Esse enunciado acabou batizando o quinto postulado com o nome de
Postulado das Paralelas.

Uma das tentativas de demonstrar o quinto postulado foi feita por Girolamo Saccheri (1667 - 1733), em
um livro chamado “Euclides ab omni naevo vindicatus” (Euclides, sem qualquer falha) publicado em 1733.
Saccheri foi o primeiro matemético a considerar uma hipdtese contraditéria ao quinto postulado. Sendo
ele detentor de um grande conhecimento de légica, criou um quadrildtero, conhecido como “quadrildtero
de Saccheri”, o qual possuia dois dngulos retos e dois lados opostos de mesmo comprimento. Sua ideia era
provar, a partir dos quatro primeiros axiomas, que os outros dois dngulos do quadrilatero também eram
retos. Isso era equivalente a provar o quinto postulado. Todavia, Saccheri sé conseguiu mostrar que os
outros dois dngulos eram congruentes. Em sua busca ele obteve alguns resultados que depois vieram a fazer
parte do corpo de propriedades da geometria ndo-euclidiana; mas no momento da descoberta, Saccheri os
considerou tais resultados abominéveis por ferirem a intuigéo.

A histéria nos mostra que foram as tentativas de transformar o quinto postulado do sistema axiomatico
euclidiano em um teorema que desencadearam o desenvolvimento da geometria hiperbélica.

2.1. A Geometria Hiperbdlica

Foi apenas na primeira metade do século XIX que se comecou a suspeitar que o Postulado das Paralelas
fosse realmente independente dos demais postulados. Matematicos como Carl Friedrich Gauss (1777-1855),
Johann Bolyai (1802-1860) e Nicolai Ivanovich Lobachewsky (1793-1856) trataram da questéo ao considerar
trés situacoes distintas: por um ponto nao contido em uma reta dada, passa mais de uma, apenas uma
ou nenhuma reta paralela a reta dada. Por suspeitarem da independéncia do Postulado das Paralelas, ou
seja, de que sua negacgdo poderia gerar uma geometria consistente, sem contradicdes, desenvolveram, de
forma axiomaética, um estudo amplo e detalhado de uma geometria que assumia a existéncia de mais de
uma reta paralela a uma dada reta, sendo assim lancada a semente do que viria a ser a Geometria de
Lobatchevsky ou Geometria Hiperbdlica.

A histoéria nos diz que Gauss, Bolyai e Lobachewsky desenvolveram a Geometria Hiperbdlica ao mesmo
tempo ([3]). No entanto, Lobachewsky foi o primeiro a publicar seus trabalhos, cabendo a ele a honra da
descoberta desta geometria que ele também chamou de Imaginaria.
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De acordo com [1], o primeiro trabalho de Lobachewsky sobre Geometria nao Euclidiana foi publicado, em
1829, no Kasan Bulletin. Nas palavras do historiador: ,

Este artigo marca oficialmente o nascimento da Geometria Nao-FEuclidiana, pois foi Loba-
chewsky o primeiro matemdtico a dar o passo revoluciondrio de publicar uma Geometria
especificamente construida sobre uma hipotese em conflito direto com o Postulado das Pa-
ralelas: Por um ponto C fora de uma reta AB pode-se tra¢ar mais de uma reta do plano
que ndo encontra AB. [1, p397]

No entanto, as davidas referentes a consisténcia da geometria hiperbélica, s6 foram dirimidas no final do
século XIX, quando matemdticos como Eugenio Beltrami (1835-1900), Henri Poincaré (1854-1912) e Felix
Klein (1849-1925) criaram no universo euclidiano modelos para essa nova geometria. Um modelo para
um determinado sistema axiom&tico é uma interpretacdo dada aos conceitos primitivos de modo que os
axiomas sejam todos propriedades verdadeiras. Vamos aqui falar do modelo do disco de Poincaré, pois é
nele que se apoia a nossa proposta de ensino.

No modelo do Disco de Poincaré, o plano hiperbdlico é definido a partir da regido limitada por uma cir-
cunferéncia. Denominamos essa regido de Disco. Os pontos internos a esta circunferéncia sdo denominados
pontos do plano hiperbélico; os pontos que pertencem & circunferéncia sdo denominados pontos ideais e a
circunferéncia é dita horizonte hiperbdlico. Os arcos de circunferéncia contidos no Disco e ortogonais ao
horizonte hiperbdlico sdo as retas hiperbdlicas (Figura 1). Neste modelo, por um ponto P exterior a uma
reta r passam infinitas retas paralela a r (Figura 2). E também temos que a soma dos dngulos internos
de um tridngulo é sempre menor do que dois dngulos retos; quando o tridngulo é pequeno, seus angulos
somam aproximadamente 180°.

As figuras abaixo ilustram estes primeiros conceitos e propriedades da geometria hiperbdlica.

Figura 1: Reta hiperbdlica como arco de cir- Figura 2: Infinitas retas hiperbdlicas paralelas
cunferéncia ortogonal ao horizonte. a r passando por P.

Para calcular a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B, tracamos a reta hiperbdlica que passa por
esses pontos e consideramos os pontos C e D que estdo na circunferéncia euclidiana que define o Disco de

Poincaré (Figura 3). A partir da Figura 3 pode-se estabelecer a seguinte relacao: d(A, B) = |ln (gg/%) ’
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Figura 3: Razédo cruzada.

As medidas AC, BC, AD e BD correspondem as medidas de segmentos euclidianos e a partir dessa defini¢do,
podemos fazer as seguintes observacgoes:

e quando o ponto A tende ao ponto C (se aproxima do horizonte), temos que a distdncia euclidiana AC
tende a zero. Com isso a razdo tende a zero e o logaritmo da razdo tende ao infinito negativo. Como a
expressao esté em modulo, & distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende ao infinito.

« quando o ponto B tende ao ponto D (se aproxima do horizonte), temos que a distancia euclidiana BD
tende a zero. Com isso a razdo tende ao infinito e o logaritmo da razao também tende ao infinito, Ou
seja, a distancia hiperbdlica entre os pontos A e B tende ao infinito.

¢ quando o ponto B tende ao ponto A, temos que BD tende a AD. Com isso a razédo tende a 1 e o logaritmo
da razdo tende a zero. Ou seja, a distdncia hiperbdlica entre os pontos A e B tende a zero.

E importante entender, de forma intuitiva, esta nocdo de distancia no Disco. O Disco é um espaco infinito,
no seguinte sentido: um ser habitando este mundo bidimensional pode caminhar na dire¢do do horizonte,
com passos de mesmo tamanho, sem nunca chegar ao fim de sua caminhada. Um observador externo vé
0s seus passos irem se tornando cada vez menores, mas isto é uma distor¢cdo para quem estd olhando o
caminho hiperbélico com ”olhos euclidianos”. Na Figura 4 temos os primeiros passos do tal ser, depois um
zoom para ver que a partir do ponto que ele estd outros tantos passo iguais podem ser dados. Poderiamos
repetir o procedimento de zoom indefinidamente e sempre vamos ver que outros tantos passos iguais
podem ser dados, sem que haja uma aproximagado do horizonte. Vale ainda observar que os segmentos que
compdem o caminho ilustrado na Figura 4 possuem o mesmo comprimento hiperbdlico, embora aos ”olhos
euclidianos”parecam ter comprimentos diferentes.

Figura 4: Razao cruzada.

Pensar em um mundo diferente do euclidiano exige um desprendimento da experiéncia sensivel imediata
e, consequentemente, também exige controle racional das propriedades geométricas que valem nesse novo
mundo. Pode-se dizer que é nas experiéncias no mundo sensivel imediato que se constroem as ideias
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intuitivas que ddo suporte ao entendimento de propriedades geométricas euclidianas. No caso da geometria
hiperbdlica é através de um micro-mundo dindmico que vamos propor a realizagdo de experiéncias que vao
tornar familiar as ideias que constituem esta outra geometria.

3. A construgio do micro-mundo “Disco de Poincaré”

Nos softwares de geometria dindmica, o processo de construcdo das figuras é feito mediante o uso de me-
nus em linguagem natural da geometria, como por exemplo, ponto, reta passando por dois pontos, retas
paralelas, retas perpendiculares, circulos. Mas, tais softwares oferecem muito mais do que a possibilidade
de efetuar construgdes geométricas de modo rapido e preciso. Eles oferecem a possibilidade de movimentar
as figuras geométricas, mudando tamanho e posi¢do, mas guardando as propriedades geométricas que as
caracterizam. Este recurso, que é referido como “estabilidade sob acdo do movimento”, propicia explora-
¢bes que provocam a concretizagio de ideias matemdticas ([5], [6]). E apostando nesta caracteristica do
GeoGebra que construimos o micro-mundo Disco de Poincaré.

Para construir este micro-mundo utilizamos, de forma intensa, o recurso Criar uma Nova Ferramenta
do GeoGebra. As diferentes ferramentas do menu hiperbdlico sdo resultantes de construgdes feitas na
geometria euclidiana e que foram automatizadas através deste recurso. A Figura 5 mostra a interface do
micro-mundo. Os icones correspondentes as ferramentas sdo imagens em formato jpg, que é suportado
pelo GeoGebra.

Arquvo Editar Exbir Opgdes Feramentas Janela Aluda

NEEcINEEE ol = LI

ia G vassormana

Entrada )

Figura 5: Interface GeoGebra com menu hiperbdlico.

Na Tabela 1 apresentamos as principais ferramentas disponibilizadas no micro-mundo.
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Icone Recurso Funcao

. Constréi o Disco com borda pontilhada indicando-se o

i3 Disco

2ene centro e um dos pontos da borda.

@ hereta Constréi a reta hiperbdlica indicando-se o Disco e dois

pontos.

Constroi a reta hiperbélica com os pontos ideias (inter-
secgao da reta com o Disco) indicando-se o Disco e dois
pontos.

h-reta (pontos da
borda)

Constréi o segmento hiperboélico indicando-se o Disco e

h- t .
Segmento dois pontos.

Constroéi o circulo hiperbdlico indicando-se o Disco e dois

h-circulo
pontos.

trés pontos.

Determina a medida do dngulo hiperbélico indicando-se

h-angulo o Disco e trés pontos.

Constroi a reflexdo de um ponto hiperbdlico em relagao
h-reflexdo ponto a uma reta hiperbdlica indicando-se Disco, reta hiper-
bélica e ponto.

® o Constréi o tridngulo hiperbdlico indicando-se o Disco e
h-triangulo

Tabela 1: Ferramentas hiperbdlicas.

No que segue, para ilustrar o uso do recurso Criar uma Nova Ferramenta do GeoGebra, vamos apresentar
o procedimento de constru¢do de uma das ferramentas do menu hiperbdlico. Escolhemos fazer a cons-
trugdo da h-reta hiperbdlica, pois no procedimento tem-se também interessante propriedade da geometria
euclidiana.

De inicio construimos o Disco de centro A passando por B, usando Circulo dado centro e um de seus
pontos, e dando-lhe o destaque de borda pontilhada em vermelho para indicar o horizonte hiperbdlico. O
Disco é o conjunto de pontos que estdao no interior do circulo pontilhado.

Tendo-se o Disco e dois de seus pontos C e D, o problema que se apresenta é como construir uma circunfe-
réncia ortogonal ao horizonte do Disco, passando por C e D. Relembramos aqui que uma reta hiperbélica,
que vamos referir como h-reta, ¢ um arco de tal circulo ortogonal ao horizonte do Disco.

Adiantamos que é no menu das transformacoes geométricas, disponivel no GeoGebra, que vamos encontrar
a solucdo do problema - trata-se da transformacdo Reflezdo em Relag¢io a um Chrculo (Inversdo). Sobre
esta transformacédo: dado um circulo de centro em O e raio r, dizemos que o inverso do ponto P em relacao
ao circulo é o ponto P’ sobre a semirreta OP que satisfaz a relagdo OP’.OP = r.r.

No GeoGebra tem-se, no menu das transformacgoes, essa transformagao de Inversdo. A Figura 6 apresenta
a construcdo geométrica que produz a Inversdo. Apartir da semelhanga dos tridngulos retangulos OPD e
ODP’ é facil obter a igualdade de razdes que implica que OP’.OP = r.r .
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Figura 6: Ponto P’ inverso do ponto P.

E o teorema que diz: “Se P e P’ sdo pontos inversos um do outro em relagio ao horizonte hiperbdlico,

z

entao qualquer circulo passando por P e P’ é ortogonal ao horizonte hiperbdlico” que resolve o problema
de construcdo da h-reta. A demonstragio deste teorema pode ser vista em [9].

Assim, tendo-se o Disco e seus dois pontos C e D, o procedimento de construcdo da h-reta é:

« aplicamos a Reflexdo em Rela¢do a um Cérculo (Inversdo) no ponto C, aqui tomando o circulo pontilhado
que ¢é o horizonte hiperbdlico, e obtemos o ponto refletido C.

e aplicamos o menu Clirculo definido por Trés Pontos nos pontos C, C’ e D.

e para a construcao do arco que corresponde a h-reta, marcamos os pontos E e F de interseccao dos dois
circulos.

e aplicamos Mediatriz nos pontos E e F. Apds marcamos o ponto G de interseccdo da reta mediatriz com
o circulo ortogonal ja construido. E importante a construcdo desta mediatriz para garantir que o arco
que definird a h-reta fique no interior do circulo pontilhado.

e aplicamos Arco Circular definido por Trés Pontos nos pontos E, G e F.

e aplicamos FEzibir/FEsconder Objeto nos pontos C’; E, F e G, na reta mediatriz e no circulo ortogonal.

Os passos de construcgdo apresentados acima estdo ilustrados na Figura 7

Figura 7: Construcéo da h-reta.

Feita a construcdo da h-reta, iniciamos o processo de Criar uma Nova Ferramenta e assim automatizamos
o procedimento de construgio apresentado acima. Conforme ilustra a Figura 8: a) escolhemos como objeto
final o arco de circulo perpendicular ao horizonte hiperbdlico; b) como objetos iniciais escolhemos o Disco
e os pontos C e D.
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-
¢ Criar uma Nova Ferramenta

€2 Criar uma Nova Ferramenta

[==)

Objetos Iniciais | Nome e icone |

Objetos Finais| Objetos Iniciais | Nome e icone

Selecione 0s objetos na construcdo ou escolha-os de uma lista 0s objetos na ou escolha-os de uma lista

- -

Arco e: ArcoCircuncircular(E, G, F]

| BB

x

Préximo > [ Cancelar

< Voltar I[ Préximo = \ I Cancelar !

Figura 8: Janela Objetos Finais e Objetos Iniciais da ferramenta h-reta.

Todos as ferramentas disponiveis no micro-mundo Disco de Poincaré foram construidas desta mesma
forma. Segundo [6] tem-se “na tecnologia digital a ampliagio das possibilidades para experimentos de
pensamentos... Essa tecnologia disponibiliza, cada vez mais, ferramentas que suportam a exteriorizacdo, a
diversificacio e a ampliacio de pensamentos”. Na construcdo do micro-mundo levamos em consideracéo tal
potencial. Na proxima secdo vamos apresentar as possibilidades que este menu oferece para a exploragao
de ideias no mundo hiperbdlico.

4. O Disco de Poincaré e possibilidades para o ensino

Ja no momento de constru¢do do micro-mundo Disco de Poincaré estdvamos pensando em atividades que
poderiam ser desenvolvidas na escola. A escolha das atividades teve como referéncia as nogdes béasicas
e bem conhecidas da geometria euclidiana e tomou como pressuposto que os ambientes de geometria
dindmica favorecem os experimentos, de forma tal que as figuras na tela do computador tornam-se objetos
concreto-abstratos: concretos porque podem ser manipulados diretamente, e abstratos porque tratam
de veicular ideias tais como reta hiperbdlica, tridngulo hiperbdlico, paralelismo e perpendicularidade no
mundo hiperbdlico.

No processo de aprendizagem da geometria um dos aspectos centrais é a passagem do empirico para o
dedutivo. De acordo com a teoria de Van Hielle (1950), podemos dizer que sdo os niveis elementares
da visualizacdo e da andlise que preparam para os niveis mais avancados da dedugédo informal e deducéo
formal. Na proposta de ensino que vamos apresentar, em se tratando de geometria ndo-euclidiana na
escola, nosso objetivo é o desenvolvimento de habilidades que estao nos dois primeiros niveis propostos por
Van Hielle: a visualizacdo e a andélise.

E com as exploragdes empiricas no Disco de Poincaré que se pretende o entendimento de que a ideia de
reta ndo precisa estar associada com aquela construida na experiéncia no mundo fisico imediato - aqui
estamos nos referindo a ideia com que trabalhamos na geometria euclidiana. E também se pretende o
entendimento de que a soma dos angulos de um tridngulo depende do “mundo” em que este tridngulo se
encontra, ou seja, depende da geometria. No caso da geometria hiperbdlica, as exploracdes vao mostrar
que a soma dos angulos pode variar entre 0° e 180°.

Abaixo discutimos quatro das atividades que estdo na proposta de ensino, na sua integra detalhada em
[9]; as trés primeiras tratam de conceitos fundamentais e a ltima, com enfoque artistico, trata de pavi-
mentacdo hiperbédlica. Na integra da proposta, tém-se atividades que, gradativamente, vao introduzindo
as ideias da geometria hiperbdlica e para cada uma delas tem-se comentéario que destaca o objetivo quanto
a aprendizagem dos alunos, acompanhado de figuras ilustrativas.
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Aprimeira atividade tem o seguinte enunciado:

e Quantas h- retas passam por dois pontos A e B do Disco? Movimente o ponto A e observe o comporta-
mento da h-reta.

e Dado uma h-reta e um ponto P que nao pertence a ela, quantas h-retas passam por P e ndo interceptam
a h-reta dada?

e Como podem ser as h-retas paralelas?

O objetivo da atividade é que os alunos comecem a se habituar com uma nova ideia de reta. Eles podem
observar que, assim como na geometria euclidiana, na geometria hiperbdlica por um ponto passam infinitas
h-retas e por dois pontos passa somente uma h-reta (Figuras 9 e 10). Movimentando pontos que estdo na
h-reta, eles podem observar variacbes na sua forma, sendo uma situagéo extrema o caso em que a h-reta
¢ um didmetro do Disco (Figura 11).

No terceiro item, tem-se a situagdo em que por um ponto exterior a uma h-reta passam infinitas h-retas
paralelas (Figura 10). Ou seja, o quinto postulado da geometria euclidiana - o axioma das paralelas - ndo

¢é valido na geometria hiperbdlica.

Figura 9: Retas hiperbdlicas passando pelo
ponto A.

Figura 11: Reta hiperbdlica passando por A e por B.

A segunda atividade propoe a exploragio do conceito de distdncia entre pontos e tem o seguinte enunciado:
Usando o menu h-circulo (circulo hiperbdlico), construa o caminho de uma criatura, que se move no Disco
com passos de mesmo tamanho. Quando, ao nosso olhar, o caminho se parece com um caminho euclidiano?.

Nas Figuras 12 e 13 temos dois destes caminhos, ambos como mesmo niimero de passos. Aos nossos olhos
euclidianos, o primeiro caminho surpreende, pois sendo feito com passos de mesmo tamanho, ndo é isto
que vemos na figura. J4 o segundo caminho registra os passos de mesmo tamanho, pois é um caminho
que estd proximo do centro do Disco, e nesta regido a geometria hiperbdlica se aproxima da geometria

euclidiana.
nﬂ
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Figura 12: Segmentos hiperbdlicos em sequén-
cia com os pontos distantes.

Ribeiro e Gravina

Figura 13: Segmentos hiperbdlicos em sequén-

cia com os pontos proximos.

A terceira atividade propée a exploragao da medida de h-dngulo e da soma dos h-dangulos de um h- triangulo,

e tem o seguinte enun

ciado:

e O conhecido procedimento de construgao do triangulo equildtero funciona no Disco? Quando o h-triangulo
equildtero se parece com um triagngulo euclidiano?

e Como se comporta a medida dos h-dngulos de um h-tridngulo equildtero?

e Como construir um h-tridingulo isésceles? Os h-angulos da base do h-triangulo sGo congruentes entre

si? Movimente os h-vértices e observe as formas possiveis para um h- triangulo isdsceles.

Na primeira atividade é retomado o procedimento usual de construgdo de um tridngulo equilatero da
geometria euclidiana. Conforme ilustra a Figura 14, na geometria hiperbdlica, a aparéncia do h-tridngulo
surpreende. Ao movimentar os seus vértices, o aluno pode observar que ele se parece com o triangulo
equildtero euclidiano quando os vértices estiverem proximos do centro do Disco. Na segunda atividade,
é possivel obter um h-triangulo equildtero com soma das medidas dos h-dngulos muito préximo de zero,
um outro fato surpreendente. O procedimento de construgdo do h-tridngulo isdsceles, também mostra que
a aparéncia do h- tridngulo pode ser estranha. KEssa construgdo pode ser feita a partir do h-circulo ou a

partir da h-mediatriz.

Figura 14: Construcdo de h-tridngulo equildtero a partir da intersec¢do dos h-circulos.
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Figura 16: Construcao de h-tridngulo isdésceles e soma dos seus h-angulos.

A ultima atividade que vamos apresentar tem um carater artistico. Usando a transformacio de h-reflexao
segundo uma h-reta se pode produzir pavimentagdes no Disco.

A transformagado de h-reflexdo funciona da mesma forma que a transformacio de reflexdo segundo uma
reta na geometria euclidiana. A Figura 17 ilustra o procedimento de construgdo que resulta na h-reflexdo

de um ponto.
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Figura 17: Reflexdo de um ponto por uma h-reta.

As obras de Escher podem se tornar fonte de inspiracdo para a construcdo de pavimentacbes. Sdo as
propriedades do mundo da geometria hiperbdlica que explicam os efeitos que podemos ver em duas de
suas obras - Circulo Limite I e Circulo Limite III - ilustradas nas Figuras 18 e 19. Na segunda obra
vé-se claramente, centralizada no Disco, uma composicio feita com um h-quadrildtero regular e quatro
h-triangulos equildteros. Observe que esta mesma composicdo estd sempre se repetindo e conforme a
composi¢ao vai se aproximando do horizonte ela vai parecendo cada vez menor, ao nosso olhar euclidiano.
No entanto, os h-quadrildteros sdo todos congruentes entre si, bem como os h-triangulos equildteros, pois
a composicdo é obtida através da transformacédo de h-reflexdo. Este é o mundo da geometria hiperbdlica.

Figura 18: Circulo Limite I. Figura 19: Circulo Limite ITI.

Abaixo temos uma figura produzida, no micro-mundo Disco de Poincaré, a partir de um h-triangulo
equildtero. Ela inicia com o h-tridngulo centralizado e segue com a sua h-reflexdo segundo as trés h-retas
suportes dos seus lados. Estas reflexdes geram novos h-tridngulos equildteros aos quais se aplicam novos
procedimentos de h-reflexdo, e assim sucessivamente, de modo a obter a Figura 20. Os efeitos de cores,
obtidos na Figura 21, foram trabalhados em um editor de imagem.
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Figura 20: Passos de construcdo da pavimen-
tagao. Figura 21: Pavimentacao colorida.

5. Consideragdes finais

Este artigo é um recorte do trabalho de [9]. Nele, um pressuposto fundamental é quanto ao uso da
geometria dindmica na aprendizagem da geometria hiperbdlica: a manipulacdo das figuras dindmicas,
na tela do computador, é de fundamental importdncia no processo de aprendizagem de ideias que se
confrontam com aquelas ja construidas na geometria euclidiana.

O trabalho foi realizado no 4mbito do programa de mestrado profissionalizante, e assim estamos disponi-
bilizando um produto didéatico que pode ser utilizado por outros professores de matemética. Este produto
é o micro-mundo Disco de Poincaré, disponivel para download em <www.mat.ufrgs.br/~ppgem /produto
didatico/rribeiro>. Além da construgdo do micro-mundo também elaboramos uma sequéncia de ativida-
des, com o objetivo de provocar nos alunos muitos experimentos de pensamento, via manipulagao direta
na tela do computador, e sempre em paralelo com conceitos e ideias ja conhecidos da geometria euclidi-
ana. O conhecimento e a compreensao da geometria hiperbdlica pode ajudar os alunos na construcao do
pensamento geométrico, e de uma forma desafiadora, pois as impressdes visuais precisam ser colocadas sob
controle racional.

Finalizando, diriamos que nossa proposta de introducdo a geometria hiperbdlica através da geometria
dindmica pode ser uma contribuicdo na direcdo de um ensino diferenciado da geometria escolar. Fica
aqui o convite ao professor-leitor para que teste e aprimore o material diddtico que estamos colocando a
disposigao.
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