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Resumo

Neste artigo discorremos sobre como as desigualdades sao abordadas no Ensino Béasico, com foco no Ensino
Médio. Trazemos a tona algumas desigualdades notérias, seja por sua importancia histérica, elegincia
ou importancia dentro da Andlise Matematica. Propomos aplicagdes de algumas dessas desigualdades em
problemas diversos.
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Abstract

In this paper we talk as inequalities are treated in Basic School with focus on High School. We bring to light
some notorious inequalities, either because of their historical importance, elegance or relevance in particular
to Mathematical Analysis. We propose applications of some of these inequalities in diverse problems.

Keywords: inequalities; Mathematical Analysis; High School.

1. Introducao

Este artigo € fruto da dissertagdo de mestrado do Profmat UNnesp/Rio Claro defendida em 2019 e intitulada:
"Algumas desigualdades matematicas: histdricas, da Anélise e sugestdes de atividades para o Ensino Bésico".

Sabe-se desde o inicio da educacdo formal que os nimeros apresentam uma ordem. Comparam-se 0S
naturais, inteiros, racionais e, por fim, os reais. Embora seja visto apenas ao final da Educacdo Bésica
— quando se estuda o conjunto dos niimeros complexos — o simbolo de desigualdade, em uma espécie de
encanto, desaparece. Isso deve-se ao fato de o conjunto dos niimeros reais ser um corpo ordenado, e o
conjunto dos complexos ser apenas um corpo sem relagdo de ordem. Neste trabalho consideramos apenas os
nimeros reais e estudamos alguns resultados interessantes sobre a relacdo de ordem existente nesse corpo.
Admitimos conhecidas todas as propriedades e fatos elementares sobre essa relacao.

No Secdo 2 fazemos uma andlise dos documentos oficiais do Ministério da Educagdo sobre os Parametros
Curriculares Nacionais, seguida de uma anélise de alguns livros didaticos. Ainda nesta se¢io, apresentamos
algumas desigualdades que sdo utilizadas no Ensino Médio. Na Secdo 3, de cunho histérico, exibimos
algumas desigualdades demonstradas ou assumidas por matematicos da antiguidade. Na Se¢@o 4 abordamos
algumas desigualdades importantes da Andlise Matemdtica. Na Secdo 5 propomos alguns problemas que
consideramos interessantes e cuja resolu¢ao emprega as desigualdades da secdo anterior. Além disso, faze-
mos comentdrios breves explicando quais sdo os objetivos dos problemas propostos, seguindo as orientacdes
dadas nos documentos do Ministério da Educagao.
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2. Algumas Desigualdades Cotidianas e o Tratamento das Desigualdades na Educacio Basica

Nesta se¢do apresentamos alguns problemas elementares que envolvem desigualdades, fazemos comentarios
que explicam de que forma acreditamos que o ensino de desigualdades adequa-se ao que dizem os Parametros
Curriculares Nacionais para o Ensino Médio e analisamos o modo como alguns livros didaticos da Educacdo
Basica abordam as desigualdades.

2.1. Alguns problemas elementares com desigualdades

Vamos descrever dois problemas cotidianos e elementares com o uso de desigualdades. Nao serfio necessdrias
técnicas avangadas, raciocinios complicados ou a evocagdo de alguma desigualdade notéria para a resolugdo
desses problemas. A intencdo € apenas mostrar que, de fato, as desigualdades sdo comuns em situacdes
rotineiras.

2.1.1 Combustivel no automovel

Antes de viajar, o motorista prudente faz algumas verificacdes bdsicas dos elementos de seguranca do seu
carro, tais como: analisa fardis, palhetas do parabrisa, calibra os pneus, verifica estepe e, principalmente,
examina se hd combustivel suficiente para realizar a viagem, e no caso de viagens mais longas, se ha
combustivel suficiente até encontrar algum posto na rodovia.

Automéveis modernos possuem computador de bordo com uma fun¢éo que mostra a autonomia, o volume
de combustivel do tanque, o consumo médio e instantaneo do veiculo etc. Suponhamos que a viagem serd
realizada em um automdvel sem esse acessorio.

Nesse caso, a maneira mais comum € analisar o indicador do volume de combustivel presente no painel
do automével, dado geralmente em forma de fracédo, e, conhecendo o consumo médio de combustivel do
automovel e a distdncia que serd percorrida, pode-se saber se hd combustivel suficiente.

Sejam d a distancia de uma viagem, q o consumo médio de combustivel do veiculo que fard a viageme 1 a
quantidade de combustivel presente no tanque. Conhecendo-se a capacidade maxima do tanque e a fracdo
do mesmo que estd preenchida de combustivel, € possivel estimar um valor paral. Veremos que se uma certa
desigualdade for satisfeita, o motorista pode realizar a viagem.

. . . d _ d
A quantidade de combustivel consumida durante a viagem é dada por —. Entfo, se — < | hd combustivel
q

suficiente. E importante lembrar que a op¢io mais segura é quando — < 1, pois o artigo 180 do Cédigo de

Transito diz que a pane seca € considerada uma infracio de transito, de natureza média e punida com multa.

2.1.2 Ida ao supermercado

Ao fazer compras em um supermercado temos diante de nds uma vasta gama de produtos a nossa disposigao.
Muitos deles sdo vendidos em embalagens de diversos tamanhos ou com diferentes quantidades. Alguns
possuem preco proporcional, outros podem apresentar vantagem se comprados em embalagens de maior
quantidade ou tamanho.

Essa diferenca da-se principalmente pelo fato de que as embalagens t€ém custos, e uma vez que ela consegue
armazenar mais coisas, pode ser vendida por um preco mais acessivel. Como saber se a0 comprar uma

= s

642 N B I v I
4 S0CiEDADE BRASILEIRA OE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Bastioni e Teles

embalagem maior estamos pagando de forma proporcional ou se, de fato, estamos pagando um pouco mais
barato?

E claro que quando dizemos um pouco mais barato isso néo significa em termos absolutos. Obviamente uma
embalagem com mais produto serd mais cara do que outra com menos produto. A questio que propomos € que
se as embalagens tivessem o mesmo tamanho, quanto custaria cada uma delas? Se feito esse procedimento
de transforma-las em uma embalagem de mesmo tamanho e elas custarem 0 mesmo preco, entdo a maior
¢é proporcional a menor. Caso contrdrio, se a embalagem menor custar mais caro do que a maior, entdo a
segunda opcao é mais vantajosa para a compra.

Como proceder? Sejam a e b as quantidades (podem ser peso, volume etc) de duas embalagens de um
mesmo produto, onde b > a. Suponha que cada uma delas seja vendida por x e y reais, respectivamente. E
claro que y > x, pois hd mais produto na segunda embalagem do que na primeira. Mas veremos que em
termo relativos, comprar a embalagem maior pode ser mais vantajoso.

L . X .
Como a primeira embalagem custa x e tem quantidade a, a razdo — d4-nos o prego relativo do produto
a

. S R Y .
quando vendido nesta embalagem. Usando o mesmo raciocinio, a razio b da-nos o preco relativo do
produto vendido na segunda embalagem.

Xx_Vy = L . P
Se — = b entdo o preco da embalagem maior € proporcional ao da menor, e € indiferente comprar qualquer
a

X Y PR . .
uma delas. Se — > b mesmo que y > X, € mais vantajoso comprar a embalagem maior.
a

Esse raciocinio pode ser levado em conta quando compramos um produto que geralmente é consumido
em grandes quantidades e, consequentemente, levar uma embalagem com mais quantidade pode ser mais
vantajoso do que levar varias embalagens com menos quantidade. Pensando de forma sustentdvel, as vezes
€ mais econdmico comprar uma embalagem maior, mas se o seu conteido ndo for consumido até a data de
validade gera-se desperdicio. O consumidor consciente deve ponderar entre essas duas varidveis, economia
x sustentabilidade, para fazer uma compra ideal.

2.2. Parametros Curriculares Nacionais para o Ensino Médio

Citamos abaixo alguns trechos de BRASIL[3] e em seguida fazemos comentarios buscando associd-los ao
estudo de desigualdades. A referéncia BRASIL[4] faz comentdrios complementares acerca de BRASIL[3].
As ideias desses documentos norteardo as aplicacdes dadas na Secdo 5. Iniciamos com o trecho a seguir ,

[...] no Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de vdrios campos do co-
nhecimento matematico e agora estdo em condi¢des de utilizd-los e amplid-los e desenvolver
de modo mais amplo capacidades tdo importantes quanto as de abstrag@o, raciocinio em
todas as suas vertentes, resolucdo de problemas de qualquer tipo, investigag¢do, andlise e
compreensdo de fatos matemadticos e de interpretracio da prépria realidade.

A respeito desse trecho, salientamos que ainda nos anos iniciais do Ensino Fundamental o aluno aprende
a comparar dois nimeros, geralmente dois naturais, com o uso dos simbolos >, <, > e <. Depois, a
comparagdo estende-se ao conjunto dos inteiros e, por fim, em uma aplicacdo interessante das fracdes
equivalentes, comparam-se os racionais. Ainda no Ensino Fundamental, aprende-se a resolver inequacdes,
cujas técnicas sdo muito parecidas com a resolucao de equacdes, exceto pelo fato de que quando se multiplica
uma inequagdo por um nimero real negativo deve-se tomar o cuidado de trocar o simbolo da desigualdade.
Uma vez compreendido e amadurecido o conceito de desigualdade, o aluno estd preparado para entender as

= s

643 N B I v I
4 S0CiEDADE BRASILEIRA OE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Bastioni e Teles

desigualdades que aparecerao no Ensino Médio, que o ajudarao a resolver, investigar, analisar e compreender
problemas diversos.

Destacamos outro trecho ,

Saber aprender é a condicdo bdsica para prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem
dudvida, cabe a todas as areas do Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento da autonomia e
da capacidade de pesquisa, para que cada aluno possa confiar em seu préprio conhecimento.

Conforme apresentado nos exemplos iniciais deste trabalho, com o auxilio de desigualdades o aluno pode
confiar em seu proprio conhecimento para, por exemplo, calcular a autonomia de um automével e entender
como funcionam os pre¢os de produtos no supermercado.

A referéncia BRASIL[3] apresenta uma série de finalidades do ensino da Matematica no Ensino Médio.
Destacamos algumas a seguir.

* aplicar seus conhecimentos matemdticos a situacdes diversas, utilizando-os na interpretacao da ciéncia, na
atividade tecnoldgica e nas atividades cotidianas;

» analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes, utilizando ferramentas matemdticas para
formar uma opinido prépria que lhe permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das
outras areas do conhecimento e da atualidade;

* expressar-se oral, escrita e graficamente em situagdes matemadticas e valorizar a precisdo da linguagem e
as demonstracdes em Matematica;

* promover a realizacdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em rela¢do as suas capacidades mate-
madticas, o desenvolvimento de atitudes de autonomia e cooperacao.

Quanto ao primeiro item, ja destacamos o uso das desigualdades nas atividades cotidianas. No entanto,
as desigualdades surgem naturalmente nas demais ciéncias e nas atividades tecnolégicas. Por exemplo, a
quantidade médxima de antibidtico que deve ser administrada de tal forma que o organismo do paciente ndo
seja prejudicado, o peso mdximo de dgua que uma barragem suporta, o torque minimo que um motor deve
gerar para colocar um automével em movimento. O aluno deve estar ciente de que esses problemas envolvem
desigualdades.

Quanto ao segundo item, enfatizamos que vivemos em uma época de revolucdo tecnoldgica, que nos cerca
de vérias informagdes, muitas delas contraditérias, e somos levados a tomar uma decisdo baseando-nos em
multiplas varidveis. O conhecimento das desigualdades pode nos auxiliar nessa tomada de decisdo de forma
coerente e justificada. Escolher entre um pagamento a vista ou a prazo, entender o porqué da destinagdo de
recursos publicos ser maior para uma determinada drea do que para outra, escolher abastecer o automével
com etanol ou gasolina, escolher o plano telefonico para o dispositivo mdvel sdao alguns dos problemas em
que hd muitas opinides e informagdes e devemos comparar diversos valores para tomar uma decisdo ou
formar uma opinido.

O terceiro item € associado ao que ja dissemos no pardgrafo acima, uma vez tomada uma decisio € necessario
estarmos convencidos ou convencer a outrem sobre o motivo de té-la tomado. Isso exige correta linguagem
e raciocinio. Manipular algebricamente uma desigualdade, invocar alguma desigualdade notdria e construir
um raciocinio que mostra que a desigualdade explica bem o motivo da tomada da decisdo sdo desafios que
esse item nos apresenta.

= s

644 = SBM



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Bastioni e Teles

O 1ltimo item mostra-nos que o aluno deve estar seguro e confiante quanto a decisdo tomada. Uma vez que
isso se verifica, ele fica realizado em saber que estd tomando uma decisdo que as desigualdades mostraram
ser a mais eficiente, segura ou vantajosa. Saber que o dinheiro renderd mais na aplicagdo escolhida, que
o automovel andard quando o motor fornecer o torque julgado como minimo, que a compra a prazo trard
mais vantagem e que a barragem ndo vai se romper mostram que o professor obteve éxito em provocar o
sentimento de satisfacdo ao aluno que pdde tomar uma decisdo baseando-se no que aprendeu. Seguro da
decisdo, ele poderd compartilha-la.

Outro trecho interessante € dado a seguir ,

O trabalho com niimeros pode também permitir que os alunos apropriem-se da capacidade
de estimativa, para que possam ter controle sobre a ordem de grandeza de resultados de
célculo ou medigdes e tratar com valores numéricos aproximados de acordo com a situacdo
e o instrumental disponivel.

Aqui vemos 0 uso de a < x < b, ou seja, estimamos que um valor x € maior ou igual do que um nimero
a e também menor ou igual do que um nimero b. O trabalho com estimativas exige conhecimento de
desigualdades e manipulagdes algébricas para a sua resolu¢do. Quanto a estimativa do resultado de um
determinado problema, veremos mais adiante que isso € uma ferramenta importante quando trabalhamos
com varidveis que ja sabemos pertencer a um intervalo fixo como o valor das fun¢des seno e cosseno e da
fungdo probabilidade. A técnica de obter estimativas ¢ empregada desde os tempos remotos, como veremos
na secdo seguinte.

Por fim, apresentamos um ultimo trecho ,

Os conceitos matematicos que dizem respeito a conjuntos finitos de dados ganham também
papel de destaque para as Ciéncias Humanas e para o cidaddo comum, que se vé imerso
em uma enorme quantidade de informacgdes de natureza estatistica ou probabilistica. No
tratamento desses temas, a midia, as calculadoras e os computadores adquirem importancia
natural como recursos que permitem a abordagem de problemas com dados reais e requerem
habilidades de selecdo e andlise de informagdes.

Nesse topico, os parametros apenas reforcam o que ja discutimos acima com respeito a tomada de decisdes
baseadas em um conjunto de informacdes. Aqui assume-se que as Ciéncias Humanas também fazem parte
do rol de aplicagdes. Além, € claro, de enfatizar o uso de computadores para auxiliarem os cdlculos ou
servirem como fonte de pesquisa. Citamos aqui como exemplo o poder de persuasdo de uma pesquisa de
inten¢do de votos. Quando o eleitor vé em alguma midia uma pesquisa como essa, € nota que a intencao de
votos de um determinado candidato é muito maior ou muito menor do que a de outro, essa informacao tem
um papel decisivo em sua escolha. Uma pessoa sem ideologia politica, ou que vota apenas por obrigagao
ou que nio tem o menor interesse por politica tem grande probabilidade de votar com base nessa pesquisa.
Mesmo alguém que tenha algum interesse e que veja em algum candidato propostas das quais tenha simpatia,
pode desistir de votar nele ao vé-lo com uma quantidade infima de intencdo de votos quando comparado aos
outros concorrentes.

2.3. Analise de livros e materiais didaticos

Analisamos [1], [5], [9] e [13], que s@o livros didéticos recomendados no PNLD de 2018; e também [6]
e[10], que s@o volumes de uma conhecida colecdo de livros de Matemdtica Elementar. Fazemos comentarios
de como os autores abordam desigualdades.
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Todos os livros didaticos e [10] tém um capitulo que aborda os conjuntos numéricos. Nas secdes em que
tratam dos nimeros reais, 0s autores apresentam a reta real, combinando a ideia de desigualdade com o
tratamento geométrico, a saber: um nimero real a é menor do que um niimero real b se o ponto que
representa a na reta real estd a esquerda do ponto que representa b; ou um nimero real a € maior do que um
ndmero real b se o ponto que representa a na reta real estd a direita do ponto que representa b.

O tnico que traz uma defini¢do algébrica é [5], ou seja, um nimero real a € menor do que um nimero real
b se a diferenga b — a for maior do que zero, ou suas formas equivalentes.

O tratamento geométrico € interessante, principalmente quando € necessdrio verificar alguma desigualdade
em que pelo menos um dos nimeros seja real negativo. Fica evidente ao desenhar a reta real e inserir os
pontos que representam os nimeros que, por exemplo, —3 e maior do que —5, pois 0 ponto que representa —3
estd a direita do ponto que representa —5. Ja o tratamento algébrico € interessante na resolugcdo de problemas.

As aplicagdes imediatas sdo os intervalos de nimeros reais, a fungdo médulo e a resolugdo de inequagdes
afim. Os problemas que os livros propdem nesse topico sao interessantes, pois a maioria segue as orientagdes
de [3] e relaciona a solug@o do problema com um fato cotidiano. Vejamos um exercicio presente em [1].

Exemplo 1. Para uma visita agendada, um técnico de informatica cobra uma taxa fixa de R$20,00 mais uma
taxa de R$25,00 por hora trabalhada. Em uma tnica visita, quantas horas esse técnico precisa trabalhar para
receber mais de R$120,00?

Exercicios desse tipo repetem-se nos demais livros. Todo eles também fazem o estudo das desigualdades
com a fun¢do quadrética.

Abaixo destacamos algumas desigualdades encontradas em todos os livros diddticos supracitados e que
representam as desigualdades mais estudadas no Ensino Médio.

2.3.1 As funcoes seno e cosseno

Com o auxilio da circunferéncia unitdria centrada na origem e com a definicdo de seno e cosseno de um
angulo agudo do tridngulo retdngulo, podemos definir as funcdes reais seno e cosseno.

A principio define-se o contradominio dessas fungdes como sendo o conjunto R. Com a andlise da geometria
da definicdo dessas fun¢des conclui-se que a imagem de ambas é o intevalo [-1, 1], ouseja, sen : R — [-1,1]
e cos : R — [-1,1], de onde podemos concluir que para qualquer nimero real x valem as seguintes
desigualdades

-1 <sin(x) <le —1<cos(x) < 1.

2.3.2 Probabilidade

Se Q € o espago amostral de um determinado experimento aleatério e E C Q, definimos a probabilidade do
evento E como sendo o nimero real P(E), em que P(E) = 0,se E=0e P(E) =1, se E = Q. Um dos
axiomas que definem o nimero P(E) € a desigualdade

0<P(E) < 1. ey

Uma aplicagfo interessante para (1) é que ao final da resolugdo de um exercicio sobre probabilidade, o
aluno terd uma condicao necessdria (mas nao suficiente) para saber se seu resultado estd correto, isto é: se
o valor que ele encontrou for menor do que zero ou maior do que um, entdo sua solugdo estd errada. Aqui
percebemos uma aplicacdo do que [3] diz no trecho a respeito de estimativas e controle da ordem de grandeza

de uma variavel.
N
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2.3.3 Funcao quadratica

Considere a fungdo real f(x) = ax? + bx + ¢, com a # 0. A fungdo f é denominada fungio quadritica.
Sabemos que seu gréfico ¢ uma pardbola cujo vértice V € dado pelas coordenadas

i dac —b?
2a’ 4da ’

Podemos afirmar que para qualquer niimero real x valem as seguintes desigualdades

2

4 _
f(x)ZL, sea > 0.
4a,
4 K2
f(x)s—aC b , sea <0.
4a,

Surgem situacdes interessantes de maximos e minimos em problemas que envolvem mais do que uma
varidvel. Geralmente conseguimos obter um sistema de duas equagdes, sendo que em uma delas aparece um
produto entre as duas varidveis e na outra temos uma da soma. Ao resolver esse sistema encontramos uma
equagdo quadritica em uma varidvel. Vejamos um exercicio proposto em [9].

Exemplo 2. Entre todos os retangulos de perimetro 20cm, determine aquele cuja drea € maxima. Qual é
essa drea?

Vamos a solucdo desse problema. Se considerarmos x e y as medidas dos lados do retangulo, queremos
maximizar a drea x - y sabendo o perimetro 2x + 2y = 20, ou seja, x +y = 10. Se escrevemos que y = 10 —x,
entdo a expressio para a drea torna-se x - (10 —x) = —x2 + 10x, ou seja, uma equacio quadratica na varidvel
X.

2.3.4 Geometria analitica

Definindo a circunferéncia como sendo o conjunto dos pontos do plano cuja distancia a um ponto dado
€ igual a um nimero real positivo dado, podemos definir o circulo como o conjunto de pontos do plano
cuja distancia a um ponto dado € menor ou igual do que um nimero real positivo dado. Matematicamente,
obtemos

(x—x0)? + (y— Y0)2 <r?

que € o circulo de raio r e centro no ponto (Xop, V), ou seja, a sua descri¢do € feita por meio de uma
desigualdade.

Ainda na geometria analitica, usam-se desigualdades para estudar a posicdo relativa entre uma reta € uma
circunferéncia. Usando a notag¢do d(s, O) para representar a distincia da reta s ao ponto O, dizemos que uma
reta s € secante a uma circunferéncia de centro O e raio r se d(s, O) < r; elas so tangentes se d(s,0) =r; e
s € exterior a circunferéncia se d(s, O) > r.

Além da circunferéncia, as desigualdades também podem ser usadas para descrever regides diversas do
plano. Uma desigualdade pode nos dar a regido interna ou externa de uma elipse, a regido acima ou abaixo
de uma reta e uma regido um pouco mais sofisticada pode ser representada por um sistema de inequagdes.
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3. Algumas Desigualdades Histéricas

Esta secdo traz algumas desigualdades encontradas por grandes matemdticos do passado ou que envolvem
nidmeros notdveis da Matematica. Nosso objetivo aqui é mostrar que desde tempos remotos 0os matematicos
jé trabalhavam com desigualdades, seja para exibir resultados elegantes ou fazer estimativas.

3.1. A desigualdade triangular

A Proposi¢do 20 do livro I de Elementos € um importante resultado em Geometria. Nesta secao, veremos
como Euclides a demonstrou, listamos os resultados utilizados por ele e fazemos a demonstragdo. Os
detalhes podem ser encontrados no livro I de Elementos. Esse resultado é de aproximadamente 300 a.C.. A
versdo que usamos aqui estd disponivel no site da Clark University'.

Nogdo Comum 1 (Quinta No¢cdo Comum). O todo é maior do que as suas partes.
Postulado 1 (Primeiro Postulado). Sempre € possivel tracar um linha reta entre dois pontos.
Postulado 2 (Segundo Postulado). Uma linha reta pode ser prolongada indefinidamente em ambas as diregdes.

Proposicdo 1 (Terceira Proposi¢do). Dadas duas linhas retas desiguais, € possivel cortar da maior uma parte
igual a menor.

Proposicdo 2 (Quinta Proposicao). Em qualquer tridngulo isésceles, os angulos que estdo na base sao iguais.
E, produzidos lados iguais, os angulos que estdo na base também sdo iguais.

Proposicdo 3 (Décima Nona Proposi¢cdo). Em qualquer tridngulo o lado maior fica oposto ao maior angulo.

Temos agora os requisitos para enunciar e demonstrar o resultado a seguir.

Teorema 1 (Vigésima Proposicao). Em qualquer tridngulo a soma de quaisquer dois lados € maior do que o
lado restante.

Demonstragdo. Seja ABC um tridngulo.

Pelo Postulado 2 e pela Proposi¢do 1 podemos inserir um ponto D na reta AB, de modo que A e D fiquem
de um mesmo lado em relagdo a B e que AD seja igual a AC.

Pelo Postulado 1 desenhamos o segmento CD.

Como AD é igual a AC, entio pela Proposicio 2 segue que o 4ngulo ADC ¢ igual ao angulo ACD. Entio,
pela Nog¢do Comum 1, o dngulo BCD € maior do que o angulo ADC.

Como DCB é um triangulo que tem o angulo BCD maior do que o 4ngulo BDC, pela Proposicio 3, segue
que DB € maior do que BC.

Mas DA é igual a AC, assim a soma de BA e AC ¢ maior do que BC.

De forma similar, podemos provar que a soma de AB com BC é maior do que AC, e que a soma de BC com
CA € maior do que AB.

Entado, em qualquer tridngulo a soma de quaisquer dois lados € maior do que o lado restante.

O

10 acesso dd-se por https:/mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html. Caso o leitor ndo consiga acessar, verifique se o
simbolo ~ aparece antes de ‘djoyce’ no endereco que aparece em seu navegador.
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A

Figura 1: A desigualdade triangular.

3.2. Aproximacio para

Em [8], vemos que na terceira Proposicdo do livro A medida do circulo, Arquimedes encontra um limitante
superior e um limitante inferior para o nimero 7. Isso aconteceu por volta de 250 a.C..

Ao longo da demonstracdo, Arquimedes usou algumas aproximagdes racionais para as raizes quadradas sem
justificar como as encontrou. Na demonstracdo que exibimos a seguir, vamos omitir as raizes e escrever
apenas as aproximacdes racionais. Usamos a nota¢do original para representar um nimero que possui parte
inteira e fraciondria.

Proposicdao 4. A razdo entre a circunferéncia de qualquer circulo pelo seu didmetro € menor do que 3% e
maior do que 339.

Demonstracdo. Nesta primeira parte, encontraremos um limitante superior para .

Sejam AB o didmetro de uma circunferéncia de centro O, e AC a tangente a circunferéncia passando por A
de modo que AOC seja um ter¢o de um angulo reto. Entdo

OA 265 0C 306
AC ™ 153 ~ AC = 153

0]

Figura 2: Limitante superior .

Considere OD a bissetriz de AOC onde D é um ponto da reta AC. Entdo, pela Proposi¢io 3 do livro VI de

Elementos?, segue que
CO CD

OA DA
ou seja,

@_C_D:CO+OA_CD+DA_%:>CO+OA_%
OA DA OA =~ DA DA CA ~ DA’

2Essa proposi¢do € a que hoje conhecemos como teorema da bissetriz interna.
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Sendo assim
OA _CO+OA CO OA_ 306 265 571
DA CA  CA CA ™ 153 153 153
Por Pitdgoras, OD? = OA% + AD?, o que implica
OD? O0A? 571\ 349450
= 1 +1=

—_—  + _
AD?  AD? 153 23409
ou seja,
OD 591%
AD ~ 153

Considere OE a bissetriz de AOD, sendo E um ponto da reta AC. Usando novamente a Proposicio 3 do
livro VI de Elementos, e usando o mesmo raciocinio acima, segue que

OA 11621
—_— >
EA 153

OE 1172
BEA ~ 153

Sendo OF a bissetriz de AOE em que F é um ponto da reta AC, se repetirmos os argumentos acima, obtemos

OA 23341
AF ~ 153

OF 23391
_— > .
FA ™ 153

Considere OG a bissetriz de AOF sendo G um ponto da reta AC, temos que

OA 4673}
_— > .
AG~ 153

Como AOC foi bisseccionado quatro vezes, entdo AOG é a quadragésima oitava parte de um angulo reto.
Considere o ponto H na reta AC de modo que ele esteja do lado oposto & semirreta que contém os pontos A
e C e de tal forma que o angulo AOH tenha a mesma medida de AOG. Entio GOH é a vigésima quarta
parte de um angulo reto, ¢ GH € um lado do poligono regular de 96 lados circunscrito a circunferéncia.

F

Figura 3: Limitante superior II.
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Sendo AB = 2A0 e GH = 2AG, segue que

AB 1 46735 46733
96-GH ~ 96 153 _ 14688

Mas
14688 6673 1
=3+ <3=.
46731 46735 7

Conclui-se que arazao entre o perimetro de um poligono regular de 96 lados circunscrito a uma circunferéncia
e o seu didmetro € menor do que 3%.

Agora encontraremos um limitante inferior para 7.

Sejam AB o didmetro de uma circunferéncia de centro O e C um ponto da circunferéncia de tal forma que
CAB seja igual a um terco de um angulo reto. Entdo

AC < 1351
BC = 780"

Considere a bissetriz AD de BAC em que D é um ponto da circunferéncia e D’ ¢ a intersecdo da bissetriz
com o segmento BC. Observe que ACB e ADB sio retos. Sendo AD bissetriz e DBD’ e DAC inscritos
sob o mesmo arco DC, segue que

BAD =D’AC =DBD".

B 0] A

Figura 4: Limitante inferior L.

Concluimos que os tridngulos ADB e BDD’ séo semelhantes, de onde segue que

AD BD AB _ AB+AC _AB+AC

BD DD’ BD' BD'+CD’  BC

Como g_g = %, temos

AD AB+AC AB . AC
DB BC ~ BC BC
2 1351 2911

<—+—=——.
1 780 780
Por Pitdgoras, AB% = AD? + BD? e como

=—=+1< +1=
BD? BD? 7802 608400
-

AB?> AD? 29117 9082321
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AB 30133
BD 780
Considere a bissetriz AE de BAD sendo E um ponto da circunferéncia. Usando o mesmo raciocinio acima,
obtemos
AE 59243 1823
BE =~ 780 240
e
AB 18382
BE = 240

Sendo a bissetriz AF de BAE em que F é um ponto da circunferéncia, repetindo os argumentos acima,

ficamos com

AF 366137 1007
BF 240 66
(]
AB  1009%
BF 66

Considere a bissetriz AG de BAF onde G é um ponto da circunferéncia, temos que

AG 20163
— <
BG 66
€
AB 20173
BG 66
E
G
B 0 A

Figura 5: Limitante inferior II.

Como BAC foi bisseccionado quatro vezes, entio BAG é a décima sexta parte de BAC, ou a quadragésima
oitava parte de um angulo reto. Entdo o angulo central BOG ¢ a vigésima quarta parte de um angulo reto ou
a nonagésima sexta parte de quatro Angulos retos. Assim, BG é o lado de um poligono regular de 96 lados
inscrito na circunferéncia.
Dai,
96 - BG
AB

6336
> .
20173

i
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6336 _ 10
— > O
20177 71

Conclui-se que a razdo entre o perimetro de um poligono regular de 96 lados inscrito em uma circunferéncia
e o seu didmentro € maior do que 3%.

Portanto,

1 1
37—?<7T<3?.

3.3. Propriedade de Arquimedes

Em [8], encontramos que no Quinto Axioma do livro I de Sobre a esfera e o cilindro, Arquimedes escreve
3 que: se x > 0 ey sdo dois numeros reais quaisquer, entdo existe pelo menos um nimero natural n tal que
nx > y. Isso foi em torno de 225 a.C.

Geometricamente, isso quer dizer que um segmento pode ser unido a si mesmo um nimero finito de vezes,
de forma que o segmento resultante tenha comprimento maior do que qualquer outro segmento dado.

Embora tenha sido admitido como axioma por Arquimedes, esse resultado pode ser demonstrado para os
ndmeros reais, admitindo-se a propriedade do supremo. Seguiremos [7].

Definicdo 1. Seja A um conjunto de ndimeros reais. O maior elemento de A, quando existe, denomina-se
méximo de A. Dizemos que um niimero m é um limitante superior de A se m for maximo de A ou se m for
estritamente maior que todo nimero de A. O menor limitante superior de A, quando existe, denomina-se
supremo de A.

Exemplo 3. (a) E ficil ver que o conjunto X = {1, %, %, .- } € limitado superiormente. Afirmamos que o

supremo de X € 1. Caso contrdrio, existiria a < 1, tal que x < a, para todo x € X. Mas 1 € X, logo seria
absurdo.

(b) Seja X = (0,1). Afirmamos que o supremo de X é 1. Caso contrdrio, existiria limitante superior

a+1 a+1
<1l,masa <

1
a€ (0,1).Observeque0<a<1= 3 < , logo chegamos em um absurdo.

Axioma 1 (Propriedade do supremo). Todo conjunto de nimeros reais, ndo vazio e limitado superiormente,
admite supremo.

Teorema 2 (Propriedade de Arquimedes). Se x > 0 e y sdo dois niimeros reais quaisquer, entao existe pelo
menos um nimero natural n tal que nx > y.

Demonstragdo. Vamos supor que para qualquer natural n, tenhamos nx < y. Considere o conjunto
A = {nx : n € N}. Entdo A é ndo vazio, pois 1 - x = x € A e ¢é limitado superiormente, pois, por hipétese,
nx < y. Logo, A admite supremo, que denotaremos por s. Como x > 0, entdo s — x < s € s — x ndo é cota
superior de A. Dai, existe m € N tal que s — x < mx. Disso concluimos que s < (1 + m)x. Sendo 1 + m um
natural, segue que (1 +m)x € A. Mas s é o supremo de A. Absurdo!

Portanto existe algum n € N tal que nx > y. O

3Em linguagem moderna

= s
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3.4. O namero ¢

Sabemos que a sequéncia cujo termo geral é dado por

n

an = (1 + 1) 2)

é convergente e converge para a importante constante matematica e, a saber: o nimero de Euler, cuja histéria
remonta ao século XVII. Seguindo [7], vamos mostrar que a,, < 3, para todo n > 1. Para isso, precisamos
de um lema auxiliar.

Lema 1. Considere n € N. Entdo 2" < (n+ 1)
Demonstragdo. Vamos usar o principio daindugéo finita. Paran = 1, segue que 2" = 2eque (n+1)! = 2! = 2.
Logo, 2" < (n+ 1)L

Suponha, por hipétese, que 2 < (k + 1)!, para algum k € N. Entdo, 25! = 2k2 < 2(k + 1)!. Como k € N,
entdo 2 < (k +2). Segue que 25! < (k+2)(k+1)! = ((k+1) + 1)L.

Concluimos por inducéo que 2" < (n + 1)!, para todon € N. ]

Teorema 3. Considere a sequéncia (2). Entdo a,, < 3, para todon > 1.

Demonstra¢do. Reescrevemos o termo geral de (2) como

1\" n\1 (n)1 (n)1 n) 1
1+—-) =1+ —+ — + —+...+ —
R I e R o
n(nfl)l+n(nfl)(n72)l+ +n!l

=1+1+ et —
nZz 2! n3 3! n" n!

Observe que as fracdes que multiplicam os nimeros i—l‘, comi € {1,...,n}, sdo todas menores do que 1.
Assim,

Do Lema 1, temos que

e segue que

L

Sabemos que a soma infinita dos termos da progressdo geométrica cujo termo geral € dado por by, = 55 €

igual a 2. Portanto,
1 n
(1 + —) <1+2=3.

n

Portanto a,, < 3, paratodon > 1. m]
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4. Algumas Desigualdades Notaveis da Analise Matematica

Nesta se¢do apresentamos algumas desigualdades da Andlise em sua forma elementar. Nao faremos todas
as demonstragdes, mas os interessados podem encontra-las em [2].

. . .11 . .
Se p e q sdo niimeros reais com p > 1, satisfazendo a relacdo — + — = 1, dizemos que eles sdo indices
P q
conjugados.
Proposicdo 5 (Desigualdade de Holder). Sejam (a;);L, e (b;)l, sequéncias de nimeros reais positivos.
Entao

1
n q

1
Dlabi< () ab ) Dond| 3)
i=1

i=1 i=1

A préxima desigualdade é um caso particular da desigualdade de Holder.

Proposigdo 6 (Desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz). Sejam (a;)t; e (bj)iL; sequéncias de
nimeros reais positivos. Entdo,

“

Observe que (4) fornece-nos um limitante superior para a soma Z a;b;. Vejamos que sob certas condigdes
. . . . . . . 1=1 .
essa soma possui um limitante inferior. Para isso o lema a seguir € importante.

Lema 2. Seja (x;)}L; uma sequéncia ndo decrescente de nimeros reais positivos. Usaremos a notagio

_ X1+...+X L. . L. . - . L.

% = —————" pararepresentar a média aritmética dessa sequéncia. Entdo existe um indicek € {1,...,n}
n

tal que

X1 <. <X <X <Xpp1 < ... < Xy
Empregando o Lema 2 conseguimos demonstrar a préxima desigualdade.

n

Proposigdo 7 (Desigualdade de Chebyshev). Sejam (a;);
reais positivos. Entao

1 € (b1, sequéncias ndo decrescentes de nimeros

i-iai‘zbiﬁiaibi- o)

i= i=

Demonstragdo. Seja k o indice mencionado no Lema 2. Como as sequéncias sdo ndo decrescentes € facil
notar que para cadai € {1,...,n} tem-se que

0< (ai - 5,)(1)1 —bk).

Dai,
0< ) (ai - )b by). (©)
i=1
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Desenvolvendo a desigualdade (6), obtemos

0<(ag—a)(by—byx)+...+(a, —a)(b, —bg)
0 < a;by —ajby—ab; +aby +...+a,b, —a,bx — ab, +aby

aiby +8b; — @by + ... + ayby + by, — by < Z ab;
i=1

(Z a; —na)by + Q(Z b;) < Z a;b;

i=1 i=1 i=1

(zn] aj — Zn: a;)by + 5(2 b;) < Z ajb;
i=1 i=1 i=1

i=1

a(zn: b;y) < an a;b;
i=1 i=1

l Zn:ai~zn:bi < Zn:albl
e i=1 i=1

Vejamos mais uma desigualdade bastante conhecida.

Teorema 4 (Desigualdade das Médias Aritmética e Geométrica). Seja (a; )jn=1 uma sequéncia de ndimeros

reais positivos. Entdo
n n

Z%zﬂaj. 7)

j=1 =1

Bl=

Uma consequéncia imediata da desigualdade (7) é a desigualdade entre as médias geométrica e harmonica.

Teorema 5 (Desigualdade das Médias Geométrica e Harmonica). Seja (a;);L; uma sequéncia de nimeros

reais positivos. Entao
n
1 n
ﬂ al > . 8)
: 1

n
Demonstragdo. Como (a;)iL; € uma sequéncia de reais positivos, entao (ai) também é uma sequéncia
i) i=1
i
de reais positivos. Aplicando a desigualdade entre as médias aritmética e geométrica

n 1
a; n 1
j=1 Y 1)\~
! > (—) . )
n 11 \3
Basta inverter as fragdes e mudar o sinal da desigualdade (9). O

Por ltimo, vamos enunciar e demostrar a relacdo entre as médias quadrdtica e aritmética.

)

S0CiEDADE BRASILEIRA OE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Bastioni e Teles

Teorema 6 (Desigualdade das Médias Quadritica e Aritmética). Seja (a; )j“=1 uma sequéncia de niimeros
reais positivos. Entdo

(10)
. . . .. aj\ 1
Demonstracdo. Como n € N, considere as sequéncias de niimeros reais positivos (—) e{l,...,1}, esta
n/j=1
ultima com n niimeros iguais a 1. A desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz assegura-nos que
n a; n an n n an n an
RN I
[ = E =" ="
Portanto, segue o resultado desejado. O

5. Aplicacoes na Educacio Basica

Ap6s a apresentagcdo de algumas desigualdades da Andlise Matemadtica em suas formas elementares, pro-
pomos problemas em que elas podem ser empregadas no contexto do Ensino Médio. Baseamos-nos nas
referéncias [11] e [12]. E a escolha desses problemas levou em consideracdo os comentdrios feitos na
Subsec¢do 2.2.

5.1. Problema 1
Pedir aos alunos para que se sentem em grupos e propor o seguinte desafio: se possivel, encontre quatro
ndmeros reais positivos a, b, ¢ e d de tal forma que

a b ¢ d
E+E+a+;—2. (11)

Facamos a resolugdo. Esse problema ndo tem solugfo, pois a desigualdade (7) diz-nos que

pretiry  ufa b e d
4 “Yb ¢ d a’
logo,
a b ¢ d
—+—+—-+—-2>4 12
b ¢ d a— (12)

Este problema tem como objetivo inicial fazer com que os alunos estimem que o nimero que deveria aparecer
no lugar do 2 em (11) é o 4. Ao notarem que o nimero obtido ap6s somar as fragdes é sempre maior ou
igual a 4, espera-se que eles descubram, sem usar uma demonstracio rigorosa, que o 2 nao deveria estar ali.

Apds alguns grupos conseguirem notar a inviabilidade do problema, o professor poderd apresentar a desi-
gualdade das médias aritmética e geométrica (7). Por fim, propor que os grupos utilizem essa desigualdade
para verificar (12).

Conhecida a desigualdade (7), os alunos podem protestar caso algum professor sugira usar a média geométrica
em vez da média aritmética para calcular as notas.

-
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5.2. Problema 2

Vamos dar uma aplicaciio para a desigualdade tringular. E famoso o problema que nos d4 uma reta r, e dois
pontos A e B de um mesmo lado dessa reta e pede para encontrarmos o ponto P em r de tal forma que
AP + PB tenha o menor comprimento possivel.

Enunciado dessa forma, parece que temos um simples problema matemaético de minimizacao de distancias.
Podemos propo-lo de forma mais interessante para que o aluno perceba uma ferramenta poderosa para
resolver um problema cotidiano.

Suponha que um rio passe por uma cidade por meio de um trecho retilineo. Suponhamos que a prefeitura
de uma certa cidade precise construir uma esta¢do de tratamento d’dgua que ficard na margem desse rio. A
dgua ndo ird diretamente da estacdo para as casas. Apds sair da estacdo, ela serd direcionada a duas grandes
caixas de dgua localizadas de um mesmo lado do rio, as quais irdo distribuir a d4gua pela cidade. Como a
dgua sai da estacdo com uma grande press@o, o encanamento que ligard a estag@o as caixas deve ser feito de
um material resistente e com canos de grande didmetro, ou seja, a construgdo desses canos € cara.

Temos um problema concreto em que os pontos A, B e P tém um significado. Minimizar a distincia é
essencial devido ao alto custo da obra. A estacdo deve ser construida em um lugar ideal, de tal forma
que o preco total da obra seja o minimo possivel. Ainda assim, faltam dados ao problema que o professor
pode abordar em sala de aula, apenas para que os alunos vejam que existem vdrios fatores que devem ser
levados em conta. Mesmo dando um contexto ao problema, ele ainda € abstrato. Pode ser que o ponto ideal
encontrado seja em um lugar que os engenheiros consideram que ndo possui solo adequado para sustentar
a construgdo, ou que ele esteja em um nivel inapropriado para a obra, ou que ali ja esteja ocupado por
uma outra construgdo etc. De qualquer modo, cumpre-se o papel de mostrar que a Matemdtica auxilia na
resolucdo de um problema de utilidade publica.

Vamos apresentar uma solug¢do. Considere A’ o simétrico de A em relacédo a reta r. Fagcamos o segmento
A’B. Afirmamos que o ponto P procurado é a interse¢do de r com A’'B.

Seja C a intersegdo de r com AA’. Como AC = CA’,ACP = A’CP e CP ¢ lado comum, os tridngulos
ACP e A’CP sdo congruentes. Logo, AP = A'P, ou seja, A'B = A’P + PB = AP + PB.

Seja Q um ponto qualquer de r diferente de P, entdo temos o tridngulo A’QB. De forma anéloga ao que
fizemos acima, temos por congruéncia de tridngulos que AQ = A’Q. Pela desigualdade triangular, segue
que A’Q+QB > A’'B = AP + PB, ou seja, AQ + QB > AP + PB. Portanto, P € o ponto que minimiza a
distancia.

Figura 6: Minimiza¢ao da distancia.
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5.3. Problema 3

Podemos considerar um problema interessante de maximizac¢ao da soma de duas funcdes bastante estudadas
no Ensino Médio, a saber: seno e cosseno. Como sabemos que ambas estdo limitadas ao intervalo [-1, 1],
entdo € natural que a soma das duas funcdes seja limitada. Mas qual é o maior valor possivel para
sin(x) + cos(x)?

Intuitivamente alguns poderao afirmar que € 2, pois cada uma delas possui valor maximo igual a 1. Embora

o raciocinio esteja correto, ele nos d4 apenas um limitante superior para essa soma, mas seria 2 o supremo?

Para encontrar o valor mdximo de uma soma ¢ interessante retirar os valores negativos dessas fungdes, ou
seja, restringiremos o dominio de modo que os valores sejam apenas positivos. Assim, para 0 cosseno
tomamos x €10, 7] [37”, 27| e para o seno consideramos x €]0, 7[. Logo, os valores de x que tornam as
fungdes ambas positivas estdo no intervalo |0, 7 ].

Considerando a sequéncia de dois termos (sin(x), cos(x)), temos que a desigualdade (7) assegura que

sin?(x) + cos2(x) S sin(x) + cos(x)
2 - 2 '

Como sin?(x) + cos?(x) = 1, segue que

sin(x) +cos(x) < 2- ? =V2.

Logo, o supremo para essa soma &, na verdade, V2. Era mesmo de se esperar que 2 ndo fosse o supremo,
pois é facil ver que ndo existe xg € R que faca simultaneamente sin(xg) = cos(xg) = 1.

5.4. Problema 4

Considere a circunferéncia de raio r inscrita no tridngulo ABC, cujos lados medem a, b e c. Sejam T,, Ty, e
T, os pontos de tangéncia dos lados do tridngulo com a circunferéncia, onde T; € o ponto localizado no lado
de medida i. Definindo ATy, = AT, =x,BT. =BT, =yeCT,=CT, =ztemos,a=y+z,b=x+ze
¢ =x+y. Queremos verificar a desigualdade

<22 (13)

o
+

Ty

A T. B

Figura 7: Aplicagdo da desigualdade de Cauchy-Bunyakovskii-Schwartz.

= s
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Por (7), temos que

>\yz &
>Vxz ©

X+72 1

>y & ——
5 = VW X+y

)
<
+
N
IA

X+z

IA

IA

V)
»
+
N
o= NI N =
3-%l-4l-
B N N

Assim, podemos reescrever a soma do lado esquerdo de (13) da seguinte forma

1+1+1_1+1+1<1 1+1+1 (14)
a b ¢ y+z x+z x+y  2\\yZ2 +xz Xy |’

O termo do lado direito de (14) é equivalente a

VE+ T+ VE
NG

Considerando as sequéncias {Vx, vy, vz} e {1,1, 1}, aplicando a desigualdade (4), obtemos
(VX145 - 1+ Vz - 1% < (V2)? + (V9)? + (V2)?) - (12 + 17+ 1%). (15)
Fazendo o cdlculo, aplicando a raiz quadrada em ambos os lados de (15) e dividindo por 2+/Xyz, ficamos

com
VX + Y +Vz B V3VxFy +2
24Xy 7z - 2VXyz

Na pédgina 56 de [11] encontramos uma aplicacdo da férmula de Herdo para drea de um tridngulo, de onde
segue que

Xyz

X+y+7

Entao,

V3VEFYFZ _ V3

24/Xyz Coor
Portanto, temos o resultado (13).

Apesar de a formula da drea de um tridingulo ser uma das mais elementares da Geometria, poucas vezes
¢ abordada a férmula de Herdo, que nos d4 essa drea independentemente de qualquer altura do tridngulo.
Nesse problema € fundamental conhecermos essa férmula e associd-la ao raio da circunferéncia inscrita.

5.5. Problema 5

Vamos mostrar que se ABC é um tridngulo acutingulo, entdo a soma das distancias do ortocentro aos lados
€ menor ou igual do que o triplo do raio da circunferéncia inscrita nesse tridngulo.

_
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Com a notagdo usual de medida dos lados e sem perda de generalidade, suponhamos que ¢ < b < a.
Suponhamos também que H seja o ortocentro, r seja o raio da circunferéncia inscrita e que AA’, BB’ e CC’
sejam as trés alturas. Denotamos as seguintes medidas: HA’ = a’, HB’ = b’ e HC' = ¢’.

Como b < a, usamos o fato de que ao maior lado opde-se o maior angulo, para concluir que B < A. Entdo,
analisando os tridngulos retingulos CC’B e CC’A concluimos que B'CH < A’CH. Dai, observando que
CH ¢ hipotenusa comum aos tridngulos retingulos CHA’ e CHB’, e que a fungo seno € crescente entre 0
e % concluimos que b’ < a’.

De forma anéloga, vemos que ¢’ < b’. Logo, ¢’ < b’ < a’.

Se S é a drea do tridingulo ABC, entdo aa’ + bb’ + cc” = 2S. Sabemos também que (a + b + ¢)r = 2S.
Usando o desigualdade de Chebyshev (5) para as sequéncias ndo decrescentes (a, b, ¢) e (a’,b’, ¢’), temos
que

1
§(a+b+c)(a'+b'+c') <aa'+bb’ +cc’=2S=(a+b+o)r. (16)

Dividindo os dois lados de (16) por (a + b + ¢) e multiplicando-os por 3, segue que

a’+b’+c¢’ < 3r.

A/
Figura 8: Aplicacdo da desigualdade de Chebyshev.

Tal como no problema 5.2, podemos pensar em uma aplicacdo para esse problema. Suponhamos que a
circunferéncia seja uma praga e os lados do tridngulo sejam ruas que a tangenciam. A empresa de saneamento
bdsico deseja instalar uma caixa d’dgua no centro da praga e conectd-la as trés ruas. Sabemos que serdo
necessarios 3r (digamos, metros) de tubulagdo para realizar o projeto. Porém, o problema demonstra que
existe um ponto mais adequado para instalaco da estrutura. E necessario menos tubulagio (ou, na pior das
hipéteses, uma quantidade igual) para conectar a caixa as ruas se ela for instalada no ortocentro.
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