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Generalizacao da integral de Fresnel

Joilson Ferreira de Carvalho ® Paulo Sérgio Costa Lino ®

Resumo

Na literatura, existem varias classes e técnicas para calcular integrais improprias, tais como a
teoria dos residuos, mudanca de ordem de integragao, transformadas de Laplace, etc. Neste artigo,
iremos apresentar uma expressao analitica para a generalizacao de uma das integrais de Fresnel,
para tal, usaremos as transformadas de Laplace mudanga de ordem de integracao e identidades
envolvendo as fungoes beta e gama. Consideramos que o desenvolvimento de técnicas alternativas
para calcular analiticamente as integrais impréprias é de suma importancia para a compreensao
da teoria e para o aprimoramento das técnicas atuais.
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Abstract

In the literature, there are several classes and techniques for computing improper integrals, such
as residue theory, change of order of integration, Laplace transforms, etc. In this article, we
will present an analytical expression for the generalization of one of the Fresnel integrals, for
this, we will use Laplace transforms, change of order of integration and identities involving beta
and gamma functions. We believe that the development of alternative techniques to Analytically
calculating improper integrals is of paramount importance for the understanding of theory and for
the improvement of current techniques.
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1. Introdugao

Em Célculo, quando introduzimos a definicao de integral definida, inicialmente trabalhamos com
uma funcgao f definida em um intervalo limitado [a, b], e consideramos que f nao tenha uma
descontinuidade infinita nesse intervalo. No entanto, para os casos em que o intervalo ¢é infinito ou
f possui uma descontinuidade infinita em [a, b], a integral é chamada de imprépria [8]. Esse tipo
de integral desempenha um grande papel em diversas areas da Matematica e da Fisica.

Dentre as famosas integrais impréprias, destacamos as integrais de Fresnel [1, p. 83] definidas por:

S(z) = ‘/Oxsin(tQ)dt (1)
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C(x) = /(jcos(ﬁ)dt (2)

Elas foram desenvolvidas pelo engenheiro civil e fisico francés Augustin Jean Fresnel (1788-1827),
e originaram-se nos estudos da ética, para explicar os fend6menos
da difragao da luz, como as chamadas franjas de interferéncias

[1].

As integrais de Fresnel também sao usadas no método da fase es-
taciondria, um instrumento de analise aproximada, usado em es-
tudos de propagacao ondulatéria [2]. Além disso, elas compoem
as equagoes paramétricas da Espiral de Cornur [1].

. . _ Figura 1: Augustin Jean Fresnel
Neste artigo, iremos usar as transformadas de Laplace, fungao Fonte: https://bit.ly/3FusCZO

gama, fungdo beta e mudanca de ordem de integracao para determinar uma expressao analitica
para a generalizagdo de uma das integrais de Fresnel (1), dada por

1(a) =‘/Omsin(xa)dx, com a>1 (3)

Para isso, apresentaremos algumas defini¢oes e lemas preliminares que serao cruciais para obtermos

I(a).
2. Definicoes e Lemas

Nesta secao, expomos algumas defini¢oes e lemas que serao primordiais para obtermos o resultado
desejado.

Definicao 1. A funcdo gama, denotada por I'(z) , é definida pela integral imprépria

F(x)z/ e ttTtdt
0

com z > 0, de modo que a integral convirja.

Definicao 2. A funcao beta, denotada por B(p, q) é definida por:

1
M%®=/trmfﬂﬂﬁ
0

comp>0eq>0.

Definicao 3. Seja f(¢) uma funcdo definida para ¢t > 0 . A transformada de Laplace de f(t),
denotada por F'(s) é definida por

3UUH=NQ=AMEWUMt

Se a funcdo f é seccionalmente continua (continua por partes) e de ordem exponencial, entdo a
transformada de Laplace F'(s) existe. Chama-se fungoes admissiveis, a classe de fungoes para os

N
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quais a transformada de Laplace existe. E possivel verificar que se f(t) = sen(x), entdo L{f (1)} =
1

14s2°

Lema 1. Seja f : [0,00) — R dada por f(t) =t™. Sen > -1 e s >0, entdo

F(n+ 1)

Z{f)} = (4)
Demonstracdo. Fazendo st = u, e supondo que s > 0, temos
Y A A AN C o u, _T(n+1)
L (1)} _/0 e (2) d(2) = = /O whetdu = — . (5)
m]
Do Lema (1) segue que, se f(t) = t" 1, com n € N*, temos
L _Z{f)}
s T(n) (6)
Lema 2. Se p >0 e g >0, entdo
I'(p)I'(q)
B(p,q) = ——+ 7
( L(p+q) ™
Demonstracao. Considere,
G(z) = /0 P Nz - )T de (8)
Entéao, pelo teorema da convolugdo [8, p. 72 - 74], temos
L{G(x)} = L{z" 12 {z"") (9)
Do Lema (1), segue que
F(p) I'(g) _ T(»T(9)
PGy =-L L D (10)
Assim,
4 [TT(9] _ T(»T(9)
— 1 p+q 1
Gn=< { st* |7 T(p+aq) )
Fazendo z = 1, temos
! L'(p)T'(g)
G(1 =/ (1)@t = prat 12
M= [ N (12)
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Portanto,

I'(p)['(q)

B(p,q) = T(ptq)

Lema 3. Se p >0 e g >0, entdo

-

2 9 - 1I(p)I'(q)
sin?? 1 9 cos?? 19 d9= - ——~ X
A 2T(p+q)
Demonstrag¢do. Do Lema (2), segue que
! T'(p)(g)
B(p, =/tp11—tq1dt=—.
(p,q) ; (1-1) T(p+ )

Considerando ¢ = sin? 0, temos

: T'(p)T
/‘($ﬂ2@p4ﬁ(1*$n2®¢12$n0amﬁdﬁ= (P)I'(q)
0

I

2/ ’ sin?? 2 9 cos?? 2 9 sin fcos @ d=
0 I'(p+q)

Da equagao (17), segue que

[SE]

1T(p)T'(q)

: 2p-1 2q-1 _
sin 0 cos 0do=
L 2T(p+q)

Lema 4. Seja z € R tal que 0 < z < 1, entao

T

F@ra-q = sin(mz)

Demonstragao. Veja em [8, p. 218 - 219].
1 ~ 1
Observe que, se © = 3 entdao I’ (5) =+

3. Resultado principal

Usando a teoria dos residuos [4, p. 231 - 233], obtemos

T

1(2) = ‘/Omsin(xz)dx = % 3

24

L(p+q)
I'(p)I'(q)
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(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
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que representa a integral de Fresnel classica. A desvantagem do uso dessa teoria é a escolha de um
contorno adequado para realizar a integracao complexa, cuja parte real ird fornecer a integral real
[4, p. 206 - 235]. Outra técnica utilizada para resolver integrais impréprias é o uso de métodos
classicos baseados em transformadas de Laplace, fungao gama, funcao beta e mudanca de ordem
de integracao. Para ilustrar essa técnica, iremos obter a expressao analitica de I(a) dada em (3),
sendo um nimero real. E claro que se a = 2, obtemos o resultado dado em (20).

Teorema 1. Se a > 1, a expressdo analitica para a generalizacdo da integral de Fresnel I(a) € dada
por:

1 (1 T

I(a)=-T"(-|sin|{=— 21

(a) p (0)5111(2(1) (21)

Demonstracdo. Seja v = z™, de modo que du = az® 'dr. Mas = = {/u entdo du = ﬂdm e

u
dr = —udu, assim,
au
°° 1 /= 1~ 1
I(a) :/ sin(u)ﬂdu: —/ wa sin(u)du = —/ - sin(u) du (22)
0 az a Jo aJo wula

Da equagao (6), segue que

1 zg{f(tl)}: 11 / efmtlﬁﬂdt:;l / ety g (23)
ulE 1—‘(1*;) F(l*;) 0 F(l ) 0

Substituindo a equagdo (23) na equagao (22), temos
I(a) L /w(/m ”ttldt) in(u)d (24)
Q)= —— e a dt | sin(u)du
i Db

Aplicando a mudanga de ordem de integragao [5, p. 252] na expressio (25), segue que

1 C T B 1 T .
I(a) m/() ta‘/o e Sm(u)dUdt_—aF(ll)/o t"a L{sin(u)}dt (25)
1

a

1
® ta 1 © 1
= dt = dit
aF(li)/o 1+12 aF(li)/o te(1+ %)

Seja y = t%, de modo que t = y® e dt = ay® 'dy. Assim,

1 0 ayafl 1 /*00 ya72
I(a) = dy = d 26
(@) am%)/o T ) T (26)

1 1 1
Seja y* = tan(J), de modo que y = (tan(9))= e dy = E(tan(ﬁ))ailsecg(ﬁ)dﬁ'
Note que
1+ 9% =1 +tan?(0) = sec?(9), (27)
N
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Y2 = [(tan(a))%]H = (tan(9))* (28)

- . T
Se y =0, entao =0, e se y — oo, entao 9= 5 Dessa forma,

10 = s [ it
_ ﬁ%)/om(tan(ﬁ))idﬁ. (29)
Sendo tan() = 12((?) entdo
I(a) = m/om(sm(a))i(cos(a))ida (30)
Scjam 2p71=f% e2q-1= % entdo p = % (1%) eq= % (1+§), assim
I(a) = Wll) /O " (sin(8) (cos(8)2 1 . (31)

Pelo lema (3),

" (sin(@) gy TG RITG ) TG TG
J i s o= 5 S < ST

_T(3-5)T(5+35)
1) = 22a}(17§) 2
TG )0 (5 5)
- 2al(1 - 1) (33)
Pelo lema (4),
11 11 T
R U | e o

|‘. S
26 = SBM
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Substituindo a equagédo (34) na equagao (33), temos
T T

Jsin (5 2)  2a0(1- 1)cos ()

o= a1

a

1
Sendo a > 1, entao 0 < — < 1, de modo que
a

assim,

Note que, se a = 2, temos
1_(1 T 1 1 1 |rn
1(2) = =T [ =] si (-):- S 39
@=3 (2)““4 2ﬁv§ 2\/; (39)
4. Consideragoes Finais

As integrais improéprias desempenham um importante papel em diversas dreas da Matematica e
da Fisica. Muitas das transformadas integrais sdo definidas através de integrais impréprias. Além
disso, elas também estao presentes nas distribuigoes de probabilidades e nas defini¢ées de derivadas
e integrais fraciondrias [6].

Nesse sentido, desenvolver técnicas alternativas para calcular analiticamente as integrais impréprias
é de fundamental importancia para a compreensao da teoria e para o aprimoramento das técnicas
atuais. Como trabalho futuro, desejamos usar as técnicas apresentadas nesse artigo para resolver
outras integrais improprias da Fisica-Matematica.
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