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Um outro olhar sobre as indeterminacoes

Diego Mathias Desanti® Roy Wilhelm Probst®

Resumo

Este trabalho mostra um estudo sobre as sete indeterminagoes matematicas. A proposta é fornecer
explicagoes mais completas e adequadas ao entendimento de estudantes, professores e entusiastas
da Matematica sobre indeterminagoes. O texto contém uma lista de exemplos sobre todas as
possibilidades de indeterminagoes através de limites cujo resultado pode ser igual: a zero, infinito,
constante nao nula, ou limite ndo existente. Além disso, traz uma andlise contextualizada dessas
expressoes através da Histéria da Matematica, contribuindo para a resolucao de problemas como
o hotel de Hilbert e os paradoxos de Zenao.

Palavras-chave: Indeterminagoes; Calculo Diferencial e Integral; Histéria da Matemaética.

Abstract

This work is about the seven mathematical indeterminate forms. This study aims to provide
a more general explanation of indeterminate forms to Math students, teachers, and enthusiasts.
For each indeterminate form, it shows examples of limits that are equal to zero, infinite, a non-
zero constant, or does not exist. It also discusses how the notion of infinity solved paradoxes in
Mathematics and Philosophy throughout the history, such as Hilbert Hotel and Zeno paradoxes.

Keywords: Indeterminate forms; Differential and Integral Calculus; History of Mathematics.

1. Introdugao

No dicionario da lingua portuguesa a palavra indeterminagao significa aquilo que nao esta determi-
nado, que é indefinido. No ambito da Matemaética, Lima afirma que essas formulas sao “desprovidas
de significado matemético” [13]. Na Algebra Linear, por exemplo, a palavra indeterminacao apa-
rece para descrever um sistema de equagoes lineares que possui infinitas solugoes [9]. No Célculo,
sao sete formas de indeterminacoes que descrevem limites, das quais, duas envolvem um quociente,
0/0 e co/co, uma multiplicagao, 0 - co, uma subtragao, co — oo e trés poténcias, 00, co® e 1%.

Ao analisar qualquer uma dessas expressoes, o questionamento sobre seu valor ou o resultado
produzido é inevitavel. Serd que todo numero elevado ao expoente zero é igual a um, portanto
deve-se ter 0° = 1? Ou entdo, co — 0o = 0, pois essa é uma subtracdo de um mesmo elemento? Ou
ainda, 1® = 1 pois nesse caso, hé infinitos fatores iguais a um e um multiplicado por ele mesmo
86 pode ser um? Parece natural deduzir que essas afirmagcoes sao verdadeiras devido as definigoes,
propriedades e teoremas da aritmética que o estudante tem contato ao longo dos anos escolares.
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Porém, devem-se analisar essas expressoes com maior cuidado. Por exemplo, o significado de 1 é
um limite em que

lim f(z)9@®

r—a

com lim f(z) =1 e lim g(z) = co. Assim, deve-se ter clareza que escrever 1° é um abuso de
rT—a r—a

notacao. Ao esquecer disso, se poderia escrever

1*=1-1-1-...-1-

infinitos fatores
orém, pela propriedade da divisao de poténcias de mesma base, tem-se
b b

100

F — 100 0
Mas o que significa co —c0? Como resolver essa subtracao? Lima afirma, “deve-se observar enfati-
camente que +00 e —co ndo sao nuimeros reais” [12], assim, néo é possivel concluir que co—co é igual,
necessariamente, a zero, como se imagina. Vale ressaltar que expressoes que envolvem o simbolo
infinito nao aparecem com muita frequéncia nos niveis béasicos de ensino, o que leva o estudante a
cometer o erro de operar esses simbolos como se fossem numeros, o que nao deve ocorrer.

Ao iniciar o estudo do conjunto dos nimeros naturais e suas operacgoes no Ensino Fundamental, a
divisao de dois nimeros naturais é definida como o inverso da multiplicagdo, isto é, k = x/y significa
que k - y = x, desde que y # 0. Nessa fase do ensino é bastante comum que os livros didaticos evitem
expressoes da forma 1/0, tendo em vista a dificuldade em explicar a impossibilidade dessa divisao.
O fato é que expressoes desse tipo causam curiosidades, e sua compreensao nao é imediata. Dessa
forma, o professor deve ter condigoes de explicar para o estudante a restricao y # 0, sem fazer
mengao ao limite

lim l

y—=0y
Para isso, uma alternativa seria expor algebricamente esse resultado através da definicao de divisao,
mostrando-lhe que nao existe um nimero natural k£ tal que z seja divisivel por zero, ou seja, essa
divisao é impossivel. Outra alternativa seria mostrar aritmeticamente a divisdo de um por valores
cada vez mais proximos de zero, tanto positivos, quanto negativos, para que o estudante perceba
intuitivamente que ao tomar como divisor valores positivos proximos de zero, o quociente torna-
se cada vez maior, eventualmente superando qualquer niimero positivo fixado [11]. Verificar os
quocientes da divisao de um por valores pequenos préximos de zero é analogo a tomar valores no
dominio da fungao f dada por

fa)=-

e observar suas imagens. Kaplan afirma, “nao podemos dizer que f(z) se aproxima de nenhum
ndmero real”, isto é, sua imagem cresce ou decresce indefinidamente [11].

No campo de estudo dos niimeros racionais, representado pelo conjunto
Q={z=a/b;jacZebeNY},

onde N* e Z sao o conjunto dos niimeros naturais nao nulos e o conjunto dos ntimeros inteiros,
respectivamente, tem-se a restricao de o denominador b ser um ntmero natural diferente de zero,
enquanto que o nimero a pode ser qualquer inteiro, inclusive o préprio zero. Afinal de contas, o que
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acontece se ambos os nimeros fossem iguais a zero? O que significa matematicamente a expressao
0/0?7 Por que essa expressao é dita indeterminada? FEssas s@o questdes que causam uma certa
curiosidade no estudante, ao mesmo tempo que causa desconforto ao professor em fornecer-lhe
explicagoes de forma adequada e didatica.

O aparecimento de indeterminagoes matematicas no Ensino Fundamental nao se resume a expressao
0/0. No estudo da potenciacdo de niimeros racionais a compreensio da expressdo a’ = 1, para
a # 0, nao ¢é imediata.

Dado um ntuimero real positivo a, para todo n € N, a poténcia a™ de base a e expoente n é definida
como o produto de n fatores iguais a a. Para n =1, como nao ha produto de um sé fator, poe-se
a' = a, por definicao [15]. A definicdo indutiva de a™ é: a' = a e a™! = a™ - a. Para quaisquer
m, n € N tem-se a™ - a™ = a™*", pois em ambos os membros dessa igualdade tem-se o produto de
m+ n fatores iguais a a. Assim, a igualdade a®- a' = ™! deve ser vélida, logo a®- a = a implica a
tinica definigao possivel: a® =1 [15]. Dessa forma, o estudante é convencido de que a° é realmente
igual a um. Mas, entdo, qual é o valor de 0°? E totalmente natural o estudante concluir entdo que
0% também ¢é igual a um. No entanto, ele deve ter o entendimento das definicdes e propriedades

da potenciag@o, onde a poténcia a™ s6 é valida para valores de a diferentes de zero.

J& no Ensino Superior, no estudo de limites e derivadas de uma funcao real, a indeterminagao 0/0
geralmente aparece pela primeira vez no célculo de limite de fungoes racionais, por exemplo,

x4
lim ,
-2 x—2
que graficamente representa uma reta com um ponto de descontinuidade de coordenadas (2,4).

Como z = 2 é um zero das fungbes envolvidas no numerador e no denominador da expressao sob
o limite, tem-se a indeterminacao da forma 0/0. Nesse caso, a estratégia de resolucdo consiste em

fatorar o numerador, tal que 22 —4 = (z + 2)(z — 2) e efetuar a simplificacdo com o denominador,
isto é,
2
-4 +2)(z—2
lim 2 gy EFDE D vy o
z—2 1 —2 Tx—2 T —2 r—2

Ainda sobre a indeterminacao 0/0, ela aparece também na definigdo de derivada cuja interpretacao
geométrica é o coeficiente angular m da reta tangente a uma curva y = f(z) no ponto P = (a, f(a)),

dada pela expressao
i 18— f(@)
im —————.

r—a r—a

m =

Os limites fundamentais trigonométrico e exponencial geram as indeterminagoes 0/0 e 1%, respec-
tivamente. O limite trigonométrico fundamental é dado por
sen x

lim ,
x—0 €T

cujo limite é igual a um. Note que efetuar a substituigdo direta de z = 0 gera a indeterminagao
0/0, pois sen0 = 0. J4 o limite exponencial fundamental é dado por

1 T
lim (1 + —)
T—00 T

e produz a indeterminacao 1*°. No entanto, é possivel provar que o limite exponencial fundamental
é igual ao niimero irracional e, cujo valor aproximado é 2,718281828459... [6].
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Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar as sete formas indeterminadas e entender essas
expressoes sob outra perspectiva. Além disso, o objetivo é mostrar aos estudantes e professores
de Matematica que as indeterminagoes surgem em diversas situagoes e em diferentes contextos
da Matemadtica, bem como propiciar ao leitor explicagoes mais adequadas sobre o significado de
cada forma indeterminada, ampliando a compreensao desse tema em outros contextos dentro da
Matematica além do que é apresentado em tépicos do Célculo Diferencial e Integral na aplicagao
da Regra de L’Hopital.

2. As sete indeterminagoes

As sete indeterminagoes do Célculo sdo 0/0, 0°, co/co, 0 - 00, 0o — 00, 00 e 1®. Na Tabela 1
sao apresentados exemplos elementares de limites que geram as sete formas indeterminadas cujos
resultados podem: (a) ser igual a zero, (b) ser igual a oo, (c) ser igual a k € R (k # 0) ou (d) néo
existir.

| Tipo | (a) \ (b) \ (c) \ (d) \
. x? .z . senw .z
0/0 lim — lim — lim lim —
z—0 T z—0 T z—0 I z—0 I
0o 11H01+ 0= hIP (2—1;2)1/93 hIP (2L)1/1, 11%7(21/1;)1'3&1(1/1;)
2
2
cofoo | lim — lim lim = lim 22 *cen7)
T—0 I o0 I T—00 I T—00 T
. . 9 . 1 . sen
0-o00 lim z - — lim z= - — lim z - — lim z -
T—00 €T L—00 T T—00 T T—00 T
00 — 00 lim (z — ) lim (22 - 2) lim[(z-1)—2] | lim[(z +senz) - 2]
000 lim (2;52)—1/1 lim (xz)l/z lim (21)1/:): hn(}+(21/z)mscn(1/x)
1| lim (2/7)7* | lim (21/7)"° lim (21/7)e lim (256‘1(@/36)

Tabela 1: Exemplos das sete formas indeterminadas.

Ao observar todas as formas indeterminadas, parece faltar uma combinacao de simbolos, a forma
0%. Essa expressao néo faz parte desse rol, isto é, 0° néo é indeterminado [19] . Para mostrar que
tal expressao nao é uma indeterminacao, considere lim f(z)9*) onde lim f(z) =0 e lim g(z) = co.
r—a r—a l‘—)f
R
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Como a fun¢é@o exponencial e logaritmica sdo inversas uma da outra, tem-se

li 9(2) _ Jjy oS (@)7F _ g(z)Inf(z) _ 1
B @) = e e . W
pois o expoente tende a —co. Note que a fungao exponencial é continua, permitindo que seu cédlculo
ocorra apés a aplicagao do limite no expoente.

2.1. Zero dividido por zero

Poder-se-ia pensar que 0/0 = 1 tendo em vista que 1/1 =1, 2/2 =1, 3/3 =1, e assim por diante.
Isto é, todo ntmero real dividido por ele mesmo é igual a 1. No entanto, essa afirmacao nao é
totalmente verdadeira. Devem-se observar as restri¢coes que envolvem essa definicao [8].

Definigcao 1. Dados os nimeros z,y € R, diz-se que z é divisivel por y se existe k£ € R tal que
r=1vy-k.

Afirmar que um nimero z dividido por y # 0 é igual a um numero k é anilogo a afirmar que k
multiplicado por y é igual a z, isto é, /y = k implica que k - y = x.

Analisando as possibilidades de substituicao de valores para x e y na definicao, observe que ao
tomar z =0 e y = 1 tem-se que para 0/1 deve existir um & tal que 0 =k - y. Como y # 0 a tUnica
possibilidade para k é que ele seja nulo. Logo, 0/y = 0 para todo y diferente de zero.

Tomando z =1 e y =0 tem-se 1/0. O resultado dessa divisdo néo é igual a zero. Para verificar,
basta observar a defini¢ao de divisao. A pergunta a ser feita é: existe um nimero £ tal que 1 = 0-k7?
De fato, nao existe, e a constatagao € trivial. Nao ha nenhum valor que multiplicado por 0 resulte
em 1, pois qualquer que seja o valor k£ quando multiplicado por 0 sempre resultard em 0 e jamais
em 1. Portanto, a divisdo 1/0 é indefinida, mais genericamente, /0 é indefinida para todo z nao
nulo.

Ao analisar, por exemplo, as divisoes de 1 por nimeros proximos de zero, percebe-se que o quociente
tende a valores cada vez maiores & medida que o divisor se aproxima cada vez mais de zero, ou
seja,

1 1 100; L 1000

0,1 0,01 7 0,001
e assim por diante. Nesse caso, diz-se que esses quocientes tendem ao infinito. Analogamente, ao
tomar como divisor valores negativos préximos de zero, os quocientes tendem a valores grandes
em moédulo; assim, tem-se que esses quocientes tendem ao infinito negativo.

=10;

Portanto, pode-se afirmar que 1/0 = +o0? A resposta é ndao. O simbolo co ndo é um nimero,
tampouco significa que o limite existe [19], pois 1/z pode ser tdo grande quanto queira, ou seja,
fornece uma nocao do comportamento da divisdo de um ntimero z nao nulo por nimeros de valor
absoluto pequeno. A ideia por tras dessa analise é o conceito de limites que pode ser apresentado
aos niveis basicos de ensino sem a carga da notacao de Calculo em que o estudante nao esta
habituado. Assim, conclui-se novamente que a divisdo 1/0 é indefinida. A forma matemdtica de
expressar essas ideias é escrever

lim — =-oc0 e lim — = +oo.
z—0" I x—0t T
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Observe o seguinte exemplo em que “efetuar a divisao por zero inadvertidamente conduz a absur-
dos” [7]. Suponha dois nimeros reais m e n tal que m = n.

m = n multiplicando ambos os membros por n

mn = n? subtraindo m? da equacdo

mn—-m? = n?2-m?
m(n—m) = (n+m)(n—m) dividindo ambos os membros por (n— m)
m = n+m como mn por hipdtese segue que
m = m+m
m = 2m dividindo a equagao por m
1 2 o que é um absurdo.

Esse processo chegou a um resultado absurdo devido ao passo em que foi efetuada a divisao de
ambos os membros da igualdade por (m — n), que é uma diferenca nula, pois m = n por hipdtese.
Prosseguindo com as possiveis substituicoes de valores para z e y, segue a anélise da definicao da
divisdo em que z = y = 0, tem-se 0/0. Novamente, deve-se provar a existéncia de um numero k
tal que 0 = k- 0. Nesse caso, k pode assumir qualquer valor visto que todo k é tal que 0 -k = 0,
ou seja, o numero k nao estd determinado, pois ele assume infinitas possibilidades. Observe, por
exemplo,

k 0,k 0,0k 0,00k
—=k; — =k —=k = =k
1 " 0,1 70,01 0,001 ’
para qualquer £ =1,2,...,9, e assim por diante. Analogamente se ambos os termos, numerador e

denominador, forem negativos.

De fato, os resultados das divisoes entre nimeros iguais é um independente da grandeza do nimero
envolvido; no entanto, Lima afirma que “0/0 é uma indeterminagao, pois a expressao z/y, para
valores muito pequenos de z e de y nao assume necessariamente valores préximos de um” [13].
Ainda, “se nos derem de antem&o um numero arbitrario ¢, podemos escolher nimeros z, y tao
pequenos quanto desejemos, de tal forma que z/y = ¢” [13].

0 0: 0
0,1 0,001
igual a zero é imediato da defini¢io ja mostrada no caso 0/y para (y # 0), assim, quando o
numerador é igual a zero e o denominador tende a valores extremamente pequenos, tao perto de
zero quanto se queira, imagina-se que 0/0 = 0.

.0 . .
Agora, observe as seguintes divisoes: 1= 0; = 0 e assim por diante. O resultado

Afinal, 0/0 é igual a 1, igual a 0 ou igual a ¢ (constante nao nula diferente de 1)? Na impossibi-
lidade de se determinar um valor tnico e inquestionével, a expressdo 0/0 é uma indeterminacao
matematica.

2.2. Zero elevado a zero

A potenciacao de expoente natural é definida de forma indutiva como:

Definigao 2. Sejam @ um numero real e n um nimero natural. A poténcia de base a e expoente
n é o numero a™ tal que:

a’=1
a"=a"1t.a Vn, n>=1

N
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Ao substituir valores para n obtém-se:

ot = d’-a=1-a=a
> = a'-a=a-a
o> = d®>-a=(a-a)-a=a-a-a.

De modo que, para p > 2, tem-se que a? é um produto de p fatores iguais a a.

H4 obras em que a expressdo a’ é apresentada como uma propriedade da potenciacdo e ndo como
definigao. Nesse sentido, a potenciacao é definida da seguinte forma:

Definicao 3. Sejam ¢ um numero real e n um nimero natural, n > 2 entao a poténcia a™ é dada

por
n

a"=a-a-a-..-a,
————
n fatores

em que o expoente n indica o nimero de fatores iguais a a que estao sendo multiplicados.

A propriedade da potenciacdo que envolve a divisao de poténcias de mesma base é consequéncia
imediata dessa defini¢ao, isto €,

isto ¢, aplicada a propriedade da divisao de poténcias de mesma base, chega-se & expressio a®,

cujo valor nao se pode definir de imediato. Porém, observando a expressao por outro lado, sabe-se
que um nimero nao nulo dividido por ele mesmo ¢ igual a 1, ou seja,

Portanto, conclui-se que a® = 1.

Note que ambas as definigdbes nao mencionam explicitamente que a base a deve ser diferente de
zero. Caso fosse, haveria a possibilidade 0°, que se poderia pensar ser igual a um. No entanto,
Paiva afirma que “nao hd unanimidade entre os matematicos quanto a adocao do valor 1 para a
poténcia 0°7 [18].

Mas afinal, 0° tem valor? Lima afirma que “a resposta mais simples é: 0° é uma expressao sem
significado matematico” [13]. Como explicar que uma expressdo matemdtica nao tem significado
na Matematica? Parece contraditério, mas a explicacao nao é complicada. Lima completa dizendo
que “uma resposta mais informativa seria: 0° é uma expressao indeterminada” [13].

Para melhorar a compreenséao, suponha a™ = b, logo b/b = b° se b # 0. Portanto, se b =0 — que
ocorre se, e somente se, a base a = 0 tem-se 0° = 0/0, que é uma indeterminagao apresentada na
secao anterior.

Por outro lado, observe as possiveis substituicoes de valores na expressao a™. Se a = 0, entao
0™ = 0 para todo n # 0, logo se poderia supor que 0° = 0; por outro lado, a® = 1 para todo a # 0,
ran
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assim se poderia concluir que 0° = 1. Logo o simbolo 0 ndo possui um valor que se imponha
naturalmente, o que leva a considerd-la uma expressao indeterminada [13].

Em uma ideia intuitiva de limites, mantendo fixo o expoente igual a zero e fazendo a base tender
a zero, chega-se & conclusio que essas poténcias sdo iguais a um, ou seja, 0,1° = 1; 0,01° = 1;
0,001° = 1 e assim por diante. Por outro lado, mantendo a base fixa igual a zero e variando o
expoente com valores que se aproximam de zero, tem-se que essas poténcias sao iguais a zero, isto
é, 0! = 0; 0% =0; 0901 = 0; 09001 = ( e assim por diante. Por fim, variando a base e o expoente
com valores de mesma grandeza tendendo a zero, conclui-se que essas poténcias tendem a um,
pois, 0,1%! ~ 0,794328; 0,01%° =~ 0,954992; 0,001%°°1 = 0,993116 e assim por diante, de modo
que 0, 00...019:00--01 _ 7,

1
Inz® _ _zlnz

Note que z* = ¢ e = e1/z logo

Inz lim 1oz lim —£& lim (—z)
1/z = eu—0* Ve _ ea—0t ~1/7% — oaot = 60 = 1,

lim z” = lim e
z—0* z—0*

utilizando a regra de L’Hopital na terceira igualdade. Nesse exemplo a base e o expoente sao
iguais, e ambos tendem a zero.

2.3. O infinito

O simbolo oo foi introduzido pela primeira vez pelo matemdtico britanico John Wallis (1616-1703)
[5], no entanto sua ideia é bastante antiga e vem motivando néo sé os matemdticos mas também
outras areas do conhecimento ao longo da Histéria. O cientista Galileu Galilei “deu exemplos de
propriedades paradoxais dos ntmeros infinitos e admitiu que ndo os compreendia” [17].

Os primeiros a terem uma consciéncia sobre o infinito foram os gregos, em particular os pitagéricos,
ao tentar exprimir através de um nimero a medida da diagonal do quadrado de lado unitario. Eles
sabiam que V2 nao podia ser expresso por meio de uma fracio, o que implica que esse niimero nio
é racional e é composto por infinitas casas decimais com dizima periddica inexistente. Segundo
Eves, “a descoberta da existéncia de ntimeros irracionais foi surpreendente e perturbadora para os
pitagéricos” [5].

A ideia de infinito também estd presente na constante m. O célculo de uma aproximagao de
numero irracional 3,1415... deu-se de forma cientifica por Arquimedes [5] ao tentar determinar o
comprimento de uma circunferéncia, construindo dois poligonos regulares — um inscrito e outro
circunscrito a uma circunferéncia — e fazendo com que o nimero de lados aumentasse, e assim
aproximar o perimetro desses poligonos ao comprimento da circunferéncia. Utilizando poligonos
regulares de 96 lados, Arquimedes mostrou que 233/71 < 7 < 22/7 (ou seja, 3,1408 < 7 < 3,1429).
No entanto, Arquimedes ndo admitia um nimero infinito de parcelas; naquela época “os gregos
sempre evitavam lidar com o infinito, pois esse conceito lhes trazia dificuldades que eles nunca
souberam resolver” [1]. Esse método de determinagido do ntiimero mr, chamado de método cldssico
de célculo de 7, foi publicado por Arquimedes em um tratado chamado “A medida de um circulo”
[5]. Em notacdo atual, essa ideia pode ser expressa como

lim I,, £ comprimento do circulo < lim C,,,

n—oo n—o0

em que I, e C, sao os perimetros dos poligonos inscrito e circunscrito, respectivamente, e n é o
numero de lados desses poligonos.

N
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Segundo Eves, “o método de exaustdao pode ser considerado como a resposta da escola platonica
aos paradoxos de Zendo” [5]. Os paradoxos da dicotomia e da corrida de Aquiles contra a tartaruga
argumentam que o movimento é impossivel, sob a hipétese de subdivisibilidade infinita do espaco
e do tempo [3]. Segundo Morris “embora certos filésofos mais antigos tenham falado de uma
infinidade de mundos, o primeiro a examinar o conceito de infinito em detalhe foi o fil6sofo grego
Zenao” [17].

Ao longo do tempo diversas mentes brilhantes trataram do infinito em seus estudos, como o
engenheiro Simon Stevin (1548-1620), com a determinacdo dos centros de gravidade de figuras
planas através do método de exaustao para um ntmero infinito de termos; Johannes Kepler (1531-
1630) que, considerava somas infinitas; Bonaventura Cavalieri (1598-1647), que considerava uma
reta composta por infinitos pontos bem como seu método dos indivisiveis, o qual diz que “um
indivisivel de uma porcao plana dada é uma corda dessa porcao, e um indivisivel de um sélido
dado é uma secgao desse s6lido” [5]. Assim, uma porgao plana é considerada como infinitas cordas
paralelas e um sélido é formado por infinitas se¢oes planas e paralelas.

Outros importantes matemdticos trataram do infinito como Bernhard Bolzano (1781-1848), Ri-
chard Dedekind (1831-1916) e George Cantor (1845-1918). Bolzano mostrou muitas propriedades
importantes dos conjuntos infinitos em um trabalho chamado “Paradoxos do Infinito” [5]. Nesse
trabalho pioneiro publicado postumamente em 1859, Bolzano “abordou varias questoes de natureza
filos6fica e matemdtica acerca dos conjuntos infinitos” [1]. Coube a Dedekind definir efetivamente
conjuntos infinitos, e a Cantor demonstrar a enumerabilidade dos niimeros racionais e nao enume-
rabilidade dos reais. Um maior aprofundamento do estudo filoséfico e matematico sobre o infinito
foge do escopo deste trabalho.

2.4. Infinito dividido por infinito

A expressao co/co estd no rol das indeterminagdes matemadticas. Essa expressio nao pode ser vista
como uma divisao de dois nimeros iguais, o que resultaria em um. A indeterminagdo oo/co ocorre
quando, dadas duas fungoes f e g tais que lim f(z) = o0 e lim f(z) = oo, tem-se o limite

r—a r—a

lim 1) _
z—a g(T)

(e¢]
(o¢]

que pode ser transformado na indeterminacao 0/0 ao reescrever o limite como lim 1/g($).

a—a 1/f(z)
O simbolo +oco0 é utilizado para indicar a existéncia de uma assintota vertical ou horizontal da
curva de uma dada funcao. Segundo Thomas, “Se a distancia entre o grafico de uma fungao e
uma reta fixa aproxima-se de zero & medida que a curva se afasta da origem, dizemos que a curva
aproxima-se, assintoticamente, da reta e que a reta é uma assintota do grafico” [21].

No caso de limites infinitos, denotado por lim f(z) = +oo, significa que & medida que z se aproxima
r—a

de um numero real a, a fungao supera qualquer niimero no seu conjunto imagem, isto é, f cresce ou
decresce indefinidamente de modo que a curva que representa f aproxima-se tanto quanto queira
de uma reta vertical z = a. A tal reta é dado o nome de assintota vertical.

Definigao 4. A reta z = a é chamada assintota vertical da curva y = f(z) se pelo menos uma das
seguintes afirmacoes for verdadeira:
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(a) lim f(z) = +eo.
(b) lim f(z) = —co.
(c) lim f(z) =-+eo.
(d) lim f(z)=co.

sen r

Um exemplo classico é a fungao tangente definida como f(z) = . Para valores de z iguais a

cos T
T ~ . . . , ~
5 +kn, a tangente nao esta definida, pois nesses pontos tem-se cos z = 0. Logo, o grafico da fungao

tangente, mostrado na Figura 1, possui infinitas assintotas verticais passando por 3 + km em que

k é um numero inteiro.

------------g—-------------
3
---------------_-%__--------_------_
[=]
e a e et
E)
(8]
= e e

Figura 1: Exemplo de assintota vertical: gréfico de f(z) = tan z.

Definigao 5. A reta y = ¢ é uma assintota horizontal do gréfico da fungdo y = f(z) se uma das
seguintes afirmacoes ocorrer:

(a) lim f(z)=c.

Tr—00

(b) lim f(z)=c.
an
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2
. . ~ e+ . . -
Para exemplificar esse caso, considere a func¢ao f(r) = ———, que gera a indeterminacao co/oo
quando z — oo. Esse é um caso em que a Regra de L’Hopital nao funciona, pois, ao derivar
sucessivas vezes o numerador e o denominador, a indeterminagao nao é eliminada. Para tal, usam-
oo - : . Vo241 -
se artificios algébricos e conclui-se que lim ——— = —. Logo, pela definicao tem-se que a reta
) z—co 21— 3 2

y=5 é uma assintota horizontal do grafico de f, conforme a Figura 2.

Yy

2

22 +1

Figura 2: Exemplo de assintota horizontal: grafico de f(z) = 523"
7

2.5. Zero vezes infinito

A discussao desta secdo envolve o produto de dois importantes elementos da Matematica. Um
elemento é o nimero zero, algarismo criado pelos hindus para indicar o vazio em seu sistema
de numeracao posicional. Eves afirma que “a ideia de valor posicional e um zero devem ter
sido introduzidos na India algum tempo antes do ano 800 d.C.” [5]. O outro é o simbolo oo, j4
apresentado na se¢ao anterior, que nao é um nimero, e, portanto, as regras da aritmética nao sao
aplicaveis. Afinal, o que pode surgir do produto desses dois simbolos? O que representa 0 - co?

Sabe-se do produto de nimeros reais que para toda constante ¢ multiplicado por zero o resultado
é zero, isto é, 0- ¢ = 0. Por outro lado, dada uma funcao f tal que lim f(x) = oo, entao para todo
nimero ¢ > 0 lim ¢ - f(z) = o0, 0 que dé a ideia de que ¢ - o0 = oorf_)]f;essa forma, 0 - oo é igual a
zero ou igual az:oa? A resposta depende do contexto em que tais elementos estao envolvidos. A

partir dessa ideia, sera aprensentado como contexto dessa indeterminagao o paradoxo de Zenao da
corrida de Aquiles contra a tartaruga e o paradoxo da dicotomia.
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Zenao de Eleia foi um filésofo, professor e politico que viveu no século V a.C. na cidade de Eleia
da Magna Grécia, atual sul da Italia. Era discipulo de Parménides da escola eledtica e propds
alguns paradoxos relacionados ao movimento. Uma questao discutida na época entre as diferentes
correntes do pensamento era a validade da admissao da subdivisibilidade indefinida de uma gran-
deza ou se a grandeza seria dividida em um nimero muito grande de partes indivisiveis, assim,
“hé& evidéncias de que na Grécia antiga desenvolveram-se escolas de raciocinio matemético que
abragaram uma ou outra dessas premissas” [5].

Um dos paradoxos de Zenao diz respeito a corrida entre o veloz heréi Aquiles e uma tartaruga, em
que Aquiles d4 & lenta tartaruga a vantagem de sair com uma certa distancia & frente. O paradoxo
diz que Aquiles jamais alcangaria a tartaruga, pois quando Aquiles alcancasse o ponto inicial em
que a tartaruga se encontrava, ela ja teria andado uma determinada distancia. Quando Aquiles
alcangasse o segundo ponto em que a tartaruga se encontrava, ela ja teria andado mais uma certa
distancia e assim sucessivamente, admitindo a divisao da distancia a ser percorrida em infinitas
partes, o que tornaria a vitéria de Aquiles impossivel. A Figura 3 ilustra a corrida.

Fr, e

Figura 3: Corrida entre Aquiles e a tartaruga. Fonte: The Center of Math Blog [20].

Ja o paradoxo da dicotomia diz que para percorrer uma determinada distancia, por exemplo,
um segmento de reta AB, antes de obter o deslocamento total do ponto A ao ponto B, deve-se
alcangar antes o ponto médio desse segmento; no entanto, antes do ponto médio deve-se alcancar
o ponto correspondente a um quarto da medida do segmento, e um oitavo, um dezesseis avos e
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assim sucessivamente, pois “se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente entao o
movimento é impossivel” [5]. Ou seja, ndo poderia partindo de A chegar ao ponto B, pois “como
o movel tem de passar por uma infinidade de posi¢Ges intermedidrias num tempo finito, nunca se
chegard ao ponto B, nem sequer comegard a se mover” [2]

Esses paradoxos foram um desafio para a ldgica, exercendo grande influéncia no pensamento fi-
loséfico. Os gregos do século V a.C. sentiram muita dificuldade em conhecer o movimento continuo
[2]. Os paradoxos desafiam ideias intuitivas “de que a soma de um niimero infinito de quantidades
positivas é infinitamente grande, mesmo que cada uma delas seja extremamente pequena e que a
soma de um nimero finito ou infinito de quantidade de dimensao zero seja zero” [5].

Suponha que a tartaruga inicie a corrida com uma vantagem de 100 metros em relagdo a Aquiles e
que a velocidade de Aquiles seja 10 vezes maior do que a velocidade da tartaruga. Entao, quando
Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga terd percorrido 10 metros. Quando Aquiles vencer os
10 metros, a tartaruga terd andado 1 metro, depois 0,1 metro, e assim por diante. Dessa forma,
as distancias percorridas por Aquiles vao decrescendo a uma raziao geométrica de 1/10, logo as
distancias percorridas pelo herdi é a soma das fracoes

111
10041041+ — + — + —— ..
10" 100 T 1000

Apesar de essa soma possuir infinitas parcelas, ela converge para um numero real. O resultado
dessa soma dé-se por meio da soma dos infinitos termos de uma Progressao Geométrica, resultando
em uma distancia total de 1000/9 metros. Nessas condigoes, Aquiles alcancard e ultrapassard a
lenta tartaruga nos primeiros 1000/9 metros de percurso. A mesma ideia é usada no paradoxo
da dicotomia. O fato é que movimento existe, isto é, Aquiles alcangard a tartaruga assim como é
possivel percorrer a distancia de um segmento de reta AB unitario. A incoeréncia dos paradoxos
de Zenao é que se considera apenas um intervalo de tempo fixo, ou seja, deve-se “efetuar uma série
infinita de atos, algo que nao pode ser feito em um periodo de tempo finito” [17], pois sabe-se que
o tempo nao é finito.

2.6. Infinito menos infinito

Essa indeterminagao ocorre quando tem-se a subtracao de duas fungoes quando ambas tendem ao
infinito, gerando entao a expressao co —oco. Como co nao é um numero real, nao se pode empregar
a aritmética de maneira usual e o resultado desse limite nao é igual a zero necessariamente.

Em outro contexto, tem-se o famoso paradoxo do Hotel de Hilbert que envolve conjuntos infini-
tos. David Hilbert (1862-1943) foi um matemdtico alem&o, e seu trabalho foi excepcionalmente
abrangente e talentoso, como provam suas muitas e importantes contribuigoes a diversas dreas [5].

Para falar do paradoxo do Hotel de Hilbert é necessario entender alguns conceitos de conjuntos
infinitos cuja teoria foi proposta por Georg Cantor (1845-1918). Segundo Lima, “deve-se a Cantor
a descoberta fundamental de que héa diversos tipos de infinito, bem como a anélise desses tipos”
[12]. Antes de Cantor, Richard Dedekind (1831-1916) definiu precisamente conjuntos infinitos [10].
Quanto ao nimero de elementos de um conjunto, ele pode ser finito, enumeravel e nao enumeravel.
Nesse sentido “a maior contribuicao de Cantor nesta area nao foi a adogao de linguagem e da
notagao dos conjuntos e sim suas descobertas sobre os niimeros cardinais de conjuntos infinitos” [14].
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Cantor em sua teoria descobriu “que existem conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades
ao provar que nao pode haver uma correspondéncia biunfvoca entre N e o conjunto R”[14]. As-
sim, Cantor estabeleceu uma hierarquia entre conjuntos infinitos, mostrando que o conjunto dos
numeros Reais e Complexos tem cardinalidade superior a dos conjuntos enumerdveis como 0s
naturais, inteiros e racionais, por exemplo.

Definigao 6. Seja I,, o conjunto dos ntimeros naturais de 1 até n, isto é,
I, ={peN/1<p<n}

Um conjunto A néo vazio é finito se existe uma funcao bijetora f : I, — A, para algum n € N, e
nesse caso o conjunto A possui exatamente n elementos.

Para a anélise do paradoxo do Hotel de Hilbert interessa determinar a cardinalidade de um conjunto
infinito. Diz-se que um conjunto é infinito quando nao é finito. Como efetuar a contagem de
conjunto infinito? Nesse caso tem-se a ideia de enumerabilidade: um conjunto A é chamado
de enumeravel se é finito ou quando existe uma correspondéncia biunivoca com o conjunto dos
nimeros naturais, isto é, existe uma funcao bijetora f : N — A.

O paradoxo do Hotel de Hilbert considera um hotel com infinitos quartos todos enumerados com
nimeros naturais, isto é, o primeiro quarto corresponde ao quarto de nimero 1, o segundo quarto
corresponde ao quarto de nimero 2 e assim por diante. O hotel encontra-se lotado, ou seja, os
infinitos quartos estao ocupados por infinitos héspedes. Ao chegar um novo héspede, mesmo com o
hotel lotado, o gerente do hotel consegue acomoda-lo, afinal, o hotel possui infinitos quartos. Para
tal, o gerente solicita que o héspede do quarto nimero 1 mude-se para o quarto de ntimero 2, o
héspede que se encontrava no quarto niimero 2 mude-se para o quarto de nimero 3, o héspede que
se encontrava no quarto de nimero n mude-se para o quarto de niimero n + 1 e assim por diante,
tendo em vista que na numeracao através do conjunto dos ntimeros naturais, sempre haverda um
proximo termo. Com essa manobra, o quarto de nimero 1 estd vago para o novo héspede. A
estratégia é a mesma se chegar um grupo de n héspedes para se acomodar no hotel; o gerente tera
que deslocar o héspede do quarto de niimero 1 para o quarto de ntimero n + 1, e assim por diante
de modo que os n primeiros quartos fiquem vagos.

Ao chegar um 6nibus com infinitos passageiros, para acomodar todos eles, o gerente solicita aos
héspedes do hotel que se mudem de quarto novamente de modo que cada um deve ir para o quarto
cujo numero é o dobro do quarto em que se encontra, isto é, o héspede do quarto de niimero 1
muda-se para o quarto de nimero 2, o héspede do quarto de nimero 2 muda-se para o quarto
de numero 4, o héspede do quarto nimero n muda-se para o quarto de nimero 2n e assim por
diante. Desse modo, todos os quartos cujos niimeros sao impares encontram-se disponiveis para
os infinitos novos héspedes.

O desafio do gerente aumenta ao ter que acomodar uma excursao de infinitos énibus com infinitos
passageiros em cada Onibus. Para tal, o gerente solicita que os hdspedes mudem-se de quarto
novamente, de modo que o ntimero do novo quarto ¢é igual a 2 elevado ao nimero do quarto em que
se encontrava, isto é, o héspede que se encontra no quarto de nimero 1 muda-se para o quarto de
ndmero 2, pois 2! = 2; o héspede que se encontra no quarto de nimero 2 muda-se para o quarto de
ndmero 4, pois 22 = 4; o héspede que se encontra no quarto de nimero n muda-se para o quarto
de nimero 2™ e assim por diante. Assim, para alocar os infinitos novos héspedes dos infinitos
onibus da excursao, o gerente usa a seguinte estratégia: os passageiros do primeiro 6nibus serao
acomodados nos quartos cujo nimero € igual a 3 elevado ao nimero do seu assento do 6nibus, ou
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seja, o passageiro do assento ntimero 1 serd acomodado no quarto de ntimero 3, pois 3' = 3; o
passageiro do assento niimero 2 serd acomodado no quarto de niimero 9, pois 32 = 9; o passageiro
do assento numero n, serd acomodado no quarto de nimero 3" e assim por diante. Os préximos
infinitos 6nibus deverao seguir a sequéncia dos numeros primos; logo, os passageiros do segundo
onibus serao acomodados em quartos cujos nimeros sejam o resultado de 5 elevado ao nimero do
seu assento no onibus, e assim por diante: para cada 6nibus, uma poténcia cuja base é um nimero
primo.

A questao que deve ser levantada é se com essa estratégia tracada pelo gerente ocorre o risco de
dois héspedes serem acomodados no mesmo quarto. Felizmente isso nao acontece; por exemplo,
os passageiros do primeiro 6nibus estao acomodados em quartos de nimeros da forma 3", e do
segundo oOnibus, estao acomodados em quartos de nimeros da forma 5™. Supondo que tenha um
quarto com dois hdspedes, isso implica admitir que 3™ = 5™, portanto, como 3™ é divisivel por 3,
entao tem-se 5™ também divisivel por 3 o que implica que 5 é divisivel por 3, o que é um absurdo,
pois, sabe-se que 5 nao é divisivel por 3. Isso ocorre para quaisquer dois niimeros primos distintos.

Com essa estratégia, ainda estao vagos os quartos cujos numeros sao divisiveis por mais de um
nimero primo, tendo em vista que o gerente acomodou os infinitos passageiros dos infinitos 6nibus
em quartos de nimero da forma p”, onde p é um nimero primo correspondente ao 6nibus e n
corresponde ao numero do assento do 6nibus p. Dessa forma, por exemplo, o quarto de nimero 6
estd vago, pois 6 é divisivel por 2 e por 3, podendo, entdao, acomodar mais infinitos novos héspedes,
pois todos os miltiplos de 6 também estao vagos.

Ao fechar um determinado tempo de hospedagem, os passageiros do primeiro énibus da excursao
fazem o check-out e seguem seu destino. Para atualizar o nimero de quartos disponiveis para
futuras hospedagens, o gerente percebe que se o hotel possui infinitos quartos e sairam infinitos
hoéspedes, entao o hotel conta com oo — oo quartos disponiveis ou ainda h& oo — co héspedes no
hotel. Na impossibilidade de operar aritmeticamente com esses simbolos, pois “o simbolo co nao
representa um nimero” [19], tampouco —oo, 0 gerente conclui que co—oco = co nesse caso. Portanto,
ainda restam infinitos quartos disponiveis e infinitos héspedes no hotel. Por outro lado, se todos
os héspedes do hotel fizerem o check-out, entdo haverd oo — oo = 0 pessoas hospedadas no hotel.

2.7. Infinito elevado a zero

Em termos de limites, a forma indeterminada o ocorre quando se tem duas funcdes f e g, tais
que lim f(2)9*) quando lim f(z) = o e lim g(z) = 0, como, por exemplo,
r—a r—a r—a

) 1 sen

pois 1/z?% cresce indefinidamente quando z — 0 e sen tende a zero quando z — 0, porém seu
limite ¢é igual a 1.

Da definicao de potenciacdo de um nimero real, tem-se que o expoente indica quantas vezes a
base deve ser multiplicada por ela mesma; assim, intuitivamente, co® pode ser entendido como um
numero extremamente grande, tao grande quanto queira, elevado ao expoente zero, ressaltando,
porém, que oo nao é um numero. Desse principio, todo niimero real nao nulo elevado a zero é
igual a um. Por outro lado, ao pensar que a base é infinita, entao o resultado poderia ser infinito
mesmo que o expoente esteja decrescendo. Ou poderia haver um equilibrio entre os dois elementos
e resultar em uma constante. Todas essas possibilidades dependem da escolha desses elementos.
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Observe o que pode ocorrer efetuando substitui¢coes na base e no expoente. Primeiramente, to-
mando valores cada vez maiores para a base e mantendo fixo o expoente igual a zero: 1° = 1,
100° = 1, 1.000° = 1 e assim por diante. Como j4 mostrado, para uma base nio nula e expoente
igual a zero, mesmo que a base esteja crescendo indefinidamente, a poténcia sera igual a 1.

Por outro lado, suponha a funcdo f; com a forma fi(z) = 2%!. A funcéo f; pode ser reescrita como
fi(z) = /10 = Wz, Observe que ao tomar valores cada vez maiores para z tem-se: fi(1) = V1 =1,
(1019 = W1010 = 10, £,(1020) = V1020 = 102, f,(10%%°) = W1019 = 100 ¢ assim por diante, de
modo que f;(101%%) = W1010k = 10% (k € N). Dessa forma, percebe-se que & medida que z — oo,
entdo f;(x) — co. Seguindo o mesmo raciocinio para a funcio f>(x) = %%, que pode ser reescrita
como fo(z) = Wx. Fazendo z — oo tem-se que fo(z) também tende ao infinito. E isso pode ser
generalizado para uma funcio f,(z) = 29999001 que pode ser reescrita como f,(z) = %z
(indice da raiz com n zeros). Fazendo r — oo tem-se que f,(z) também tende ao infinito. A
medida que o indice da raiz aumenta, a fungao tende ao infinito mais lentamente.

Para finalizar a andlise intuitiva do comportamento dessas expressoes, suponha que a base cresca
na mesma proporcao em que o expoente decresce, isto é, tomando valores da funcdo f(z) = z'/*
para x — oo. Nesse caso, tomando para z os valores 10, 100, 1.000, . .., 1.000...000 e substituindo na
fungao, tem-se as seguintes imagens, respectivamente, com aproximagao de cinco casas decimais,
1,25892, 1,04712, 1,00693,...,1. Analisando por esse lado, é sugerido que o resultado é igual a
1. De fato, isso decorre do limite

1/a

lim z/? = lim e s = lim e T =¢%=1

Tr—00 Tr—00 Tr—00

)

em que a base z cresce indefinidamente e o expoente 1/z decresce indefinidamente.

2.8. Um elevado ao infinito

Poder-se-ia pensar que 1% é igual a 1, tendo em vista que pela definigao de potenciagao o expoente
indica o numero de fatores iguais a base que devem ser multiplicados entre si, isto é, dado um
nimero a real e n natural, a poténcia a™ é definida por

a =a-a-..."Q,
n fatores

portanto para a =1 e n — oo tem-se

1*=1-1-1-...-1-

infinitos fatores

Como o nimero 1 é o elemento neutro da multiplicagdo, entao o produto de 1 por ele mesmo é
igual a 1, independentemente do numero de fatores. No entanto, pela propriedade da divisao de
poténcias de mesma base, tem-se que a™/a™ = ¢™ ", isto é, mantém-se a base e subtraem-se os
expoentes, logo 1° /1% implica 1°°%.

Por outro lado, reescrevendo a poténcia 1*° tem-se

1® 1-1-...

1 1-1-...
a
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que transmite a ideia de que essa divisao € igual a 1, pois a divisao de um ntimero nao nulo por ele
mesmo é sempre igual a 1. Pode-se concluir entao que 1° = 17 Para responder tal questao deve-se
analisar o significado de 1°7®. Se oo fosse um nimero qualquer, sujeito as leis da aritmética, essa
expressdo seria simplesmente igual a zero e 1° = 1. No entanto, foi mostrado que co — co é uma
expressao indeterminada, o que implica que a expressdao 1* também ¢é uma indeterminagéao [16].

No campo do Célculo, a expressdo 1 tem estreita relagdo com o nimero e, chamado de niimero de
Euler. O niimero de Euler é assim chamado em homenagem ao matematico e fisico sui¢co Leonhard
Euler (1707-1783). Euler foi um matemdtico que proporcionou grande contribui¢do em termos
de volume de produgao dentro das diversas dreas da Matemadtica e criou muitas das notagoes
usadas na Matematica moderna; por exemplo, f(z) para fungdes, ), para somatérios, i para a
unidade imaginaria no conjunto dos niimeros complexos, a notagao e para o numero irracional
2,718281828459... que é a base dos logaritmos naturais, dentre outras notagoes e férmulas como a
férmula “que relaciona cinco dos mais importantes nimeros da Matemadtica, €™ = cosz + isenz,
que para r = transforma-se em e +1 = 0" [5].

O logaritmo de base e, log, z denotado por Inz, chamado de logaritmo natural, é conhecido
também por logaritmo neperiano em homenagem a John Napier, criador da primeira tdbua de
logaritmos, “entretanto, tal denominacao nao é inteiramente apropriada, pois o logaritmo origi-
nalmente definido por Napier néo coincide com o logaritmo natural”’[14]. O ntimero e j& “era
conhecido pelos matemadticos pelo menos meio século antes da invencao do Célculo [...] uma ex-
plicacao virtual é a de que o niimero e teria aparecido primeiro ligado a uma férmula para o célculo
de juros compostos” [16].

A forma indeterminada 1% aparece no calculo do limite exponencial fundamental

1 T
lim (1 + —)
T—00 T

, cujo valor é igual ao niimero de Euler. Esse limite é importante, pois é uma ferramenta necessaria
para determinar a derivada de uma funcdo exponencial f : R — R, dada por f(z) = a®, em que
a > 0e a# 1. Por definicdo, o limite em questdao implica uma assintota horizontal da fungao

(@) = (L+1/2)".

Intuitivamente, ao atribuir valores cada vez maiores para x na funcao f(z) = (1+1/z)* é possivel
observar uma tendéncia dos resultados. Analisando primeiramente a expressao (1+1/z); tomando
valores cada vez maiores para z, a fragdo 1/z torna-se cada vez menor, isto é, aproxima-se de zero.
Consequentemente 1 + 1/ aproxima-se de 1. Como 1 elevado a qualquer expoente é igual a 1,
entdo 17 — tal que x seja um natural suficientemente grande — pode-se concluir que (1+1/2)® = 1.
Por outro lado, sabendo que 1+1/2 é um nimero maior do que 1, se elevado a expoentes cada vez
maiores, entdo 1+ 1/z tende ao infinito. Afinal, (1+1/z)* tende a 1 ou ao infinito?

O fato é que “em cada indeterminagao existe uma luta entre duas quantidades, uma tendendo a
tornar a expressao numericamente grande e a outra tendendo a torna-la numericamente pequena”
[16], e a resposta para tal pergunta nao é nem 1 e nem co. Ao efetuar substituigdes para x cada vez

maiores, observam-se os seguintes resultados com aproximagao de cinco casas decimais, conforme

mostra a Tabela 2.

N
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z \ 1+1/z \ (1+1/2)" ‘
1 2 2

5 1,2 2, 48332
10 11 2,59374
100 1,01 2,70481
1.000 1,001 2,71692
10.000 1,0001 2,71815
100.000 1,00001 2,71827
1.000.000 | 1,000001 2,71828
10.000.000 | 1,0000001 2,71828

Desanti e Probst

Tabela 2: Substituigao de valores em f(z) = (1+1/z)*.

A tendéncia dos resultados sugere “que qualquer aumento posterior em z quase nao afetard o
resultado”[16], o que d4 a intuigdo de que & medida que z — oo, essa funcdo aproxima-se do
numero irracional 2, 718281828459... . A prova de que o limite

1 x
lim (1 + —) =e

Tr—00 €T

serd aqui omitida, mas poderd ser encontrada na referéncia [4].

Uma interessante aplicagao desse limite fundamental pode ser encontrada em Matemaética Finan-
ceira utilizando juros compostos. Suponha investir um capital inicial ¢y reais em uma instituigao
financeira que paga uma taxa i ao ano, (0 < 7 < 1) sobre o capital investido. Ao final de um ano, o
juro a ser recebido é igual a (c¢y- %) reais, e o montante acumulado é igual a M = cy+cg-i = ¢o- (1+1).
Reaplicando esse saldo por mais um ano, tem-se um montante de M = co- (1+4)-(1+4) = cp- (144)2
e assim por diante, de modo que se aplicar em ¢ anos terd um montante de M = ¢y - (1+1)t. Con-
sidere agora que em vez de efetuar o resgate ou reaplicar o montante ao final do periodo ao qual
a taxa 1 estd submetida, o investidor deseje resgatar o montante acumulado na metade do tempo,
isto é, seis meses, logo o juro a ser contabilizado é igual a metade do que ele receberia ao final de
um ano, isto é, o montante para seis meses é igual a ¢y - (1 + i/2) reais. Reaplicando esse valor
por mais seis meses, o montante acumulado é de cq - (1+4/2)? que é maior do que g - (1 + i) pela
desigualdade de Bernoulli ((1+ )™ > 1+ nz sempre que z > -1 e n € R com n > 1) [14]. Caso o
investidor deseje resgatar mensalmente e reaplicar o montante, ao final de um ano, serd acumulado
co - (1+14/12)'2 reais. Procedendo dessa forma, imagina-se que quanto mais vezes efetuar a divisio
do tempo e reaplicar o montante, maior serd o capital acumulado, pois

i n i n+1
(1+—) <(1+ ) .
n n+1

¢o - lim (1+i) ,

Fazendo n — oo tem-se

n—00 n

porém a sequéncia cujo termo é dado por (1+4/n)™ é limitada. Para determinar esse limite faz-se
a troca de varidvel, isto é, i/n=1/k = n =14k, e quando n — co entdo k — oco. Substituindo no
limite tem-se

= ei.

li 1 1]“_ li 1 1"
i \teg) [
-
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Portanto, o montante total ndo ultrapassard de (cg - €?) reais.

Exemplificando com ntmeros, suponha que se deseja investir R$ 1000, 00 na poupanca cujo rendi-
mento é de 8,3% ao ano ou i = 8,3/100 = 0,083 ao ano. Portanto, ao final de um ano o montante
é de 1000(1 + 0,083) = 1083,00 Reais. Efetuando o resgate do dinheiro em 6 meses, o montante
acumulado é de

0,083
1000 - (1 + ’T) =1000- (1+0,0415) = 1000 - 1,0415 = 1041, 50 Reais.

Reaplicando esse montante por mais um semestre tem-se

1000 - (1 + 0’883

2
) = 1084, 72 Reais.

Se resgatar e reaplicar mensalmente o dinheiro, o investidor terd ao final de um ano um montante
de

0,083\
1000 - (1 + T) ~ 1000 - 1,08623 = 1086, 23 Reais.

Seguindo esse raciocinio, ao dividir o periodo por n intervalos de resgate e reinvestimento tem-se

1000 - (1+W) .
n

Fazendo n — oo tem-se o limite

1000 - lim (1+ 0’083) .

n—0oo n

Para resolver esse limite, basta efetuar a substituicao da varidavel n. Segue que

0,083 1
—— == = n=0,083%.
n k

Logo, se n — oo, tem-se k — oo. Portanto, o montante M acumulado no periodo n é:

n—oo

M = 1000- lim (1+ 07083)
n

0,083k
= 1000 - lim (1 + —)
k—oo k

0,083
1000 - ¢0:083

1 k
1000 - [lim (1 + —)
k—oc k

1000 - 2, 718281820:083

Q
Q

1086, 54 Reais,

tomando o nimero de Euler com aproximagao de 8 casas decimais. Dessa forma, conclui-se que o
montante acumulado nao ultrapassard o limite de R$ 1086, 54.
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3. Conclusao

A percepcao da inexisténcia de um material compacto que tratasse das sete formas indeterminadas
de forma contextualizada foi o que motivou a escolha do tema desenvolvido como trabalho de
dissertagdo do Profmat [4].

As indeterminagbes ndo sdo expressoes que ocorrem apenas no ambito do Calculo Diferencial
e Integral. Algumas delas aparecem no Ensino Bésico, quando hé a necessidade de mostrar a
inexisténcia de uma divisdo por zero e, consequentemente, o significado de 0/0. Ao tratar de
potenciagao e suas propriedades, a estratégia nao é diferente. O estudante comumente questiona o
resultado de um niimero real nao nulo elevado ao expoente zero, o que implica a indagacio sobre 0°
e até mesmo o significado de 1%°. Expressoes que envolvem oo, por exemplo, nao sao objetos de facil
compreensao, principalmente no Ensino Fundamental e Médio em que o curriculo nao contempla
com muita énfase tal elemento.

Assim, procurou-se nesse trabalhou desenvolver de forma contextualizada o significado das sete
formas indeterminadas com o objetivo de prestar apoio aos estudantes, professores e entusiastas
da Matematica na obtencao de explicagdes mais adequadas para essas expressoes.

Sendo assim, ficou evidenciado que é totalmente possivel trabalhar as indeterminagoes, fornecendo
explicagoes mais simples sobre cada uma das sete formas indeterminadas com a utilizagao de uma
carga menor da teoria de limites e da aplicacao da Regra de L’Hopital. Dessa forma, procurou-
se apresentar o tema através de diferentes contextos que abordam outras interessantes areas da
Matematica, tornando assim a aprendizagem do tema mais abrangente.
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