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As secoes conicas, as primeiras leis de Kepler e o
paraboloide de revolucao

Gilsania Abreu Lopes Ribeiro ® Jean Fernandes Barros ®

Resumo

Neste trabalho, nés usamos uma construcao menos conhecida, através de paraboloides de revolugao
inscritos em um cone de revolucao, para demonstrar que as segoes conicas, nesse contexto, sao as
elipses e as hipérboles. E entao, como uma aplicacao & Mecanica Celeste, descrevemos as Orbitas
keplerianas elipticas e hiperbdlicas.
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Abstract

In this work, we use a less known construction, through of paraboloids of revolution inscribed into
the cone of revolution, to demonstrate that the conic sections are ellipses and hyperbolas. And
then, as an application to Celestial Mechanics, we completely describe the elliptical and hyperbolic
Keplerian orbits.

Keywords: Conic sections; Kepler’s laws; Paraboloid of revolution.

1. Introdugao

Nosso interesse é demonstrar que as intersegoes de um cone de revolugao com planos que tangenciam
paraboloides de revolugao inscritos no cone sao as elipses e as hipérboles. E como uma aplicacao a
Mecanica Celeste, mais precisamente, a geometria do Problema de Kepler, descrevemos as Orbitas
keplerianas elipticas e hiperbdlicas. Bem, a restricao aos planos que nao sao paralelos as geratrizes
mostra que nao consideramos o caso da parabola; veja a secao 4.

Para efeito de informacao, observamos que existe uma outra demonstragao bastante criativa do
resultado mencionado, usando as esferas de Dandelin, a qual inclui o caso da parabola, veja [1, 5].
Aqui, desejamos obter o mesmo resultado, usando uma construgao menos conhecida, para os casos
da elipse e da hipérbole.

O ponto de partida sao duas descrigoes das elipses e das hipérboles vistas nas definicoes 1 e 2. Em
seguida, utilizando as formas reduzidas das equagoes das elipses, das pardbolas e das hipérboles,
daremos uma primeira demonstracao de que essas sao segoes conicas.

Na secao 3, descrevemos a relacao entre as primeiras leis de Kepler e as se¢bes conicas. De fato,
compreenderemos melhor a geometria do problema de Kepler, quando observarmos a trajetéria do
D)
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movimento sobre o cone de revolugao, cujo eixo de simetria é o z-eixo, que tem como equagao
x2+y2-272=0.

Na ultima secao, a partir de propriedades importantes do paraboloide de revolugao, demonstramos
que as secoes cOnicas sao as elipses e as hipérboles. Em seguida, descrevemos as érbitas keplerianas
elipticas e hiperbdlicas.

2. As Segoes Conicas
As demonstragoes que omitimos nesta se¢do podem ser vistas em [3].
Inicialmente, partimos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1. O lugar geométrico dos pontos no plano com razao de proporcionalidade fixa, deno-
minada de excentricidade, e denotada por e, entre as distancias a um dado ponto, denominado de
foco, e a uma dada reta, denominada de diretriz, é uma curva quadrética denominada de elipse, se
0 <e< 1, de pardbola, se e =1 e de hipérbole, se e > 1.

Observagao 1. O caso em que e = 0 é o caso em que a elipse é um circulo. Neste caso, a diretriz
localiza-se no infinito.

Equivalentemente, relativas a elipse e a hipérbole, nés temos as seguintes definigoes:

Definicao 2. Sejam F; e Fy dois pontos no plano euclidiano R? e a um ntimero real positivo. Sendo
assim,

e Para 2a > |F1Fs|, a elipse de focos F1 e Fy e semieizo maior a é o conjunto

& ={P €R?: |PF,| + |PFy| = 2a}.

e Para 2a < |F1Fs|, a hipérbole de focos F1 e Fo e semieizo real a é o conjunto

H ={P e R?: |[PFy| - |PF;| = +2a}.

A Definicdo 1, relativa & parabola, diz-nos que: dados d uma reta em R? e um ponto F € R? que
ndo pertence a reta d. A pardbola de foco F e diretriz d € o conjunto

P = {P e R?: |PF| = dist(P, d)}.

Decorre, através de um calculo direto, os seguintes resultados:

1. A elipse de focos A e O = (0,0), e semieixo maior a é dada pela equagao
r+ @71y =a(l-e?),

onde (, ) denota o produto interno canénico de R2, ¥ é o vetor raio com origem no foco O, cuja

- z .. . 7 . .
norma ér, e € := “7a OA é o wvetor excentricidade, cuja norma é a excentricidade e, como na
a

Definicao 1.

N
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2. A pardbola com foco O e diretriz d, a uma distancia p de O, é dada pela equacao
r+(&,7) = p,
onde € é o vetor unitdrio ortogonal a d, direcionado de O a d.

3. A hipérbole com os focos O e A e semieixo real a é dada pela equagao

r+ &1 =+a(e? 1),

onde € := i OA.
2a

Seja f = f(T) o angulo entre & e T, ver a figura 1, que exemplifica o caso da hipérbole, e reescrevendo
os resultados acima em coordenadas polares, obtemos a equacdo focal de uma conica, que é

-_ b
1+ecosf’

onde p = a(1 - e?), no caso da elipse, p = p, no caso da pardbola, e p = a(e? - 1), no caso da
hipérbole, em que se considera o ramo principal da hipérbole, que é o ramo relativo ao foco O,
identificado na figura 1 por H*.

Figura 1: O Ramo Principal de uma Hipérbole e as Coordenadas Polares
Fonte: (3]

Para o que se segue, sejam X, Y C R", para n > 2; lembremos que X aplica-se isometricamente
sobre Y, se existe uma aplicacdo T : X ¢ R* — R" tal que T(X) =Y e T preserva distancias; isto
é, para todos x, y € X, tem-se que

IT(x) - T(y)| =[xyl
N
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Uma tal T é dita uma isometria de X sobre Y. Sabe-se, da Algebra Linear, que T ¢ a restricdo
de um operador ortogonal sequido de uma translagao. Os seguintes fatos serao necessarios para a
proxima proposicao.

1. Seja & uma elipse com semieixo maior a e excentricidade e. A menos de uma isometria, podemos
assumir que & estd centrada na origem, e os focos sao

Fi1=(-ea,0)) e Fy=1(ea,0).

Entao,

X2y
8={(XaY)€R2: ¥+?:1}7
onde b =aV1 —e2.

2. A pardbola P de foco F = (0, p) e diretriz d, de equagdo y = —p, é o conjunto

P ={(x,y) eR*: x> =4py}.

3. Seja H uma hipérbole de semieixo a e excentricidade e. A menos de uma isometria, podemos
assumir que H estd centrada na origem, e os focos sao

Fi=(-ea,0)) e Fy=(ea,0).
Entao,
2 x* y?
W:{(X,y)eR : a—2§=1},

onde b =aVeZ - 1.

A préxima proposicao descreve a elipse, a hipérbole e a parabola como secoes conicas. Nesta
mesma proposi¢ao, incluimos o caso em que e = 0.

Proposicao 1. A curva P dada pela intersecdo do cone
{(x,y,2) eR®: x> +y? 2% =0},

com o plano afim
{(x,y,2) eR®: z=my+c},

onde ¢ > 0,

1. € uma elipse, se 0 < m < 1.
2. € uma pardbola, se m = 1.

3. € uma hipérbole, se m > 1.

N
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Demonstragao. Inspirados pelas consideragoes do Capitulo 2 da referéncia [3], ndo somente mos-
tramos que a intersegao do cone com o plano é uma das segoes coOnicas, mas descrevemos suas
equacdes cartesianas no plano z = 0. Para tanto, substituindo z = my + ¢ em x? +y2 —z% = 0,
chegamos a equagao

(1-m?)y? 2mcy+x?-c? =0,

cujo primeiro membro é um polinémio quadrético em y, e os coeficientes sao polinomios em x.
1. Para m = 0, temos que P é a curva x2 +y? = c2, que é um circulo no plano z = c. Projetando esta

curva ortogonalmente sobre o plano z = 0, obtemos um circulo congruente, centrado em (0,0) e
de raio c.

2. Para 0 < m < 1, obtemos

L1 f 2 c? L _me
= +— —X —_—
Y V1-m2 1-m?
e
zZ = \’ mQ,
c
para todo x € R tal que |x| < .
)

mec c )
7
1-m2’" 1-m?2

), temos que a curva

. - 7 - .
Considerando a translacao (x,y,z) — (x7 y— e a rotagao, em torno do x-eixo,

(Xyz)&( y+mz z-my

"Viem? VI+m?

/ m / c? c c
P:{(x,_ 2,_ fx2+—2+—):|x|§—}
-m?’ 1 m2? 1-m? 1-m? 1_m2

aplica-se isometricamente sobre a elipse

y2 X2

1+ m? ) c
(lfmz)20 1-m?

+
I
[

3. Para m = 1, obtemos

B x? ¢
T,
E, consequentemente,
X% c
BETRE)

~ c ¢ . -
E assim, considerando a translacdo (x,y,z) SEN (x,y +=,z— 5), seguida da rotacao, sobre o

2
y+z z—

2V
2 2

P:{(X,X—fE,X—+S):XER}.
2c 2 2¢ 2

. Rq
x-eixo, (x,y,z) — ( ) temos que a curva

N
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_ X
Y—E~
4. Para m > 1, obtemos
1 c? mc
vz mZ 1 X2+m271 1-m?
e

S S N R
m2 1 m2-1 1-m?2’

para todo x € R.
mc

c
7—
1-m2’" 1-m?

), temos que a curva

Considerando a translagao (x,y,z) LN (x, y— ) e a rotacao, em torno do x-eixo,

y+mz z-my

"Vi+m? VI+m?

P {( . \/X2+ < P \/x2+ < S ) ER}
= TT——\/ X x X — —F | X
VM2 1 m2-1 1-m2’ " 2 1 m?2-1 1-m?

aplica-se isometricamente sobre a hipérbole

Rm
(632 =5 (x

y2 X2

m2+1 c2
c
(m2—-1)2 m?2 -1

Finalizando a segao, tudo o que foi visto permite-nos concluir que

Teorema 1. As elipses, as hipérboles e as pdrabolas sao curvas planas simples, isto €, sem auto-
intersecoes, e continuas, que podem ser fechadas, mo caso das elipses, e abertas, no caso das
hipérboles e das pardbolas.

3. O Problema de Kepler e as Secoes Conicas

Nos apresentaremos a relagao entre as primeiras leis de Kepler e as segbes conicas. E entao,
veremos que a geometria do problema de Kepler é mais bem compreendida quando observamos a
trajetéria do movimento sobre o cone 12 = x2 +y2, como é proposto em [4]. Além disso, fixaremos
a nomenclatura necesséria para a descricao das érbitas keplerianas, que faremos na préxima secao.

3.1. As Primeiras Leis de Kepler e as Se¢oes Conicas

A seguir, usando a descricao de secoes conicas dada pela Definicdo 1, vemos uma reformulagao
da Proposicao 1 em termos puramente geométricos. No espago tridimensional, com coordenadas
(x,y,1), consideramos o cone de equacdo r? = x? +y2.

=
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Teorema 2. A projecio de uma se¢cdo conica no (x,y)-plano € uma curva quadrdtica, cujo foco
€ o vértice do cone, a diretriz é a reta de intersecao do plano cortante com o planor =0 e a
excentricidade € igual a tangente do angulo entre os planos.

Figura 2: O Foco, a Diretriz e a Excentricidade de uma Conica
Fonte: [4]

Demonstrac¢io. Como a geratriz PO do cone r? = x? + y? faz 45° com o plano r = 0, ver figura 2,

a distancia de um ponto P do cone & sua projecao ortogonal P’ no (x,y)-plano é igual & distancia
de P’ ao vértice do cone O, isto é, |PP’| = |OP’|. Para pontos na mesma secao plana, conforme
figura 2, a distancia do ponto P’ & reta diretriz, que é |QP’|, é proporcional ao comprimento do
segmento |OP’|, cuja razao de proporcionalidade é tan (PQP’), ja que

|OP’| = [PP’| = tan (PQP’) - |QP’|

isto é, |OP’| = e - |QP’|, onde e = tan (PQP’), como queriamos. |

Para o que se segue, fixamos a terminologia da Mecéanica Celeste necessaria para a descrigao
que daremos das érbitas do Problema de Kepler. O Problema de Kepler é o movimento de uma
particula sobre a superficie do cone r? = x? + y2 cuja projecdo no plano r = 0 é governada pela
equagao diferencial _

5 T

T = TR
As solugoes do Problema de Kepler sao conhecidas como as drbitas (ou trajetorias) keplerianas.
Sabe-se que o problema de Kepler é um problema de campo de for¢a central. Donde, conclui-se
que o momento angular € conservado. Agora, da conservacdo do momento angular decorre a 22
lei de Kepler, que pode ser enunciada da seguinte forma: a taza de variacdo instantanea da drea

varrida pelo vetor T € constante. Essa taxa de variagao instantdnea é denominada de velocidade

setorial, cujo valor constante é om’ onde M é o comprimento do momento angular e m é a massa
m

N
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da particula. Para uma exposicao sistematica desses fatos, consultem os primeiros capitulos das
referéncias [3, 6].

Seja T uma 6rbita kepleriana. Levantando o vértice do cone de ¢ unidades ao longo do eixo do
cone, cuja direcao é dada pelo vetor €3 = (0,0,1), e considerando R a posicao do ponto sobre o
cone relativa ao extremo final do vetor € €3, conforme a figura 3, temos que

R:=T+[F8; (3.

2

Escolhendo o valor da velocidade setorial dado pela relacao € = 5, temos, pela conservacao do

M
km R
momento angular, que o mesmo ¢ serve para todos os pontos cuja érbita é dada por R. Donde,
obtemos a seguinte proposicao

R

2

Figura 3: O Momento Angular Ficticio.
Fonte: [4]

Proposicao 2. Para cada valor da velocidade setorial, a orbita dada por R ¢ solugao da equacao de

movimento .
& R
R = K=5-

ik

Demonstragdo. Derivando R com respeito ao tempo, obtemos

F,70).
> —€3.
7]

S5

=T+

Derivando mais uma vez, chegamos a

En.  @H. ED.

=T+ > €3 > €3 > 3.
[] I7| 7]

T

N
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-

Como a projegao obedece a equagao T=-k _,L temos que
3 > |r|3 b

E_ 0t ko GEDED @D

= k—r — —38 ~
EENEE EE

Observando que
2

G5 ED - G =[x L =kt
m

temos que

T k N k¢
K53 T 5503t 536
ERNERSN e

j=olE}
|

?+|?|§3*€63

k i
HE
R
BT
m|
Corolario 1. O momento angular ficticio N=m (f{ X f{) € conservado.
Demonstragao. Vejamos, _ o )
N=m(RxR)+m(RxR) =0,

pois R ¢ proporcional a R. O

Em particular, a direcao do vetor N é conservada. Sendo assim, a érbita estd na segao do cone

pelo plano que passa pelo extremo final do vetor £€3 e é gerado pelos vetores ﬁ(O) e ﬁ(O).

Como consequéncia da conservagao do momento angular ficticio, obtemos a Primeira Lei de Kepler.

Corolario 2. Quando levantadas do plano para o cone, as orbitas keplerianas tornam-se segées
planas do cone.

4. O Paraboloide de Revolugao e as Se¢oes Conicas

Existe uma forma bastante criativa de demonstrar que as elipses, as pardabolas e as hipérboles sao
secoes conicas, usando as esferas de Dandelin. Para uma tal demonstracido, consulte [1, 5].

Aqui, o que propomos, tendo como referéncias [2, 4], é demonstrar que as segdes conicas, por
planos que nao sao paralelos, e nem perpendiculares, ao eixo do cone, e também nao sao paralelos
a alguma geratriz do cone, s@o as elipses e as hipérboles. Além disso, localizaremos o segundo
foco de uma orbita kepleriana. O fato de nao incluirmos as segoes conicas por planos paralelos a
alguma geratriz, isto é, nao considerarmos as parabolas, ficard claro na construcao proposta.

Inicialmente, relembremos alguns resultados importantes sobre o paraboloide de revolugao. Sabe-
mos que um paraboloide de revolugao é o lugar geométrico dos pontos do espaco equidistantes de

N
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seu foco, que estd sobre o eixo de revolucdo, e do plano diretriz perpendicular ao mesmo eizo. De
acordo com a figura 4, vemos que o paraboloide é o conjunto dos P do espaco tais que [PO’| = [PP’|.
Consequentemente, o plano tangente ao paraboloide num determinado ponto € o lugar dos pontos
equidistantes do foco e do pé da perpendicular baizada do ponto de tangéncia ao plano diretriz,
isto é, é o conjunto dos pontos Q do espago tais que |QO’| = |QP’|. Para justificar essa afirmacao,
consideremos o plano de todos os pontos equidistantes do foco e do pé da perpendicular baixada do
ponto de tangéncia. Qualquer outro ponto deste plano estd mais distante do pé da perpendicular, e
consequentemente do foco, do que do plano diretriz. E assim, nao pertence ao paraboloide. Sendo
assim, o plano tem apenas um ponto em comum com o paraboloide. Decorre dessa caracterizagao
de plano tangente a um paraboloide de revolugao uma propriedade famosa da éptica geométrica
para espelhos parabdlicos, que é: os raios que incidem mo espelho parabdlico paralelos ao eixo de
revolugao refletem-se no foco. De fato, como o plano tangente ao paraboloide num dado ponto
€ o plano mediador do segmento que une o foco ao pé da perpendicular baizada do dado ponto,

—
segue-se, conforme figura 4, que a dire¢ao normal ao plano tangente, que é a diregao do vetor O'P’,
faz angulos iguais com a dire¢ao da reta suporte do ponto de tangéncia ao foco, que é a direcao do

=3 L . L e -2
vetor O'P, e a direcao do eixo do cone, que é a direcao do vetor O’O.

y O

P I¥e)

Figura 4: Plano tangente ao paraboloide

~ 1
E, ainda, é imediato que a familia de paraboloides de revolugao dada por z = 1o =% +vy?) +a,
a
indexada pelo parametro @ > 0, é tangente & folha do cone x2 +y? —z2 = 0 no semiespaco z > 0, na
familia de circulos x? +y% = 4a%. E mais: considerando o plano z = my +c, para 0 < m # 1, com
¢ .
¢ # 0, tomando a = T2 temos que o paraboloide de revolugao
-m

1—m?

4c

7 = =2 +yH) +

1-m?2
Y
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4c?
(1-m?2)2

. , 9. 9 2m 1+ m?2
tangencia o cone no circulo x*+y* = e o plano z = m y+c no ponto |0, T2 T mz )

- m - m
Resumindo,

Proposicao 3. Dadosc#0 e 0 <m # 1, o paraboloide de revolucao

1-m? , c
7= — (X" + +—
4c ( ¥ 1-m?2
; 7 2,2 c’ 2m 1+ m?
tangencia o cone no circulo x*+y* = ———— ¢ o plano z = my+c no ponto |0, —— ¢, — c|.
(1-m?2)2 1-m2 71-m?

Observagao 2. A construcao delineada acima mostra a impossibilidade de construirmos um pa-
raboloide de revolugao que tangencia o cone e um plano paralelo a uma geratriz. Por isso, nds
descartamos o caso da parabola. No caso das esferas de Dandelin, é possivel construirmos uma
esfera que tangencia o cone e um plano paralelo a uma geratriz. De fato, é imediato que a esfera

2 16

to [0 c 3¢
onto -, — .
p ) 47 4

2, .2 c ¢ . . 9, 9 c? .
x*+y°+|z—=] = 5 tangencia o cone no circulo x* +y° = — e o plano z = y + ¢, por baixo, no

Para a demonstragao do Teorema 3, precisamos do seguinte resultado:

2

Lema 1. Os paraboloides de revolucio inscritos no cone z% = x2+y? tém o plano z = 0 como diretriz

e o centro do circulo de tangéncia como foco.

Demonstra¢do. No circulo de tangéncia os planos tangentes fazem 45° com a direcao do eixo.
Conforme a figura 5, isso significa que todo ponto P no circulo de tangéncia é tal que |PO’| = |PP’|,
onde O’ é o foco e P’ é o pé da perpendicular baixada de P. E assim, o centro do circulo é o foco,
e o plano z = 0 é o plano diretriz. O

P/0 O Z:O

Figura 5: Paraboloide Inscrito no Cone

N
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O préximo resultado é fundamental para a descri¢ao das érbitas keplerianas elipticas e hiperbdlicas,
como veremos nos Corolarios 3 e 4.

Teorema 3. Seja o paraboloide de revolugdo inscrito no cone que tangencia um dado plano secante
ao cone. Entdo, a projecdo ortogonal do ponto de tangéncia no plano horizontal € o sequndo foco
da secao conica projetada, onde o vértice do cone € o primeiro foco.

Demonstra¢ao. Inicialmente, consideremos o caso em que o plano secante ao cone é dado por
z=my+c,comc>0e0<m<1, queé o caso ilustrado pela figura 6. Observemos que o circulo
de intersecdo do paraboloide com o cone esta acima da secdo plana, ja que (1 +m?)a < 2a, para

I

i~ > (. Seja P um ponto da segao do cone pelo plano tangente ao paraboloide no ponto F.
-m

Consideremos P’ e P as projecoes de P nos planos horizontais através do foco O’ do paraboloide

e do vértice O do cone. Analogamente, F’ ¢ F”’ sdo as projegdes do ponto F. Como |PO’| = |PF”|

e |P’O’| = |P”0O| = |P”P|, temos que os tridngulos retangulos PP’O’ e F”P”P sdo congruentes,

pelo caso de congruéncia cateto-hipotenusa. Como |P”F”| = |P'P|, temos que

[P”O| + |[P”F”| = |[P”P| +|P'P| = [P’P”| = |0’O].

-
- ----"'-.
" “n

'¢

/;

bl
- :
bl LT . -

P//

Figura 6: Orbita Eliptica

@t s
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Figura 7: Orbita Hiperbdlica

E isso mostra que a projecao da segdo conica no plano diretriz é uma elipse de focos O e F”.

As demonstragoes para os casos em que ¢ < 0 e m > 1 sdo andlogas, observando que o circulo de
intersecao do paraboloide com o cone estd abaixo da se¢ao plana, como mostra a figura 7, ja que

(1+m?) e > 2a, para a = — T > 0. Além disso, observa-se que os triangulos PO’P’ e PF""P”

m2
sao congruentes. O

Como consequéncias imediatas do teorema acima, descrevemos as orbitas keplerianas elipticas e
hiperbdlicas, localizando o segundo foco dessas.

Corolario 3. Orbitas keplerianas elipticas com comprimento fixo de seu eizo maior correspondem
as segoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboloide de revolugdo inscrito no cone.

Demonstra¢do. Seja a um numero real positivo. Conforme figura 6, consideremos no plano z =0 a
elipse de focos O e F”’ e de eixo maior 2a. Agora, seja o paraboloide de revolucao inscrito no cone
de foco O’ e plano diretriz z = 0 tal que a distancia do foco ao plano diretriz é 2a. Sabemos que
O’ é o centro do circulo de tangéncia. Pelo coroldrio 2, a elipse corresponde a uma secao plana
sobre o cone. Observando a figura 6, para cada ponto P” sobre a elipse correspondem um ponto
P sobre a segdo plana e um ponto P’ no plano do circulo de tangéncia tais que |PP”| = |P”O| e
|PP’| = [P”F"”]. Como |[P’O’| = |P”0], segue-se que [PO’| = |PF”|. Dessa forma, a se¢ido plana

sobre o cone é tangente ao paraboloide, como querfamos. Lembramos que, pelo teorema 3, F”” é a
projecao ortogonal do ponto de tangéncia sobre o plano diretriz. O

De forma anéloga, temos que

Corolario 4. Orbitas keplerianas hiperbdlicas com comprimento fizxo de seu eizo real correspondem
as segoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboloide de revolucdo inscrito no cone, cujo
comprimento € igual a distancia do foco do paraboloide ao plano diretriz.
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