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O retangulo de prata, a razao de prata e sua relacao
com a sequeéncia de Pell

Joao Luzeilton de Oliveira ®

Resumo

Mostramos a relagao entre o retangulo de prata e a razao de prata, bem como algumas propriedades
dessa razao e sua relagdo com o mundo que nos cerca, através do papel A4, e do octégono regular
com sua presenca na Arquitetura Ocidental. Além disso, apresentamos situagoes onde ha evidéncias
de que a razao de prata ocorre, também, na Arquitetura Oriental. Este artigo tem como objetivo
mostrar como a razao de prata estd intimamente ligada a sequéncia de Pell. Queremos com isso
apresentar uma Matematica que pode ser trabalhada de forma interdisciplinar com outras areas
do conhecimento humano, evidenciando como a mesma estd presente em nossas vidas, mesmo nao
a enxergando. E uma sinalizagao da importancia de o professor conhecer bem o que ensina e, além
disso, conhecer um pouco sobre outras areas para facilitar a aprendizagem do aluno e aperfeigoar
cada vez mais o seu préprio conhecimento.

Palavras-chave: Retangulo de prata; Razdo de prata; Sequéncia de Pell; Octégono regular; Arqui-
tetura.

Abstract

We show the relationship between the silver rectangle and the silver ratio, as well as some properties
of this ratio and its relationship with the world around us, through A4 paper, and the regular
octagon with its presence in Western Architecture. Furthermore, we present situations where
there is evidence that the proportion of silver also occurs in Eastern Architecture. This article
aims to show how the silver ratio is closely linked to the Pell’s sequence. With this we want to
present a Mathematics that can be worked in an interdisciplinary way with other areas of human
knowledge, showing how it is present in our lives, even if we do not see it. It is a sign of the
importance of the teacher knowing well what he teaches and, in addition, knowing a little about
other areas to facilitate student learning and increasingly improve their own knowledge.

Keywords: Silver rectangle; Silver ratio; Pell’s sequence; Regular octagon; Architecture.

1. Introdugao

Apresentamos a relacao entre o retangulo de prata e a razao de prata e, como resultado principal
deste artigo, a relagao entre a razao de prata e a sequéncia de Pell. Inicialmente, vamos considerar
a equacao
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x“—-px—q=0, (1)
. .. . , - \p2+4 —\/p2+4 .
p e q inteiros positivos, cujas raizes sdo x; = w >0exy= %‘Lq < 0, pois p < \/p? +4q.

Para o nosso propésito, serd necessdrio considerar apenas a raiz positiva da Equacdo (1), que
representamos por

_p+yp?+iq

Xpa= "5 - (2)

Os ntimeros xp, 4, em (2), sdo irracionais ou inteiros. De fato, quando q = n(n + p) temos que
p? +4n(n + p) é um quadrado perfeito e, portanto, p + /p2 +4n(n +p) é miltiplo de 2, o que
mostra, nesse caso, que X, ¢ inteiro positivo. Agora, quando p? + 4q néo é quadrado perfeito,
temos que xp q € irracional positivo.

Em [5], Vera Spinadel! (Figura 1) introduziu uma familia de ntimeros reais positivos, cujos mem-
bros sdo representados por (2), batizando-a de Ndmeros Metdlicos ou Razoes Metdlicas, as quais
passamos a tratd-los como razdes (razao de ouro, razdo de prata,...). Entre os membros dessa
familia est@ao, nessa ordem, a razdo de ouro, a razao de prata, a razdo de bronze, e outras mais,
que levam sempre o nome de um metal. Por estarem ligados aos retangulos de tipos que iremos
construir na Secdo 2, entre os x,,  dados pela Equacao (2), consideraremos apenas aqueles que sao
irracionais positivos, ou seja, os que sao da forma

_p+yp*+i4

xpa = 3)

com q > 1.

Figura 1: Vera Spinadel
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Vera_de_Spinadel
Observemos que se p=1 e q = 1, entdo a equacio x> ~x— 1 =0 tem ¢ = %5 como raiz positiva,
conhecida como razao de ouro, desde os gregos, com Euclides. Essa razao proporciona harmonia
e beleza e aparece na Natureza e em diversas areas do conhecimento humano, como Engenharia,

Vera Martha Winitzky de Spinadel, matemdtica argentina (1929 - 2017).
an
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Arquitetura, Design, Musica, Arte Renascentista e Cinema [6, 7, 8]. A razao de ouro é base de um
sistema de proporgoes usado na Arquitetura Moderna, o Modulor, criado pelo arquiteto e urbanista
francés Charles-Edouard Jeanneret-Gris (1887-1965), conhecido como Le Corbusier. E também
conhecida sua relagdo com o retdngulo de ouro (retdngulo dureo), bem como sua estreita relagao
com a sequéncia definida pela recorréncia fo =1, f; =1ef, =f, o +f, 1, n € N, n > 2, chamada
sequéncia de Fibonacci, cujos termos 1,1,2,3,5,8,13, ..., sao chamados numeros de Fibonacci. O

. , . N . . . . £
niimero ¢ esta relacionado com a sequéncia de Fibonacci assim, ¢ = lim =#L, como em [2].
X—00

n

Agora, se p=2e q=1, entdo a equacio x>~ 2x -1 =0 tem 6 = 1+ V2 como raiz positiva, batizada
por Spinadel como razao de prata em alusao a razao de ouro, a qual passamos a explorar e mostrar
algumas de suas propriedades, relagao com o retangulo de prata, com o octégono regular e sua
presenca nas arquiteturas antiga e moderna, tanto no ocidente quanto no oriente. Apds escavagoes
feitas nas Casas Jardim de Ostia, entre 1938 e 1942, em um antigo porto romano, perto da foz
do rio Tibre, foram encontrados vestigios do uso de um Sistema Romano de Proporgoes. Existem
fortes evidéncias de que os ntimeros 6 e V2 =6 — 1 eram usados como bases desse sistema [10, 11].

A razao de prata, assim como a razao de ouro, é de relevante importancia para a Matematica, pois
além de suas conexoes com a prépria Matematica, tem suas propriedades ligadas ao mundo que nos
cerca, como, por exemplo, na Arquitetura Romana, através de sistemas de proporgoes utilizados
pelos romanos nos séculos 1 e 2 da era crista [10, 11] e em alguns sistemas de propor¢oes usados
na musica [12], além de ser empregada na induistria grafica [9, 13]. Neste artigo, estudaremos as
propriedades da razéo de prata relacionando-as com o retangulo de prata, papel A4 e octégono
regular, o qual dé forma ao cimborrio da Catedral de Burgos, bem como com a Arquitetura
Japonesa [1, 4]. Além disso, estabeleceremos algumas identidades que envolvem os ndmeros de
Pell, como determinar um nimero de Pell a partir da razao de prata, e a relacao intima entre a
razao de prata e a sequéncia de Pell.

A titulo de curiosidade, se p=3eq=1,p=1leq=2,p=1leq=3,ep=2eq=2, entao
a Equacao (2) fornece-nos as razoes de bronze, cobre, niquel e platina, respectivamente. FEssas
razoes nao serao estudadas aqui, mas, assim como as razoes de ouro e de prata, elas tém as suas
devidas importancias e apresentam propriedades ligadas a outros sistemas de proporgoes usadas,
por exemplo, na Arquitetura [10, 11], e no estudo do comportamento das solugdes de sistemas
dindmicos nao lineares [5].

2. O retangulo de prata

Nesta secao, vamos definir e construir o retangulo de prata e apresentar a sua relagao com o mundo
que nos cerca, mais precisamente com a industria grafica, através do papel A4.

Defini¢ao 1. Um retdngulo ABCD (Figura 2a) serd chamado retdngulo de prata (retdngulo romano)
se dele forem suprimidos dois quadrados, como ABEF e EFGH, restando um retangulo HGDC,
semelhante ao retangulo original. Isto significa que se 2a+b e a, com a > b, sdo as medidas dos
lados do retangulo original, entao

— 4
a b’ (4)
que é equivalente a
a? —2ab-b? =0. (5)
ran
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a—2b

Figura 2: Retangulo de prata
Fonte: Autoria prépria

Observemos na Figura 2b que se do retangulo restante HGDC, de lados a e b, a > b, retiram-se
dois quadrados de maior drea possivel (quadrado de lado b), restard um retangulo de lados b e
a—2b, b > a— 2b; se, deste, forem retirados dois quadrados de maior 4rea possivel (quadrado de
lado a—2b), restard um retangulo de lados a—2b e 5b—2a, a—2b > 5b—2a, e, assim, continuando
esse processo, chega-se a um retangulo em que o maior lado é o lado menor do retangulo anterior,
e o menor lado, o maior lado desse menos duas vezes o menor dos lados desse retangulo. Dessa
maneira, se o retangulo de lados medindo 2a+b e a é um retangulo de prata, entao o retangulo de
lados a e b, também serd um retdngulo de prata, e assim, de (4), segue que

2a+b_i_ b 3 a—2b B 5b — 2a B 5a—12b _29b712a_
a b a-2b 5b—2a ba-12b 29b—12a 29a-70b

(6)

e, portanto, também sao de prata os retangulos de lados
bea-2b, a—2be 5b—2a, 5b—2a e 5a—12b, 5a—12b e 29b—12a, ... (7)
(Figura 2b). Assim, se a e b, a > b, sdo nimeros positivos satisfazendo (6), entao a sequéncia
2a+b, a, b, a—2b, 5b—2a, 5a—12b, 29b—12a, ... (8)

em que seus termos, a partir do terceiro, coincidem com os termos da sequéncia

2a+Db, a, b, as, az, a4, ..., (9)

em que
ag =a—2b, ag =b—2ay =5b—2a, a; = (a—2b) —2a3 =5a—12b, ..., (10)

ou seja,
ag =a—2b, az =b—2ay, ay = as — 2az, .... (11)

Isso significa que se a > b sao lados do primeiro retangulo restante, entdao b > a sao os lados do
segundo retangulo restante, e, assim, o n-ésimo retangulo restante, n € N, n > 4, tem lados a,
e ay, com ay 1 > a,, e se origina de um retangulo de lados a, 5 e ay_1, com a, o = a, + 2a, 1 €,
portanto,

an = a2 — 28y 1, (12)

com a, o > ay 1, 0 > 4. Todos os termos dessa sequéncia sao positivos e tendem a zero, a medida
que aumentamos o ntimero de retangulos construidos como em (6), todos semelhantes ao retangulo
original, e dois termos consecutivos quaisquer dessa sequéncia sao lados de um retangulo de prata.

N
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No Lema 1, Secdo 4, mostraremos que a,, em (12), pode ser expressa em termos de a e b e de dois
termos consecutivos da sequéncia de Pell.

Ainda sobre os retangulos de prata, um fato importante que demonstraremos a seguir é que seus
lados sao incomensuraveis, conforme a Figura 2a.

Demonstragao. De fato, se fossem esses lados comensuraveis, entao existiria um inteiro positivo u,
de modo que
=(2a+b)u e AB=au,

em que a e b seriam inteiros positivos. E dai, todos os termos da sequéncia (8) seriam inteiros
positivos, o que é um absurdo, pois nao existe uma sequéncia infinita e decrescente formada por
nimeros inteiros positivos. Dessa maneira, os lados de um retangulo de prata sao grandezas
incomensuraveis. O

2.1. Construgao do retangulo de prata

Dado um segmento AG de comprimento 2a, tome F € AG de modo que AF = FG = a. Construa
por G, o segmento HG, de modo que HG = FG = a e HG L AG. Com centro em F e raio FH,

trace o arco HD com D pertencente a semirreta FG G entre F e D, e GD = b. Por um lado,
FH = FG+GD = a+b e, por outro, FH = aV2, e assim, a+b = aV?2, ou seja, a> -~ 2ab - b% = 0, que
é equivalente & Equagdo (4). Portanto, o retangulo ABCD é um retangulo de prata.

B B H C

A a F & G b D

Figura 3: Construgao do retangulo de prata
Fonte: Autoria prépria

2.2. O retangulo de prata e o papel A4

Nesta subsecao, vamos apresentar algumas propriedades do retangulo de prata e suas relagoes com
o papel A4 e, para isso, algumas consideragoes serao necessarias. Um quadrado de lados medindo
a tem, entre os mesmos, a proporgdo 1 : 1, e serd indicado por Q(1 : 1) (ou Q); um retangulo
de prata (retdngulo romano), isto é, um retangulo de lados da e a, que estdo na propor¢ao 6 : 1,
serd indicado por RR(6 : 1) (ou RR); e um retangulo de lados aV2 e a, e que estdo na proporcio
V2 : 1, serd indicado por QR(V2 : 1) (ou QR). Com base nessas notacdes, o retangulo da Figura 4
é um RR(6 : 1), e é composto pelos quadrados ABCD e EFCH, do tipo Q(1 : 1), e pelo retangulo
DCFE, um RR(§ : 1). Dessa maneira, sendo Q, QR e RR considerados na Figura 4, temos que

_
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B a Cad 'F a G
A D E H
Figura 4: O retangulo romano e o papel A4
Fonte: Autoria prépria
1. Q+RR =QR

O retangulo ABFE é um QR e é formado pelo quadrado ABCD, um Q, e pelo retangulo DCFE,
um RR, pois, EF : CF =a:ad! =6 :1 (DC ¢é o lado comum). Como BF = BG - FG =
(a+aV2)—a=aV2e AB =a, temos que BF : AB=V2: 1.

2. QR+Q=RR
Neste caso, verificamos que, ao adicionarmos a um QR um Q, obtém-se um RR. O retangulo
ABGH ¢ formado pelo retangulo ABFE, que é um QR, e o quadrado EFGH, que é um Q. Tal
propriedade é equivalente as quatro seguintes propriedades, que é de facil justificativa.

3. QR-RR=Q

Suprimindo-se um RR de um QR, obtém-se um Q.
4. QR-Q=RR

Suprimindo-se um Q de um QR, obtém-se um RR.
5. RR-QR=Q

Suprimindo-se um QR de um RR, obtém-se um Q.

6. RR-Q=QR
Suprimindo-se um RR de um QR, obtém-se um Q, em que Q é o maior quadrado a ser suprimido.

7. RR— Q- Q = RR Suprimindo-se de um RR, dois quadrados de maior area possivel, obtém-se
um RR (definigdo de retangulo de prata).

8. Q+Q+RR=RR
Neste caso, se a um RR forem somados dois Q, obtém-se um RR; esse caso é equivalente ao caso
4).

9. QR + QR = QR (equivalentemente, QR = QR + QR)

Justapondo-se dois QR pelo maior lado comum aos dois, obtém-se um QR.

Subdividindo retangulos a fim de obter as proporcdes 1 : 1, ¥2 : 1 ou 6 : 1 entre os lados dos
retangulos restantes, por exemplo, foi possivel usar o retangulo de prata de modo pratico: confecgao
e uso do papel A4, de acordo com as subdivisoes feitas nas situagoes de 1 a 9, logo acima. Os papéis
da série A tém os seguintes tipos de folhas A0, A1, A2, A3, A4, ..., cujo primeiro membro, AO, tem
area igual a 1m2, com seus lados medindo 1189mm e 841mm, e proporgao entre esses lados igual
1189 — 1 41... = V2 : 1. Como os demais membros dessa série, as folhas Al, A2, A3, A4, .

84 1
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obtidas dividindo-se o maior lado da folha anterior ao meio (situagdo 9), temos que essas folhas
sao retangulos do tipo QR(V2 : 1). Observe que

A0 —20=1,A1-52'=2 A2 522=4A3>23=8,A4 > 2*=16,.... (13)

Usando a notagao AO(hg,lp) em que hg e 1y, com hy > 1y, sdo os lados da folha A0, e como A0 tem
drea 1m? e lados na proporcao V2 : 1, temos que hgly = 1 e hg = 1yV2 e, portanto,

1 1

1’1022Z € 102271.

Para determinar os lados de uma folha qualquer dessa familia, procede-se de maneira semelhante.
Como os papéis da série A sao retangulos do tipo QR e tém origem num RR pela remog¢ao de um
quadrado Q, o papel A4(hy,1s), em especial, comum nos trabalhos didrios de escolas e escritérios,
e utilizado em vérios paises, é tal que

-

h4 =21 e 14 = 27%

e, portanto,
h4:l4=27% o d =V2:1.

Como vimos, o papel A4 é obtido a partir do conceito de razao de prata, e por (13) tem-se que
A4(hy,ly) é um retangulo do tipo QR obtido pela remogdo de um quadrado do tipo Q de um
retangulo do tipo RR, restando um retangulo RR; equivalentemente, o papel A4 é formado pela
juncao de um RR e um quadrado Q. Quando QR é dobrado ao meio, obtém-se duas folhas de
mesmas proporgoes e metade da area do que foi dobrado. Se do RR forem removidos dois QR,
restard um RR, como acima, nas situagoes de 1 a 9.

3. A razao de prata

Definigao 2. Se os pontos C e D sobre um segmento de reta AB sdo tais que AC = CD > DB e
satisfazem a igualdade

AB AC
AC ~BD' (14)
entao 2—2 é chamada razao de prata.
A a C a D b B

Figura 5: Segmento de prata
Fonte: Autoria prépria

Se C,D € AB séo tais que AC=CD =a, DB=b e AB=2a+b, a> b, entio as relacoes (14) e (4)
s@o equivalentes, de modo que os segmentos AC e DB (ou AB e AC), na Figura 5, sdo lados de
um retangulo de prata e, portanto, a e b satisfazem a Equacao (5). Dividindo, membro a membro,
a Equacdo (5) por b?, temos que (%)2 —2(§) - 1=0, o que significa que § = ¢ ¢ uma raiz positiva
da equacdo 6226 -1 =0.
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Da equivaléncia entre (14) e (4) obtemos uma relacdo entre o retdngulo de prata e a razéo de prata.
Um retangulo de prata é um retangulo em que a razao entre o lado maior e o lado menor desse é
igual a razao de prata:

— =4. 15
- (15)
Agora, se C; e Dy, Cy e Dy dividem o segmento AB de modo que a relagao (14) e as condigoes
AC; = C1Dy > DB, ACy = C2D2 = D1B > D2C; sdo satisfeitas, e se marcarmos os pontos Cy, e
D, sobre o segmento AB, de modo que AC,, = C,D, =D, 1C,, 52 > D,C,, 1, n = 3,4,5, ..., entao
vale

Acn _Dncnfl
AC, 1  AC, "’

(16)

de acordo com (6). Isso significa que se C,, e D, sdo pontos sobre o segmento AB (Figura 6)
satisfazendo as condigoes acima, entao
AC,
=90,
ACnfl
em que AC, = a, 1 e D,C,1 = a,, n € N, n > 4, correspondem, respectivamente, ao maior e
menor lados do n-ésimo retangulo, de acordo com a sequéncia (12).

Mostra-se, também, que AC,, e D,,C,_; sao incomensuraveis. Tal fato prova-se de maneira anédloga
a que foi usada para provar que os lados de um retangulo de prata sao grandezas incomensuraveis,
na Segao 2.

AWCn Dn CQ D2 Cl Dl B

Figura 6: Segmentos de prata
Fonte: Autoria prépria

3.1. Construgao da razao de prata

Esta secao é dedicada a solugao do problema da divisao de um dado segmento de reta em trés
partes, da seguinte maneira: as duas primeiras partes devem ser iguais e maiores do que a terceira,
e tais que uma das primeiras estd para a parte menor, assim como o segmento todo estd para uma
das primeiras partes. De maneira equivalente, teremos o seguinte

Problema 1. Sendo A, C e D sao pontos tais que AC = CD, determinar um ponto B sobre a
reta que contém esses pontos, de modo que AC = CD > DB e AB, AC, AC e DB, nessa ordem,
satisfazem & Equacio (14).

Construg¢ao. Dada uma reta r, tome os pontos A, C, D € r tais que AC = CD. Queremos determinar
um ponto B € r, tal que AC = CD > DB e 2AC + DB, AC, AC e DB satisfagam, nessa ordem, a
Equacao (14). Por D construa uma reta s perpendicular a r e tome os pontos O, Q € s tais que
DO = OQ = AC = CD. Com centro em Q, construa uma circulo ¢; de raio DQ, de modo que
A<_()Qﬁcl = {E}. Com centros em A e em E e raios AE, construa os circulos cs e cg, respectivamente,
de modo que ¢s Ncg = {F,G}. O segmento FG 6 tal que FG L m e FGn m = {H}. Com centro
em A eraio AH traga-se o circulo ¢y, de modo que ¢;Nr = {B}, e, assim, AH = AB, AB = 2AC+DB,
com AC =CD > DB. O ponto B é tal queﬁ—gz%. |

N
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Justificativa. No AADQ (Figura 7), retangulo em D, temos que AQ = 2(AC)V2 e QE = DQ = 2AC.
Dai, e do fato de que AE = AQ + QE, temos que AE = 2(AC)d§. Agora, como AB = AH = A7E,
segue que AB = (AC)8, e como DB = AB — AD, segue que DB = (AC)6 . Assim,

AB _(AQ)s _ . AC__AC

AC - TAC ¢ DB (ACK 1Y
ou seja,
AB 5 AC
AC ~ DB’
conforme (14). i

Figura 7: Construgao da razao de prata
Fonte: Autoria prépria

De outra maneira, o problema, também, poderia ser o de determinar a razao de prata do segmento
AC (Figura 8).

Demonstragio. Tomando-se os pontos E e F sobre AC tais que AE = EF = b, como AC = a, temos
que FC = a—2b, e, assim,
a-2b b
b a

N
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A E F C D B

Figura 8: Construgao razao de prata-2
Fonte: Autoria prépria

3.2. A espiral de prata

” Espirais sao encontradas em diversos objetos, movimentos e, também, na natureza.
Por exemplo, no voo de gavioes em dire¢ao d sua presa, no ndutilo, e em vdrios

outros [...]”. (Azevedo, 2013, p. 35)

De maneira andloga & construcao da espiral durea, que é construida num retdngulo de ouro [3], a
construgao da espiral de prata tem base num retangulo de prata. No retangulo ABGH da Figura
9, que é um retangulo de prata, construiremos o arco AC, com centro no vértice D do quadrado
ABCD (base de construgdo do retdngulo de prata) e raio AD = DC, no sentido horédrio. No
segundo quadrado, a direita, com centro em F e raio FE = FG, construiremos o arco é;E Nos
quadrados CFLK e JIED, com centros em K e I, tracamos, respectivamente, os arcos CL e EJ
(sentido hordrio). Procedendo dessa maneira, construindo os arcos LP e JN; ..., sempre no sentido
horéario, tragamos, assim, os arcos que formarao a espiral de prata. De modo andlogo as etapas
anteriores, a construgao segue num processo infinito como na Figura 9.

B C F G
N O
K ﬁ p L
J R 3/ I
M P
A D E H

Figura 9: Espirais no retangulo de prata
Fonte: Autoria prépria

3.3. O octégono regular e a razao de prata

Nesta subsecao, apresentaremos evidéncias da ocorréncia do nimero § na Arquitetura e algumas
relagoes desse nimero com as proporgoes encontradas na construgdo de alguns templos. Além
da beleza e harmonia nas proporcoes desses templos, podem-se observar padroes matematicos
e propriedades geométricas que garantem a eles beleza, proporcao e valor estético. Estudar a
histéria dessas proporgoes e suas relagbes com a Arquitetura, além de uma busca pela chave
da beleza, mostra como é possivel fazer interdisciplinaridade entre essa area e a Matematica,
estudando algumas propriedades do Sistema Romano de Proporgoes. A Arquitetura baseia-se em
sistemas de proporgoes que tém sido usados ao longo dos tempos, na construcao de templos, tendo
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também como base a Matemdtica, principalmente, a Geometria e, no caso, de sistemas usados
pelos romanos, nos séculos 1 e 2 da era Crista, através do corte sagrado.

A partir do corte sagrado constroem-se um octégono regular e um octogono regular estrelado,
mostrando-se sua relagdo com o cimborrio da Catedral de Burgos e destacando suas propriedades
geométricas. Como veremos, € o corte sagrado que empresta harmonia aos detalhes geométricos
dessas construcoes, como fachadas e proporgoes bem particulares.

O corte sagrado é a secgao de um dos lados de um quadrado por um ponto desse lado, de modo

que a razao da maior parte nessa divisao para o referido lado é igual a @ Para a construcao de
um corte sagrado, considere um quadrado ABCD, cujo lado mede 1. O arco com centro em A e
raio %5, intercepta dois lados desse quadrado, e cada um dos pontos de intersecao desse arco com
dois lados consecutivos é um corte sagrado. Na Figura 10, os vértices A;, i=1,...,8, do octégono

regular AjAsA3AsA5AgA7Ag sdo cortes sagrados, pois o arco As A7, por exemplo, com centro em

A e raio AA, = AA7, intercepta o lado AD no ponto Az, 127]? = \/75

Figura 10: Octégono regular
Fonte: Autoria prépria

Veremos agora algumas propriedades matemaéticas envolvidas em algumas construgoes em estilo
romano (sistema de proporgoes baseados em nos numeros § e \/5), com o intuito de investigar
como a Matematica, em algumas situagoes, relaciona-se com a Arquitetura, e, em especial, mos-
trar a necessidade de se estudar a Matematica e suas propriedades envolvidas nessas construcoes.
Um exemplo que serd mencionado aqui, é o cimborrio da Catedral de Burgos, na Espanha, que
tem a forma de um octégono regular que contém varios octégonos regulares estrelados, inclusive,
varios quadrados, construidos a partir do corte sagrado. Esse cimborrio é uma das mais belas
cupulas de Renascimento espanhol, um dos elementos mais importantes da catedral. Além de sua
forma octogonal estrelada (Geometria), destacam-se ainda duas caracteristicas, sua originalidade
arquitetonica (Arquitetura) e sua abundancia escultural (arte e beleza).

Esses octégonos regulares (estrelados ou nao) e os quadrados que estao contidos no cimborrio tém
seus vértices nas intersecoes das diagonais do octégono regular A1 AsA3A4A5AgA7Ag, como podem
ser vistos nas Figuras 10, 11a, 11b e 11c.

Na figura 10, temos um octégono regular de lado 1, cujas diagonais cruzam-se de modo que suas
intersegoes sao vértices de outros octégonos regulares de lados medindo 1y, ls..., 15, ..., tais que
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L=t la=h¢t, ..., l,=1,16"", .., ou seja,

hob b b s

R R O Ih1

e assim,

110 PG PR A I (17)

formam uma P.G. infinita de razdo 6 '. Veja, também, na Figura 10 que o lado do quadrado
ABCD mede 61, e que as diagonais do octégono AjAsA3A4A5AgA7Ag se cruzam de modo que
os pontos de intersecao sao vértices de quadrados, e que esses quadrados, a partir do segundo,
possuem lados 1, 14,15, ....1,-1, 15, ..., €, como

L R R - R _sl
sl 1 L T Ly
tem-se, também, que a sequéncia
oL, 1, iyl g, 1y, e (18)

é uma P.G. de razdo 6 L.

As P.G.s (17) e (18) geram nimeros de Pell, com propriedades aditivas. Isso significa que
Li+2li 1 =1 o, (19)
para i=2,3,4,... Tal propriedade é satisfeita, também, pela sequéncia
1,6,6%,6%, ..., (20)
isto é,
ol 4 26m = 571, (21)

Além dessa propriedade, a sequéncia (20) também satisfaz & propriedade
6n = pn6 + Pn-1> (22)

em que p, € p,_; sao nimeros de Pell.

Essas sequéncias de octégonos regulares. Octogonos regulares estrelados e quadrados podem ser
vistos no cimborrio da Catedral de Burgos (Figuras 11b e 11c), e que as razoes entre dois elementos
quaisquer desses octogonos e quadrados tém sempre alguma relagdo com a razao de prata. Isso
se deve ao fato de a razao de prata gozar tanto de propriedades aditivas quanto geométricas,
e este fato confere a essas razoes caracteristicas extremamente importantes e essenciais para se
transformarem em bases de sistemas de proporcoes que sao usados na Arquitetura.

3.4. A razao de prata na Arquitetura Japonesa

Hoje, para a Arquitetura Oriental, nem a razao de ouro, nem a razao de prata é vista como uma
relacao divina ou uma regra de design, mas essas razoes ainda tém suas importancias. E possivel
ver que existem projetos que as utilizaram como forma de criar uma orientacao ou um sentimento
de harmonia e serenidade. Dessa maneira, no Japao,
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Figura 11: Cimborrio da Catedral de Burgos
Fonte: https://www.flickr.com/photos/azuaje/4951726887/in/photostream/lightbox/

“eles ndo acreditam muito no uso da Razdo Aurea no design. Para eles, o uso da
Razdao de Prata cria um design mais bonito e sereno do que a Propor¢do Divina.
Como a Razdo de Prata obtém uma propor¢ao menor (1,414), os objetos feitos com

base nela estao mais prorimos do quadrado do que os feitos com base na propor¢ao
oeste.”(ARCHITECTS ZONE, Golden and Silver Ratio in Architecture)

O uso da razao de prata na Arquitetura Oriental, em especial, na Arquitetura Japonesa, é eviden-
ciado no templo Horyu-ji em Tkagura, Prefeitura de Nara, Japao. Esse templo budista, construido
em madeira, é uma das construgoes do género mais antigas do mundo. Como podemos ver na
Figura 12a, no prédio a direita, a razao entre o térreo e o seu segundo andar é de 1,414, e no
prédio a direita, vimos que a razao entre o primeiro telhado e seu tultimo telhado, também é de
1,414.

Na Figura 12b, temos a torre de radiodifusao Tokyo Skytree, na cidade de Téquio, no Japao, uma
das torres mais altas do mundo, com dois observatérios e uma antena de transmissao digital no
topo. Nela, é possivel observar que a razao das distancias do piso ao topo da torre e do piso ao
segundo observatorio é de 1,414.

Observamos, nas Figuras 12a e 12b, um nimero comum: 1,414. Esse é um valor aproximado para
V2 que, por sua vez, é tal que V2 = 6—1, sendo essa a relacio do templo Horyu-ji e da torre Tokyo
Skytree com a razao de prata.

Figura 12: A razdo de prata na arquitetura oriental: (a) Templo Horyu-ji; (b) Tokyo Skytree
Fonte: ARCHITECTS ZONE (2017)

Hishikawa Moronobu (1618 - 1694), que viveu durante a Era Edo, foi o primeiro grande pintor
ran
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Figura 13: Beauty Looking Back
Fonte: BRITANNICA (2020)

japonés. Entre suas obras, destaca-se a Beauty Looking Back, Figura 13, de propriedade do Museu
Nacional de Téquio (BRITANNICA, 2020). A Figura 13, semelhante ao Modulor de Le Corbusier,
é baseada no Homem Vitruviano, de Leonardo Da Vinci, que usava a razao de ouro para calcular as
relacoes entre as partes do corpo humano. Na obra de Hishikawa Moronobu é possivel observarmos
a presenca da razao de prata.

4. Sequéncia de Pell

Definicao 3. Chama-se sequéncia de Pell?, toda sequéncia definida pela recorréncia py = 1, p; = 2
€ Pp =DPno+2p, 1,0 €N, n>2 eseustermos 1,2,5,12,29,70, ..., sio chamados nimeros de Pell.

O Lema a seguir mostra-nos a relagdo de um termo qualquer da sequéncia em (12) com os lados de
um retangulo de prata e dois niimeros consecutivos de Pell, e sera 1til na demonstragao da relagao
da razdo de prata com a sequéncia de Pell; na Secao 5.

Lema 1. Se a e b, a > b, sdo lados de um retangulo de prata, p, o € py_1 sdo dois termos
consecutivos da sequéncia de Pell, entdo

an = (=1)"(Py 28— Py 1b),
neN, n>4.
Demonstrag¢ao. Observemos, em (8), que os valores absolutos dos coeficientes de a e b sdo 1,2, 5,12, 29,

sendo os de a, considerados a partir de 1, em as, e os de b, a partir de 2, também em ay. Assim,
an, em (12), pode ser reescrito como

an = (-1)"(Py2a —Pp-1b), (23)

em que p, o € p,q sao numeros de Pell, n € N, n > 4. De fato, para n = 4, a expressao (12) é
verdadeira, pois,

as =ba—12b = Poa — p3b (71)4(p237 p3b)~

2Matemadtico inglés (1611 - 1685)
an
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Figura 14: John Pell
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Pell

Suponha agora que (12) seja valida para todok € N, 4 < n <k, isto é, a1 = (-1)¥ 1 (p_sa—py_ob)
e ax = (-1)¥(py_sa-Ppi_1b). Paran = k+1, o termo geral da sequéncia em (12), fica axy1 = a1 —2ay,
e, assim,

aks1 = (-1 (P32 — pi_ob) — 2(-1) (P2 — pi1b),

ou seja,
a1 = (1) (p_za—py_ob) +2(-1)**! (p_ja—py1b).
Dai,
a1 = (1) [(Di3 + 2P 28) — (D2 + 2D )b] = (1) (pa - pib).
Portanto, a, = (-1)*(p,_92—p,_1b), n € N, n > 4. O

4.1. Algumas propriedades da sequéncia de Pell

As identidades a seguir mostram algumas propriedades satisfeitas pelos nimeros de Pell e, prin-
cipalmente, o Teorema de Binet, que nos permite determinar um termo qualquer da sequéncia de
Pell, a partir dos nimeros 6 = 1+V2 e 6’ = 1 V2, raizes da equacio 62 —26—1 = 0. Nas identidades
1 - 4, vamos considerar n € N, n > 1.

Identidade 1. (Soma dos n primeiros nimeros de Pell)

Pus1 —Pn 1
p0+P1+P2+---+pn71:an-
Demonstragao. Como poz%1 ep; = p“lgp"l, 1<i<n-1, temos que
Do+ Dy +Po+Ps+e..tPygtPy P_1+P2*Po +P3*P1 +”.+pr1717pn73 +pn7pn72
2 2 2 2 2
_ P+ (@1 -P)+ P2 Po)+-- -+ (Pyo Pno)+Pu1+DPy
2
— I)n+17131171
-

O
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Identidade 2. (Soma dos n primeiros nimeros de Pell de ordem impar)

p2n71

P1+P3+Ps+...+Dop 1 = B)

Demonstragio. Como py; = 220221 <i<n-1, temos que
DL +Ds+Ds et Doy = P2 2po + P42P2 4 Pan-2 2P2rr4 + P2n 2P2n72
_ Pot+ (P2 DP2) +(Py—Py) +---+ (Pay2 Pay2) + Doy
B 2
_ Pan — 1
B 2

Identidade 3. (Soma dos n primeiros nimeros de Pell de ordem par)

Pon_
Po+Pa+Psyt...+Pop 2= 2; -
Demonstracdo. Das identidades 1 e 2, seguem que po+py +Pg+. .. +Pgy g = 222822 Lo 4poy
Ps+...+Dopq = pz‘T‘l, respectivamente. Como py+ Py +Pg+...+Doyo = (Pg+DP1+D2---+Dan o+
Pon-1) — (P1+D3+ D5+ ...+ Pgy 1), temos que
Doy — 1 -1
Do+ Do +Dat et Poy o = P2n+1 — Pon ~ Pon _ p2n71'
2 2 2
mi
Identidade 4. (Soma dos quadrados dos n primeiros nimeros de Pell)
PO+ I +PY .+ Pl = I,
Demonstragio. Como pj = 2921 ¢ p? = PPl 1] <§ <n— 1, temos que
pg + p% + pg P pr2171 _ DPoP1 + P1P2 — PoP1 + P2P3 — P1DP2 4+ Pn-1Pn ~ Pn2Pn-1
2 2 2 2
_ (PoP1 — PoP1) + (P1P2 ~P1P2) +-- -+ (Py 9P 1~ Pu 2Pn 1) +Pn 1Py
2
— Pn-1Pn
-
O

Observagoes:
1. 66"=-1eds—6 =2V2

2 _ 46 N2 _ 48"
.1+6 —\@e1+(6) =

2
3. 2462+ (6)2=(6-(58"))?
4. 1426 =062 e 1+26" = (62

[
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Identidade 5. (Teorema de Binet) Para n > 0, tem-se

5n+1* (5/)n+1
Po ===
emqued=1+V2ed =1-v2.

- . - . (50+17 5’ 0+1
Demonstracao. Usando indugao sobre n, verificamos que p, = %

que p, seja valida para todo k € N, 1 <n < k. Assim, paran=k+1,

= 1. Suponhamos, agora,

B 9 B (5k*((5/)k +25k+17(6/)k+1 _ 5k(1+26)7(6/)k(1+26/)
Pl = P 2Pk = T 5—o - 5—6' ‘
5(k+1)+1*(5/)(k+1)+1

Da observacao 4, segue que py,q = . Portanto, p, ¢ valida para todo n € N. O

o-0o’

Identidade 6. Para n,m € N, n,m > 1, tem-se
Pn+m = Pn-1Pm-1 + PnPm-
Demonstracao. Da identidade 5 e das observagoes 1 e 2, seguem que

n+m (46 ryn+m (46’
B 5(n+m)+17(6/)(n+m)+1 ~ ot (\—6)* (5) + (E) B 5n+m(1+62) +(6l)n+m(1+(6/)2)

Prem = 5o 5— 0o 6-0)?

Agora, das observagdes 1 e 3, podemos escrever p,,,, cOmo

B on — (6/)n om (6/)m N 6n+1 o (6/)n+1 6m+1 o (6/)m+1
Prm = =5 5o 5o s-o

ou Sejav Pn+m = Pn-1Pm-1 + PnPm- o
Identidade 7. Para n > 1, tem-se
Pon = p12171 + pr21
Demonstragao. Fazendo n = m na identidade 6, segue o resultado. O
Identidade 8. Para n > 1, tem-se
pﬁ “Pn-1Pn+1 = (71)11'

Demonstragdo. O resultado segue imediatamente da identidade 6 e das observacoes 1 e 3. O

5. A Razao de prata e a sequéncia de Pell

Mostraremos aqui como a razao de prata e a sequéncia de Pell estao relacionadas através do
seguinte

Resultado 1. A razao de prata é o limite da sequéncia de Pell quando o ntimero de termos cresce
ilimitadamente, isto é,

6= lim —2. (24)

n—oo pn71
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Demonstra¢ao. Vimos que o termo geral da sequéncia (12) é dado por a, = a, o —2a, 1 € que,
pelo Lema 1, pode ser escrito como a,, = (-1)"(p,,_2a—p,_1b), paran € N, n > 4. Quando n — oo,

Pnib _ pPyoa
Pn2b Pn2b

Pat 2 (0, Portanto, lim Bt — 2 = ¢, o
Pn-2 b n—oo Pn-2 b

temos que a, = a9 —2a,-1 — 0, e dai, p, »a—p, ;b — 0. Logo, — 0, ou seja,

Observemos que ao calcularmos o quociente entre dois termos consecutivos da sequéncia de Pell, e
considerando uma aproximacao de 3 casas decimais, a Tabela 1 mostra-nos que, paran € N, n > 6,

o algarismo da terceira casa decimal de ppA é sempre 4.
n—1

1 2 5 2 29 70 | Teo | 08 | ‘oss | o3 | Srar
2,000 | 2,500 | 2,400 | 2,416 | 2,413 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 |

Tabela 1: Quociente de um nimero da sequéncia de Pell pelo seu anterior
Fonte: Autoria prépria

Consideragoes Finais

A beleza da Matematica estd presente em toda parte e é evidenciada nas possibilidades de aplicacoes
em diversas areas do conhecimento humano, apesar de serem desconhecidas por muitos. Tais
aplicacoes podem ser mais exploradas em sala de aula e servirem de elo para a interdisciplinaridade
entre conteudos regularmente estudados, além de motivar os estudantes e deixar as aulas mais
interessantes.

Nao obstante ser um tema interessante, é pequeno o numero de professores e de alunos que co-
nhecem sobre a razao de prata, talvez porque nao seja explorado nos livros didaticos, tornando-o
pouco conhecido. Além de ser possivel explorar as propriedades dessa razao, com os estudos feitos
ao longo do texto, viu-se a possibilidade de explorar as propriedades matematicas do retangulo
de prata e da razao de prata, e mostrar que a Matematica esta presente no nosso dia a dia, com
aplicacbes na industria grafica e na Arquitetura, e relacionar a razao de prata com a sequéncia de
Pell.

Em linhas gerais, este artigo trouxe uma forma de trabalhar a Matemética e a interdisciplinaridade
relacionada com o numero de prata e mostrou que a Matematica necessaria para isso é, de fato,
acessivel aos professores e alunos do Ensino Médio. Acreditamos que seja possivel trabalhar diversos
tépicos de Matematica em um contexto interdisciplinar, porém, para isso, além de conhecer o
préprio conteiido matematico a ser ensinado, é necessario que o professor mergulhe um pouquinho
em outras areas, o que nao é tao simples, mas é factivel.
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