PROFESSOR DE
MATEMATICA

ONLINE PMO v.4, n.1, 2016

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica ISSN: 2319-023X
https://doi.org/10.21711/2319023x2016/pmo41

Tetracao e superexponenciais

Marcus Lima

Resumo

Apresentamos uma demonstracio de que os valores de ¢ > 0 para os quais a expressio a®* estd
bem definida estdo no intervalo [(1/e)¢, e!/¢]. Esse fato foi descoberto e publicado por Euler em 1778
e teve varias demonstragoes desde entdo. Nosso interesse € justifici-lo de modo que tal intervalo
surja naturalmente na andlise da convergéncia da expressao acima, usando apenas resultados da
primeira disciplina de Calculo. Nossa abordagem foi baseada nas ideias apresentadas nos artigos
da referéncia.

Palavras-chave: tetracao; sequéncias convergentes; fungoes exponenciais.

Abstract

We present a demonstration that the values of @ > 0 for which the expression a®* is well defined
are in the range [(1/e)¢,e'/¢]. This fact was discovered and published by Euler in 1778 and has
had several demonstrations ever since. Our interest is to justify this fact so that such an interval
arises naturally in the analysis of the convergence of the above expression, using only results from
the first discipline of Calculus. Our approach was based on the ideas presented in the reference
articles.

Keywords: tetration; convergent sequences; exponential functions.

1. Significado da expressao a®”

Fixado um nimero a, o processo de fazer sucessivas exponenciagoes com tal niimero é chamado de
tetracao, superexponenciacao ou ainda hiperexponenciagdo. Do ponto de vista de uma “ordenagao”
entre as operagoes de adigao, multiplicagdo e exponenciacdo, poderiamos pensar na adicdo como
primeira operacgdo. Considerando a fun¢do F(x) = = + a e iniciando com F(a), composi¢oes
sucessivas de F'dao origem a multiplicacdo (segunda operagao). Repetindo o procedimento anterior
para G(z) = az, iniciando com G(a), composigoes sucessivas de G ddo origem a exponenciagao
(terceira operagdo). Fazendo o mesmo para H(x) = a”, iniciando com H (a), composigdes sucessivas
resultam na operagdo chamada tetragdo (quarta operacao). No entanto, os processos descritos
anteriormente sao todos finitos. Da mesma forma que ocorrem somatérios e produtérios infinitos,
considerando exponenciagoes infinitas, chega-se a expressdao que motiva este texto.
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Como processo infinito, a expressdo a* ¢é definida por meio de um limite. Para cada ntimero real
a > 0 (para nao haver restrigdes quanto & exponenciacao), consideramos a sequéncia (a,, )5 ; (que
daqui em diante denotaremos apenas por (a,,)) definida por:

a;=a e a,,, =a para n>1

Definimos

a’ .
¢ = lim a
n—o0

a n

se esse limite existir.

Para a = 1, (a,,) é convergente, com nlgg() a, = 1. Para a #+ 1, se (a,) é convergente, digamos

lim a,, = z, entao
n—oo

lim

a . .
x=a* = lim a, = lim a% 1 = @™nrrec%-1 = g% (1)

n—oo n—oo

em que a ultima igualdade decorre da continuidade da fun¢do exponencial a*.

Assim, um ntimero real a para o qual a sequéncia (a,,) é convergente, com lim a, = z, satisfaz
n—o0

a equacdo x = a® ou a = z/*, que nos leva ao estudo da funcio flz) = '/ ¢ > 0. Tal funcio
assume valor méaximo e'/¢ quando = = e (f'(z) = 2!/* 5 (1 —Inz) > 0, para z < e e f'(z) <0,
para x > e) e tem o gréfico:

f@) =z

Figura 1: Gréfico da funcio f(x) = z/®

Disso decorre que uma condigdo necessaria para (a,,) ser convergente é a < el/¢. Isso determina
o limite superior do intervalo de convergéncia de (a,,) e e como valor méximo para o limite de
(a,). Com isso restringiremos a analise das sequéncias (a,,) para 0 < a < e'/¢. Como para a = 1,

lim a,, = 1, analisaremos separadamente os intervalos (1,e'/¢] e (0, 1).
n—oo

2. Convergéngia no intervalo (1,e'/¢]

. o . a A . 7
Com a > 1, iterando as exponenciais, vem a < a* < a® < ..., e a sequéncia (a,,) é crescente.
. . 1 1/e-1 . ~ .
Também, a; = a < el/e, assim, ay = a™ < (el/e)e C=e° < e. Por inducgao finita podemos
mostrar que a,, < e, para todo n. Ou seja, para cada nimero real a satisfazendo 1 < a < el’e a
sequéncia (a,,)>° ; é crescente e limitada superiormente, portanto é convergente.
R
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3. Anailise de convergéncia no intervalo (0,1)

Neste caso a,, < 1, para todo n. Além disso, a = a; < ay = a®* < 1. Analogamente, a* = ay >
a; =a* <lea=a; <az=a". Da tdltima desigualdade, decorre que a® = ay > a, = a%.
Novamente por inducéo finita sobre n, obtemos a = a; < ag < - < dg,yq € Ay, <+ < Oy < Gy =
a® para todo n natural. Assim, (ay,,,) ¢ crescente e limitada superiormente e a,, ¢é decrescente
e limitada inferiormente, logo ambas sdo convergentes com limites A e B, respectivamente, e
satisfazem: A = limay, ; = lima®*"" = a*" e B = limay, = lima® """ = a%”. Nosso interesse
agora é determinar os valores de a para os quais teremos A = B ou, equivalentemente, determinar
os valores de a de modo que a equacdo a® = z tenha solucdo para um tnico valor de = > 0.
Faremos isso com base no estudo da fungdo ¢,(z) = a®", x > 0, procurando condi¢des sobre a
para que o grafico de ¢, (x) corte a reta y = x em apenas um ponto (ou seja, para que ¢, (x) tenha
uma tnica solugdo). Fixemos a tal que 0 < a < 1. Temos ¢, (z) = a® a*(Ina)? > 0, para todo
x > 0, portanto, ¢, (x) é crescente. Além disso, a reta y = 1 é uma assintota horizontal ao grafico
de ¢, (z) (lim a*" =1, pois 0 < a < 1).
Tr—r00

Se lim ay,,; = Be lim a,, = B, usando as igualdades em (1), obtemos lim a, = B, portanto,
n—oo n—oo n—oo

a®? = B.

Observemos que B é uma solucio de a®” = x. Usando isso e reescrevendo ¢/, (z)a®” Ina®” In a, temos
que ¢, (B) = a®”a®(Ina)? = BIn Blna = (In B)2. Agora, se ¢/,(B) > 0, no ponto (B, ¢,(B)), em
que o grafico de ¢, (z) corta a reta y = x, a inclinagdo da reta tangente ao gréfico de ¢, (x) é maior
do que 1. No entanto, como y = 1 é assintota horizontal, deve haver outro cruzamento desse grafico
com a reta y = x, ou seja, haverd mais de uma solucdo da equacdo a®” = z. Disso concluimos que
se h4 uma tnica solugio B de a®” = z, entdo ¢, (B) < 1. Isso nos remete a encontrar todos os
valores de a para os quais ¢, (z) < 1, para todo 2 > 0. Para isso vamos investigar um pouco mais
a funcio ¢/ (z). Calculando sua derivada, obtemos ¢ (z) = a® a*(Ina)?(a® Ina + 1). Resolvendo
¢ (x) = 0 (que ocorre para a®Ina+ 1 = 0), obtemos a®" = e~ 1. Como ¢’ (z) > 0 para todo = > 0
tal que a®” < el e ¢/ (x) < 0 para todo x > 0 tal que a®” > e~!, concluimos que:

. - s
i. 0 maximo de ¢ (x) ocorre quando a®" = e~ L.

ii. o grafico de ¢, (x) tem um ponto de inflexdo cuja abcissa é x, = ﬁ In (—i) >0, que é o
ponto de méximo de ¢, (). A expressdo para z, é obtida resolvendo a” Ina + 1 = 0. Da condigdo

x, >0, decorre 0 < a < e~ L.

Como consequéncia de i. acima, ¢, (z) = a® a®(Ina)? = a* Ina® Ina < —11na, para todo z > 0.
Assim, ¢/ (z) <1 para todo z > 0 quando —% Ina < 1, ou seja, a > e €. Vamos mostrar que, para

todo a no intervalo [e¢,1), o gréfico de ¢, (x) corta a reta y = x apenas uma vez. Observemos

que isso implica que lim a,,.; = lim a,, e, portanto, a existéncia lim a,. Nossa andlise serd
n—oo n—oo
baseada em ii. acima. Para a = e ¢, I = (é, é) é o ponto de inflexdo do grafico de ¢, (z) e o

grafico de ¢, .(x) corta a reta y = x apenas uma vez, no ponto I. Para e ® < a < e!, como

¢l (x) < 1 para todo > 0, ¢,(0) =a >0, p,(z) é crescente e lim ¢, (x) =1, o grafico de ¢, (x),
Tr—00

x > 0, corta a reta y = z em um tnico ponto. Para e™! < a < 1, o grafico de ¢, (z), z > 0, tem
concavidade para baixo e corta a reta y = x em um tnico ponto. Em particular, x = 0 é a abcissa
do ponto de inflexao do gréfico de ¢ -1 (z).

Finalmente, para a no intervalo (0, ¢), lim a,, ., = B > a pois (ay, ) é crescente. Além disso,
n—oo
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Figura 2: Gréficos de ¢, (z) para a < e ¢ (em vermelho); a = ¢ ¢ (em azul) e e < a < 1 (em
preto)

0. (B) = Be ¢,(B) = a®’aP(Ina)?> = BmnBlna > alnalna > (Ina)? > €2 > 1, em que na
segunda desigualdade acima usamos que a® > a. Como discutido anteriormente, a desigualdade
acima implica a existéncia de uma outra solugdo de ¢, (z) = 2 e podemos concluir que nio existe

lim a,,. Dessa analise da funcdo ¢,(z) = a®", = > 0, podemos concluir que, para e™© < a < 1,
n—oo

~ x ~ ~ a"‘ .
a equacdo a® = z tem apenas uma solugdo para xz > 0. Dessa forma, a expressao a® estd bem
definida (no sentido que para todo a a expressdo assume apenas um valor) para a no intervalo

[(1/e)¢,et/e].
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Histoéria, resolucao numérica e GeoGebra no
ensino de equacoes algébricas

Rubens Ortega Thiago Abbeg

Resumo

Este trabalho propoe uma metodologia alternativa para o estudo tradicional de Equacbes Algé-
bricas, sugerindo a consideracao de trés componentes: visao histérica do tema, implementacao de
um método numérico, o da Bissecao, e utilizacdo do aplicativo GeoGebra. Tem como objetivo
principal completar uma lacuna presente na formacao dos estudantes do Ensino Médio, pois, basi-
camente, os métodos de resolucao ali apresentados permitem apenas encontrar raizes racionais das
equagoes. Raizes irracionais, de igual importancia, sdo praticamente deixadas de lado. A ideia foi
desenvolvida em uma Dissertacdo de Mestrado do Profmat! [1], e segue o pensamento exposto em
[4].

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Equagoes Algébricas; Método da Bissecao; GeoGebra.
Abstract

This work proposes an alternative methodology for the traditional study of Algebraic Equations,
suggesting the consideration of three components: historical view of the theme, implementation of
a numerical method, the Bisection, and use of the GeoGebra application. Its main objective is to fill
a gap in the training of high school students, because basically the methods of resolution presented
there allow only to find rational roots of the equations. Irrational roots, of same importance, are
practically neglected. The idea was developed in a Master’s Dissertation of the Profmat [1] and
follows the thought exposed in [4].

Keywords: Mathematics Teaching; Algebraic Equations; Bisection method; GeoGebra.

1. Introdugao

Nao faz muito tempo, um mestre de obras consultou-nos sobre um financiamento que pretendia
fazer na compra de um carro. Sua divida era se a prestacao de R$ 852,43, anunciada pelo vendedor
da concessiondria, estava correta, ja que o valor a ser financiado em 36 meses seria R$ 25.000,00,
com taxa de juro de 0, 99% ao més. Com ajuda de uma calculadora, dissemos-lhe que, naquelas
condigoes, a prestacao deveria ser R$ 828,93. Ele pensou um pouco e, em seguida, perguntou qual

Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - www.profmat-shm.org.br/
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era, entdo, a taxa de juro que estava sendo cobrada para a prestacao informada pelo vendedor. Foi-
lhe dito que esta resposta nao poderia ser dada naquele momento, e explicado que o problema de
encontrar a taxa de juro é muito mais sofisticado do que o de encontrar a prestacdo. O resultado foi
dado no dia seguinte, obtido com ajuda da funcdo TAXA do Excel?, que forneceu o valor 1,1529%,
bem acima do anunciado 0, 99%.

Para responder a essas perguntas, consideremos a férmula do Valor Atual [13],

1—(144)™

A—p e p_ Ai(1+14)

i (144 —1"
onde A é o valor a ser financiado, P é a prestacdo, i é a taxa de juro e n é o nimero de parcelas.
Conhecidos A, i e n, pode-se facilmente encontrar P. No nosso caso, fica

p_ 250000, 0099(1 + 0,0099)36
N (1+0,0099)36 — 1 ’

que d& P =R$ 828,93. Por outro lado, dados A, P e n, para encontrar o valor de ¢ somos levados
ao problema de resolver uma equacao algébrica de grau n + 1, com termo independente nulo, isto
é,
1—(1+9™ A
AzPi( +Z) @(1+i)”~<ﬁi—l>+120
i

No nosso caso, fica
25000 .

1 \36 | (
1+ 852,43

O episddio anteriormente descrito fez-nos refletir sobre ser esse mais um importante assunto que
o estudante nao aprende nos 12 anos que passa pela Educagao Béasica. Durante a vida, a grande
maioria das pessoas fard um financiamento, para comprar um carro, uma casa, um eletrodoméstico
ou qualquer outro bem. Assim sendo, o calculo da taxa de juro deveria fazer parte dos conheci-
mentos basicos de cada pessoa, inclusive para o bom exercicio da cidadania. Dessa forma, como
tal cdlculo e muitos outros oriundos de problemas importantes [4] fazem parte do tema “Resolugéo
de Equacoes Algébricas”, acreditamos ser de grande relevancia tratar do assunto em sala de aula
fazendo uso de uma abordagem mais geral e moderna.

—1>+1:O.

2. Equacgoes algébricas no ensino médio

Os contendos relacionados as Equagoes Algébricas sdo tratados na 3% série do Ensino Médio, logo
apds o estudo dos Numeros Complexos. Os principais resultados [8] apresentados aos estudantes
sao enunciados a seguir.

Teorema Fundamental da Algebra: Todo polinémio P de grau n > 1 admite ao menos uma
raiz complexa, podendo ser real.

Teorema das Raizes Complexas: Se uma equagdo algébrica de coeficientes reais admite
como raiz o nimero complexo z = o+ Bi (8 # 0), entdo essa equagdo também admite como raiz o
numero Z = o — [3i.

2Editor de planilhas produzido pela Microsoft.

= s



PROFESSOR DE

I I I > MATEMATICA

ONLINE
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica Ortega € A b beg

Teorema de Bolzano: Sejam P(x) = 0 uma equagio algébrica com coeficientes reais e (a,b)
um intervalo real aberto. Se P(a)-P(b) > 0, entdo a equagdo possui um nimero par de raizes reais
(ou ndo possui raiz) em (a,b). Se P(a)- P(b) < 0, entdo a equag¢do possui um niumero impar de
raizes reais em (a,b).

Teorema das Raizes Racionais: Se uma equagio algébrica a,x" + a, 12"t +a, 2™ 2+ +
ayx +ag =0, com a,, # 0, de coeficientes inteiros, admite uma raiz racional p/q, sendo p e q
primos entre si, entdo p é divisor de ay e q é divisor de a,,.

E com base nesse ltimo resultado que os estudantes resolvem as equacoes que lhes sao pro-
postas. Por exemplo, para a equacio 2x> + x2 — 18z — 9 = 0, as possiveis raizes inteiras sdo
os divisores do termo independente (—9), isto é, {—1,4+1,—3,43,—9,49}, sendo que as possi-
veis raizes fracionarias sdo resultantes dos quocientes entre os elementos do conjunto anterior e
os divisores do coeficiente do termo de mais alto grau (2), isto é, {—1,+1,—2,4+2}. Com isso,
conclui-se que o conjunto das possiveis raizes racionais da equacdo 223 + 22 — 18z — 9 = 0 ¢é
{-1,+41,-3,+3,—-9,49,—1/2,+1/2,—-3/2,+3/2,—9/2,49/2}. A partir dai, a aplicacdo do dis-
positivo de Briot-Ruffini [8] permite encontrar, neste conjunto, basicamente por inspegdo, quais sao
raizes. Neste caso, {—3,—1/2,+3} é o conjunto solugdao. Por outro lado, o conjunto das possiveis
raizes racionais da equacio P(z) = 2® + 22 —2 =06 {—1,+1,—2,+2}, e, por simples verificagdo,
constata-se que nenhuma delas é solugdo. Sabemos, também, pelo Teorema de Bolzano, que essa
equagdo possui pelo menos uma raiz real no intervalo (0, 1), pois P(0) - P(1) < 0. Os estudantes
concluem o Ensino Médio sem saber resolver, por exemplo, essa ultima equagao.

Atualmente, existem aplicativos gratuitos, acessiveis ao publico, que resolvem numericamente tais
equacoes. Por exemplo, no versatil GeoGebra?®, pode-se digitar a equacio na Janela CAS e obter
a solucdo. A Figura 1 mostra a solucdo da equacdo 2z> + 22 — 182 — 9 = 0, cujas raizes sdo
todas racionais, e uma aproximacgao com dez casas decimais da unica solugdo real da equacao
P(x) = 2% + 22 — 2 = 0, que é irracional.

3Este aplicativo e diversos materiais relacionados podem ser obtidos em https://www.geogebra.org/. O presente
trabalho ndo tem como objetivo detalhar as instrugdes para elaboragdo, no GeoGebra, das figuras que fazem parte
do texto. Os leitores interessados na reproducgao das atividades aqui descritas poderdo acessi-las, inclusive para
download, em https://www.geogebra.org/rubensortega.
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Arquive Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

== | v a5 N ol x =] x=]}| o] &

2xM 3+ 2-18x-9=0

1
ResolverMumericamente: {x ==3,x=-= 2 X =3

¥ 3+2n-2=0

Resolverlumericamente:  {x = 0.7709169971}

Figura 1: Resolugdo de Equagdes Algébricas no GeoGebra

Note-se que o programa funciona exatamente como uma calculadora e nao mostra o caminho para
se chegar ao resultado. Apesar de que conhecer essa ferramenta é de grande importancia, vemos
como muito mais interessante e pedagdgico que o professor mostre aos estudantes um caminho
matemdtico que faca com que se chegue & raiz, como foi no caso da equacdo 2z +x2 — 18z —9 = 0.
Afinal, o préprio programa tem um algoritmo implementado que permite chegar & solugio.

3. Férmula para a equagao do 3° grau

O dia 10 de agosto de 1548 ficou marcado na Histéria da Matematica pelo grande duelo mateméatico
que travaram Niccolo Tartaglia (1499-1557) e Ludovido Ferrari (1522-1564), na igreja de Santa
Maria do Jardim, em Milao, Italia. Esse duelo foi agendado apds uma série de correspondéncias
piiblicas trocadas entre os dois ilustres mateméaticos, conhecida como Cartelli di Sfida Matematica*
[6], tudo em razdo da famosa férmula que resolve, por meio de radicais, a equagdo algébrica de
terceiro grau

axd + bz’ +cx+d=0,

em funcao dos coeficientes a, b, ¢ e d.

A férmula, que serd apresentada nesta segdo, foi publicada pela primeira vez na obra [2]°, escrita em
latim, de autoria de Gerolamo Cardano (1501-1576), tratado que figura entre os mais importantes
da Historia da Matemédtica. Apesar de Cardano atribuir os créditos da descoberta da férmula a
Scipione Dal Ferro® (1465-1526) e também a Tartaglia, este ficou enfurecido pois havia revelado
o resultado a Cardano sob juramento de que o mesmo nao o publicasse. A quebra da promessa, na
visdo de Tartaglia, foi imperdodvel, e gerou um conflito de grande repercussao. No ano seguinte,
Tartaglia publicou sua obra Quesiti et Inventione Diverse © [17], na qual apresenta sua resolugio

4 Folhetos de Desafio Matemdtico.

5A Grande Arte, que possui edicio traduzida para o inglés [3]

6Cardano encontrou manuscritos de Dal Ferro que comprovam que ele havia descoberto a férmula antes de
Tartaglia; porém, Dal Ferro nunca a publicou.

7 Quesitos e Invengdes Diversas, que possui edi¢io traduzida para o francés (18]
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e faz duras criticas a Cardano. Em defesa de seu mestre, Ferrari rebateu publicamente as criticas
de Tartaglia, o que gerou resposta de Tartaglia, réplica de Ferrari, e, apds seis correspondéncias
ptblicas (panfletos) escritas por cada um deles, finalmente o duelo matemaético entre os dois foi
marcado. Em razao de mais desavencgas havidas entre os dois durante o embate, o duelo nao
prosseguiu até o final, ficando limitado apenas ao primeiro dia. Este desfecho foi frustrante e nao
houve um vencedor oficialmente declarado. Nao obstante, o que ocorreu com a vida de cada um
dos contendores apds o episédio pode ser um indicio de como a comunidade entendeu o resultado
do confronto.

A solugao por meio de radicais das equagoes do quarto grau foi demonstrada por Ferrari, e também
publicada no Ars Magna. Posteriormente, Paolo Ruffini (1765-1822), Niels Henrik Abel (1802-
1829) e Evariste Galois (1811-1832) foram os principais personagens envolvidos no estudo de
equacoes de grau superior a quatro, demonstrando ser impossivel resolvé-las por meio de radicais.

Apés esta breve introdugao histérica, passaremos ao procedimento que leva a formula que resolve
as equagoes do 3° grau, acreditando que, por sua simplicidade e valor histérico, deveria ser apre-
sentada aos estudantes. Assim, queremos enfatizar que a insercao da Histéria da Matemética como
estratégia didatica no processo de ensino-aprendizagem pode ser de grande valia. Particularmente,
com relacdo as equagdes algébricas, praticamente tudo o que envolveu a descoberta das férmulas
e suas repercussoes parece estar muito claro, pois existem referéncias que trazem dados precisos
dos fatos, e que se baseiam em documentos histéricos, como cartas e manuscritos redigidos pelos
proprios protagonistas. Desta forma, como recurso didatico a ser utilizado em suas aulas, reco-
mendamos fortemente aos professores os excelentes livros [7]% e [19]?, bem como os artigos [5], [9)],
[10] e [15].

Agora, seguindo a demonstragdo de [12], iremos encontrar uma férmula que resolve a equagio
ar® +bx? +cx+d=0,

em funcao dos coeficientes a, b, ¢ e d.
Primeiro, notamos que se A e B sido raizes da equacido do segundo grau z2 — Sz + P = 0 logo
(A+B=Se AB=P), entdao y = V/A+ /B é soluciao da equacdo y* — 3/ Py — S = 0. De fato,
. 3
y' = (VA+VB) = A+ B+3VAB(VA+ VB),

y3—3\3/ﬁy—520. (1)

Isto significa que, dada uma equacdo do terceiro grau do tipo 4> + py + g = 0, é possivel escrever
suas raizes como soma de raizes cibicas das solugoes de uma equagado do segundo grau.

Para utilizar este resultado, primeiramente vamos transformar a equagao que queremos resolver,
isto é, axz® + bx? + cx + d = 0, em outra sem o termo quadrético. Fazendo a mudanca de varidvel
x =y + m, obtemos

aly+m)2 +b(y+m)?+cly+m)+d=0,
ay® + (3am + b)y? + (3am? + 2bm + ¢)y + (am?® + bm? + cm + d) = 0.

8Este livro apresenta uma visdo geral sobre a histéria das equacgdes algébricas.
9Este livro aborda detalhes histéricos em torno da férmula que resolve as equacdes de terceiro grau.
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b

Se escolhermos m = —z,

a equagao reduz-se a
ay® + (3am? + 2bm + ¢)y + (am3 + bm? + em +d) = 0,

que é do tipo
Y’ +py+q=0, (2)
com p = 1(3am? + 2bm + ¢) e ¢ = L (am® + bm? + cm + d).
Comparando (1) com (2), obtemos p = —3V/Pe ¢ = —S, logo P = — (§)3 eS=—
A busca por dois nimeros A e B cuja soma é S = A+ B e o produto é P = AB leva-nos a resolugio

da equagao do 2° grau

3
2 _ 2 Dy° _
z Sz+P=0, ou z°+qz (3) =0

— (9) p (9) p
Logo, A =— 4 £ 5 § . Finalmente,

NNy o

Essa férmula, que foi a mais importante descoberta matematica do século XVI, aparentemente
apresenta apenas uma raiz. Ocorre que existem trés niimeros complexos cujo cubo dd A = —4 +

(%)2 + (%)3 (digamos, A}, Ay, A3) e outros trés cujo cubo dd B = —% — (%)2 + (g)?’ (digamos,
B, By, B;). Como o produto de qualquer par A;B; que compde uma solugdo é tal que A;B; =
VAYB = VAB = /P = —2, deduzimos que a formula fornece, realmente, as trés raizes da

equacdo > + py + g = 0 pois, escolhldo i, o j fica automaticamente determinado. Uma vez que a
equagao em y esteja resolvida, as raizes da equagao original em x sdo obtidas a partir da mudanca

_ b
Z‘—y—a

Destacamos o radicando comum nas expressoes de A e B, chamado discriminante e denotado por

) = 1)+ (3).

que desempenha papel importante na determinacao da natureza das raizes da equacao, como serd
visto na sequéncia.

Como ilustracio, vamos aplicar a férmula & equacio '° 23 4 3z — 10 = 0. Posto que p = 3 e

q = —10, primeiramente calculamos A = (%10)2 + (%)3 = 26. Assim z = 3/5 + /26 + 3/5 — /26

Observamos que se A < 0, a aplicagdo da férmula exige conhecimentos de Niumeros Complexos.
Retrocedendo a época de sua descoberta, podemos dizer que, realmente, o caso A < 0 foi o
embrido dos posteriores estudos que conduziram ao desenvolvimento dos Nimeros Complexos [7].
Portanto, seria natural que, tanto Cardano quanto Tartaglia ndo soubessem lidar com essa situacéo,
o que pode ser evidenciado a partir de correspondéncias trocadas por eles, e que vale a pena aqui
reproduzir. Em carta datada de 4 de agosto de 1539, Cardano assim escreveu para Tartaglia: ,

10Bm carta enviada a Tartaglia no dia 9 de abril de 1539, Cardano pediu-lhe que resolvesse explicitamente esta
equagao, pois 0 mesmo ainda nao havia conseguido decifrar a férmula que Tartaglia lhe havia passado na forma de
versos. Tartaglia respondeu com outra carta em 23 de abril de 1539, resolvendo também, adicionalmente, a equagao

23 +x—11=0 [19, p158] .
s
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Escrevo para dizer-lhe que estou bem e que lhe escrevi muitas outras cartas, as quais,
porém, o senhor nao se dignou responder [...] ainda mais que lhe pedi a solugdo de
diversos quesitos que ficaram sem resposta, e um deles é o quesito de cubo igual a
coisas e ntimero [23 = pz +4]. E verdade que eu entendi a regra, mas quando o cubo
da terceira parte das coisas [(p/3)3] excede!! 11 o quadrado da metade do ntimero
[(¢/2)?], entdo ndo posso colocar depois deles a equacdo, como aparece. Portanto,
me agradaria muito se o senhor resolvesse essa equacao: um cubo igual a nove coisas
mais dez [23 = 9z + 10]. Realmente, o senhor me faria um favor enorme [19, p172].

N6 querendo admitir seu desconhecimento sobre a questao, Tartaglia respondeu para Cardano da
seguinte forma: ,

Senhor Hierénimo [Gerolamo], recebi a sua carta, na qual me escreve que entendeu
o capitulo de cubo igual a coisas e nimero [z3 = px + ¢], mas que o cubo da
terceira parte das coisas [(p/3)?] excede o quadrado da metade do ntimero [(¢q/2)?],
e assim, nao pode continuar a equacao, e que, por essa razao, me pede que lhe mande
resolvido esse capitulo de um cubo igual a nove coisas mais dez [2® = 9z + 10]. E,
portanto, respondo-lhe e digo que ndo pegou o caminho correto para resolver esse
capitulo; ao contrario, pegou um caminho totalmente errado [19, pp173-174].

Analogamente ao que ocorre com a equacao do 2° grau, dependendo do sinal do discriminante A,
teremos distintas possibilidades para as raizes. De fato, pode-se mostrar que [10]:

1. Se A < 0, a equacdo tem uma raiz real e duas complexas conjugadas;

2. Se A = 0, a equagdo tem trés raizes reais, sendo uma delas repetida;

3. Se A =0, a equagdo tem trés raizes reais e distintas.

A seguir, ilustraremos os trés casos anteriores, utilizando figuras construidas no GeoGebra.

Na Figura 2, movendo os controles deslizantes de p e de ¢, de tal forma que o discriminante A
mantenha-se positivo, vemos que a funcdo polinomial f(z) = z3 + px + ¢ (Janela de Algebra)
intersecta o eixo x sempre em um dnico ponto (A, na Janela de Visualiza¢do), o que significa que
a equacdo 23 + px + ¢ = 0 possui apenas uma raiz real.

11No sentido de se obter A < 0.
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Arguivo Editar Exibir Opclies Ferramentas Janela Ajuda
— el ST = = o=y 7
Al DU O €N rec] =22 <)
| || o "o =" . o] L,
» Janela de V izaca » Janela de Algebra
Funcio
5 L@ f(x) =« + 055 x — 0.6
Nimera
A=(q/2)?+(p/3)? @ p0ss
4 ® q=-06
A=0.09616
p=0.55 Ponto
@ a @ A=(0.63198,0)
; B indefinido
o - Cindefinido
q=-0.8 5 Texto
. @ Discriminante = "A={gi2)*+{p/3/"
1
] -5 -4 -3 2 2 3

Figura 2: Caso A >0

Na Figura 3, movendo os controles deslizantes de p e de ¢, até conseguir que o discriminante A

fique nulo, vemos que a fungdo polinomial f(z) = 2® + px + ¢ (Janela de Algebra) intersecta o eixo
x sempre em dois pontos (A e B = C, na Janela de Visualizagdo), sendo que em A existe uma raiz
simples e em B = C a raiz é dupla, pois a curva tangencia o eixo x.

Arguivo Editar Exibir Opcies Ferramentas Janela Ajuda
A LA )N nec] ][
.v/./v- vrv®v®v N L v+v‘$.v
» Janela de Visualizagio » Janela de Algebra
1 Funcio
5 @ f(x) = x° —3x 42
Numero
A=(q/2*+(p/3)’ @ p=-
@ g=2
dsst A=0
p=-3 Ponto
. T @ A=(2,0)
@ B=(1,00
” C indefinido
= Texto
@ Discriminante = "A=(q/2P+{p/3)"
B
B & 4 3 f K] 1 2 3
14

Figura 3: Caso A =0
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Finalmente, na Figura 4, deslizando p e ¢ de tal forma que o discriminante A mantenha-se negativo,
vemos que a funcéio polinomial f(z) = z® 4 pz + ¢ (Janela de Algebra) intersecta o eixo x sempre
em trés pontos (A, B e C na Janela de Visualizagdo), o que significa que a equacio 2® +px+q = 0
possui trés raizes reais distintas.

4 PMO-SBM-EgAlg-Fig04.ggb

Arguive Editar Exibir Opglies Ferramentas Janela Ajuda

Al € Nfeecl=2f] )

» Janela de Visualizagio X

-

Janela de Algebra
Funcio
5] @ f(x) = x® - 2.56x—1
Numero
A=(q/2+(p/3Y’
44 - g=-1

; A=-0.36413
p=-255 Ponto

3 @ A=(-1.34382,0)

@ B=(-042153,0)
@ C=(1.76535,0)
- Texto
~-@ Discriminante = "A=(q/2)+(p/3)™"

Figura 4: Caso A <0

4. O método da bissecgao

Esta secdo apresenta parte da proposta deste trabalho, que é a implementacdo de um método
numérico como estratégia diddtica no ensino de Equagoes Algébricas, ideia exposta em [14].

O Método da Bissecao'?[16] é estudado em disciplinas de diversos cursos superiores, ndo fazendo
parte dos contetidos matematicos abordados no Ensino Béasico. Trata-se de um método numérico
simples e intuitivo, podendo ser aplicado na busca de zeros de funcoes continuas. O método é
baseado no Teorema do Valor Intermediério [11], que garante que se f : [a,b] — R é uma fungdo
continua e se f(a)- f(b) <0, entdo f possui pelo menos um zero em (a,b), isto é, existe ¢ € (a, b)
tal que f(¢) = 0.

O algoritmo fornece uma sequéncia de niimeros (¢, ) que converge para a solugdo procurada ¢, da
seguinte forma:

1. Se f(a) - f(b) < 0 entdo existe ao menos uma raiz da equacdo f(x) = 0 no intervalo (a,b).

12Por se tratar de proposta para o Ensino Médio, deixaremos de lado o Método de Newton, mesmo possuindo
mais rapidez de convergéncia, pelo fato de exigir conhecimentos de “Derivada”. Para nossos propédsitos didaticos, a
simplicidade do método utilizado é mais relevante que a velocidade de convergéncia.

3 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

I I I > MATEMATICA

ONLINE
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica Ortega € A b beg

a+b

5, média aritmética entre a e b.

2. Calcula-se ¢ =
3. Se f(c) = 0 entdo c é raiz.
4. Se f(a) - f(c) < 0 entdo a raiz estard no intervalo (a, c).

5. Se f(a) - f(c) > 0 entdo a raiz estard no intervalo (c,b).
6. Repete-se, iterativamente, o procedimento anterior, até que se chegue a aproximacgao desejada.
Chamando o intervalo inicial (a,b), da 1* etapa, de (aq, b;), e seu ponto médio ¢ de ¢;, os elementos

da segunda etapa de (a4, bs) € ¢y, ..., 0s elementos da n — sima etapa de (a,,,b,,) e c,,, obtemos trés
sequéncias, (a,,), (b,) e (c,), tais que

AN

a=a; <ay<az3<--<a,, <a,<b,

b:bIZbQZbgz'”an,1an>a7
ay, < ¢ < by,

_b—a
”_27171

|Cn _E| < bn —a

para todo nimero natural n. Logo, se n for suficientemente grande, teremos que c,, estard préximo
de ¢. De fato, tem-se o seguinte

Teorema 1. Se f : [a,b] = R é uma fungio continua e se f(a)- f(b) < 0, entdo o Método da
Bissegdo gera uma sequéncia (c,,) que converge para ¢ € (a,b), onde f(¢) = 0.

Em razao de estarmos trabalhando exclusivamente com polinémios, podemos utilizar o Teorema
de Bolzano [8], ndo havendo necessidade de falar aos estudantes do Ensino Médio sobre o Teorema
do Valor Intermediario, que é mais geral e aplica-se a qualquer fungdo continua.

Para exemplificar, mostraremos como se pode calcular a raiz da equacio P(z) = 2% +22 —2 =0
no intervalo [0, 1], implementando o Método da Bisse¢do em uma planilha do GeoGebra, com
aproximagao de 4 casas decimais. Como P(0)- P(1) < 0, sabemos que a equagao admite uma raiz
real no intervalo (0,1). Na utilizacdo da construcao representada na Figura 5, tem-se que:

1. Na Célula Al o usuério deverd preencher o valor do extremo inferior do intervalo [a,b]. Na
figura, foi escolhido a = 0.

2. Na Célula B1 o usudrio devera preencher o valor do extremo superior do intervalo [a,b]. Na
figura, foi escolhido b = 1.

3. A Célula C1 foi criada para ser automaticamente preenchida com a média aritmética entre a e
b, isto ¢, C1 = ALLBL,

4. As Células D1, E1 e F1 foram criadas para ser automaticamente preenchidas com os valores
P(a), P(b) e P(c), isto é, D1 = P(Al), E1 = P(B1) e F1 = P(C1).
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Arquivo Editar Exibir Opcles Ferramentas Janela Ajuda

| B | c D E F

1 0 1 05 5 1 03875
[ 2 | 0.5 1 075 0875 1 0.0781
E 1 0875 00781 1 0.4199
4| ors 0.875 0.8125 00781 0.4199 01614
B 0.8125 07813 00781 01614 00393
6|  o7s 0.7813 0.7656 00781 0.0393 .02
"7 | 07656 0.7813 07734 2002 0.0393 0.0095
8 | 07656 0.7734 0.7695 0.02 0.0095 0.0052
"9 | o6 07734 07715 _0.0052 0.0095 0.0021
10| 07695 0.7715 07705 0.0052 0.0021 0.0015
11| og70s 07715 0771 20,0015 0.0021 0.0003
12| ogTes 0771 07708 20,0015 0.0003 0.0006
13| og70e 0771 07709 _0.0006 0.0003 0.0002
14| ogT0n 0771 07709 0.0002 0.0003 0.0001
15 | 07708 0.7709 _0.0002 ooot [0

Figura 5: Célculo da raiz de 23 + 22 — 2 = 0 em uma planilha do GeoGebra.

5. As Células A2 e B2 foram criadas para ser automaticamente preenchidas com os extremos do
intervalo da segunda iteracao'®.

6. As Células C2, D2, E2 e F2 foram criadas para ser automaticamente preenchidas como na
Linha 1.

7. A partir da Linha 3, cada Linha n+1 devera ser preenchida como na Linha n, devendo o usuario,
para este fim, utilizar o recurso de Copiar e Colar.

8. Quando aparecer zero na Coluna F| a raiz da equacao serd mostrada na Coluna C' da mesma
linha. No presente caso, o zero aparece na Célula F'15 e a raiz ¢ = 0,7709 na Célula C'15.

5. Cotas inferior e superior das raizes

No exemplo anterior, foi dado o intervalo onde se buscava a solucao, que é fundamental para aplicar
o Método da Bissecao a equagdo P(z) = 0. Assim, serd importante encontrar nimeros a e b, que
serdo, respectivamente, cotas inferior e superior das raizes reais da equacao considerada, isto €, sdo
extremos do intervalo fechado [a, b] que contém o conjunto de todas as raizes reais de P(x) = 0.

Como estamos buscando raizes da equacio P(z) = a,z" +a, ;2" ' +a, 2" 2+ +a;x+ay = 0,
podemos considerar, sem perda de generalidade, que a,, > 0. Dividindo P(z) por « — b, e fazendo
uso do Teorema do Resto [8], podemos escrever

P(z) = (x —b)(a, 12" L +b, 52" 2 +b, 32" 3+ +bx+by) + P(b) =0.

Se todos os nimeros b,,_o, b, s, .., by, by e P(b) forem positivos, entdo P(z) serd positivo para
todo x maior que b, portanto, b serd uma cota superior positiva para as raizes de P(z). Fazendo

13Na programagio dessas células fez-se uso do comando booleano “Se [condi¢do, objeto X, objeto Y]”.
"
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uso do algoritmo de Ruffini-Horner [8], dividimos P(x) sucessivamente por x — 1, z — 2, ...(estamos
testando ndmeros inteiros positivos, a partir de 1), até conseguir que a linha fique toda formada
por nimeros positivos, isto €, até encontrar um inteiro positivo b para o qual o quociente da divisao
de P(x) por & — b apresente apenas coeficientes positivos.

Por outro lado, observando que as equagdes P(x) = 0 e P(—x) = 0 tém suas raizes diferindo apenas
pelo sinal, podemos aplicar o mesmo raciocinio anterior para achar uma cota inferior (a) menor
que zero, buscando uma cota superior (—a) para P(—x) = Q(z) = a,(—z)" + a,_,(—z)"" ! +
a, o(—1)" 2 + -+ a;(—x) + ay = 0. Observamos que, como os célculos para se obter uma
cota superior consideraram o coeficiente do termo de mais alto grau positivo, caso n seja impar
trabalharemos com —P(—x) = —Q(x) = 0.

Para exemplificar, criamos uma figura no GeoGebra para encontrar cotas superior e inferior para
as rafzes da equacdo ctibica P(x) = Ax® + Bx? + Cz + D = 0. Na Janela de Visualizacio da
Figura 6, os controles deslizantes A, B, C' e D definem os coeficientes da equacao, cujos valores sao
transportados dinamicamente para a Linha 1 da planilha. Ao usuério, basta digitar valores inteiros
positivos nas células da Coluna A, até que a linha apresente todos os valores positivos, apds calculos
realizados pelo algoritmo de Ruffini-Horner. Nesse caso, o dltimo valor da Coluna A serd uma cota
superior. Para a cota inferior, consideramos —P(—z) = —Q(z) = Az3 — Bz? + Cz— D =0 e
repetimos o procedimento. Nesse caso, o simétrico do valor que aparece na linha positiva serd uma
cota inferior. A Figura 6 traz o acima descrito para a equacdo 2z> — 322 — 11z — 6 = 0. Aqui,
temos P(x) = 22% — 322 — 11z —6 =0 e —P(—x) = —Q(z) = 223 + 322 — 11z + 6 = 0. A cota
superior aparece na Célula A5 e o simétrico da cota inferior na Célula A9. As cotas sdoa=—2¢
b=4.

& PMO-SBM-EqAlg-Fig06.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgiies Ferramentas Janela Ajuda

A . g a2
Al Ol reo) =] 4
» Janela de Algebra

Fungdo
P(x) =2x*—3x*—11x—6 A=2

Qx) = 2 (—x)° =3 (—x)— 11 (=x) =6 B

X
X

> Janela de Visualizagdo » Planiha

Figura 6: Cotas para as raizes da equacdo 22> — 322 — 11z — 6 = 0.

6. Utilizando mais recursos do GeoGebra

Apés apresentarmos o Método da Bissegao, nenhuma representacao gréafica do problema de encon-
trar zeros de polindmios foi ainda proposta. Essa é, porém, uma abordagem muito esclarecedora,
que nao podemos deixar de lado. E, para isso, continuaremos utilizando o aplicativo GeoGebra,
que possui uma grande variedade de recursos. Lembramos que nosso objetivo ndo é simplesmente
encontrar a resposta, pois, como ja vimos, o GeoGebra a produz de forma imediata. O que real-
mente queremos é mostrar ao estudante como um método numérico permite chegar a solugao, que
é base do algoritmo que produz a resposta rapida dada pelo aplicativo. Afinal, o GeoGebra tem
na sua formulacdo métodos numéricos!
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Arquivo Editar Exibir Opgbes Ferramentas Janela Ajuda
T
A 31 B . a=2
‘.,I{/‘(,&’,@,@,&' ‘BC,—-—,Q",
% 9 e 9 9 9 9 ¥ 9 9
» Janela de Algebra X! | »_Janela de Visualizagiio X[ » Pianina
Fungio B E D E F
@ Px) =% +2x-2 1 0 1 05 = 1 0.875
s“ m 9“‘; Fi 2 05 1 075 0875 1 0.0781
a= [E=d)
i@ b=1 3 | o5 1 0875 00731 1 04199
a=0 (=)
Ponto % 4 | 075 0875 08125 00781 04199 01614
@ Raiz=(0.7709,0) = Coluna A: extremo esquerdo do intervalo [ah] | 5 075 0.8125 07813 0.0781 04614 00393
\ = Coluna B: extremo direite do intervalo [a,b] 6 | 075 07813 0765 00781 00393 002
« Coluna C: ponto médio ¢ do intervalo [a,b] —
=0 e : 7 | 07656 07813 07734 002 00393 0.0095
G « Coluna D: valor de P(a) L7
® « Coluna E:valor de P(b) 8 | 0765 07734 07695 002 00095  -0.0052
= Coluna F:valor de P(c) 9 | 07695 07734 07715  0.0052  0.0095  0.0021
o i 10 | 07695 07715 07705  -0.0052 00021  -0.0015
2 - o 1 2 3 4 11| 07705 07715 0771 0.0015 00021  0.0003
« A Coluna € mostra as aproximages daraiz | '2 | 04705 0771 0.7708 00015 00003  -0.0006
pelo Método da Bisseéo. 3| 07708 0771 07709 00006 00003  -0.0002
« Quando aparecer zerona ColnaF,ovalorna | 14 | 07708 0771 07703  -0.0002 00003 00001
e Coluna C da mesmalinha & araiz da equacdo. 12| 7700 07700 | 01709 00002 00001 G

Figura 7: Célculo da raiz e Visualizacdo de P(x) = 2° + 2z — 2 = 0 no GeoGebra.

Retornando & equacio P(z) = 2% 4+ 22 — 2 = 0, onde apenas utilizamos uma planilha (Figura
5), agora encontraremos a raiz pelo Método da Bissegdo, com aproximacao de 4 casas decimais,
fazendo uso da representacao grafica, podendo, ainda, variar as cotas inferior (a) e superior (b).
Na Figura 7 encontram-se representadas duas janelas e uma planilha. Na Janela de Algebra,
podemos ver a equacao a ser resolvida, as cotas e a raiz. Na Janela de Visualizacdo encontra-se a
representacio grafica de P(x) = 23 4+ 2z — 2 e, na Coluna C' da Planilha, os valores obtidos pelas

iteragoes do Método da Bissecao.

Movendo os controles deslizantes de a e de b na Janela de Visualizagdo, podemos verificar dinami-
camente diferentes sequéncias que convergem para a solugao.

E provavel que um estudante mais atento pergunte ao professor o que ocorre quando existe mais de
uma raiz real no intervalo considerado, e qual delas o Método da Bisse¢ao encontrara. Uma solugao
para este problema nao é abordada neste texto, mas o professor poderd ilustrar o que acontece em
uma situacdo concreta. Por exemplo, encontrar as raizes reais da equacdo 223 — 322 — 11z — 6 =
0. Sabemos que as trés raizes reais situam-se no intervalo [—2,4] (ver Figura 6). Utilizando
inicialmente a = —2 e b = 4, obtém-se, pelo Método da Bisse¢ao, uma sequéncia que converge para
a solucao ¢ = 3, 3860, que aparece na Célula C17 da Figura 8.

Em seguida exploramos variagbes para o intervalo [a,b]. Os controles deslizantes a e b podem
ser movimentados livremente, mostrando dinamicamente os resultados interligados nas diversas
janelas do GeoGebra, com as correspondentes sequéncias convergindo para cada uma das raizes.
Para a = —0,9 e b = 0,1, a sequéncia converge para a solu¢io ¢ = —0, 8860, como mostra a Célula
C13 da Figura 9.

Para a = —2 e b = —0,9, a sequéncia converge para a solugdo ¢ = —1, como mostra a Célula C'13
da Figura 10.

Acreditamos que os diversos resultados encontrados nesta atividade sejam suficientes para mostrar
aos estudantes que a convergéncia para cada raiz dependera das cotas a e b escolhidas na aplicagao
do Método da Bissegao.

7. Consideragoes finais
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Figura 8: Célculo da raiz de 2z

3 — 322 — 11z — 6 = 0 no GeoGebra, utilizando a = —2 e b = 4.
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Figura 9: Calculo da raiz de 2z

3 —32%2 — 11z —6 = 0 no GeoGebra, utilizando a = —0,9e b =0, 1.
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Figura 10: Céalculo da raiz de 22 —

322 — 112 —6 = 0 no GeoGebra, utilizando a = —2 e b = —0, 9.
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O Estudo de Equagdes Algébricas no Ensino Médio, da forma como habitualmente é desenvol-
vido, é bastante restrito quanto as possibilidades de aplicacdo, pois praticamente fornece apenas
ferramentas para que se encontrem raizes racionais. Nossa proposta de acrescentar o Método da
Bissegao ao conteido classico permite ampliar consideravelmente a visdo que o estudante pode ter
sobre o tema. Além disso, fazendo uso de aplicativos, como o GeoGebra, é possivel facilmente
implementar o método, de forma que a solu¢do numérica seja encontrada rapidamente. A ver-
satilidade do GeoGebra ao interagir a Janela de Algebra, a de Visualizacdo e a Planilha, dando
diversas visoes do mesmo objeto de estudo, ao mesmo tempo que modifica dinamicamente as trés
opgoes, é um poderoso e indispensavel recurso que deve ser incentivado como auxiliar no processo
de ensino e aprendizagem. Além do método numérico e do uso da tecnologia educacional, também
acreditamos que a inser¢ao da histéria nas aulas de matematica pode trazer beneficios nos resul-
tados que se deseja obter. A disputa pela autoria da féormula que resolve equactes algébricas do
3° grau, bem como sua elegante demonstragdo, nao deveriam ser omitidas dos estudantes.

Para finalizar, apresentamos na Figura 11 a solucao feita no GeoGebra do problema que deu inicio
a este trabalho, que foi o de calcular a taxa de juro do financiamento de um carro. Aqui, por
esperarmos uma taxa de juro acima de 0,0099, consideramos a cota inferior como 0,01 e a superior
como 0,06, para ganharmos rapidez na convergéncia.

&) PMO-SBM-EqAlg-Fig11.ggb

Arquivo Editar Exibir Opgies Femamentas Janela Ajuda

DRENEIERANEER
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[ 25000 \ e
® Pe) = (1407 (Bgqg = 1) +1 1 | Tom 006 0035 0012 71893 10814
e " - 2 | om 0035 00225 00112 10914 02423
Nimero -obos o oo om| o6s oz ooes 0o o6e
s oy 3| 001 00225 00163 00112 02423 00649
@ b=006 4 | 001 00163 00131 00112 00649 00165
-0008 —
22001 5| 001 00131 00116 00112 00165 00003
6| 001 0016 00108 00112 00003 0006
a0 7 | 00108 0016 00112 0006 00003  -0.003
b=006 8 | 00112 0016 00114 0003 00003 00014
® 9 | 00114 00116 00115 00014 00003 00006
RS 10 | 00115 00116 00115 00006 00005 -0.0001
11| 00115 0016 00115 00001 00003  0.0001
s 12 | 00115 o015 | 00115 | 00001  0.0001 0
13

Figura 11: Janelas do Célculo da Taxa de Juro de um Financiamento.

A Figura 12 ilustra que se pode conseguir, graficamente, uma aproximacio de quatro ou mais casas
decimais da raiz apresentada na planilha. Isto se obtém utilizando indefinidamente o comando
“Ampliar” da Janela de Visualizagdo (ltimo bot@o a direita da Barra de Ferramentas). Esse
recurso permite ver que a raiz esta a direita do valor obtido pelas iteragoes na planilha, e acrescenta
outra forma de se decidir sobre o intervalo a ser considerado para consequentes iteragoes pela
Bisse¢do. Esta abordagem pode ser didaticamente 1til para reforgar o carater da precisao relativa
dos métodos numéricos.
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Figura 12: Visualizacdo Grafica da Aproximagdo Numérica.
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