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Minimos quadrados lineares desenvolvidos no
contexto do Ensino Médio

Adriano R. de Melo

Resumo

Estudamos o método dos minimos quadrados lineares na perspectiva de contetidos do ensino mé-
dio, a saber, func¢bes de segundo grau e desigualdades, compreendendo-o como um problema de
otimizagdo que pode ser acessivel ao ensino médio, sobretudo quando desenvolvido na forma de
projetos de ensino e iniciacdo cientifica em classes de cursos técnicos de tecnologia integrados ao
ensino médio.

Palavras-chave: Func¢ao de Segundo Grau; Otimizacao no Ensino Médio; Aplicagdes no Ensino
Meédio.
Abstract

We study the method of linear least squares in the perspective of high school contents, namely,
quadratic functions and inequalities, understanding it as an optimization problem that can be
accessible to high school, especially when developed in the form of teaching projects and scientific
initiation in classes of technology courses integrated to high school.

Keywords: Quadratic Function; Optimization in High School; Applications in High School.

1. Introdugao

O primeiro contato com problemas de otimizacdo ocorre, normalmente, no ensino médio ao se
estudar as fungbes quadraticas, que se constituem como o primeiro tipo de funcao ao qual se é
possivel associar os termos méximo e minimo (no contexto de dominio real), facilmente intuidos
como a ordenada do vértice da parabola correspondente. Embora a andlise grafica seja sensivel,
concreta e ludica, pode-se definir esse conceito formalmente como:

Defini¢ao 1. Uma funcdo f, com dominio em R, possui um minimo global quando se é possivel
encontrar z,,, € R, tal que f(x,,) < f(x), qualquer que seja € R. Analogamente, o maximo global
é definido a partir da possibilidade de se poder determinar x,; € R de tal modo que f(z,,) > f(x),
para todo x € R.

Nessa fase de escolarizacao, os principais e convencionais exemplos que tratam deste tépico trazem
por objetivo a minimizagdo ou maximizacao de areas, lucros, receitas, alturas ou velocidades de
projéteis (IEZZI et al., 2013; PAIVA, 2015; CHAVANTE, PRESTES, 2016; SOUZA, GARCIA,

2016).
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Diante dessa lista de temas, perguntamo-nos se ndo existiria um problema de otimizagao de fungao
quadréatica mais sofisticado, porém acessivel ao aluno do ensino médio. Pensamos no clédssico da
teoria da aproximacdo: a técnica de minimos quadrados lineares, comumente estudada no nivel de
graduagdo nas disciplinas de estatistica (como uma técnica da andlise de regressio linear) e célculo
numérico. Ora, seriam os argumentos légicos de sua construgdo compativeis com o nivel médio de
ensino? Este artigo propoe responder positivamente essa questao.

1.1. O Contexto do Ensino Médio

No contexto do ensino médio, um problema cldssico e de simples solugdo (IEZZI, MURAKAMI,
1977) é aquele em que se deseja determinar, para dados dois pontos (z1,y;) e (z4,y5) quaisquer,
a reta que os contém (satisfaz).

Poderiamos avangar na dificuldade e considerar a seguinte situacao II: seja um conjunto com n
pontos quaisquer, digamos A = {(x1,91), (T2, ¥2),, (,Yn)}, n € N, n > 2. Qual é a reta que
contém os pontos do conjunto A? Esse segundo caso pode nao ter solucao, pelo simples fato de que
dois pontos distintos determinam uma tnica reta (o que implica que o problema I possui solugdo
Unica, no caso dos pontos serem distintos), entdo, para n > 2, ndo h garantia de que todos os
pontos estarao alinhados. Nesses termos, podemos considerar também a existéncia de uma reta que
melhor se ajusta aos pontos do conjunto A, isto é, que melhor descreve, se enquadra ao conjunto
de pontos dados.

Observe que no caso I, a fungdo que se almeja deve satisfazer exatamente os pontos dados, a isso
dé-se o nome de interpolagdo. No problema II, o que se espera é que a reta ajustada acompanhe
o padrao dos dados (conjunto de pontos), neste caso, um padrao linear. E preciso dar significado
a ideia de ajuste; esse é o objetivo da proxima secao.

2. Desenvolvimento

Para encontrar esta reta, com equacao

y=az+b, (1)
é necessario definir o critério de otimizacao que da significado ao termo ”melhor ajuste”. A reta
definida pela equagdo (1) aproxima os dados e por isso existe um erro inerente & aproximagdo. O
critério de otimizacao é que esse erro seja o menor possivel, isto €, que seja minimo. Entao, basta
definir uma fun¢do que mecga o erro cometido na aproximagao.
Cada ordenada y, dos pontos de A serd aproximada por §; = azx;+b, de modo que o erro quadratico
no i-ésimo ponto seja (y; — 9;)?, 1 < i < n. Entdo, o erro total cometido na aproximacio serd

n

E(a,b) = Z(yz —axr; — b)27 (2)

i—1
ou, apds seu desenvolvimento,

E(a,b) = a? ixf +nb? + Qabixi — Qaixiyi — Qbiyi + iyf (3)
=1 =1 =1 =1

i=1

Desejamos que a soma dos quadrados dos desvios, isto é, a funcio dada pela equagdo (3) seja
minima. Em outras palavras, buscamos minimizar (determinar o minimo) da fungéo (3). Teria ela
R
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esse minimo desejado? Com o objetivo de responder essa pergunta, necessitamos definir o conceito
de minimo (maximo) global em fungées de duas varidveis como E(a,b):

Defini¢do 2. Uma funcdo f, com dominio em R?, possui um minimo global quando se é possivel
encontrar um par (z,,,y,,) € R?, tal que f(z,,,v,,) < f(z,y), qualquer que seja (z,y) € R%. Analo-
gamente, 0 maximo global é definido a partir da possibilidade de se poder determinar (z,,,y,,) € R?
de tal modo que f(z,,,v,) > f(z,y), para todo (z,y) € R

2.1. Determinando o Ponto de Minimo

Numa perspectiva intuitiva e exploratéria, supondo a existéncia desse ponto de minimo (a,,,b,,),

podemos fixar b = b, na fun¢do erro E, obtendo uma funcdo quadratica na varidvel a, com
coeficiente dominante positivo:

E, (a) = (i: xf) az+2 (bm z": T; — z": xiyi> a+ (nbfn + z": y? —2b,, zn: yi> @)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Analogamente, fixando a = a, em (3), obtemos a fun¢do também quadritica na varidvel b de
coeficiente dominante positivo:

E, (b)= nb? + 2 <am z": x; — z": yi) b+ (a?n z”: x? + z": y? — 2a,, zn:xiyi> . (5)
i=1 i—1 i—1 i=1 =1

Nestes termos, (4) e (5) possuem pontos de minimo, conforme teoria das fungdes quadraticas que
estabelece a existéncia de valor minimo a partir do fato de o coeficiente dominante ser positivo.
Seus pontos de minimo séo a,, € b,,, respectivamente (prove isso), e sdo conhecidamente dados
conforme equagao:

m>

—2 (meazzZz,yz> —2 (amin Zyz)
0, — i—1 _ i—1 ¢ b — i—1 i—1 '
9 Z 22 2n

Assim, combinando as equagbes em (6) na forma de um sistema linear, chega-se aos coeficientes
angular e linear da reta (1) desejada:

n n n n n n
2
n E LY — E Y; E €T, E Y; E Ty — E LY, E Lj
= =1 =1 o =1 =l i=1

- . L (7)

(6)

3

am m

vl |l

O desenvolvimento acima tem por hipdtese a existéncia do ponto de minimo. Dessa forma, se
E possui minimo, entdo ele ocorre no ponto (a,b) dado conforme equagdo (7). Agora qual é a
condicdo para que F possua um valor minimo, isto é, quando que se pode afirmar a existéncia do

valor minimo? _
s
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3. Condicao Suficiente para Existéncia de Ponto de Minimo

Considere nos desenvolvimentos a seguir o caso geral de (3), pela fungdo polinomial de duas
varigveis f: R? — R, tal que

f(z,y) = ay2? + agy® + azxy + a,@ + azy + ag, com a; # 0 e ay # 0.

Estabeleceremos o seguinte

Teorema 1. i) O coeficiente a; € positivo (negativo), se e somente se, para todo y, € R fizo,

existe um ponto (T,,,yo) tal que f(z,,.y0) < f(2,90) (f(2,90) = f(2,90)), qualquer que seja
r €R;

ii) O coeficiente ay € positivo (negativo), se e somente se, para todo x, € R fizo, existe um ponto
(g, Ypm) tal que f(zg,y,,) < f(2o,y) (f(20,Ym) = f(x9,9)), qualquer que seja y € R.

Demonstragio. i) Com efeito, fixando-se y, em f, obtemos uma funcio real g
f(x,y0) = CL1952 + (azyo + ay)x + (azy?) + azyy + ag) = b1352 +byx + by = g(x), (8)

quadratica, com coeficiente dominante positivo e que, portanto, admite valor minimo, isto é,
existe

a3Yo + ay
=——— 9
xm 2041 ’ ( )
real tal que, conforme Definicao 1,
f@myo) = 9(x,) < g(x) = f(2,0),  qualquer que seja x real. (10)

Por outro lado, se existe um ponto (z,,,y,) tal que f(z,,,y9) < f(z,yy), qualquer que seja
x € R, entao

f@myv0) — flz,ye) = ayx}, + a3, yo + ay,, — a;2% — azzy, — ayz,
a2l + (azyg + ay)w,, — ay2? — (agyy + ay)z,
= —a,22, —a;2% + 2ay72,,,

—ay(z,, —1)2 <0, VreR. (11)

Assim, para que a inequacdo em (11) seja verdadeira é necessério e suficiente que a; > 0.
ii) A demonstragdo é andloga. Observamos apenas que y,, é dado por

_ A3Tg + ag

> (12)

Ym =

O

Observagio 1. A demonstragdo da implicagdo de ida (=) é simples consequéncia de que uma
funcao quadrética possui um minimo (méximo) (concavidade para cima (baixo)) se, e somente
se, o seu coeficiente dominante é positivo (negativo). Neste caso, o ponto de minimo (maximo),
que portanto é tUnico, fica completamente determinado pelos coeficientes da funcdo quadratica,
conforme equagoes (9) e (12).

160 @= sBm
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Observagio 2. A implicagdo de volta (<) pode ser menos restritiva, conforme sua demonstracao,
de modo que as hipéteses ”"para todo y, € R..”e "para todo x, € R..”podem ser substituidas por
"existe y, € R..”e "existe z; € R...”, respectivamente. Tais implicacoes tornam-se entao:

i) Se eviste y, € R tal que, pora algum ponto (2, o), tem-se (& pr40) < F(2:90) (F(Emti) 2
f(x,90)), qualquer que seja x € R, entao o coeficiente a; € positivo (negativo).

it) Se existe x, € R tal que, para algum ponto (Ty,Y,,), tem-se f(xy,Y) < f(20,y) (f(Tg, Ypm) =
f(xo,v)), qualquer que seja y € R, entdo o coeficiente ay € positivo (negativo).

Observagio 3. ITmportante notar também que z,, e y,, obtidos nos itens i) e ii), respectivamente,
ndo sdo arbitrarios e dependem, cada qual, explicitamente dos pontos y, e x,, conforme equacoes
(9) e (12), respectivamente.

Corolario 1. Se a fungio f admite um minimo (mdximo) global, entdo a; >0 e ay >0 (a; <0
e ay < 0). Além disso, (x,,,Y,,) dado no Teorema 1 é o ponto de minimo (mdzimo).

Demonstragdo. Com efeito, se f possui minimo entdo existe (zy,y,) em R? tal que

fzo,50) < fz,y),  qualquer que seja (z,y) € R%. (13)

De modo particular, podemos obter

f(xo,y0) < flmg,y), YyeR e flzg,yy) < flw,9), Vo eR (14)

Assim, pelo Teorema 1, concluimos que a; € a4 devem ser positivos.

O fato de o ponto de minimo ter coordenadas
asYm + ay azly, as
€T = - e = - 15

ocorre pelas desigualdades em (14), das equagdes (9) e (12) e ainda da unicidade de z,, e y,,,. O

Para avancgar na compreensio de f, analisaremos a situacdo em que a; = 0 e inexiste termo misto.
Para isso, demonstraremos o seguinte

Teorema 2. Se a; > 0 (a; < 0), ay > 0 (ay < 0) e ag =0, entdo f possui minimo (mdzimo)
global.

Demonstragdo. A condicdo a; = 0 implica que os pontos z,, e y,, dados pelo Teorema 1 néo
dependem de z e y,, respectivamente, conforme equagoes (9) e (12):
ay as

= —_—— = ——. 16
Tm =T ¢ Ym T o (16)

Dessa forma, f avaliada em (z,,,¥,,) dados por (16) e com a hipétese de que a; > 0 e ay > 0,
resulta em

2 2
a a
f(‘rmvym) = —0 (2;1) — Qg (252) +a6)

24 2—a 25 2+a +a 334—ﬂ 2+a +& 2

2a, 2\ 24, 6T 2a, 2\Y 2a5 )
= fla,y), VY(zy) eR. - (17)
161 nsﬂ SBM
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Concluimos, nos termos da Definicdo 2, que f possui ponto de minimo global que é dado por
(2, Ym ), conforme equagoes (16).

O caso da existéncia de maximo global em que a; < 0 e ay < 0 prova-se de maneira andloga. [

Vejamos o caso geral no seguinte

Teorema 3. Se a; >0 (a; <0), a, >0 (ay, < 0) € ajay, — (ag/2)* > 0, entdo f possui minimo
(mdzimo) global em (x,,,y,,)-

Demonstracio. Com efeito:

a asy +a 2 asy +a 2 a asT +a 2 asT + a 2

ay 3 4\ (9 4 ao 3 5y (9 5
f@3) 2 [(Cc—i_ 2aq > ( 2aq >1+ 2 l(y—i— 2a, > ( 2ay ) 1

as
+§x +?aﬁ+—y +?y+a6,
ay (Gzy+ag\  ay (azr+ag ay o G4 | Gp o Q5
( %, ) 2( ) PR R R R

2) 2 2 —
_ (‘haz (a3/2) >x2+ (a1a2 (a5/2) )y Jr( a0y a3a5) "
2a4 4ay

2 2
n 40105 — Ag0y y+ Ay :
4a, 8a1 8a2

= g(xay)’ V(.’)Ly) e R (18)

Y

Pelo Teorema 2, a fungéo g possui minimo, logo, existe (zy,y,) tal que

9(%73/0) < g(xay) < f(xay)v V(l‘,y) € [R27 (19)

ou seja, a fungdo f é limitada inferiormente. Pelo Corolario 1, o minimo de g ocorre conforme
equacao (15), isto é,

20504 —agas (20,05 — azay
4a, 305 — 2050y 4a, as3a, — 20,05
Lo = AN 2 ¢ Y%= AN 7
o [ %192 — (a3/2) dajay — ag o [ f192 — (a3/2) dayay — a3
2a, 2a,

(20)

O par (zy,y,) dado pela equagdo (20) corresponde a solucdo do sistema linear constituido pelas
5

equacoes em (15):
20y aj } [ T } [ —ay ]
mo| = . 21
[ az  2a, Ym —as ()

Este sistema possui solugao tnica, conforme hipdtese do teorema que garante que o determinante
da matriz de coeficientes é diferente de zero. Assim, temos que (xy,Yy) = (Z,,,Y,,). Por outro
lado, conforme equagao (18),

aq asy + ay 2 Qg asx + ag 2
flay) =gl@y) + o o+ =5 — | + 5 (y+—5— (22)

2 2 2 2
o " s
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e por isso, segue-se que

S @y Ym) = 9( Ty Y ) (23)

ao passo que da inequagao em (19), concluimos que
f(@sym) < flz,y), Y(z,y) € R (24)
O

A fungéo E(a,b) satisfaz as condigbes dadas pelo Teorema 3 se n > 2 e se pelo menos um dos z;
for diferente dos demais z;, pois nesse caso conseguimos garantir que ambos a, e a, sdo positivos:

n
a1:Zx?>O e ay=n>0.
i1

A desigualdade aja, — (a3/2)? > 0 pode ser verificada por indugdo. Com efeito, provaremos
inicialmente a seguinte igualdade:

n n 2 n
ayay — (az/2)? Z (Z $z> = Z (z; —xj)Q- (25)
i—1 i—1 i=1,j44
Para n = 2 temos que

ayay — (a3/2)* = 2(a7 + 23) — (21 + 25)% = (v, — 25)%. (26)
Agora, supondo verdadeira a seguinte hipétese de indugao

n

DI (Zx> = D (@) (27)

i=1,54i
entao,
n+1 n+1 2 n n 2
ZRE) SEEY 0 9 IRSICERE) SERUURRIENEY PSSP
i=1 i=1 i=1 i=1
n n n
= Z (xi—xj)Q +nzp +Zl’12 _anJrlei’
i=1,5i i=1 i=1
n n
= Y @)+ Y (e )
i=1,54i i=1
n+1
i=1,5#i
ou seja,
n
ajay — (a3/2)* = Z (z; —2;)% n>2, (29)
=154

e como por hipétese pelo menos um z; ¢ diferente de algum dos demais x;, temos que a;ay —
(a3/2)? > 0. Concluimos, com isso, a prova do seguinte
>
» S
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Teorema 4. Considere o conjunto A = {(x1,vy1), (T3,Y3), (T, Y,)}, dado de tal forma que

ezista um x; # x;, em que i,j € {1,--,n}, e com 2 < n € N. A fungio E(a,b), definida pela
equagio (3) sobre os pontos do conjunto A, possui minimo global.

Observagio 4. Observamos que para n = 1, a condigio a;as — (a3/2)? > 0 ndo é satisfeita, visto

‘ 2 _ .2 2 _ 50 (25
que nesse caso terfamos a,a, — (a3/2)* = x7 — x7 = 0, conforme equagao (25).

Observagio 5. E possivel concluirmos que a;ay—(a3/2)? > 0 pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
(LIMA, 2008, p20), conforme equagdo (25).

4. Consideragoes Finais

Desenvolvemos o método de minimos quadrados lineares utilizando os temas abordados no ensino
médio: fungdes quadraticas e desigualdades. A presente estratégia constitui uma aplicacao valiosa
que pode ser inserida no contexto de problemas de otimizacao em nivel de ensino médio, sobretudo
quando desenvolvida na forma de projetos de ensino e iniciagdo cientifica em classes de cursos
técnicos de tecnologia integrados ao ensino médio.

Em termos praticos, tendo em vista o contexto do ensino médio, poder-se-ia abordar apenas a de-
terminacao do ponto de minimo a partir da hip6tese de existéncia desse minimo (primeira subsegao
junto & se¢do Desenvolvimento), visto que a construgdo da condigdo suficiente para existéncia de
minimo (segunda subse¢do da mesma se¢do) possui maiores detalhes em sua teoria.

A construgdo de um pseudocodigo que computa os pardmetros do modelo, coeficientes a e b da reta
de equacao (1), constitui uma primeira aplicagdo que se poderia considerar, sobretudo em cursos
técnicos que adotam alguma linguagem de programacao em seus curriculos. Um segundo tema
a ser considerado é aquele que se preocupa com o crescimento populacional. Para a aplicagdo, é
possivel obter os dados relativos ao censo demogréfico brasileiro através de consulta junto a pagina
do Ibge [4]. Com as devidas adaptagoes', um modelo exponencial y = ae® pode ser analogamente
desenvolvido a fim de se obter uma funcao ttil para se realizar previsdes da populacao brasileira.
Um terceiro tema que pode ser abordado, da tecnologia de hardware, é aquele associado ao conceito
de laténcia® CAS (Column Address Strobe). As varidveis laténcia CAS e velocidade possuem um
padréao linear que pode ser estudado via minimos quadrados (os dados necessérios para o estudo,
bem como maiores informacoes, estdo disponiveis em [3]).
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INa equagdo (2), no lugar de se obter E(a,b) calculando-se o erro entre y e §, obtenha-o calculando o logaritmo
natural Iny e Iny dos mesmos. Isso tornard o desenvolvimento idéntico ao presente. Para mais detalhes consultar
Burden e Faires (2008, p465).

2Refere-se ao intervalo de tempo, medido pelo ntimero de ciclos de clock, em que um comando é inserido e

executado [3]. -
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Matematica aplicada ao estudo da area ocupada
pelo crescimento de micro-organismos como
ferramenta para o ensino da funcao exponencial

Elizangela K. S. Goldoni

Resumo

O estudo de fungoes no Ensino Médio, praticado sob a perspectiva apenas da matematica teérica,
pode-se constituir em obstaculo de dificil transposi¢do no que diz respeito a compreensao de seus
conceitos e aplicagoes. No processo de ensino e aprendizagem dos fundamentos da funcao exponen-
cial, objeto de estudo deste artigo, tem-se constatado, por meio de avaliagoes e relatos de alunos,
que o tratamento apenas tedrico da expressdo algébrica associada a essa fungdo pode limitar o
desenvolvimento do seu aprendizado. Este artigo, oriundo de uma experiéncia realizada em sala de
aula com alunos da 1? série do Ensino Médio, sugere uma atividade de pesquisa desenvolvida em
laboratério, visando compreender e modelar matematicamente o crescimento de micro-organismos
coletados da saliva dos alunos e depositados em placas de Petri que foram observadas durante
dez dias com a finalidade de medir o crescimento da colénia. Apéds esse periodo, foi realizada a
analise dos dados aferidos e com o apoio dos programas Excel e GeoGebra, feita a modelagem
matematica que se provou fundamentar nos conceitos da fun¢io exponencial apresentando suas
caracteristicas, o que proporcionou um aprendizado mais significativo para os alunos envolvidos
no experimento. Destaca-se entdo, o uso do ambiente laboratorial para a construcao desse co-
nhecimento, possibilitando ao aluno superar suas limitacoes e refletir sobre a aplicabilidade dos
conceitos aprendidos.

Palavras-chave: Matematica aplicada; Laboratério; Funcao Exponencial; Modelagem matemaé-
tica.
Abstract

The study of functions in High School, practiced from the perspective of only theoretical mathe-
matics, can constitute an obstacle of difficult transposition with respect to the understanding of
its concepts and applications. In the process of teaching and learning the fundamentals of the
exponential function, object of study of this article, it has been verified, through student evaluati-
ons and reports, that the treatment purely theoretical of the algebraic expression associated with
this function can limit the development of its learning. This article, from a classroom experience
with students of the 1st grade of High School, suggests a research activity developed in laboratory,
seeking to understand and mathematically model the growth of microorganisms collected from
students’ saliva and deposited on petri dishes that were observed during ten days with the pur-
pose of measuring the growth of the colony. After this period, the data analyzed were analyzed
and with the support of the Excel and GeoGebra programs, made the mathematical modeling that
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proved to be based on the concepts of the exponential function presenting its characteristics, which
provided a more meaningful learning for the students involved in the experiment. We highlight
the use of the laboratory environment to build this knowledge, enabling the student to overcome
their limitations and reflect on the applicability of the concepts learned.

Keywords: Applied mathematics; Laboratory; Exponential Function; Mathematical modeling.

1. Introdugao

A abordagem de contetidos de forma mecanizada e com pouco aprofundamento pode levar o aluno
a desenvolver de forma superficial e apenas com ideia de correspondéncia o dominio de técnicas,
férmulas e procedimentos de manipulagoes simbdlicas e numéricas. Desta forma, inibe-se o de-
senvolvimento do pensamento complexo, que possibilita a busca e a andlise de diferentes tipos de
relagoes, representacoes e argumentagoes que podem ser estabelecidas dentro do estudo e aplicagao
de um conteudo.

Segundo Maria Salett Biembengut' , ndo se pode negar que boa parte dos professores procura
meios eficazes para que seus alunos aprendam. Porém, a estrutura educacional com curriculo
fragmentado em varias disciplinas, cada uma sob a responsabilidade de um professor que deverd
cumprir seu programa em horario e periodo determinado, dificulta a abordagem mais abrangente
e interdisciplinar de cada conteiido, nao contribuindo para que os estudantes percebam a realidade
e se interessem pelas questoes do meio.

Apés pesquisar e analisar varias metodologias utilizadas na area académica, tais como aprendiza-
gem baseada em problemas (PBL), baseada em projetos, aprendizagem entre times (TBL), sala de
aula invertida, entre outras, vislumbrou-se as ideias que partem do pressuposto de que na pratica
aprende-se melhor, propondo metodologias ativas? tais como o “faca vocé mesmo”, o “movimento
maker”, o “mao na massa”. Mas como trazer esse conceito e essas metodologias para as aulas de
matematica?

Biembengut, ressalta que a Matematica, enquanto alicerce de quase todas as areas do conhecimento
permite desenvolver os niveis cognitivo e criativo, e defende sua utilizagdo como meio para ajudar
o aluno a desenvolver a habilidade de criar, resolver problemas e modelar. Dessa forma, o uso dos
ambientes laboratoriais unido a aprendizagem baseada na modelagem matemaética, por exemplo,
pode permitir essa abordagem mais ativa dentro da sala de aula. Nesses ambientes, pode-se
explorar diversos conceitos investigando a relacao de dependéncia entre situagoes do cotidiano,
possibilitando ao aluno aplicar os contetidos estudados, fazendo as devidas conexoes algébricas,
o que o levard ao aprofundamento dos conhecimentos adquiridos durante o processo de ensino-
aprendizagem.

Partindo desse pressuposto iniciou-se uma pesquisa sobre a possibilidade de aplicar a modelagem
matematica no estudo de Fungoes Exponencias, contetido trabalhado na 12 série do Ensino Médio.
Foi entao constatado que era possivel aplicar os fundamentos dessa fungao e modelar matematica-
mente diversas situagoes, tais como: decaimento radioativo e o método do carbono-14, crescimento
populacional, magnitude aparente estelar, estudo da pressao atmosférica, estudo do crescimento de

IBIEMBENGUT, Maria Salett ; HEIN, Nelson Modelagem matemdtica no ensino médio. Contexto. 5 ed, Sdo
Paulo, 2018.

HOHENWARTER, Markus, HOHENWARTER, Judith. Trad. Antonio Ribeiro.Ajuda GeoGebra - manual
Oficial da Versdo 8.2. Disponivel em: <http://www.geogebra.org>. Acesso em: 05 de maio de 2018.
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coldnias de micro-organismos, entre outros. No caso desse ltimo, se coletarmos um fungo e obser-
varmos o crescimento da sua colonia, é possivel coletar dados e estudar as variagoes identificando
a funcao que relaciona as grandezas aferidas. Dessa forma tém-se dados suficientes para modelar
matematicamente o crescimento da colonia, possibilitando o estudo da expressdo algébrica e os
graficos associados a ela, trazendo ao aluno a oportunidade de um estudo aprofundado e aplicado
das relacgoes resultantes.

Em vista disso, este artigo apresenta uma atividade, desenvolvida em laboratério, cujo objetivo é
auxiliar o professor de Matematica do ensino médio no tratamento do conceito da fungdo expo-
nencial, baseado na perspectiva de mostrar ao aluno como modelar matematicamente situacées do
seu cotidiano, propondo a construcao do conhecimento através de atividades que visam explorar
ideias intuitivas de variagdo e dependéncia entre os objetos estudados. O experimento a seguir
apresenta condigoes para que o professor possa trabalhar todos os conceitos relacionados ao estudo
da funcao exponencial.

2. Conceitos introdutdrios

Entende-se por funcdo, toda relagdo de dependéncia entre duas varidveis. A fun¢do denominada
como exponencial tem como principal caracteristica o aparecimento da varidvel x no expoente. E
assim como toda funcéo, a exponencial também obedece a uma lei de formacao.

Observe a notagdo: f: R — R tal que f(z) = a®, com 0 < a # 1.

Sua representacao gréafica pode ser definida através de duas situages. Veja os exemplos abaixo.

flz) =27 fl@)= ()"
(a <

1

"1 \

f € crescente f € decrescente

Figura 1: Exemplo de grifico de fun¢des exponenciais crescentes e decrescentes.(BIZELLI, 2018)

As fungoes exponenciais possuem diversas aplicagdes no cotidiano, em especial na Ciéncia e na
industria. S&o geralmente utilizadas para representar o crescimento ou decrescimento de dados
analisados, expressando situagoes onde ocorrem grandes variagbes em curtos periodos, tais como
representacao de rendimentos financeiros capitalizados por juros compostos, no decaimento radioa-
tivo de substancias quimicas, desenvolvimento de bactérias, fungos e micro-organismos, crescimento
populacional, entre outras situagdes, o que faz acreditar que a melhor forma de estuda-la é através
de laboratérios.

2.1. O crescimento de micro-organismos

Micro-organismos sdo uma forma de vida que nao pode ser visualizada sem auxilio de um microscé-
pio. Tais seres diminutos podem ser encontrados no ar, no solo, e, inclusive, no homem, tais como
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bactérias, fungos, virus e parasitas. Seu crescimento da-se por meio de colonias que se tornam
visiveis a olho nu. Algumas vezes, os cientistas criam suas préprias colonias para estudar um tipo
particular de micro-organismo usando um meio de cultura. Algumas col6nias crescem em padroes
ondulados, a depender da disponibilidade de nutrientes disponivel no seu meio de cultura.

Em geral, pode-se observar quatro fases de crescimento: a primeira fase, de laténcia (Lag), d&-
se quando o micro-organismo estd se adaptando ao meio de cultura; a segunda fase, é a fase
exponencial (Log), na qual o micro-organismo j4 estd adaptado ao ambiente em que estd exposto e
dirige todo o seu metabolismo para a reproducao; a terceira fase, é a chamada estacionéria, na qual
os nutrientes ji comecam a ficar escassos e a taxa de reproducao é equivalente a taxa de mortes; e
por fim a quarta e tltima fase, chamada fase de declinio, na qual a quantidade de micro-organismos
que morrem torna-se progressivamente superior aquela dos que surgem.

|
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Figura 2: Exemplo de curva de crescimento tipica de micro-organismos.(ROBAZZA, 2010)

3. Procedimento e Analise

A maioria dos livros didaticos, tais como Matemdtica: ensino médio de Vanderlei Nemitz, 360°-
matemdtica fundamental de José Ruy Giovanni, entre outros, apresenta esse conteido de forma
exclusivamente tedrica, apenas citando algumas de suas aplicacoes. Inicialmente revisam as regras
de potenciacao e logo em seguida apresentam os conceitos e propriedades da fungdo exponencial,
concluindo com uma bateria de exercicios que exigem do aluno a associagdo entre os conceitos
apresentados e suas aplicacdes. Mas como ajudar esse aluno a fazer tal conexao, se tudo fora visto
apenas teoricamente até entao?

Desse modo e em sintese, sugere-se a intervencao laboratorial, propondo o estudo do crescimento
de uma colonia de micro-organismos, visando levar o aluno a refletir sobre a conexao entre os
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conteudos que serdo apresentados ao longo desse laboratério e sua aplicacdo pratica, a fim de
modelar matematicamente o experimento realizado. Foi proposta, entao, atividade de laboratério
investigativa, entendida aqui como aquela que apresenta condicoes de estudo pratico e manipulagao
do objeto estudado.

O objetivo da atividade foi apresentar uma situacado problema, que aparece com muita frequéncia
em atividades tedricas propostas nos livros didaticos, de tal forma que os estudantes obtives-
sem uma gama razoavel de elementos para andlise, a fim de observar os resultados e desenvolver
estratégias de generalizagoes, possibilitando ao final da pesquisa o desenvolvimento de modelos
matematicos que representassem o estudo realizado. Para desenvolver o trabalho, os alunos fo-
ram divididos em pequenas equipes (no maximo quatro integrantes), dispuseram do laboratério de
quimica e de informatica, além de outros recursos como tablets e calculadoras, além do software
GeoGebra. Na sequéncia, serda apresentado o passo a passo do experimento, que foi dividido em
algumas fases, bem como a andlise de um recorte da atividade realizada pelos alunos da 12 série
do Ensino Médio do Colégio FAAT, situado na cidade de Atibaia, estado de Sao Paulo.

12 fase: A primeira atividade foi diagnosticar quais conceitos béasicos, necessarios para a andlise
do experimento deveriam ser retomados com os alunos. Para tanto foi utilizada uma avaliagao
diagnéstica contendo questoes que abordassem as regras da potenciacdo e conceitos geométricos
sobre drea e comprimento de circunferéncia, visto que seriam importantes para coleta e anélise
dos dados. Apés a realizacdo da avaliagdo, foi divulgado o resultado de cada questao e feita a
discussao das mesmas, retomando assim os conceitos necessarios. A maior dificuldade apresentada
pelos alunos foi sobre as regras para se trabalhar com expoente fraciondrio e/ou negativo e em
especial para analise inversa das propriedades da poténcia

22 fase: A intervencdo de um professor de Biologia, é interessante nesta fase, visto que além de ser
necessario obter algum conhecimento basico sobre microrganismos e meio de cultura, também é
uma, excelente oportunidade para o trabalho interdisciplinar. Aqui foi entdo definido quais seriam
os procedimentos para a realizagdo da coleta dos micro-organismos e preparacao do meio de cultura.
A partir do estudo realizado juntamente com o professor de Biologia, considerou-se que o meio de
cultura semissélido seria o mais propicio para a realizagao do experimento, e a coleta deveria ser
feita através da saliva.

32 fase: Nesta fase iniciou-se o procedimento laboratorial. As etapas destacadas a seguir foram
realizadas por cada equipe, composta por no maximo quatro alunos.

3.1. Etapa 1 - Preparando o meio de cultura

Cada equipe recebeu um cotonete que deveria ser esfregado na bochecha de um dos membros até
ficar bem imido e depois passado levemente na superficie da gelatina, infectando assim o meio de
cultura preparado.
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Figura 3: infectando o meio de cultura.(Prépria autoria)

Para preparar o meio de cultura foi utilizado um pacotinho de gelatina sem sabor e incolor, meio
litro de 4gua fervente, duas colheres de acticar e duas placas de Petri , devidamente esterilizadas.
A gelatina e o agtcar foram dissolvidos em dgua fervida, obtendo-se um liquido homogéneo. A
mistura foi despejada em uma das placas e leveda a geladeira até endurecer. A placa preparada
ird receber os micro-organismos que serdo coletados da saliva dos alunos através de um cotonete.

3.2. Etapa 2 - Colhendo os micro-organismos

Cada equipe recebeu um cotonete que deveria ser esfregado na bochecha de um dos membros até
ficar bem umido e depois passado levemente na superficie da gelatina, infectando assim o meio de
cultura preparado.

Figura 4: Infectando o meio de cultura.(Prépria autoria)
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Apos a coleta dos micro-organismos lacrou-se a placa utilizando fita adesiva transparente e a deixou
em local com pouca luz.

Cada equipe ficou responsavel por coletar os dados seguindo as orientagoes do relatério disponibi-
lizado no Anexo 1, deste artigo. As placas ficaram guardadas no laboratério de quimica do Colégio
e no fim de semana um aluno da equipe ficou responsavel por leva-las para casa e dar continuidade
a coleta de dados.

3.3. Etapa 3 - Aferindo as medidas

Ao longo de 10 dias cada equipe deveria medir o didmetro da circunferéncia da colonia, visto
que esta crescia circularmente. Abaixo pode-se observar as fotos e dados coletados por uma das
equipes. Faz-se necessario ressaltar que varias colonias cresceram no meio preparado e que foi
escolhida apenas uma para estudo.

Dia da contaminacao 1° dia pds-contaminacao 2° dia pds-contaminagéo

SAL\JA
Didmetro 13mm Didmetro 15mm
3°dia pés-contaminacéo 4°dia pés-contaminacao 5°dia pds-contaminagao

S5ALJA
Diametro 17mm Diametro 20mm

_
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6° dia pds-contaminagao 7°dia pds-contaminagdo 8°dia pds-contaminacio

Diametro 29mm

Diametro 37mm

Figura 5: crescimento didrio de uma colonia de micro-organismos, registrado por um dos grupos
envolvidos no experimento.(Prépria autoria)

Apés observagao do crescimento da colonia e coleta dos dados solicitados no experimento, em sala
de aula, as equipes realizaram os calculos necessarios para preencher a tabela disponibilizada no
relatério e discutiram os resultados. Cada equipe modelou, manualmente, a funcdo que confirmava
o crescimento exponencial da coldnia observada, iniciando a proxima etapa do experimento.

3.4. Etapa 4 - Modelagem matematica do experimento

Ao observar o crescimento da colénia ao longo de 10 dias foi possivel, através da afericdo do seu
didametro, calcular a adrea de contaminagao. Foi considerada aproximacdo de duas casas decimais.

_
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Figura 6: Dados coletados referentes ao crescimento de uma das colonias estudadas.(Prépria au-
toria)

Com os valores referentes em maos foi feita a representagdo grafica da area contaminada em
funcao do tempo, dado em dias. Os pontos (pares ordenados) foram marcados no plano cartesiano
determinando como dominio (x) os dias e como imagem (y) a drea de contaminagdo. Ao unir esses
pontos observou-se que o grafico era semelhante ao grafico de uma funcao exponencial.
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Figura 7: Gréafico construido manualmente por uma das equipes de pesquisa.(Prépria autoria)

Apoés construgdo do grafico, os alunos substituiram os valores encontrados, na lei geral da funcio
exponencial, f(z) = a®, a fim de determinar o algoritmo que define a curva de crescimento dos
micro-organismos estudados. Abaixo observe a modelagem realizada por uma das equipes.

Foram realizadas um total de 10 medigoes, sendo considerado:

- Fase de adaptacdo ao meio: dia da contaminacao tempo inicial - T1;
- Inicio da fase exponencial: primeiro dia apds contaminacao - T2;
- Final da fase exponencial: décimo primeiro dia apds contaminacao - T11;

- Fase estacionaria: apds o 112 dia observou-se que a colonia nao crescia mais.
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Calculo para determinar a fungdo

f(x) = a™x
X fix) a

Dia da contaminagdo rEE FEE FEE
Anélise 22 dia 2 1,33 1,1532563
Analise 32dia 3 1,77 1,2096445
Andlise 42 dia 4 2,27 1,2274575
Anélise 52 dia 5 3,14 1,2571466
Andlise 62 dia 6 4,15 1,2676753
Analise 72 dia 7 531 1,2693604
Andlise 82 dia 2 6,74 1,2693532
Anélise 92 dia 9 8,55 1,2692635
Anélise 102 dia 10 10,37 1,2635076
Anélise 112 dia 11 11,94 1,2528800

Maoda 1,27

Figura 8: Dados analisados no Excel para determinagao do coeficiente “a”.(Prépria autoria)

Considerando entao o valor da moda encontrada nos dados calculados para o coeficiente “a”obteve-
se a fungdo exponencial que determinava o crescimento da colonia de micro-organismos em estudo.
No exemplo utilizado acima, oriundo do experimento de uma das equipes, observou-se um cres-
cimento exponencial determinado pela fungao f(z) = 1,27%. Cada equipe encontrou uma fun-
¢ao exponencial diferente, o que determina que a area ocupada por colonias de diferentes micro-
organismos da-se em ritmo diferente para cada uma delas.

Com a lei calculada, chegou o momento de validar os resultados obtidos. Os alunos foram motivados
a fazer a andlise inicialmente no Excel, a fim de determinar a equacao do gréafico obtido.

A equipe em destaque neste artigo ao construir o grafico de dispersao no Excel, obteve a equagao dos
dados fornecidos, y = %2392 o que confirmou a fun¢do encontrada nos calculos manuais, f(z) =
1,277, visto que o coeficiente “e” na equagao encontrada através do software corresponde ao niimero
de Euler, que vale aproximadamente 2,7. Elevando esse nimero a 0,239z, onde x é determinado
pelo dia da contaminagao, chega-se a resultados que determinam os valores correspondentes as
areas encontradas para cada dia.
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10,00 ’/ y = e0.239x
8,00
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0,00 T T 1

afcm?
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Figura 9: Gréafico do crescimento exponencial da coldnia construido no Excel.(Prépria autoria)

Apés essa andlise cada equipe, com o auxilio de tablets, pdde modelar matematicamente, utilizando
o programa GeoGebra, a fungdo exponencial encontrada, a fim de observar o comportamento do
grafico da mesma. Aqui vale destacar que tal software associa ferramentas algébricas e geométricas,
o que possibilita, em um mesmo ambiente, construir figuras e expressoes dindmicas que represen-
tam relagdoes comuns, permitindo sua investigagdo. Assim, o GeoGebra possibilita representar as
diferentes facetas do objeto estudado e suas interacoes, oferecendo, portanto, possibilidades para
a exploracao do conteudo apresentado pelo professor em sala de aula.

Foram, entao, inseridos nesse programa os dados coletados e estudados inicialmente, obtendo-
se assim o grafico que, ao ser comparado com o grafico construido manualmente, provou-se a
exatiddo da modelagem, comprovando assim o crescimento exponencial da drea ocupada pela
colonia observada.
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Ermad

Figura 10: Gréafico do crescimento exponencial da colonia construido no GeoGebra.(Prépria auto-
ria)

Logo os resultados obtidos pela modelagem matematica determinada no experimento indicam que
o modelo empregado consegue reproduzir a area ocupada pelo crescimento do micro-organismo

estudado.
Durante todas as etapas para realizacdo do experimento e da modelagem matematica associada

a ele, destaca-se ressaltar que as discussoes em torno da construgdo dos conceitos e fundamentos
sobre funcao exponencial com a turma deram-se de forma construtiva e possibilitaram que o aluno
fosse protagonista e capaz de desenvolver um discurso com embasamento muito mais consistente.

4. Consideracoes Finais

O artigo aqui apresentado propoe uma metodologia diferenciada para se trabalhar a Matematica em
sala de aula. O uso de laboratérios resulta em aulas dindmicas e mais aprecidveis, podendo entao
se tornar um método mais eficaz quando se trata de um aprendizado significativo. O experimento
proposto aqui traz a possibilidade de se trabalhar a func¢ao exponencial de forma mais envolvente,
proporcionando um aprendizado mais significativo para os alunos envolvidos, fato esse observado
através da mudanca de postura dos mesmos e dos resultados nas avaliagoes tedricas. Destaca-
se, entao, o uso do ambiente laboratorial para a construcao desse conhecimento, possibilitando ao
aluno superar suas limitagoes e refletir sobre a aplicabilidade dos conceitos aprendidos, tornando-os

mais significativos.
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O problema do mapeamento no plano

Josimar da Silva Rocha Rogério César dos Santos Hudson Rodrigues Armando

Resumo

O objetivo deste artigo é mostrar uma forma de se fazer mapeamento do plano, no sentido de que,
se conhecemos as distancias duas a duas entre quatro pontos do plano, é possivel determinarmos as
coordenadas de tais pontos. O estudo do problema aqui apresentado pode servir de atividade ladica
que aplica e contextualiza resultados basicos da Geometria Euclidiana e da Geometria Analitica.

Palavras-chave: Mapeamento; Distancia; Teorema de Pitagoras.

Abstract

The aim of this paper is to show a way to map the plane, in the sense that if we know the
distances two by two between four points of the plane, we can determinate the coordinates of such
points. The study of the problem presented here can serve as a playful activity that applies and
contextualizes basic results of Euclidean Geometry and Analytical Geometry.

Keywords: Mapping; Distance; Pythagorean theorem.

1. Introdugao

O artigo apresentado traz um interessante problema que mostra uma aplicagdo pratica do estudo
das coordenadas no plano cartesiano. O emprego das coordenadas no plano tem uma dupla fi-
nalidade, como apontada em [2]: a primeira é atribuir um significado geométrico (e com isso dar
um maior contetido intuitivo) a fatos de natureza numérica. A segunda finalidade vai no sentido
oposto ao da primeira: recorre-se a coordenadas a fim de resolver problemas de Geometria.

As ferramentas tedricas utilizadas nao vao além das que sdo empregadas por professores do ensino
médio ou técnico nas disciplinas de Geometria Plana e Analitica. Assim, o estudo do problema
aqui proposto pode ser utilizado em salas de aula como um exemplo de aplicacao dessas disciplinas.

2. O Problema

Para permitir uma visualizacdo lidica do problema, vamos considerar que os pontos que formam
um plano sejam cidades numeradas de 1 até n, e seja M = (d,;) a matriz que representa a distancia
entre as cidades, ou seja, para cada i,j € {1,2,--,n}, o elemento de matriz d;; corresponderd a
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distancia euclidiana entre as cidades i e j, de tal forma que suas distancias satisfazem a desigualdade
triangular estrita:

Sem perda de generalidade, podemos fixar a cidade 7 na origem do plano cartesiano, ou seja,
no ponto P; = (0,0). A cidade j serd fixada em P; = (0,d;;) e a cidade k em P, = (z},y)-
Representaremos a distdncia entre as cidades ¢ e k como d;;, = d (P, P,) e, de forma andloga,
a distancia entre as cidades j e k serd escrita como d;, = d (Pj,Pk). Note que, para calcular a
distancia entre dois pontos num plano, nao faremos mais do que simplesmente aplicar um dos mais
importantes e tteis teoremas da Geometria Euclidiana Plana: O "Teorema de Pitdgoras”[1].

Dessa forma, mostraremos que é possivel obter a localizagdo (ou seja, as coordenadas) de uma
cidade t qualquer no plano cartesiano de forma biunivoca a partir das distdncias tomadas duas a

duas entre os pontos P;, P;,P; e P, , como ilustrado na Figura 1

Figura 1: Cidades P;, P;,P}, e P,

@~ sBm
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2.1. Um Resultado Intermediario

Como vimos, o objetivo deste artigo é provar que as coordenadas de uma cidade ficam determinadas
dadas as distdncias duas a duas entre ela e mais trés cidades distintas. Se, porém, a cidade da
qual queremos descobrir as coordenadas possui abscissa positiva, bastam apenas mais duas cidades
distintas. E o que provaremos nesta secdo. Este caso particular serd importante para a prova do
caso geral que veremos na se¢ado 3 Iremos provar agora que uma cidade P;, que tenha abscissa z;, > 0
fica unicamente determinada quando sao dadas apenas as distancias d,;, d;; e d;;. Vejamos:
Observando a Figura (1), vemos as posi¢oes dos pontos P; = (0,0), P; = (0,d;;) e Py, = (z,yy,)-
Assim, temos:

iy, = d(P;, Py)* = af + yi (2)

2
%, = xj + (dij —un)"-
Desse modo,

42, = d(P;, P,)? = 2} + g} — 2ypdy; + d2. (3)

Subtraindo a equacao (2) de (3), obtemos

2ykdij - di2j = dizk - djz'k' (4)

O termo d;; deve ser tal que d;; > 0 (pois as cidades i e j sdo distintas). Dessa forma, podemos
isolar a varidvel y,, da equac@o anterior e obter:

_ di; + dgy, — %,

Y = 2d (5)

ij

Assim, obtemos a coordenada y;, em funcdo das distancias d,;, d;;, e d;;;. Para fazer o mesmo em
relacdo a coordenada x;, podemos recorrer & equagao (2), dada por:

2 _ .2, .2
di = i + Y,

onde podemos isolar a coordenada ;. Como ela é positiva por hipdtese, podemos isola-la assim:

z, = \/d% — 3. (6)

Observe que poderfamos ter chegado aos mesmos resultados se o ponto P; tivesse ordenada nega-
tiva. Isso mostra a possibilidade de se determinar univocamente P, = (z;, y;,) dadas as distancias
duas a duas entre as cidades i, j e k, porém com a restrigdo x;, > 0 , isto é, com a abscissa de P,
positiva.
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3. A Prova do Resultado Principal

Agora sim vamos determinar as coordenadas de uma quarta cidade P, qualquer, sem restricdo
de suas coordenadas, dadas as distancias duas a duas entre ¢, 7, k e t, onde estamos nas mesmas
hipéteses do enunciado do problema inicial como mostra a Figura (1):

« By, = (), y3), onde 5, > 0

« P,=(0,0) e P; = (0,dy)

Seja t uma cidade cujas coordenadas no plano cartesiano compdem o ponto P, = (x;,,). Consi-
derando a distancia da cidade ¢t com relacio as cidades i, j e k, obtemos:

d(Pt7Pi>2 :dz‘Zt :x%""y?v (7)
2
d(P,, Pj>2 = (_mt)2 + (_yt + dij) )

d(Pt,Pj)Q = d?j = Z’% + yf - Zytdij + dfj (8)

Também temos

d(p“pk)? = (xk - xt)2 + (yk - yt)2 .

Assim,

d(Py, Py)* = dfy, = o7 — 2z 4 23 + y7 — 29,05, + Vi- 9)

Por (7) e (8), , , )
;- d

]

(10)

Ou seja, ja temos a ordenada y de P,. Para obtermos a abscissa de P, , podemos rearranjar os
termos da equagdo (9) para observar que:

dZ, = x? + y} —2z,x), — 2y, + 23+ U2 -
a2, &

Assim, das equagdes (2), (7) e (9), temos:

dfy = df, — 2(zyxy, + yyp) + - (11)
Isolando o termo z, na equagdo (11):
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_ df, + df, — dy — 2y,
2'Tk‘ '

(12)

Ty

Na equacao (12), z;, e y; foram determinados pelo resultado preliminar provado anteriormente,
e y, ¢ dado por (10), finalizando, portanto, a prova de que qualquer ponto P, é determinado
univocamente pelas distancias duas a duas entre as quatro cidades i, j, k e t.

4. Consideracoes Finais

O resultado aqui demonstrado permite-nos, hipoteticamente, fazer um programa de computador
a partir de trés sensores que mecam a distdncia entre pontos para fazer o mapeamento de um
ambiente. Como exemplo de aplicagdo, poderiamos citar a Agrimensura, que traz em si um
conjunto de técnicas topograficas utilizadas para efetuar medidas de terras. Os sistemas de radares
de transito ou outro qualquer tipo de rastreamento eletronico constituem outros exemplos de
aplicagoes para algoritmos semelhantes a esse.
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Uma abordagem para o estudo da funcao
quadratica no conjunto dos niimeros complexos

Roberto do Nascimento Batista André Fabiano Steklain Lisbda

Resumo

Este trabalho propde o estudo da funcdo quadratica complexa baseado em graficos de duas e
trés dimensodes, e, na sua analogia com o grafico da funcio quadrética real, a pardbola. Nesta
abordagem sao investigados os tipos de cOnicas que surgem no caso da imagem de uma reta por
esta funcao e ao se fazer a interseccao dos graficos das partes real e imaginaria com planos. Esta
exploracdo pode enriquecer o estudo introdutério de fungbes complexas a nivel de graduacao.
Palavras-chave: numeros complexos; funcdo quadrética; conicas

Abstract

This paper proposes the study of the complex quadratic function based on two and three dimen-
sional graphs and their analogy with the real quadratic graph, the parabola. In this approach
we investigate the types of conics arising in the case of the image of a line by this function and
considering the intersection of the real and imaginary parts graphics with planes. This exploration
can enrich the introductory study of complex functions at undergraduate level.

Keywords: complex numbers; quadratic function; conics.

1. Introdugao

As fungdes complexas em geral nao sdo abordadas no Ensino Médio. Isso é justificavel pelo nivel de
abstracao exigido para o estudo de uma fungdo cujo dominio e contradominio nao sejam subcon-
juntos dos ntimeros reais. No Ensino Superior é desejavel que os estudantes possuam familiaridade
com esses conceitos, mas a quantidade de tépicos a serem cobertos em curso tipico limita a sua
abordagem. A utilizacdo de ferramentas computacionais pode auxiliar no sentido da visualizagao
desses conceitos, abrindo caminho para uma compreensao mais ampla do estudante em estudos
posteriores. A compreensio da fungdo como uma transformagio, em detrimento do gréafico, é par-
ticularmente impulsionada no estudo das fungoes complexas, jA que nao é possivel visualizar um
grafico inserido em um espago quadridimensional.

A escolha da funcao quadratica complexa deve-se principalmente a duas de suas caracteristicas. A
primeira é o fato de se tratar de uma fungao simples, podendo ser tratada a partir do momento em
que o estudante é introduzido as operagoes (em particular, multiplicagdo) entre niimeros complexos.
A segunda é que a sua restricdo ao caso real resulta em uma funcao familiar aos estudantes, a fungao
quadratica real, amplamente estudada no Ensino Médio. Isso permite resgatar tais conceitos e
estabelecer analogias entre os casos real e complexo. _
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Nesse conjunto de analogias entre o caso real e o caso complexo situa-se o estudo de coénicas. No caso
real, o grafico de uma funcdo quadrética resume-se a uma pardbola, mas o caso complexo possui
uma estrutura mais rica, sendo possivel obter hipérboles. De fato, como o estudo apresentado
nao vai além da determinacao da parte real e imaginaria da fungdo, com alguma adaptagao tal
abordagem pode também ser trabalhada durante o estudo de conicas na Geometria Analitica.

O presente artigo ird fazer uma abordagem do estudo de fungoes quadraticas complexas por meio
dos seus graficos. Primeiramente apresentaremos um resumo dos conceitos trabalhados no tra-
tamento da funcdo quadrética real. Em seguida apresentaremos uma exploracdo da funcao qua-
dréatica complexa e das cOnicas resultantes da restricdo da imagem da func¢ao complexa. Por fim,
apresentamos nossas conclusoes a respeito deste trabalho.

2. A Funcao Quadratica Real e Conicas

Durante o Ensino Médio o estudante é introduzido ao conceito de funcao quadratica, dada pela
definigéo [2], [5]:

f+ R - R

r = z? . (1)

Essa funcao toma um ntmero real e retorna, como a imagem deste nimero, a multiplicacido deste
ntimero por ele mesmo. Tomando o conjunto dos pontos P = (z,y), sendo y = f(x) = 22 temos
que tais pontos compoem uma parabola de equagao

y =22 (2)

Esta curva pode ser visualizada por meio da representacao desses pontos em um plano cartesiano,
sendo mostrada na figura 1.

Figura 1: Gréfico da funcio f(z) = 22

A fungao quadratica pode ser generalizada para uma funcao do segundo grau, fazendo, por exemplo,
f(x) = ax?® + bz + ¢ com a # 0. Independentemente do valor dessas constantes, no entanto, o
grafico ainda corresponderd a uma pardbola [6]. Outros tipos de conica, como hipérboles e elipses,
sdo obtidas por fungdes reais que nao possuem nenhuma relagao direta com a funcao quadratica.

3. A Funcao Quadratica Complexa e Conicas
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No caso das fungoes complexas a representacdo do grafico nao é trivial, devido a uma série de
fatores. O principal a se considerar é o fato de o corpo dos ntimeros complexos ndo ser ordenavel
[7], o que impede de representar esses nimeros em uma reta. De fato, os nimeros complexos
guardam relacdo com o R?, sendo representados, portanto, em um plano, chamado plano complexo
de Argand-Gauss [1]. O gréafico de uma fungéo complexa teria, portanto, que ser inserido em uma
estrutura de ao menos quatro dimensdes. Uma fungdo complexa pode ser visualizada utilizando-se
dois planos de Argand-Gauss. No primeiro plano ficam representados os pontos do dominio da
funcéo e, no segundo, as imagens desses pontos. Em uma abordagem mais simplificada é possivel
utilizar o mesmo plano para representar os pontos do dominio e da imagem. Nesse caso é preciso
identificar quais sdo os pontos do dominio e quais pertencem & imagem da fungdo. Essa ultima
representacao sera utilizada neste trabalho.

E interessante verificar o que ocorre quando conjuntos de pontos do dominio sdo transformados
pela funcdo quadratica complexa. Para simplificar a discussdo vamos nos deter na funcéo, em sua
forma mais simples:

0

Quando restringimos a atuacao de fa reta real, a imagem correspondente é a semirreta real positiva.
A pardbola é perdida pois ao invés de considerarmos pontos de coordenadas (¢, t?), estamos fazendo
a correspondéncia entre pontos do (t,0) eixo real com pontos (t2,0) também pertencentes ao eixo
real. De fato, é ficil verificar que, para qualquer reta passando pela origem do plano de Argand-
Gauss a imagem correspondente serd uma semirreta partindo da origem, conforme mostrado na
figura 2.

Figura 2: Imagem de uma reta (cor preta) passando pela origem pela fungéo f no plano de Argand-
Gauss. A imagem é uma semirreta passando pela origem (cor vermelha).
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Figura 3: Imagem de uma reta (cor preta) que ndo passa pela origem pela fun¢do f no plano de
Argand-Gauss. A imagem é uma pardbola (cor vermelha).

A situagdo é diferente, no entanto, quando a reta nao passa pela origem. Como pode ser visto na
figura 3, a imagem dessa reta é uma curva bastante semelhante a uma parabola. Para demonstrar-
mos que de fato a curva é uma parabola, vamos tomar uma reta em C que ndo passe pela origem
parametrizada por 2(t) = z, +wt, sendo z, =z + 1y, W = w, +iw, complexos nao nulos e ¢ real.
Nesse caso é conveniente escrever z(t) = x(t) + iy(t) obtendo, assim, as equagdes da parte real e
imaginaria:

z(t) =z + w,t, (4)

y(t) = yo + wyt. ()
A fungdo complexa f pode ser representada por f(x + iy) = u(x,y) + iv(x,y), sendo as fungoes

u,v : R — R a parte real e imaginaria de f. Ao considerarmos a fungio f(z(t)) = z(t)? temos,
para a parte real e imagindria dessa fungao

u(t) = uy + at + Bt2, (6)

v(t) = vy + 7yt + 02, (7)
onde uy = 22 — y2, vy = 2xYy, @ = 2(Tgw, — Yowy), B = w2 — wi, v = 2(zqw, + yow,) e
§ = 2w, w,. Vamos considerar a mudanga de variaveis dadas por

U = 6(u — ug) — Bv—vy), (8)
V = (1 — up) — alv—vp). (9)

Neste novo sistema de coordenadas, fazendo p = 1/(v8 — ad), temos a seguinte relagao entre U e
V:
V =pU?, (10)

ou seja, nas novas coordenadas a curva gerada pela transformacéo da reta pela funcao quadratica
é uma parabola. E facil se convencer de que o mesmo ocorre nas coordenadas originais, utilizando
D
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a Equacao (10) e a equacao geral da codnica. Note que, para que a pardbola ndo seja degenerada
devemos ter a condigio v — ad = 2(w? + w?)(xyw, — Yow,) # 0. Como w é ndo nulo, temos que
|w|? = w2 + wi > 0. Logo, a condi¢do para que a parabola seja ndo degenerada é dada por

Essa condicdo equivale a dizer que os niimeros complexos 2, € w e a origem do plano complexo
nao sao colineares.

A demonstracao acima exige o dominio de conceitos como a equagao geral da conica, normalmente
trabalhados em Geometria Analitica, que faz parte dos estudos iniciais na maioria dos cursos
superiores na area de exatas. No entanto, esse resultado pode ser facilmente explorado utilizando
softwares tais como o GeoGebra [4], para mostrar como a fungdo atua sobre os elementos do
dominio. Esta abordagem serve, entre outras coisas, como mecanismo para expandir o conceito de
funcdo, normalmente apresentado em sala de aula através de exemplos envolvendo funcoes reais e
o conceito de grafico cartesiano.

Em uma abordagem mais avancada é possivel trabalhar com os gréaficos das partes real e imaginaria
da funcao f, a saber:

u(@,y) = 2% —y?, (12)
v(z,y) = 2zy. (13)

Os graficos dessas duas fungoes sdo superficies em um espacgo tridimensional, conforme as figuras
4 eb.

Figura 4: Parte real da funcio f(z) = 22.
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Figura 5: Parte imagindria da funcio f(z) = 22.

A funcio real f(x) = 2% é equivalente ao caso complexo ao tomarmos y = 0. Geometricamente
isso equivale a fazer a interse¢do dos graficos de u e v com o plano y = 0, conforme as figuras 6 e
7. Note que a interse¢do com o grafico de u é a parabola, e a intersecdo com o grafico de v é a reta

referente ao eixo x.

Figura 6: Intersegio do grafico de u(w,y) = 22 — y? com o plano y = 0. A intersecio é uma
pardbola (em preto).

" sBm

190 S0iE3AD 8.0 5 ATERATE



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONUNE Batista e Steklain

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

Figura 7: Interse¢ao do gréfico de v(x,y) = 2xy com o plano y = 0. A interse¢io é uma reta (em
preto).

Essa discussao pode ser aprimorada ao se considerar a intersecdao dos graficos de v e v com outros
planos. Tome, por exemplo, o plano z = 2. A interse¢io com os graficos de u e v sdo hipérboles,
como podem ser vistas nas figuras 8 e 9. De fato, é

Figura 8: Intersecdo do grafico de u(w,y) = 22 — y? com o plano z = 2. A intersecio é uma
hipérbole (em preto).
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Figura 9: Intersegao do gréfico de v(z,y) = 2zy com o plano z = 2. A intersecdo é uma hipérbole
(em preto).

Proposicdo 1. Seja f(z) = u(x,y) + iv(x,y) uma fungdo quadrdtica complera. A intersecio dos
grificos de u e v com um plano no espaco resultard em uma hipérbole ou wma pardbola.

Para demonstrar essa proposi¢ao, considere a funcdo quadratica complexa na forma geral:
f(z) =az? +bz+c, (14)

com z,a,b,c € C. Tomando a = a, + ia,, b =b; + b, e a = ¢; + ic, temos

u(z,y)
v(z,y

Vamos tomar a intersecdo dos graficos dessas duas fungdes com um plano de equagao geral dada
por

a; (2?2 —y?) — 2a2y + byx — byy + ¢4, (15)
az(2? —y?) + 2ay 2y + by + byy + ¢y. (16)

ax+py+vz+9=0, (17)

com «, 3,7, € R. Vamos considerar primeiramente v # 0. Nesse caso, temos

z:—gaj—éy—é. (18)
Y Y Y

Fazendo z = u(x,y) temos a seguinte equagao:
@ 1
ay (2?2 —y?) — 2a,2y + (bl + —) xr— (b2 - é) y+c +—-=0. (19)
v v Y
Analogamente, fazendo z = v(x, y), temos

]
as(2? — y?) + 2ay 7y + <b2+ %) r—+ (bl +§> y+ecy,+—=0. (20)
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Podemos analisar essa equacao a luz da equagao geral das conicas, dada por:
Az? 4+ Bry+ Cy? + Dz + Ey + F = 0. (21)

A natureza da conica pode ser obtida através da analise do discriminante A,,,;., = B> — 4AC.
Caso A, ica < 0 temos uma elipse, A, = 0 corresponde a uma parabola e, se A, ;.. > 0,
trata-se de uma hipérbole. Em ambos os casos, nas Equagoes 19 e 20 temos, para o discriminante

Ao = 4(a? +a3) = 4]al* > 0. (22)

Note que a condigdo |a| # 0 corresponde ao fato de que a funcdo é quadratica. Portanto, a
intersecao do grafico de u e v com um plano que intersecta o eixo z é sempre uma hipérbole.

Resta estudar o caso v = 0. Neste caso, para que tenhamos um plano, temos necessariamente «
ou S diferentes de zero. Supondo § # 0, temos

y=—=x— —. (23)

Fazendo essa substituigdo do lado direito da equagdo z = u(z,y) e z = v(x,y), temos z como uma
funcdo quadratica de x, o que define uma pardbola. Os casos degenerados corresponderdo a retas
e semirretas.

4. Conclusoes

O ensino de nimeros complexos pode ser aprimorado através de outras abordagens que contemplem
conteidos que sdo de dominio dos estudantes. O estudo da pardbola referente ao gréafico da
funcdo quadréatica é de dominio dos estudantes no momento em que eles sdo introduzidos aos
nimeros complexos. O estudo da fun¢do quadratica complexa, todavia, apresenta a necessidade
de outras ferramentas de visualizacdo. Felizmente os recursos computacionais podem fornecer tais
instrumentos e permitem a exploragao desses objetos. Durante a exploracao é possivel observar
que a extensao dos conceitos utilizados para funcoes reais permite obter outro tipo de cdnica, as
hipérboles, servindo como conexao com a Geometria Analitica. As ferramentas computacionais sdo
de grande valia na explora¢do matematica. Contudo, devem ser utilizadas com o devido cuidado
[3], sem nunca dispensar a demonstra¢iao quando possivel.
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Resumo

Neste artigo sao discutidos de forma detalhada trés problemas que foram propostos para as Olim-
piadas Internacionais de Matemética (IMO) e que de forma criativa lidam com bases numéricas.
O intuito é que esses possam ser usados no treinamento de estudantes que se preparam para olim-
piadas internacionais. O material também pode ser usado por professores e estudantes do ensino
universitario. O primeiro problema explora a base ternéria em relagdo a triplas aritméticas (trés
ndmeros consecutivos em progressao aritmética). No segundo problema é pedido determinar um
elemento de uma sequéncia que serve como base mista e pode ser correlacionado com a base octal.
E no terceiro problema deve-se encontrar a ordem de um elemento de uma sequéncia que é usado
como cddigo de primos em uma base bindria.

Palavras-chave: Olimpiada Internacional de Matematica; Sequéncias; Ensino Médio; Ensino
Universitario; Bases Numéricas

Abstract

In this article we discuss in detail three problems that were proposed for the International Mathe-
matical Olympiad (IMO) and that in a creative way deal with numerical bases. The intention is
that these problems be used to train students preparing for international olympics. The material
can also be used by university teachers and students. The first problem explores the ternary base in
relation to arithmetic triples (three consecutive numbers in arithmetic progression). In the second
problem it is asked to determine an element of a sequence that serves as a mixed base and can be
correlated with the octal base. And in the third problem one must find the order of an element of
a sequence that is used as prime code on a binary basis.

Keywords: International Mathematical Olympiad; Sequences; High School Education; University
Teaching; Numerical Systems

1. Introdugao

As bases numéricas tém permitido & humanidade representar contas e medidas usando um conjunto
de simbolos (digitos) para formar nimeros e realizar operagoes com esses, como somas e multipli-
cacgoes. Em 1957, um estudante de 12 anos, George Bergman, mostrou que era possivel usar um

an
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ndimero irracional (a razdo durea maior, ® = HT\@) como base de uma base numérica posicional
para representar qualquer nimero real [2]. Tal resultado, atrelado ao problema de corregéo de erros

nas operagdes criticas de computadores, tem motivado uma intensa pesquisa em anos recentes [1].

O assunto “Bases Numéricas”, porém, pode ser visto por alguns professores de Mateméatica como
tedioso. O presente artigo procura reverter essas ideias e mostrar, mediante a discussdo de trés
problemas, extraidos das propostas de perguntas para a Olimpiada Internacional de Matematica
(IMO), que as bases numéricas podem ser ensinadas desde outras perspectivas.

O primeiro problema, proposto para a IMO de 1983, explora a base ternaria em relacdo a triplas
aritméticas (trés nimeros consecutivos em progressao aritmética). No segundo problema, proposto
para a IMO de 1998, é pedido determinar um elemento de uma sequéncia que serve como base
mista e pode ser correlacionado com a base octal. E no terceiro problema, proposto para a IMO
de 1995, deve-se encontrar a ordem de um elemento de uma sequéncia que é usado como codigo
de primos em uma base bindria.

Os trés problemas mencionados fazem parte de um conjunto de vinte e seis problemas sobre
sequéncias, que serdo apresentados por parte dos autores (primeiro e terceiro) em uma Tese de
Mestrado do Profmat, relacionada com o treinamento de estudantes do ensino médio para participar
de Olimpiadas Internacionais de Matematica [4].

2. Exemplos de transformacgoes entre bases numéricas
Um ntimero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 10 sdo a; € {0,1,2,-+,9}, com i = 1,2, -, n,
pode ser escrito como:

(anay_y -+ ayag), = ag+10a; + 10%ay + - + 10" ta,,_, + 10"a,,
Em geral, seja b > 2 um ntmero inteiro, podemos representar um niimero inteiro nao negativo na
base b usando os digitos a; € {0,1,--,b—1}, com ¢ = 1,2,---,n, e transformé-lo & base decimal

como
(@nQy_y - ayag), =ag+b-ay + b%ay + -+ b" ta, | +b"a,

Em particular, um nimero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 8 (Octal) sdo a; € {0,1,2,---,7},
com ¢ = 1,2,---,n pode ser escrito na base decimal como:

(a’nan—l "'a'la’0>8 = Qg + 8@1 + 82&2 + -+ 8n710’n—1 + 8nan

e um nimero inteiro ndo negativo cujos digitos na base 2 (Bindria) sdo a; € {0,1}, com i =
1,2,---,n, pode ser escrito na base decimal como:

(ananfl “'ala‘O)Q = Qay + 20’1 + 220’2 + o+ 2n71an71 + 2na’n
Exercicio: Levar a base decimal os ntimeros (7302)g e (10100)s.
(7302) = 2480+ 8234 8%.7 = (3778) = 3778

(10100), =0+2-042% 14230421 =(20), =20
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Inversamente, dado um ntimero representado na base decimal podemos escrevé-lo em qualquer
outra base usando sucessivamente a divisdo pela base com resto ou euclidiana. O niimero que no
passo n-ésimo for quociente passa a ser dividendo no passo de ordem n + 1. O processo conclui
quando o quociente é zero.

Exercicio: Representar (2019), = 2019 nas bases 2 e 8.

Solugao: Dividindo sucessivamente por 2 temos
2019 =2-1009 + 1
1009 =2-504 + 1

504 =2-252+0

252=2-126+0

126 =2-63+0
63=2-31+1
31=2-15+1
15=2-7+1
7=2-3+1
3=2-1+1
1=2.-0+1

Tomando os restos em ordem inversa segue que 2019 = (11111100011),,.
Analogamente, dividindo sucessivamente por 8 temos

2019 =8-252+43

252=8-31+4
31=8-3+7
3=8-0+3

Tomando os restos em ordem inversa segue que 2019 = (3743),.

L7 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Reristacletnic da osiedade Brsilirdetemit Lépez, Bruno-Alfonso e Barbosa

3. Base Trés, Progressao Aritmética e Geométrica

Provar que é verdadeiro ou que é falso: Do intervalo [1,30000] pode ser selecionado um subcon-
junto de 1000 inteiros que nao contém tripla aritmética (trés ntimeros consecutivos em progressao
aritmética).

A IMO 1983 foi realizada na cidade de Paris, Franca [6]. O problema acima foi proposto pela
delegagdo da Polénia [3].

Solucgao:

Seja {T,,} o conjunto de inteiros positivos que na base trés é representado por, no méaximo, n
digitos sendo que nenhum deles é 2. Isto é,

T,=ag 3 +a; 3"+ +a, 3", (1)

com a; € {0,1} para 0 < i < (n—1). Como para cada a; somente existem duas possibilidades,
zero ou um, e existem n escolhas, a cardinalidade, ou ntimero de elementos, de {T,,} é

| T, |=2". (2)
O maior elemento de {T,,} é encontrado quando todos os coeficientes sdo iguais a um:
max {7, } =3° +3' + ...+ 371 (3)
Mas a equagdo anterior é uma soma de uma progressao geométrica de razao 3, logo

3" 1
5

max {T,} = (4)

Proposic¢ao 1. Nao existe tripla aritmética em {T, }.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que exista uma tripla aritmética (x,y, z) tal que seus
elementos sejam um subconjunto de {7, }: {z,y,z} C {T,,}. Como z, y e z sdo inteiros consecutivos
de uma progressao aritmética, vale que

y=x+=2 (5)
Com y € {T,,} segue que os coeficientes de 2y, lado esquerdo de (5), na base 3 sdo somente 0 ou 2:
Y= ag, - 30 +ay, - 34 + A1)y gn—-1
com a;, € {0,1} para 0 <iy < (n—1)e
2y=(2-ag,)-3° +(2-ay,) - 3"+ +(2- a4, 1)) - 3"
com 2 - a;, € {0,2} para 0 <iy < (n—1).
Estudaremos agora o lado direito de (5). Temos que z, z € {T,,} , logo podemos escrever

x:aox'30+a1x'31+"'+a<n_1>x‘3n71
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Z:a02'30+alz'31+”'+a(n—1)z'3n71

com a,,,a;, € {0,1} para 0 < ix,iz < (n — 1). Notamos que a soma a;, + a;, € {0,2} quando

a;, = a;, =0oua;, =a;, =1 para todo 0 < iz,iz < (n—1). Isto é, no caso em que

r =2z

e por (5) x =y = z. Contradi¢do, © # y # z. Como os lados direito e esquerdo de (5) sdo
incompativeis concluimos que nédo existe tripla aritmética em {7, }. O

Considere n = 10, de (2) e (4) calculamos

| Ty |= 210 = 1024 > 1000

3101
— = 29524 < 30000

Logo, a afirmacdo do problema é verdadeira. O conjunto {7}, } é um subconjunto de [1,30000] com
mais de 1000 inteiros e ndo contém tripla aritmética.

max {T}o} =

4. Base Mista, Binaria e Octal

Seja ag,aq, aq, ... uma sequéncia crescente de inteiros ndo negativos tal que cada niimero inteiro
nao negativo possa ser escrito de forma tnica como

a; + 2a; + 4ay, (6)

onde 7, 7, k ndo sao necessariamente diferentes. Determinar a;ggg.

A IMO 1998 foi realizada na cidade de Taipé, Taiwan [6]. O problema acima foi proposto pela
delegacdo do Canada [3].

Solucao:
Note que devemos escrever de forma tnica todos os nimeros inteiros nao negativos como uma
combinagdo linear (6) dos elementos da sequéncia (a,,). Isso leva a que, dada a sequéncia até o

termo de ordem n —1, ay, ay, ..., a,_,, 0 termo de ordem n, a,,, é o menor inteiro positivo que nao
seja da forma a; + 2a; + 4ay, com 4, j, k <n.

Vamos encontrar os primeiros termos da sequéncia de forma intuitiva. O primeiro inteiro nao
negativo é o zero. Para escrever zero na forma em (6) devemos ter a, = 0:

0=ay+2ay+4a;=0+2-0+4-0.

Nao temos como escrever 1 usando somente ay = 0. Isso leva a adicionar o nimero 1 na sequéncia
(a,), logo a; = 1. Com isso podemos escrever os niimeros do 1 ao 7 usando somente dois elementos
da sequéncia ay, =0, a; = 1:

l=a; +2ap+4ay=1+2-0+4-0,

2=ay+2a; +4ap=0+2-14+4-0,
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3=a;+2a; +4ag=1+2-14+4-0,
4=ag+2ay+4a; =0+2-0+4-1,
S=ay+2a5+4a, =14+2-04+4-1,
6=ag+2a, +4a; =0+2-14+4-1,
7T=a,+2a; +4a;, =1+2-144-1.

O ntimero 8 ndo pode ser escrito usando somente dois elementos da sequéncia: ay; = 0, a; = 1.
Isso leva a adicionar o nimero 8 na sequéncia (a,, ), logo a, = 8:

8:a2+2a0+4a0 :8+20+40.
O ntmero 9 ndo pode ser escrito usando somente trés elementos da sequéncia: ag = 0, a; =

1, ay = 8. Isso leva a adicionar o niimero 9 na sequéncia (a,,), logo a3 = 9. Com quatro elementos
da sequéncia é possivel escrever os nimeros do 9 até o 63:

9=uas+2a;+4a;=9+2-0+4-0,
63 =as+2a3+4a3=9+2-9+4-9.
Segue que a, = 64 e a5 = 65. Resumindo, os primeiros termos da sequéncia sio
(a,) =1(0,1,8,9,64,65, ).
Sabemos que todo ntimero inteiro ndao negativo m pode ser escrito de forma tinica na base bindria:
m = 2%, + 2%, + 2%, + 23t5 4+ - - + 272, (7)

com t; € {0,1} e i =0,1,2,--,7. Por outro lado, queremos escrever m como em (6):

m = 2%a; 4+ 2'a; + 2°ay,. (8)

Uma comparagao entre (7) e (8) sugere escolher a;, a; e a; como somas finitas:

a; =ty + 235 + 25t + - =t + 8ty + 8%t + -
a; =ty + 2%, 4+ 20, + - =1, + 8t, + 8%t; 4 -
ay, =ty + 23ty + 20tg + -+ =ty + 85 + 82t + -

As trés equagOes anteriores podem ser reescritas como

a, = 8o+ 88y + 8285 + -+ 8"s,, 9)

onde s; € {0,1} ei = 0,1,2,--,r. Em outras palavras, a sequéncia (a,,) consiste dos nimeros
inteiros nao negativos que podem ser escritos em base 8 usando somente zeros e uns.
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Para encontrar um termo arbitrario de (a,,) devemos escrever primeiro n em base 2:

n =8y + 28 +2%s5 + -+ 27s,. (10)

Os s; em (10) coincidem com os s; em (9). Vejamos os primeiros termos ja encontrados
0=0+4+2-0 , ay=0+8-0=0,
1=142-0 , a,=14+8-0=1,

2=042-1422.0 , a,=0+8-1+82.0=38,

3=1+42-1422.0 , az=1-+8-1+8.0=09,
4=042-04+22-14+2%-0 , a,=0+8-0+82-1+8.0=64,

5=142-0+22-14+2%.0 , ay=1+8-0+82-1+8%-0=65.

Como queremos encontrar a;ggg escreveremos primeiro 1998 = (11111001110),, em base 2:

1998 =0+2-1+4+22-14+2%.142%.04+2°-04+26-14+27-1428.1429.14210.7,
Segue que

Gyogs =0+8-1+82-1+8%-14+8-04+85-0+80-1+87-1485-1+87-1+80.1=1227096648.

5. Cédigo Primo-Binario

Considere ntimeros inteiros @ > 1 e seja p(z) o menor primo que nao divide z. Em particular,

p(1) = 2. Quando p(z) = 2, defina ¢(z) = 1, caso contrério, defina g(x) como o produto de todos os
a:np(m'n>

primos menores que p(z). Considere a sequéncia (), ;, T, ... definida por zg =lex, = FEm)

para todo m > 0. Encontrar todos os valores de n tal que z,, = 1995.

A IMO 1995 foi realizada na cidade de Toronto, Canada [6]. O problema acima foi proposto pela
delegagéo da Polénia [3].

Solugao:

Como ¢(z) é definida por um produto de primos que dividem individualmente x ou ¢(z) = 1, segue

que ¢(x) divide x para todos os nimeros inteiros > 1, logo f(z) = quz(;)) também é um ndmero

inteiro positivo.

A Tabela 1 ilustra o célculo dos primeiros termos da sequéncia.
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’ n \ p(z,_1) \ q(z,_1) \ x,, \ z,, fatorado \ Cz,, ‘

0 1 0

1 2 1 2 2 1

2 3 2 3 3 10
3 2 1 6 32 11
4 5 6 5 5 100
5 2 1 10 5-2 101
6 3 2 15 5-3 110
7 2 1 30 5-3-2 111
8 7 30 7 7 1000
9 2 1 14 7-2 1001
10 3 2 21 7-3 1010
11 2 1 42 7-3-2 1011
12 5 6 35 7-5 1100
13 2 1 70 7-5-2 1101
14 3 2 105 7-5-3 1110
15 2 1 210 7-5-3-2 1111
16 11 210 11 11 10000
17 2 1 22 11-2 10001

Tabela 1: Calculo dos primeiros termos das sequéncias (z,,) e (Cx,,).

Seja (pg, P1,Pa,--) = (2,3,5,7,11,-+) a sequéncia de todos os niimeros primos escritos em ordem
crescente.

Notemos primeiramente que, na decomposicdo de z, em fatores primos, nenhum primo pode

aparecer elevado a uma poténcia superior a um. De fato, isso é verdade para os primeiros 17

termos listados na Tabela 1. Para completar a demostracao por indugdao em n, observamos que se

por hipétese x,, = p,, P, -+ p, ., entdo p(z,) ndo é nenhum dos p, anteriores com 1 <k < m.

Segue que o produto z, p(z, ) nao terd, na sua decomposicao, nenhum quadrado de primo. Dividir
q b nP\ Ty ) p ) p

por ¢(z,) somente reduz (ou deixa igual quando ¢(z) = 1) o ndmero de primos presentes na

fatoracdo de xz,,. Segue que z,,; = %@;") é livre de poténcias superiores a um para todo n.

Como cada ndimero primo aparece somente uma vez (ou nio se encontra) na fatoragdo de z,,,
podemos associar de forma unica a x,, um cédigo: Cx,, = ---000s;8;,_; --s5. Onde s; = 1 se p;
divide z,, e s; = 0 se p; ndo divide z,, com 0 < i < [. Adicionalmente, p, ¢ o maior primo que
divide z,,.

A seguir vamos enunciar e justificar o resultado principal. A representacao binaria de n coincide
com o cédigo de z,,. Isto é, (n), = Cz,,. Veja na Tabela 1 a primeira e tltima colunas.

No caso em que z,, é impar temos que Cz,, = ---000s;s;_; ---5;0 termina em 0, pois 2 néo divide
x,. Segue que p(z,) =2 e q(z,) = 1. Logo =, ., = T”TZ épare Cx,  =--000s;s,_; 5,1 tem o
mesmo codigo de x,, com o primeiro digito da direita trocado de 0 para 1.

Quando z,, ¢ par, temos que Cz,, termina em 1 pois 2 divide z,,. Estudaremos dois subcasos:

(1) Cx,, = ---000s;11 -1 o codigo de z,, é somente composto de uns, de s, em diante é tudo zero

-
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(2) Czx,, = ---00s,, - Sp415,11---1 o codigo de x, é composto de uns de s, até s,_;, s, = 0, de
Sp41 @ 8,1 0s valores podem ser zero ou um, s,, =1 e de s,,,; em diante é tudo zero.
(1) Se Cz, = --000s,11---1, temos que p(z,) = p;, e ¢(x,) = z,. Segue que z,,; = p, €
Cz, . =--000100---0 com o 1 na posi¢ao k-ésima da direita para esquerda.

(2) Se Cx,, = --00s,, - 8,,15;11---1 temos que p(x,) = p, e q(x,) =Py -P1 - - Pp_1. Segue que
Cz,q =--00s,,5,,.,100--0.

Logo, o efeito da lei de recorréncia f sobre o cédigo de z,, é acrescentar um na representacdo
binéria de n, isto é, Cz,; = f(Cz,,) = (n+1),. Em outras palavras, (n), = Cz,, e z,, determina
univocamente n.

Como estamos interessados em encontrar n tal que z,, = 1995, primeiro fatoramos 1995:
1995=3-5-7-19=29.3-5-7-11°0-139-17°.19
A seguir escrevemos o cédigo de 1995:

C(1995) = 10001110.

Isso corresponde a n = (10001110), = 2 + 22 + 23 + 27 = 142.

6. Conclusoes

O presente artigo discute trés problemas propostos em olimpiadas internacionais de matematica
para estudantes do ensino médio. O contetido explora as bases numéricas de uma forma nao
usual. No primeiro problema mostramos que nao existe tripla aritmética no conjunto formado
pelos niimeros que na base trés somente usam os digitos zero ou um. No segundo problema a chave
foi encontrar que a sequéncia (a,,) era formada pelos nimeros que na base oito usam somente zeros
ou uns. E no terceiro problema mostramos que fatorando em primos os elementos da sequéncia
(z,,) e usando um cédigo com zeros e uns descobrimos n escrito em bindrio. Outros trés problemas
da IMO relativos a série harménica encontram-se em [5].
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Revisitando as equagoes do terceiro grau

Joao Francisco da Silva Filho Odete Elana Sousa Pereira

Resumo

No presente trabalho, estabelecemos uma interessante relagio entre as raizes (reais e complexas)
de uma equacao do terceiro grau, através de uma férmula que nos permite determinar duas das
raizes a partir de uma terceira raiz. Na sequéncia, apresentamos alguns exemplos e concluimos
com aplicagoes da formula supracitada, que consistem essencialmente de critérios para caracterizar
as raizes de equacdes do terceiro grau.

Palavras-chave: Equagcoes do Terceiro Grau; Féormula de Cardano-Tartaglia; Raizes.

Abstract

In this work, we have established an interesting relationship between the roots (real and complex)
of a third degree equation through a formula that allows us to determine two of the roots from a
third root. In the sequel, we present some examples and conclude with applications of this formula,
which consists of criteria to characterize the roots of third degree equations.

Keywords: Third degree equation; Cardano-Tartaglia formula; Roots.

1. Introdugao

As raizes da equagdo do terceiro grau (ou equagdo cibica) podem ser obtidas através das férmulas
de Cardano-Tartaglia, publicadas por Girolamo Cardano (1501-1576) no livro Ars Magna em 1545.
Por muito tempo, tais formulas ficaram conhecidas simplesmente como “férmulas de Cardano”,
embora tenham sido descobertas por Scipione del Ferro (1465-1526) e redescobertas por Tartaglia
(1500-1557). A contribuicdo de Cardano foi desenvolver um método que reduz a equagdo geral
a um caso particular, no qual um dos coeficientes é nulo. Devemos ressaltar que as férmulas de
Cardano-Tartaglia resumem-se a uma tnica férmula, por isso nas préximas segoes, passaremos a
trata-las apenas por “Férmula de Cardano-Tartaglia”.

As férmulas de Cardano-Tartaglia foram uma importante motivacao para a introdugao dos niimeros
complexos, no entanto convém destacar que essas férmulas ndo sdo muito préaticas. Basta observar
que aplicando-as as equagoes do terceiro grau que possuem trés raizes reais, recaimos na necessidade
de utilizar fungoes trigonométricas inversas para chegar em aproximagoes decimais de cada raiz.
Por outro lado, recorrendo aos métodos numéricos, enfrentamos a dificuldade de isolar as raizes
e depois construir sequéncias que convirjam para diferentes limites, sem contar a dificuldade de
trabalhar com sequéncias de niimeros complexos.
a%s
o
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Diante do exposto, desenvolvemos uma férmula que relaciona diretamente as raizes de uma equagao
do terceiro grau, cuja expressdo consiste em escrever duas raizes em termos de uma terceira.
Essa formula permite-nos calcular todas as raizes a partir de apenas uma delas, contornando a
dificuldade de isola-las ao usar os métodos numéricos. Sabendo que as equacoes do terceiro grau
sempre possuem raizes reais, entdo a férmula obtida minimiza o inconveniente de trabalhar com
sequéncias de nimeros complexos nao reais. Por fim, apresentamos algumas aplicacoes da referida
férmula, que nos fornecem critérios simples para caracterizar as raizes de equagdes do terceiro grau,
determinando quantas sao as raizes reais e as complexas nao reais.

2. A Férmula de Cardano-Tartaglia

Inicialmente, devemos lembrar que as raizes de um polinémio do terceiro grau na forma reduzida
(ou forma deprimida), definido por

Q(z) = 2% + px + ¢,

podem ser obtidas a partir da formula de Cardano-Tartaglia, dada pela expressao
e @
* \/ > TV\3) T3) T\ 3) T3/

b=+ Q) »

Observagdo 1. No decorrer do artigo, estaremos trabalhando apenas com polinémios de coeficientes
reais. Ademais, usaremos a expressao raizes complexas para fazer mencao as raizes complexas nao
reais.

onde a constante

é chamada de discriminante.

A férmula de Cardano-Tartaglia também pode ser aplicada a um polinémio na sua forma geral,
ou seja, um polinémio do terceiro grau na forma

P(x) = az® + ba? + cx + d,

ja que é possivel escrevé-lo como multiplo de um polindomio na forma reduzida, através de uma
mudanca de varidvel. Nessa perspectiva, observe que

P(x) = ( +b)3+ ( +£)+
r)=a x 3a plx 3a ql,

onde

b% — 3ac o _ 20% + 27a%d — 9abe
= 2743

Aplicando a translagao dada pela mudanca de varidvel

n b
= J—
Yy 3a’
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segue-se que

b
Ply— o) =a(y’+py+aq);
(y 3a) a(y® +py +q)
por fim, basta usar a formula de Cardano-Tartaglia para calcular as raizes do polinémio

Qy) =y>+py+q

e subtrair “—b/3a”de cada uma das raizes obtidas, encontrando assim as raizes de P(z).

Observagdo 2. De acordo com o sinal do discriminante D, podemos identificar os tipos de raizes
de P(x) (cf. [3] ou [7]). Mais precisamente, temos que:

(a) Se D < 0, entdo P(z) possui trés raizes reais.

(b) Se D =0, entdo P(x) possui uma raiz real de multiplicidade dois ou trés.

(c) Se D > 0, entdo P(x) possui uma raiz real e duas complexas conjugadas.

3. Relacionando as raizes

Nesta secao, apresentamos um teorema que relaciona diretamente as trés raizes de um polinémio
do terceiro grau, escrevendo duas raizes em termos de uma terceira raiz, que por conveniéncia,
podemos supor real.

Teorema 1. Sejam P(x) = ax® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com coeficientes
reais e v € R uma raiz de P(x), entdo as demais raizes de P(x) sdo dadas por

(ar +b) £ /Q—aP’(r)
2a

Wy o = —
onde § := b — 3ac.

Demonstracdo. Fazendo um célculo direto, obtemos

P(z) = P(z)—P(r)
= a(@®—r)+b@? =) +c(z—r)
= (x—n)[a(@®>+rz+7r?) +blx+7)+cl,

ou ainda,

P(z) = (z —r)[az® + (ar + b)x + (ar? + br + ¢)].
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Por simplicidade, reescrevemos P(z) na forma
P(z) = (z —r)Q(),
onde Q(z) denota o polindémio
Q(z) = ax?® + (ar + b)x + (ar® + br + ¢),

cujas raizes sao dadas por

Por outro lado, observe que

Ag = (ar+b)*—4da(ar® +br+c)
= —a(3ar® + 2br + ¢) + b? — 3ac,

ou simplesmente,
Ag =Q—aP'(r),
onde
P'(z) = 3az® + 2bx + ¢

denota a derivada de P(x) (cf. Lima et al. [5], p. 188).

Por fim, substituimos a igualdade (3) em (2) e concluimos que

(ar +b) £ /Q—aP’(r)
2a

Wy = —

determina as outras duas raizes do polinémio P(z).

Silva Filho e Pereira

O

Se uma das raizes do polinémio P(x) for previamente conhecida, podemos aplicar diretamente
o Teorema 1 para determinar as demais raizes. Neste momento, faremos alguns exemplos que

ilustram essa afirmacao.

Exemplo 1. Determinar as raizes do polinémio do terceiro grau P(z) = 2® + 2% + 2 — 3.

Solugdo: Desde que r = 1 é uma raiz real de P(z), entdo

(a+b)+/Q—aP'(1)
2a ’

Wy = —
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determina as demais raizes de P(x). Observe que
a=b=c=1 e d=-3,
enquanto P’(1) = 6.
Substituindo todos esses valores, obtemos
Q =02 —3ac = -2,
donde concluimos por (5) que
w, =—14+V2 e wy=-1—2i

sdo as raizes procuradas.

Caso niao conhegamos nenhuma das raizes de P(z), podemos aplicar um dos métodos numéricos
para calcular aproximagoes decimais de uma raiz real. Na sequéncia, basta usar o Teorema 1 para
deduzir as aproximagoes decimais das demais raizes.

Exemplo 2. Calcular aproximacoes decimais das raizes do polinémio P(z) = 823 — 6z + 1.

Solucdo: Usando o método de Newton-Raphson (cf. [4], [5] ou [6]), devemos construir uma
sequéncia que convirja para uma raiz real do polindmio P(z). Tal sequéncia é definida por

k, sen=0
= P
Lnt1 T, — P/(‘Zn))7 sen>1 )
n

onde k é um nimero real (a saber) suficientemente préximo da raiz que buscamos.

Reescrevendo a expressao de (x,,),cy, temos que

k, sen=0
3
Tpy =4 16z, —1 o1
2412 —¢ "=

dai escolhemos k£ = 1, obtendo as aproximagoes

z, = 1; z, =0,83333...; zg =0,77431 ...
x, =0,76620...; x5 =0,76604... e x5=0,76604...,

ou seja, uma das raizes reais de P(x) é aproximadamente r ~ 0, 76604.
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Substituindo a aproximacdo obtida e os coeficientes do polindémio P(z) na férmula do Teorema 1,
concluimos que

wy ~—0,93969 e  wy,~0,17365
sdo as aproximagdes decimais das outras duas raizes de P(z).

Observacgao 3. As aproximagoes decimais obtidas no Exemplo 2 podem ser calculadas a mao, porém
recomenda-se o uso de uma calculadora para facilitar os calculos.

O préximo exemplo ilustra um caso bem interessante, no qual o polinémio P(z) possui raizes
complexas e nao conhecemos sua raiz real.

Exemplo 3. Calcular as raizes do polinomio do terceiro grau P(z) = 923 + 1222 + 7a — 4.

Solugao: Novamente usamos o método de Newton-Raphson para construir a sequéncia

1, sen=0

Tpp =4 18z +1222 +4 ;
—r " >1
9722 + 24z +7° T
que nos fornece as aproximagoes decimais
z,=1; Ty = 0,58621...; xq =0,38717 ...
z, =0,33646 ... ; 5 =0,33334 ... e x4=0,33333...,

entdo uma das raizes de P(x) é aproximadamente r = 0, 33333.
Substituimos a aproximagiao encontrada e os coeficientes de P(x) na férmula obtida no Teorema
1, concluindo que

w; ~ —0,833334+0,799317 e  wy~ —0,83333 —0,79931¢

sdo as aproximagoes decimais das demais raizes de P(x).

Observagio 4. No Exemplo 3, foi obtida a aproximacdo r ~ 0,33333 para a raiz real de P(z),
que nos permite conjecturar que 1/3 é raiz do referido polindémio. Essa conjectura confirma-se ao
verificarmos que P(1/3) = 0, consequentemente segue-se do Teorema 1 que as demais raizes de
P(x) podem ser expressas na forma

55— V23 5+ V23

wy = 5 e Wy = 5
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4. Algumas Aplicagoes

Apresentamos aqui algumas aplica¢ées do Teorema 1 em forma de corolarios, buscando estabelecer
condigoes para identificar os tipos de raizes de um polinémio do terceiro grau. O primeiro corolario
pode ser deduzido a partir do Teorema de Rolle (cf. Lima [4], p. 270), no entanto trazemos uma
prova mais elementar.

Corolario 1. Dado um polinémio do terceiro grau P(x) = ax® + bx? + cx + d com coeficientes
reais satisfazendo

Q:=b2—3ac<0 ou A:=c*—3bd <0,
entdo P(x) possui duas raizes complezas.
Demonstracdo. Primeiramente, dividimos a prova em dois casos:

12 Caso: 2 < 0.

Usando os coeficientes de P(z), definimos o polindémio quadrético
R(x) = 3a%2% + 2abx — (b — 4ac),
que satisfaz
Ap =16a%(b? — 3ac) = 16a*Q < 0
e portanto
R(z) >0,
para todo x € R.

Por outro lado, temos que

Q—aP'(r) = —a(3ar®+2br +c) + (b* — 3ac)
= —[3a®r? + 2abr — (b — 4ac)],
ou ainda
Q—aP'(r) = —R(r) < 0,

implicando pelo Teorema 1 que P(z) possui duas raizes complexas.
22 Caso: A <0.

Usando as mesmas notagoes anteriores, vamos ter

- @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

X

para todo x ndo nulo. Desde que a constante A é negativa, obtemos

c? < 3bd,

portanto d # 0, e, pelo caso anterior, concluimos que

S(z) = dz® + cz? + bz + a,

possui duas raizes complexas, ocorrendo o mesmo para o polinémio P(x).

1 1
P<7) = E(dm‘a’ + cx? 4+ bz + a),

Silva Filho e Pereira

O

A condigdo apresentada no Corolario 1 é suficiente, porém nio é necessaria para a existéncia de
raizes complexas; basta considerar o contraexemplo P(z) = 2®+1. O préximo corolario contempla

CasSoOs Como esse contraexemplo.

Corolario 2. Sejam P(x) = ax® + ba® + cx + d um polindmio do terceiro grau com coeficientes
reais e r € R uma raiz de P(x). Suponha que Q = b*> — 3ac > 0, entdo vale a desigualdade

zf
- 3\a|

I+ o

3a

se, e somente se, todas as raizes de P(x) sdo reais.

Demonstracdo. Por hipotese, temos que
Q=0b>—3ac>0,

entdo os coeficientes do polinémio

R(z) = 3a®2? + 2abx — (b — 4ac),

devem satisfazer

Ap = 16a%(b* — 3ac) = 16a%Q > 0.

Nessas condigoes, podemos afirmar que

2\@
- 3\a|

I+ o

3a
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se, e somente se,
Q—aP' (r)=—R(r) > 0.

Por fim, decorre do Teorema 1 que essa desigualdade equivale a afirmar que todas as raizes de
P(x) sao necessariamente reais. O

Observagio 5. Se para alguma das raizes reais de P(z), tivermos a igualdade atingida em (6),
verifica-se diretamente que P(z) admite uma raiz real de multiplicidade dois ou trés.

Decorre do Teorema de Rolle que se um polinémio P(z) do terceiro grau possui apenas raizes reais,
entdo uma de suas raizes satisfaz a desigualdade aP’(r) < 0, onde “a" denota o coeficiente lider.
No nosso ultimo corolario, apresentamos a reciproca desse resultado.

Corolario 3. Um polinémio do terceiro grau P(z) = ax® + bx? + cx +d possui apenas raizes reais,
desde que ocorra uma das condi¢oes a sequir:

(a) P(x) possui coeficiente lider positivo e admite uma raiz real com derivada ndo positiva.

(b) P(x) possui coeficiente lider negativo e admite uma raiz real com derivada ndo negativa.

Demonstragao. Supondo que se verifica um dos itens (a) ou (b), entdo P(z) admite uma raiz r € R,
tal que

aP’(r) <0, (7)
em particular, os coeficientes do polinémio quadrético
aP’(x) = 3a®z? + 2abz + ac
satisfazem

Apy = 4a?(b? — 3ac) = 4a*Q > 0.

Da ultima desigualdade, obtemos

Q >0, (8)
implicando por (7) e (8) que
Q—aP'(r) >0,
por fim, concluimos do Teorema 1 que P(x) possui apenas raizes reais. O

Agradecimentos

Os autores agradecem ao(s) parecerista(s) pelas relevantes observagdes e valiosas sugestoes apre-
sentadas.

013 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

I I I > MATEMATICA

Reista lettnic da Sossedads BrsieideMiemitic Silva Filho e Pereira

Referéncias

- Volume 1. 10* ed. Rio de Janeiro: SBM, 2012.

[6] Lopes, V. L. R.; Ruggiero, M. A. G. Cdlculo Numérico: Aspectos Numéricos e Computacionais.
22 ed. Sao Paulo: Makron Books, 1997.

[7] Rechtschaffen, E. E. M. Sobre Aprozimagées Polinomiais de Raizes Reais de Cibicas. Matemé-
tica Universitaria, v. 46, pp. 12-16, 2009.

Jodo Francisco da Silva Filho
Universidade da Integragao Internacional
da Lusofonia Afro-Brasileira - Unilab
<joaofilho@unilab.edu.br>

Odete Elana Sousa Pereira
Universidade Federal do Ceard - UFC

<odetelana@hotmail.com>

Recebido: 28/07/2019
Publicado: 15/10/2019

@~ sBm


joaofilho@unilab.edu.br
odetelana@hotmail.com

PROFESSOR DE
MATEMATICA

ONLINE PMO v.7, n.2, 2019
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica ISSN: 2319-023X
https://doi.org/10.21711/2319023%x2019 /pmo717

Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros
n-toricos

Luciene Parron Gimenes Arantes Wellen Eder Pedrochi' Rodrigo Martins

Resumo

A Caracteristica de Euler-Poincaré é um invariante topoldgico bem conhecido e o cédlculo para
superficies compactas, em geral, depende de uma instrumentacio topologica bastante refinada.
Entretanto, no caso de poliedros convexos esse invariante é igual a 2 e resulta de uma simples
verificagdo de uma férmula a qual relaciona o niimero de vértices V, o nimero de arestas A e o
nimero de faces F' de um poliedro, mais especificamente, V' — A + F = 2 (Férmula de Euler) e
isso se d4 porque tais poliedros convexos sdo homeomorfos a esfera. Neste trabalho apresentamos
uma demonstragao, usando apenas inducao finita, para o calculo desse invariante para uma classe
de poliedros néo convexos, apresentados de maneira especifica, aqui chamados poliedros n-téricos,
que sd&o homeomorfos a n-toros.

Palavras-chave: Caracteristica de Euler-Poincaré; poliedro ndo convexo; n-toros; poliedros
n-toricos

Abstract

The Euler-Poincaré Characteristic is a well-known topological invariant. The computation for
compact surfaces depends on a highly refined topological tools, however in the case of convex
polyhedra this invariant is constant equal to two and it follows, because convex polyhedra are
homeomorphic to a sphere, from a simple verification of the formula which relates the number
of vertices V, the number of edges A and the number of faces F of a polyhedron, more precisely,
V — A+ F =2 (Euler’s Formula). In this work we present a proof, using only finite induction, for
the computation this invariant taking into account, however, only a class of non-convex polyhedra,
presented in a specific way, here called n-toric polyhedra, which are homeomorphic to an n-torus.

Keywords: Euler-Poincaré characteristic; non-convex polyhedra; n-torus; n-torics polyhedra.

1. Introdugao

A Férmula de Euler é um tema de muita relevincia e tem sido ensinado nas disciplinas que
envolvem Geometria Espacial no Ensino Médio, por exemplo; veja SOUZA(2013) e LIMA(1999).
E um resultado muito simples e com um enunciado de facil compreenséo o qual relaciona o nimero
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de vértices V, o nimero de arestas A e o nimero de faces F' de um poliedro, mais especificamente,
V—A+ F =2, o que é de ficil ilustracdo e entendimento.

Poincaré foi o primeiro matematico a compreender que a Férmula de Euler é um resultado de To-
pologia, e ndo de Geometria como se pensava, assim a relagdo X(P) =V — A + F ficou conhecida
como Caracteristica de Euler-Poincaré de um poliedro P. Também esse tema foi amplamente dis-
cutido em livros, veja por exemplo, LIMA(1991) e LIMA(1999) e nas dissertagdes GISOLDI(2013)
e PEDROCHI(2016).

Segundo E. L. Lima, em LIMA(1991), a demonstragdo mais divulgada da Férmula de Euler foi
apresentada por Cauchy, depois reproduzida por autores conceituados, como Hilbert-Cohn Vossen
e Courant-Robbins numa forma aparentemente compativel com o nivel de conhecimento adquirido
pelos alunos no Ensino Médio. Nesse mesmo artigo, o préprio Professor E. L. Lima apresentou uma
leitura critica da demonstragao de Cauchy verificando que se pode expandir as nogoes apresentadas,
na versao envolvendo poliedros convexos, para poliedros nao convexos.

De igual forma, queremos aqui estudar nao apenas a Formula de Euler, mas a Caracteristica de
Euler-Poincaré, da maneira mais simples e informal possivel para alcangar o mesmo publico apto
a compreender essa férmula para poliedros regulares levando em consideragdo um conjunto mais
amplo de poliedros. Para isso, queremos lancar mao apenas das ferramentas mais elementares
de geometria, entre elas a observacao construtiva e a recursividade ja utilizadas desde os tempos
remotos.

2. A Caracteristica de Euler-Poincaré
2.1. Poliedros nao convexos

Foi gracas a Poincaré, em 1893, a solugao definitiva para a Formula de Euler. Poincaré mostrou que
dado um poliedro P, o niimero X(P) =V — A + F, chamado de Caracteristica de Euler-Poincaré,
é um invariante topolégico; isto é, dados os poliedros P e (), com mesma Caracteristica de Euler-
Poincaré, existe uma transformacdo continua f : P — Q cuja inversa f~! : Q — P também ¢é
continua. Nesse caso, a funcao f é chamada de homeomorfismo e dizemos que os poliedros Pe @
sao homeomorfos.

A seguir, nos exemplos 2.1 e 2.2, apresentamos um poliedro homeomorfo a esfera e outro homeo-
morfo ao toro. De maneira intuitiva, se imaginarmos um poliedro regular feito de borracha e o
inflarmos, injetando ar (ndo precisa ser regular, nem mesmo convexo basta que nao possua espagos
vazios, buracos, como um toro), ele serd transformado em uma esfera. Nesse caso seu invariante
topolégico é X(P) =V — A+ F = 2 (Férmula de Euler). Ja os poliedros que tém um tnico
buraco serdao transformados em um toro (cAmara de pneu cheia de ar) e seu invariante topolédgico
éX(P)=V—-—A+F=0.

No caso dos exemplos ¢é facil contar o nimero de faces, arestas e vértices e concluir o resultado;
mais especificamente, os objetos homeomorfos & esfera tém caracteristica 2 e os homeomorfos ao
toro caracteristica O.

Ademais, sabe-se que toda superficie compacta pode ser triangularizével, isto é, pode ser apresen-
tada em forma de poliedro formado por faces triangulares e cujas faces s6 compartilham arestas
e vértices (de forma mais generalizada, podemos cobrir a superficie compacta por um complexo
simplicial), mas nesse caso as ferramentas para o calculo da Caracteristica de Euler-Poicaré vao
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se tornando cada vez mais complexas, a ponto de se perderem as nogoes intuitivas da Geometria
Euclideana.

Ezemplo 2.1. O poliedro da Figura 1 é homeomorfo a esfera.

Figura 1: Poliedro homeomorfo a esfera
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Ezxemplo 2.2. O poliedro da Figura 2 é homeomorfo a um toro.

Figura 2: Poliedro homeomorfo a um toro

Igualmente homeomorfa ao toro, a figura a seguir possui a Caracteristica de Euler-Poincaré igual
a 0, porém, é 6bvio que, ao contarmos o numero de faces, arestas e vértices constatamos que a
tarefa néo é tao facil.

E irrelevante a forma poliédrica que se retrate um toro, desde que se tenha a propriedade que
as faces s6 possuam em comum arestas com arestas e vértices com vértices, para que a férmula
V — A + F seja sempre constante e igual a 0, exatamente por ser esse nimero um invariante
topolégico. Tal tarefa, porém, pode se tornar complexa de acordo com a forma escolhida.

Figura 3: Poliedro homeomorfo a um toro
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2.2. Poliedros n-téricos

Nesta secao, tratamos de poliedros com buracos no formato do exemplo 2.2. Percebemos que a
Férmula de Euler nao esta satisfeita para esse poliedro com buraco, ja que V — A+ F =0 e
esperavamos que esse valor fosse 2, e isso ocorre exatamente porque esse objeto ndo é homeomorfo
a esfera.

Dessa forma, usando apenas indugdo finita, demonstraremos o valor da Caracteristica de Euler-
Poincaré para uma classe de poliedros homeomorfos aos n-toros.

Na verdade, o que necessitamos é uma classe de objetos homeomorfos aos n-toros que sejam
construidos de forma poliédrica, sendo que o nimero de faces, arestas e vértices, sejam controladas
a medida que se adere a ele um novo toro.

Entre as provas da validade da Caracteristica de Euler-Poincaré estd a utilizacdo de complexos
simpliciais; primeiro mostra-se que toda superficie compacta pode ser triangularizavel, depois
estuda-se o que ocorre quando se unem simplexos, e, finalmente prova-se a validade do invariante.
Para conhecer mais sobre esses resultados temos uma classificagdo completa das superficies com-
pactas na dissertagdo de SOUZA(2016) ou um estudo mais algébrico utilizando simplexos no livro
de HU(1966) e, ainda, algumas aplicagoes destes resultados podem ser encontradas no livro de
CARMO(2006).

O que faremos é uma simplificacdo desse processo. Para isso criaremos uma definicdo intuitiva de
uma forma poliédrica de n-toros, como nos exemplos a seguir.

Ezemplo 2.3. Consideremos um poliedro 1-torico, conforme Figura 4. A Caracteristica de Euler-
Poincaré do poliedro 1-térico é dada por

X(P)=V—A+F=16—32+16=0.

Figura 4: 1-torico.

Ezxemplo 2.4. Consideremos um poliedro 2-térico, veja Figura 5. A Caracteristica de Euler-Poincaré
do poliedro 2-térico é dada por

X(P)=V—A+F=24—48422=—2.
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Figura 5: 2-térico

Ezemplo 2.5. Para 3-térico, temos

X(P)=V—-A+F=32—64+28=—4.

Figura 6: 3-térico

Definigio 2.6 (Poliedros n-téricos). Em linhas gerais, denominamos de poliedros n-téricos os polie-
dros, retos ou obliquos cujas faces sao paralelogramos e em sua constitui¢do final aparecem com
n buracos construidos de forma que as faces internas, que constituem os buracos, sdo paralelas as
faces externas, conforme os exemplos anteriores.

Pretendemos demonstrar, por inducao finita, a Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros
n-toricos.

Calculando a Caracteristica de Euler-Poincaré dos poliedros das Figuras 4, 5 e 6, obtemos termos
de uma progressio aritmética, a saber (0,—2,—4,...), de razdo r = —2, onde o primeiro termo é
a; = 0. Assim, o termo geral a,, dessa progressdo é dado por

a,=0,+m—1)r=0+(Mn—-1).(—2)=2—2n, nel

n
_
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Esse resultado motiva-nos a enunciar uma reformulacao da conhecida Férmula de Euler, que cor-
respondera a Caracteristica de Euler-Poincaré para poliedros n-téricos.

Teorema 2.7. Seja P um poliedro n-térico com V vértices, A arestas e F faces. Entao, a Caracte-
ristica de Euler-Poincaré de P é dada por

X(P)=V—-A+F=2-2n, (1)

onden e Nen>1.

Demonstrac¢do. A demonstragdo serd feita por indugdo sob n € N. Para o 1-térico, conforme Figura
4, temos
X(P)=V—-A+F=16—-32+16=0,

satisfazendo (1).

Suponhamos a férmula (1) véilida para um poliedro n-térico, n > 1.
XP)=V,—A,+F,=2—2n,

onde V,, A, e F, denotam o nimero de vértices, arestas e faces, respectivamente, do poliedro
n-térico.

Nosso objetivo é provar que a férmula (1) vale para poliedros com n + 1 buracos.

Para concluirmos a prova, vamos examinar o que acontece quando incluimos mais um buraco em
poliedro um n-térico.

Como ilustragdo vamos unir os poliedros das Figuras 4 e 5 por meio de suas faces (esse procedimento
topolégico é chamado de cirurgia ou soma conexa).

Notemos que, para o poliedro da Figura 5, vale X(P) =V, — Ay + F, = 2 —2(2). Ao “colarmos”
os dois poliedros das Figuras 5 e 4, a saber o 2-térico e o 1-térico, alguns vértices, faces e arestas
tornar-se-ao apenas um. E obtemos um novo poliedro com um buraco a mais, ou seja, um poliedro
3-térico, Figura 6, para o qual podemos contar e verificar que X(P) =V, — A; + F3 =2 —2(3).

De fato, isso é exatamente o que ocorre no caso geral quando unimos convenientemente um poliedro
n-térico a um poliedro 1-térico, para obter um poliedro n + 1-térico. O que precisamos estudar é
0 que ocorrem com os vértices, arestas e faces nesse procedimento para obtermos o caso geral.
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Figura 7: (2 4 1)-térico

A seguir, apresentamos a demonstragao geral de forma detalhada.

Com relagdo aos vértices V,, do poliedro n-térico, ao juntarmos os poliedros como nas Figuras 7, o
novo poliedro terd 16 vértices a mais oriundos do poliedro da Figura 4, porém 4 vértices de cada
figura tornar-se-ao apenas um, a saber, (I, I, Ly, Ly) e (M, My, Ny, N;). Desta forma, o ntimero
de vértices obtidos em V,, ; ¢ dado por V,, + 16 — 8.

Com relagio as arestas, observamos que as A, arestas do poliedro n-tdrico serdo acrescentadas as
32 arestas da Figura 4, porém muitas arestas acabaram por se unir, a saber,

(IIIZ’L1L27IIL1712L2)7
<M1M27N1N27M1N17M2N2>7
(Fljlv F2127 GlLla G2L2)7
(M,0;, My05, N, Py, Ny P,),
(IyJ1, 1y Jy, Ky Ly, Ky L),
(M1517M2S27N1T17N2T2>'
Ainda novas arestas serdo formadas; veja
(Klsla K252a J1T17 J2T2)7 <F1P17 F2P27 Glolv G202)'
Dai, obtemos o seguinte niimero de arestas

Ay =A, +32—24+38.

_
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Com relagao as faces do novo poliedro, temos que as F,, faces do poliedro da n-térico serdo acres-
centadas as 16 faces do poliedro da Figura 4, porém algumas faces unir-se-ao, a saber,

(IyIyLy Ly, My MyNyNy),

(F1G111L17F2G2I2L27 M1N101P17M2N202P2)7
(D1G1K1L17 D2G2K2L2? AlFIIIJI’ A2F212J27 MIOIQISU M2O2QQS27 N1P1R1T17 N2P2R2T2)

(K1K2L1L27M1M251327 11I2J1J27N1N2T1T2>

dando origem as faces
(F1G101P17 F2G202P2)7

(DlKlQl‘S’lv D2K2Q2SQ) A1J1R1T17 A2J2R2T2)

(J1 T\ Ty, K1 K5 5155).
Logo, obtemos o seguinte nimero de faces do (n + 1)-térico, como mostra a Figura 8,

F,. =F,+16—18+8.

Figura 8: (n + 1)-térico

Agora, em particular, para o poliedro (n + 1)-térico,

V.

n

A, +F, =V, +16—8—(A,+32—-244+8)+F,+16—184+8 =V, +8—A, —16+F, +6.

_
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Logo,
v,

n

m— A+ F =V, —A,+F,—2=2—-2n—-2=2-2(n+1).
Portanto, a férmula (1) é valida para poliedros com n + 1 buracos, consequentemente,
X(P)=V—-A+F=2-2n,

é valida paran € N e n > 1, provando o resultado desejado.

3. Consideracoes finais

Os poliedros aqui chamados de n-téricos sao versoes poliédricas de n-toros, para os quais se conhece
muito bem a Caracteristica de Euler-Poincaré- entretanto, por se tratar de invariante topolégico,
em geral, para sua apresentagao faz-se necessario um ferramental topolégico muito grande, como,
os simplexos, as cirurgias ou somas conexas, entre outros.

Como vimos na Figura 3, a escolha da figura poliédrica homeomorfa a um n-toro é o que diferencia
a capacidade de se contar o nimero de faces, arestas e vértices. Assim, para simplificarmos a
prova do valor da Caracteristica precisamos fazer uma escolha planejada - neste caso os poliedros
n—toricos.

Por outro lado, é claro que o presente artigo langa mao das mesmas ferramentas topoldgicas, como
os simplexos, uma vez que faces poliédricas formam um simplexo, mas o faz de maneira menos
elaborada - demonstramos esse fato usando a boa e velha observagio (tdo usada na geometria ao
longo da histéria) e a indugao finita.

Tal resultado, assim, passa a ser relevante como ferramenta para melhorar ainda mais as possibili-
dades de sedugdo (j4 mencionadas) da geometria aos jovens estudantes. Nao esperamos, portanto,
que esse trabalho seja visto como inovador mas como uma forma diferente e, talvez, mais atraente
de ver a geometria envolvida neste resultado.

De forma muito similar pode-se, ainda, definir a garrafa de Klein poliédrica (infelizmente nio tao
intuitiva como os n-toros, veja [8],[9]) e verificar que a férmula ainda é valida para objetos de
caracteristica positiva.
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Geometria diferencial de curvas planas com
Geogebra

Rafael Dibgenes !

Resumo

Este trabalho explora a geometria diferencial de curvas planas com a ajuda do software Geogebra
através da construcao de um Applet com os principais conceitos usados nas curvas como vetor
velocidade, vetor aceleracao, curvatura e referencial de Frenet, mostrando o dinamismo que existe
na curva com a variagado do parametro. Além disso, explora a experiéncia do autor na disciplina de
geometria diferencial de curvas do curso de matematica da Unilab mostrando os efeitos positivos
do uso do Geogebra na disciplina.

Palavras-chave: Curvas Planas; Geogebra; Geometria Diferencial.

Abstract

This work explores differential geometry of flat curves with the help of Geogebra software by
constructing an Applet with the main concepts used in curves such as velocity vector, acceleration
vector, curvature and Frenet frame, showing the dynamism that exists in the curve with a variation
of the parameter. In addition, explore the author’s experience in the discipline of differential
geometry of curves in the Unilab mathematics course shows the positive effects of use of geogebra
in the discipline.

Keywords: Geogebra; plane curves; differential geometry.

1. Introdugao

O uso das tecnologias no ensino da matematica ndo é mais uma novidade, porém ainda temos
uma grande dificuldade de relaciona-las ao contetido matematico, uma vez que de nada vale ter o
conhecimento da tecnologia e nao saber os conceitos matematicos que se pretende aprofundar ou
mesmo ajudar no entendimento. Toda tecnologia é sempre bem-vinda, e a mesma precisa encontrar
espacos maiores nas salas de aula ou nas atividades de ensino e aprendizagem. Um dos pontos
importantes no uso das tecnologias é saber o momento certo de usa-las em sala de aula, pois o
uso demasiado pode fazer com que os alunos percam o rigor mateméatico, pois nenhuma figura,
equacao ou expressao em computadores, por exemplo, prova um resultado ou teorema, mas podem

10O presente trabalho foi realizado com apoio da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior
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indicar o caminho para a solucdo. Ainda assim, eles podem ser usados para averiguar resultados
ou conferir respostas. Nesse sentido Hellmann et al [2] relata que

A wutilizagao da tecnologia, especialmente a do computador, pode ser encarada como
colaboradora na sala de aula, pois permite tratar de problemas diversos, que en-
volvem diferentes niveis de complexidade algébrica e grande quantidade de dados.
Ela € facilitadora, ja que, ao possibilitar wma ampla visualizagcdo de imagens, con-
tribui tanto para a melhor aprendizagem de conceitos, quanto para aplicacoes da
Matemdtica (Hellmann et al, 2016, p. 34)

No caso especifico de Geometria de curvas, podemos complementar Hellmann et al [2] dizendo
que o uso do computador ou aplicativo do Geogebra ajuda na visualizagdo da dindmica que existe
entre o parametro de uma curva com seu ponto no plano, com seu vetor velocidade, com sua
curvatura, etc. E de fato, com as dificuldades de aprendizado que temos hoje, essa visualizagao
facilita bastante o entendimento do contetido por parte dos alunos. Além de que podem ir além
do que é ensinado pelo professor.

Neste trabalho vamos explorar as curvas parametrizadas diferencidveis, mais especificamente, a
geometria diferencial de curvas no plano, entretanto, com os devidos ajustes pode-se estender o que
serd explorado para curvas no espaco euclidiano tridimensional. Nossa abordagem terd como base
os conceitos de geometria diferencial, que pouco muda da abordagem das curvas parametrizadas
que se estuda em geral no cédlculo diferencial e integral II. Naturalmente a didatica do professor
em sala de aula é essencial para um bom aprendizado dos alunos. Aqui ndo iremos explorar
aspectos pedagogicos do uso do Geogebra, mas sim dos contetidos de Geometria de curvas dando
as diretrizes de como construir um Applet que contenha a maioria dos conceitos usados durante o
estudo de curvas planas. Applet é o que se denomina uma construgdo feita no Geogebra. Em todo
o trabalho admitimos que o leitor esteja familiarizado com os comandos do Geogebra.

2. Curvas parametrizadas diferenciaveis

Quando se pretende definir matematicamente uma curva no plano, essa nao pode fugir da nossa
intuicao de curva como um subconjunto unidimensional do plano que “desenhe” um trago como um
lapis, de uma tunica vez, sem tird-lo do papel (veja [1]). Claramente, graficos de fung¢des devem ser
exemplos, mas nao os Unicos; a circunferéncia também deve ser um exemplo, e esta ndo é grafico
de funcdo. Desse modo, uma maneira bem eficaz de definir uma curva segundo Alencar e Santos
([1]) é considerarmos que um ponto «(s) representa a posi¢do de uma particula em movimento
continuo, quando o tempo s varia em um intervalo [a,b]. O conjunto que iremos considerar é
C = {a(s);s € [a,b]}. Assim, conseguimos formalizar o conceito de curvas e as nogoes de vetores
velocidade e aceleragao fazem todo o sentido, pois o ponto «(s) “anda” sobre C.

Assim, podemos definir uma curva parametrizada diferencidvel no plano como uma aplicacao di-
ferencidvel o de classe C*°, de um intervalo aberto I C R em R2. A varidvel s é dita pardmetro
da curva, e o subconjunto de R? dos pontos {a(s);s € I} é chamado traco da curva a. Logo,
a(s) = (z(s),y(s)), onde x e y sdo fungoes diferencidveis de I em R.

Um exemplo cléssico é a circunferéncia cuja parametrizacao pode ser a(s) = (cos(s),sen(s)), s € R.
Na medida em que o pardmetro s desloca-se em R o ponto a(s) desloca-se no sentido anti-horério
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sobre a circunferéncia centrada na origem e de raio 1. Para quem ja tem um bom entendimento,
essa explicacdo nao é nada demais, porém encontramos cada vez mais alunos com dificuldades de
visualizar esses tipos de movimentos.

Note que hd um dinamismo entre o parametro s e o ponto da curva, e, além disso, com essa
defini¢do temos um deslocamento do ponto. Assim, o Geogebra nesse momento pode ser bastante
utilizado, pois permite esse dinamismo que existe entre o pardmetro s e o ponto «(s).

Vamos iniciar a construgdo do Applet com trés controles deslizantes a, b e s, com as seguintes
propriedades: a varia de —10 até 10, b varia de a até 10 e s varia de a até b (todos com incremento
de 0.01 e colocar para nao exibir, exceto o s que deve ser exibido na Janela de visualizagio 2). Para
termos um bom uso do Applet é necessario construirmos as fungoes coordenadas separadamente.
Assim, a fungdo coordenada z(s) serd denotada por f(s) e a funcdo coordenada y(s) serd denotada
por ¢(s). Logo, no campo de entrada escrevemos f(s) = cos(s) e posteriormente g(s) = sen(s)
(ambos marcados como néo exibir). Feita essa primeira parte, podemos construir a curva desejada
escrevendo no campo entrada « = curva(f(u), g(u), u,a,b) (desmarcar a opgao de exibir rétulo).

Agora, vamos construir o ponto que se deslocard sobre a curva. Para isso, escreva no campo de
entrada P = a(s) (desmarcar exibir rétulo). Por fim, podemos inserir campos de entrada para
cada item construido acima e colocarmos todos eles na Janela de Visualizagdo 2 conforme Figura 1.

Para uma melhor configuragdo, pode-se acrescentar a definicao de curva na Janela de Visualizagao
2.

Arquivo Editar Exibir Opgles Ferramentas Janela Ajuda Entrar.

AL OOl N <

» Janela de Visualizagio 5 [» Janela de Visualizagao 2 X

a:1—R? tal que

afs) = (x(s).y(s)) e I=(a,b)
digte as coordenadas da cuna []eaviccuna
x(s) = cos(s)

y(s) = sen(s)

a=0 /| Exivir parametro | | Exibir ponto

05

s=088

B ED o5 o o5 B = B h—=628 —@

o5

Entraca

Figura 1: Construgao inicial do Apllet. Exemplo da circunferéncia

Nessa primeira parte o leitor pode mudar & vontade as coordenadas z(s), y(s), e os nimeros a e b,
construindo assim a curva que desejar.

Desde que estamos tratando curva como a trajetéria de uma particula que desloca-se dependendo
de um parametro s, podemos entao falar naturalmente de velocidade e aceleracdo. Considerando
uma curva parametrizada diferencidvel que a cada s associa a(s) = (x(s),y(s)), o vetor o'(s) =
(2’(s),y’(s)) é chamado de vetor velocidade (ou tangente) de o em s. O médulo do vetor velocidade
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¢ a velocidade instantdnea. O vetor a”(s) = (z”(s),y”(s)) é chamado de vetor aceleragdo de o em
s.

Algo simples, mas que muitos alunos nao percebem inicialmente é que o médulo do vetor velocidade
pode variar com o pardmetro. Assim, podemos continuar a constru¢do do nosso Applet, para que
fique clara essa variacado de tamanho. Além disso, o vetor aceleracdo aponta sempre para “dentro”
da curva, que pode ser observado no Applet.

Nessa parte da construcao, vamos construir os vetores velocidade e aceleragdo. Para o vetor
velocidade no campo de entrada digita-se o’ = vetor(P, P+a’(s)) (desmarcar exibir rétulo). Para o
vetor aceleragdo, faz-se de maneira similar: no campo de entrada digita-se o” = vetor(P, P4+a”(s))
(desmarcar exibir rétulo). Em ambos os casos, construimos caixas para exibir/esconder objetos,
colocando a legenda o/(s) e a”(s), respectivamente. Com isso, temos uma ilustracdo de como
os vetores velocidades variam de tamanho (Figura 2) e também os vetores aceleracao (Figura 3).
Para uma melhor ilustragdo vamos fazer no exemplo da cardioide (z(s) = cos(s)(2cos(s) —1) e

y(s) = sen(s)(2cos(s) —1)).

prp—— PjpEr——

EJIrrR—" X

a:I— R talque
afs) = (x(s):¥(s)) e 1= (a,b)
dige as coerdanadas 4a cun (/) b cuma
x(s) = cos(s) (2cos(s) - 1)
y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
a=0 [Vowrsmams [
b=6.28'8

a:l—R? talque
afs) = (x(s).y(s)) e = (a.b)

o Pemwm

x(s) = cos(s) (2cos(s) - 1)
y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
a=0 [Vewisamo (e
sam
b=628 ——@——

[ veortangerte (e acotrsgze

Figura 2: Variagao do vetor velocidade

5> Sanlade Viuatzagao EIDaErre—

a:I— R talque

a(s) = (x(s):¥(s)) e I=(a,b) 2
f e ——— [Jracara \
X(s) = cos(s) (2cos(s) - 1) ‘

y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
a=0 [esrmne ]

b=628 @

5[ Janetade Visatzagio2 %

a:1— R talque

a(s) = (x(s):¥(s)) e 1= (a,b)

X(s) = cos(s) (20s(s) - 1)

y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
a=0 W
b=628

(e

oot [~

Figura 3: Variagao do vetor aceleracao

[Joworso (Sosmsio

Naturalmente, pode-se trabalhar a questao de curva regular no intervalo, que é quando o vetor
velocidade nao se anula em todo o pardmetro. Além disso, pode-se trabalhar também comprimento
de arco, mas que ndo serdo objetos de estudo desse Applet.
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Para finalizar a constru¢io do nosso Applet, vamos construir os referenciais de Frenet. Conside-
rando uma curva regular, parametrizada pelo comprimento de arco, isto é, |a’(s)| = 1, para todo
s, temos que o vetor velocidade é unitrio para todo o pardmetro e fazendo #(s) = a/(s) temos o
vetor tangente unitario & curva a em s. Como estamos trabalhando em R? para cada pardmetro s,
existe um vetor unitério e ortogonal a t(s) que forma com ¢(s) uma base positiva de R?. Seja n(s)
o vetor unitario normal este vetor. O par de vetores {t(s),n(s)} forma uma base positiva para
todo s e é chamado de referencial de Frenet da curva a em s.

O referencial de Frenet satisfaz as seguintes equagdes, conhecidas como equacgoes de Frenet

{ t'(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s) ’

onde k(s) é chamada de curvatura de o em s e mede o quando a curva deixa de ser uma reta,
ou seja, quanto mais curvada for a nossa curva, maior serd o valor de |k(s)|. Uma observagio
importante é que a fungao k(s) pode ser positiva, nula ou negativa, e isso vai depender exatamente
de t'(s) e n(s) estarem na mesma diregao.

A construgdo do referencial é feita para curvas regulares parametrizadas pelo comprimento de
arco, mas também se pode calcular o referencial de Frenet para curvas com pardmetro qualquer,
pois a curvatura nao vai depender da parametrizagdo. Assim, podemos dizer que o vetor unitario
tangente é o vetor velocidade normalizado, e o vetor unitario normal é o vetor que forma com o
tangente uma base positiva do R2.

Para continuar a construcao do nosso Applet, vamos normalizar o vetor velocidade e construir o
vetor normal a partir desse. Para isso, digita-se no campo de entrada ¢ = VetorUnitario(a’) e
posteriormente n = VetorPerpendicular(t). E mais uma vez desmarcar os exibir rétulos. Além
disso, constroem-se as caixas de exibir/esconder objetos para cada um dos vetores. Na Figura 4
exibimos o referencial de Frenet em alguns pontos.

5[ Janolado Visuatzagio2 =

a1 R talque o I— R talque

a(s) = (x(s):¥(s)) e 1= (a,b)
ssac Vewrans

x(s) = cos(s) (2cos(s) - 1)
y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)

a=0

afs) = (x(s).¥(s)) e I=(a,b)
s esreans

e

x(s) = cos(s) (2cos(s) - 1)
y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
a=0

Figura 4: Variacao do referencial de Frenet

Um dos aspectos importantes da curvatura é perceber o quanto mais curvada for a curva, maior
serd, em moédulo, o valor da curvatura. Para vermos isso no Applet, vamos construir o vetor t'(s),
pois das equagoes de Frenet vem que [¢'(s)| = |k(s)|. Para isso, no campo de entrada digita-se
k = VetorCurvatura(P, «) e nas propriedades desmarca-se o exibir rétulo e muda-se a cor para
dar um destaque (aqui serd vermelho). Além disso, constrdi-se uma caixa de exibir/esconder objeto
na Janela de Visualizacdo 2 com a legenda k(s)n(s) (veja Figura 5). Com isso, pod;seﬂnotar a
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variagao do tamanho do vetor e perceber visualmente que quanto mais curvada a curva, maior sera
o moédulo do vetor curvatura.

> santado Visusizagio 5y Jansi e visvamacto X1 » dantage Visustoscho 2 X

a:l— R talque s a:1— R talque
a(s) = (x(s).¥(s)) e 1= (a,b) : a(s) = (x(s):y(s)) e 1= (a,b)

— Pemeena [Fewana

x(s) = cos(s) (2cos(s) - 1)
y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
9 a=0
b=6288

x(s) = cos(s) (2cos(s) - 1)
y(s) = sen(s) (2cos(s) - 1)
oo [ )eavupoo

a=0 [Wews
s
b=628 — @

Figura 5: Variacao do vetor curvatura

3. Uma experiéncia na Unilab

Tudo que foi construido na sec¢éo anterior nao é mero contetido, mas sim fruto de uma experiéncia
na disciplina de geometria diferencial de curvas do sétimo semestre do curso de Matematica da
Universidade da Integragdo Internacional da Lusofonia Afro-Brasileira (Unilab). J4 havia prepa-
rado toda a disciplina incluindo o uso do Geogebra para facilitar o entendimento dos alunos e o
resultado foi bastante satisfatério. Decidi acompanhar o desenvolvimento do entendimento dos
alunos depois que na primeira aula faltou energia e continuei a aula normalmente sem o uso do
Geogebra (aqui se mostra necessario o preparo do professor para os diversos imprevistos, principal-
mente relacionados as tecnologias) e no momento estava explicando o vetor velocidade e como ele
varia de tamanho de acordo com o parametro. Na aula seguinte fiz uma pesquisa para ver se eles
haviam entendido, apenas pelas explicagoes do quadro, que o vetor velocidade pode variar pelo
pardmetro da curva e, de 20 alunos, 12 responderam que nao. Continuei a aula, expliquei o vetor
velocidade com o Geogebra e ao final da aula realizei uma nova pesquisa perguntando se apds o
uso do Geogebra eles conseguiram compreender a possibilidade de variagao do tamanho do vetor
velocidade. E a resposta foi bem positiva, dessa vez, 17 responderam que sim (Veja Figura 6).

20
10 Wsim
0 VN
Sem Com Indiferente
Geogebra Geogebra

Figura 6: Compreensao da variagdo do tamanho do vetor velocidade com e sem Geogebra

E nitido como o Geogebra melhora a percep¢ao dos alunos para essa parte dindmica. Em toda aula
havia uma pesquisa ao final, para saber do entendimento acerca dos contetidos e conceitos passados.
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Todas as perguntas sempre se direcionavam sem o uso do Geogebra e com o uso do Geogebra. As
perguntas foram: Vocé conseguiu compreender o conceito de curvatura e o referencial de Frenet? Os
slides com a explica¢do no Geogebra ajudaram a compreender e visualizar o referencial de Frenet?
Os slides com a explicacio no Geogebra ajudaram a compreender e visualizar o significado da
curvatura de uma curva através do vetor curvatura? (Veja Figura 7). Por fim, foi perguntado aos
alunos se o Geogebra ajudara-os a compreender os conteiidos, e o resultado foi bastante satisfatério
(veja Figura 8).

20

15

10 4 Wsim
> W Mao
U -

Curvaturae  Frenetcom Curvaturacom O Indiferente

Frenetsem Geogebra Geobegra
Geogebra

Figura 7: Compreensdo da curvatura e referencial de Frenet

20
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10 W5im

5 - U ED]

0 - Windiferants
Sobre o uso do
Geogebraem sala

Figura 8: Compreensao dos contetidos com o uso do Geogebra nas aulas

Por fim, compartilho o link do arquivo final do Applet https://ggbm.at/uaykptrt, para o leitor que
desejar.

4. Conclusao

O uso do Geogebra no ensino de curvas mostra-se muito eficaz, fazendo com que o aluno consiga
compreender melhor o contelddo e para o professor é uma ferramenta poderosa para fazer com que
os alunos desenvolvam interesse pela matematica. Além, é claro, da facilidade de testar outros
exemplos de curvas e opgoes de exibir ou nao os seus vetores velocidade, aceleragdo e curvatura.
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Uma proposta pedagoégica para o ensino de
potenciacao por meio de atividades ludicas

Daniely Cristiny Lucas Reghim Glaucia Maria Bressan

Resumo

O presente trabalho apresenta uma proposta pedagdgica de ensino que contribua para a abordagem
do contetido de Potenciacao no 1° ano do Ensino Médio, mediante a insercao de jogos e atividades
lidicas no cotidiano escolar. A proposta foi aplicada em uma turma de uma escola publica do
interior do estado do Parand, onde foi realizado o Estdgio Supervisionado da primeira autora deste
trabalho. Foi aplicado um jogo de bingo referente ao tema trabalhado, abordando o contetdo
de Potenciagdo. A metodologia aplicada trouxe resultados positivos na realizacdo da tarefa dos
alunos, proporcionando dinamismo, desafios e uma maior interagdo entre os alunos, contribuindo
assim para uma melhor aprendizagem.

Palavras-chave: Potenciacgao; Jogos; Regéncia; Ensino Médio.

Abstract

This paper presents a pedagogical proposal of teaching, which contributes to the approach of
the Potentiation content in the first year of high school, through the insertion of games and
recreational activities in daily school life. The proposal was applied in a class of a public school in
the interior of the state of Parand, where the Supervised Internship of the first author of this paper
was performed. A bingo game was applied, corresponding to the taught subject, addressing the
content of Potentiation. The applied methodology brought positive results in the accomplishment
of the students task, providing dynamism, challenges and greater interaction among the students,
thus contributing to a better learning.

Keywords: Potentiation; Games; Regency; High school.

1. Introdugao

O conceito de Potenciagao esté presente hoje em diversas situacoes do cotidiano da sociedade, sendo
utilizado, por exemplo, nos calculos envolvendo juros compostos, que sao desenvolvidos baseado
na potenciacao das taxas de juros; a funcdo exponencial também é um exemplo onde utilizamos
poténcias, a notagao cientifica utiliza poténcias no intuito de representar niimeros muito grandes ou
pequenos. E notéria a importancia das poténcias nos cdlculos matemdticos modernos, facilitando
e contribuindo na resolucao de problemas cotidianos. _
a%s
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Em se tratando de aulas de matematica, o uso de jogos implica uma transformacao significativa nos
processos de ensino e aprendizagem que permite modificar-se o modelo tradicional de ensino, que
muitas vezes tem no livro e em exercicios padronizados seu principal recurso didético [8]. O trabalho
com jogos nas aulas de matematica, quando bem planejado e orientado, auxilia o desenvolvimento
de habilidades como observacao, analise, levantamento de hipéteses, busca de suposigoes, reflexao,
tomada de decisbes, argumentacdo e organizagdo, as quais estdo estreitamente relacionadas ao
assim chamado raciocinio légico [?]. Além disso, para o ensino de matemadtica por meio de jogos,
é fundamental o dominio dos conceitos pelo docente, para que as duvidas que possam surgir ao
decorrer do jogo sejam atendidas. Conforme [6], as formas de manipular valores, realizar operagoes,
elaborar e solucionar problemas sdo determinados nao sé pela estrutura Iidica, mas também pelos
conhecimentos socioculturais que, incorporados pelas criangas, passam a fazer parte do sistema de
regras dos jogos.

Neste trabalho, propoe-se a utilizacdo de jogos e atividades ltdicas para a abordagem da defini¢ao
e das propriedades da potenciacao para relembrar o contetido ja visto no ensino fundamental, pois
sua relagdo direta com operagoes elementares da matematica permite simplificar expressdes mais
complexas para melhor manipulé-las e, mesmo no Ensino Médio, tornam-se conteiidos importantes
para as disciplinas de fisica, quimica, biologia e para a propria mateméatica. “A aplicacdo do jogo,
trazendo situacdes do contexto do/a aluno/a, vem contemplar toda a sua gama de conhecimento
que foi construida fora da escola e, muitas vezes, é ignorada em sala de aula”’[5]. Com o intuito
de aproveitar esta bagagem de conhecimento trazida e tornar o aprendizado mais lidico, buscou-se
a utilizacdo de jogos matematicos para contribuir na aprendizagem da Potencia¢do no 12 ano do
ensino médio, proporcionando dinamismo, desafios, uma maior interacdo entre os alunos e entre
esses e o professor, além de desenvolver varios aspectos atrelados & aprendizagem. A atividade
proposta foi aplicada em uma turma de uma escola ptublica do interior do estado do Parand, onde
foi realizado o Estagio Supervisionado da primeira autora deste trabalho.

A proposta apresentada neste trabalho mostra-se pertinente pois, de acordo com os Pardmetros
Curriculares Nacionais [1], “embora o estudo dos ntimeros e das operagoes seja um tema importante
nos curriculos do ensino fundamental, constata-se, com frequéncia, que muitos alunos chegam ao
final desse curso com um conhecimento insuficiente dos nimeros, de como eles sdo utilizados e sem
ter desenvolvido uma ampla compreensao dos diferentes significados das operagoes”. Desta forma,
o uso de jogos se torna uma ferramenta de auxilio para progressao do aprendizado do aluno.

2. Atividade Desenvolvida no 1°ano do Ensino Médio

Primeiramente, as atividades do Estagio Supervisionado foram iniciadas a partir das observagoes
em sala de aula, no 1° do Ensino Médio. Em seguida, a regéncia ocorreu nos meses de setembro,
outubro e novembro de 2018. Foi realizada uma revisdo sobre o contetido de potenciagdo com a
aplicacdo de uma lista de resolugao de problemas. Logo depois, foi exposto o contetido com as
propriedades e as regras da potenciacao.

Em seguida, foi aplicado um jogo de Bingo com as propriedades da Potenciacao, por ja terem visto
esse conteudo em outro ano escolar e por ter feito mais uma revisao dada na aula anterior; assim,
foram aplicadas algumas expressdes mais elaboradas. A Figura 1 exibe a relacdo das expressoes
utilizadas para o jogo de Bingo. Essas expressoes foram escritas no quadro, uma a uma, baseadas
em [2, 3]. Os alunos deveriam entéo calcular a expressdo em seu caderno e obter o resultado da
operacao. Em seguida, deveriam verificar se aquele resultado constava em sua cartela, recebida pela
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professora. Em caso afirmativo, marcavam um sinal sobre o valor; em caso negativo, aguardavam a

préxima expressao. O aluno que completasse a cartela toda, seria o vencedor [4]. Uma das cartelas
distribuidas para os alunos é exibida na Figura 2.

1072.1073.107* 2.(36 +35) 772 1 1% 1 82-472 [-2)?-271
10-1.10-6 3+-33 (_ E) (_E) (_ E) 8141
+277
(0,42 +2.(1,2)?
(0,3)71 + (—27)0333~ 2.1071 +3.272 40 + 471571 4.(2,5)2-8.(1,5)% 272422271
Y="gz 1
Sea=3%b=a?
(-1 +3.(-1)5 - 3.(-1)¢ gL666:: .05 [16%.64%]: 1024 6.107%.107*.10° 10x% +100x — 100 entio o valor do
6.10-1.10% parax=5 produto ab é
35-1.4071.1072.5.100
xS _xZ —x+1 23+x — 3)(73 3x+2 + 3x+1 W [42 + (5 _ 3)2]: (9 (5_5)5
para x=-1 2% 4 2x-3 3x-1 AV
2 0
(x3 _ st) (3_y) x2y? — x3y 42 _ 42 51.3-243-1_3 30 [ng (22 2)3]—3 (-5)2-32 + (5) :(3—2
3x—15)" Y — 22 42142 R 1 1
— v 15y +=4+=
m Parax=05ey=15 5 2)
Parax =2,71ey=3,14
=2 23-2.3% 025 4 (—25)0 (0,16)° 22278
13+ (— E) (=27t F (-1 22003 1001 2002 91001
41001. 32003 + 41001. 32003

17 52 -4 G - | D+ED D) : 141
0 : AR . [
304+ (-2) 2(3) e 92
—
@
13 = O 3 g3\ 1 B B 5 B 1 27T (—2)T—(—2)? 93.27% 37
sy =1 gy=a » - e - = o = 1\2
X= ( 3) + [3 =3 ] 3 Z£& (2) (37_22) (273 + 642 — 83 +42) 1-2-2 3-1.2432
= - 2 8 -3 =1 3 _ 2 3 0
(22.273.3-1.3%) 5.108.4.10 10 (0,5)% - (0,75) 4_23¥(7)_(42)1 (0,7777 ..)
5-14+2-1 2
1 —53 2\73 (1% +(-6):(-2)—2* (107%.10%) 20x° + 2x°%y°,
(-2 (_E) T(10.10%) para; xi=-4 8y =2

Figura 1: Expressoes utilizadas no jogo de bingo.

Ao entrar em sala, os alunos foram receptivos e participativos durante quase todas as atividades,
apresentando bons resultados nos trabalhos em grupos e individuais. O contetdo aplicado, Po-
tenciagao, foi abordado de uma maneira que os alunos compreendessem, trazendo exercicios para
fixagdo. As intmeras duvidas que surgiam foram vistas e sanadas com a aplicacio da lista de
exercicios, resolugdes de problemas e jogos, mostrando-lhes que existem outras formas de apren-
dizagem além da que eles estdo acostumados. Mas acreditamos que o ensino deve ser constante

e que em apenas poucas aulas ndo conseguiriamos fazer com que esse contetdo fosse totalmente
compreendido.
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Figura 2: Exemplo de cartela distribuida aos alunos.

Em sintese, a metodologia aplicada trouxe resultados positivos na realizacdo da tarefa dos alu-
nos. Isso sé foi possivel com o apoio da professora supervisora, que nos deu total liberdade para
desenvolver as atividades propostas e sugestoes sobre como poderiamos proceder.

3. Conclusao

O contetido matematico foi trabalhado de forma lidica, abrangendo a resolugdo de problemas e
discussao sobre a adaptacdo da pratica cotidiana em que todos tiveram conhecimentos obtidos;
entretanto, fez-se necessario também o estudo sobre o conteiido matemético abordado nos proble-
mas.

Com essa experiéncia, percebemos que um dos fatores que deixa os professores insatisfeitos é a
falta de disciplina e de interesse dos alunos. Precisamos, portanto, sempre buscar alternativas
e novas metodologias para despertar o interesse, a atencao e também conquistar o respeito dos
alunos, além de ter uma postura efetiva de um profissional que se preocupa verdadeiramente com
o aprendizado, que deve exercer o papel de um mediador entre a sociedade e a particularidade do
educando. Devemos despertar no educando a consciéncia de que ele nao estd pronto, agugando-lhe
o desejo de se complementar. Esse é o grande desafio que o educador encontra em sua profissao.

Acreditamos que experiéncias como essas sdo importantes no estagio, como parte da formagao do
-
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professor, e também como uma forma de ensinar relacionando o contetido com situac¢des problemas
do dia a dia, mostrando ao aluno o quanto a construcao do conhecimento é essencial para sua vida.

Agradecimentos

As autoras agradecem o Departamento Académico de Matemética da UTFPR Campus Cornélio
Procépio.

Referéncias

[1] Brasil. Ministério da Educagdo. Secretaria de Educa¢io Fundamental. Pardmetros Curriculares
Nacionais: Matemética. Brasilia: MEC/SEF, 1998. 148 pp.

[2] Carvalho, A. Potenciagio e Radiagdo lista 5. Disponivel em: https://pt.slideshare.net/delima-
carvalho/potenciaao-e-radiciaao-lista-5. Acesso em: 20 setembro de 2018.

[3] Ferreira, J. Reforco Orientado, Potenciag¢do. Disponivel em: https://saturniz.files.word-
press.com/2015/11 /potenciac3a7c3a30-9c2b0-ano.pdf. Acesso em: 20 de setembro 2018.

[4] Giordani, J. Bingo.  Disponivel  em: https://euridespidibmatematica.word-
press.com/2015/04/28 /bingo/: Acesso em: 12 de outubro 2019.

[5] Lara, I.C.M. Jogando com a Matemdtica de 5% a 8% série. Sao Paulo: Réspel, 2003.

[6] Muniz, C.A. Brincar e jogar: enlaces tedricos e metodoldgicos no campo da educagio matemd-
tica. Sdo Paulo: Auténtica, 2010.

[7] Silva, M.N.P. Potenciagio: a utiliza¢io de poténcias no cotidiano. Disponivel em: https://mun-
doeducacao.bol.uol.com.br/matematica/a-utilizacao-potencias-no-cotidiano.htm. Acesso em: 12
de outubro 2019.

[8] Smole, K.S.; Diniz, M.I.; Milani, E. Cadernos de Mathema Jogos de matemdtica de 6° a 9°
ano. Porto Alegre: artmed editora, 2007.

Daniely Cristiny Lucas Reghim
Universidade Tecnolégica Federal do Parana - cAmpus Cornélio Procépio
<danielyreghim@alunos.utfpr.edu.br>

Glaucia Maria Bressan
Universidade Tecnolégica Federal do Parand - cAmpus Cornélio Procépio
<glauciabressan@utfpr.edu.br>

Recebido: 13/10/2019
Publicado: 13/12/2019

238 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


danielyreghim@alunos.utfpr.edu.br
glauciabressan@utfpr.edu.br

PROFESSOR DE
MATEMATICA

ONLINE PMO v.7, n.2, 2019
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica ISSN: 2319-023X
https://doi.org/10.21711/2319023%x2019 /pmo720

O conceito de integrais nos cursos de Calculo

José C. Magossi e Antonio C. C. Barros

Resumo

O conceito de integrais, grosso modo, nasceu na Grécia antiga e sofisticou-se apds a descoberta
do Cdlculo por I. Newton e G. Leibniz. Com tais cientistas surge o Teorema Fundamental do
Calculo, que relaciona o conceito de diferenciagdo com o de integracao, e responde, de certa forma,
o problema grego da determinacao de areas de regioes nao regulares. Quase dois séculos apos,
A. Cauchy entende que o conceito de integrais deve ser desenvolvido de modo independente do
conceito de derivadas. Para isso, cria o conceito de limites. Na sequéncia, B. Riemann expande os
trabalhos de Cauchy e enuncia condicoes para que uma funcgao seja integravel. As classes de fungoes
integraveis expandem-se novamente com os trabalhos de H. Lebesgue, O. Perron, A. Denjoy, J.
Kurzweil e R. Henstock, entre outros. Neste artigo, o objetivo é exibir exemplos de fungoes
integraveis, e nao integraveis, de acordo com suas defini¢oes. Isso pode facilitar o entendimento
das fronteiras do conceito de integracdo e mostrar aos alunos que resolver integrais ndo se limita
apenas a encontrar primitivas.

Palavras-chave: Integrais; Newton-Leibniz; Cauchy; Riemann; Lebesgue; Kurzweil-Henstock.

Abstract

The integrals concepts started, roughly speaking, in Ancient Greece, and was later enhanced after
the discovery of the calculus by I. Newton and G. Leibniz. These scientists give birth to the
Fundamental Theorem of Calculus, which relates the differentiation concept to the integration
one, and provides the answer, in a way, to the Greek problems concerning of determining areas of
non-regular regions. Nearly two centuries later, A. Cauchy understands that the integrals concept
must be developed in an independent way from the concept of derivatives. To this end, the limit
concept is developed by Cauchy. In the historical sequence, B. Riemann expands Cauchy’s work
and enunciates conditions for a function to be integrable. The classes of integrable functions expand
once again with the works of H. Lebesgue, O. Perron, A. Denjoy, J. Kurzwell, and R. Henstock,
among others. In this article, the aim is to show examples of integrable and non integrable
functions, according to their definitions, which will foster the understanding of the boundaries in
the integral concept, and also show students that solving integrals is not limited to only determine
the primitives.

Keywords: Integrals; Newton-Leibniz; Cauchy; Riemann; Lebesgue; Kurzweil-Henstock.
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1. Introdugao

O conceito de integrais tem uma forte relagdo com geometria, pois na Grécia antiga, em particular,
relacionavam-no a busca por areas de regides nao regulares. Por isso, é comum limitar o escopo
desse conceito ao de drea. Com a descoberta do Cdlculo, por Isaac Newton (1643-1727) e Gottfried
W. Leibniz (1646-1716), essas ideias avangam em sofisticac¢do, e com o Teorema Fundamental do
Calculo dé-se a relacao entre diferenciacdo e integracdo. Esse teorema abre portas para fornecer
uma resposta positiva, por conseguinte, ao problema grego da determinacdo de um valor para
areas de regioes ndo regulares. A area de uma regido acima do eixo x entre as retas x = a e
x = b, sob uma curva continua determinada por f(z) > 0, é calculada, em notagdo atual, como
fab f(x)dx = F(b) — F(a), desde que F : [a,b] = R e F'(x) = f(x) para todo x € [a,b]. Nesse
caso, a funcdo F(x) é denominada de fungdo primitiva de f(z). Diz-se ainda que f(z) é uma
funcao primitivavel. Nao hd como negar o impacto que esse teorema acarretou na matematica nos
séculos XVIIT e XIX. Com uma intuicdo, magistral, Augustin Louis Cauchy (1789-1857), em seu
Cours d’analyse de l’ecole royale polytechinque. 17¢ partie: analyse algébrique, de 1821, prepara os
fundamentos do rigor em matematica, e, em seguida, em seu Résume des lecons donnés a l’ecole
royale polytechnique sur le calcul infinitesimal, de 1823, expoe a defini¢do de integral como limites
de somas e com demonstragoes rigorosas [17]. Por um lado, com o operador limites, Cauchy coloca
precisao no conceito de derivadas, por outro, ele trabalha no sentido de eliminar “as derivadas” da
defini¢do do conceito de integrais. Cauchy desenvolve o conceito de integrais, para todo z € [a, b],
n

em termos do limite de somas S = Zf(wz;l)(% —rx, )emquea=xy <2y <..<x,=">
i=1

é uma parti¢do do intervalo [a, b], para fungdes f(z) adequadas, continuas, de nimeros reais. B
classico na histéria da matemaética que o conceito de fungdes, na época de Cauchy, nao estava
em patamares matemdticos solidos, fazendo com que ele cometesse alguns erros ao lidar com o
conceito de continuidade, principalmente com o de continuidade uniforme ([20], p9). Mas é notério
que a matemdtica mudou a partir da época de Cauchy e de suas defini¢bes de limites e integrais.
Cauchy, que nasceu em 1789, ano da Revolu¢do Francesa, também proporcionou, ele préprio,
uma revolugdo, mas cientifica [17], conforme as ideias de Thomas Kuhn [25]. E um problema
investigativo indicar quais foram as razbes que levaram Cauchy a trabalhar com seus limites e
integrais, mas sabe-se, além disso, que a teoria de integragdo avancou gracas ao desenvolvimento,
em paralelo, do conceito de fung¢des. Logo apds o surgimento das integrais de Newton e Leibniz, a
busca por fungoes que tenham primitivas incentivou o surgimento de técnicas, algoritmos, diga-se
de passagem, que facilitassem essa busca. Como o conceito de func¢oes ndo se encontrava ainda em
bases sélidas ocorria, entre outros problemas, a falta de entendimento do porqué algumas fungoes
nao tinham primitivas.

A procura por fungées primitivas é essencialmente uma busca por um algoritmo que
determine quais fungoes elementares sio primitivas. (Grosso modo, uma fungio ele-
mentar é qualquer fungdo que pode ser obtida pressionando-se uma sequéncia finita
de botoes numa calculadora cientifica.) Tal algoritmo, baseado em investigacoes pas-
sadas feitas por Liouville nos anos de 1830, foi obtido por Risch em 1960, e versdes
aprimoradas dele sGo empregadas em pacotes algébricos computacionais atuais. Como
resultado pode-se afirmar categoricamente que nao existe uma primitiva elementar para
exp(—x?), mas a teoria é sutil: por exemplo \/tgx e xsenx ambas tém tais primitivas

mas v/senx e xtgx ndo tém (...). (Tradugio dos autores) ([23], pp13-14)
o
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A instabilidade do conceito de fungdes ganha for¢a com os trabalhos de Jean B. J. Fourier (1768-
1830), matemadtico contemporaneo de Cauchy, que em 1807 deposita, na hoje conhecida como
Academia de Paris, um trabalho sobre conducéo de calor em uma barra metalica com o objetivo
de concorrer ao prémio proposto pela Academia. Fourier expde uma solucao formal do problema.
Os conceitos de convergéncia, fungoes, continuidade, séries de fungoes etc., e também o conceito
de integrais, ndo se encontravam bem fundamentados matematicamente na época de Fourier, e,
desse modo, sua solugdo foi questionada pelos jurados do concurso. Mesmo assim, seu trabalho
impactou significativamente na matemaética, seja no desenvolvimento do conceito de fungoes, seja
no desenvolvimento do conceito de integrais ou seja nos desenvolvimentos de propriedades de
convergéncia [37]. Ao trabalhar na elucidagdo dos problemas deixados por Fourier, em sintese,
—quais fungoes podem ser escritas como séries infinitas de senos e cossenos—, Georg F. B. Riemann
(1826-1866) volta-se para o conceito de integrais e levanta o seguinte questionamento: Para quais
fungées tem-se fa b f(z)dx? B. Riemann desenvolve critérios para indicar se uma funcdo é ou nao
integravel. Em sua época, ele expande a classe de fungoes integraveis no sentido de Cauchy e vai
além das fungoes integraveis que sejam continuas ou descontinuas em um conjunto finito de pontos,
tal como exposto por Cauchy.

Riemann mostra que h4 funcdes integrdveis com nimero infinito de pontos de descontinuidade’.
Com Riemann tem-se a primeira caracterizacao sistemética de fungdes integraveis [19, 20, 24].

Como em todo desenvolvimento matemaético é comum ocorrer “deficiéncias” que indicam que ajus-
tes precisam ser realizados, o mesmo se deu com as integrais de Riemann. A classe de fungoes
integraveis é pequena, nem toda funcdo Riemann integrével tem primitiva, had funcées que tém
primitivas mas ndo sdo Riemann integréveis etc. [3].

Além de Riemann, outros matematicos preocuparam-se com os problemas deixados por Fourier e
também pela solugao das deficiéncias presentes nas integrais de Riemann. Em particular, o francés
Henri Leon Lebesgue (1875-1941), publica no inicio do século XX, alguns trabalhos com o intuito
de expandir a classe das fung¢bes integraveis e, principalmente, com o objetivo de “integrar todas
as fungoes primitivaveis”. A nova definicdo de integral dada por Lebesgue remove a restricao,
nas integrais de Riemann, de que o integrando seja limitado e que o intervalo de integracao seja
compacto. Junto com a definicdo de Lebesgue vem uma Teoria da Medida para sustentar seu
conceito de integral [4, 5, 23]. No entanto, mesmo com a defini¢do de Lebesgue, que aumentou
significativamente a classe de fungoes integraveis, ainda assim algumas deficiéncias permaneciam,
como a ideia de que cada func@o primitivavel seja integravel. Uma outra deficiéncia, digamos
pedagégica, se apresenta na integrais de Lebesgue: os pré-requisitos para o bom entendimento
de sua teoria da medida e integracao acabam por ser complicados demais aos alunos iniciantes.
Um ponto positivo é que, com base na integrais de Lebesgue, os problemas deixados por Fourier
sdo resolvidos. Mais ainda, as integrais de Lebesgue auxiliam no desenvolvimento de ferramentas
matematicas em areas tais como mecanica estatistica, teoria de probabilidades etc.

Com foco na ideia de integrar todas as fungdes primitivaveis, Arnauld Denjoy (1884-1974) e Oskar
Perron (1880-1975) desenvolvem, de modo independente, no inicio do século XX, abordagens dis-
tintas para novos conceitos de integrais, os quais integram todas as fungdes que tenham primitivas.
As duas abordagens mostram-se equivalentes, ou seja, produzem a mesma classe de fungoes inte-
graveis. Se as integrais de Lebesgue sdo consideradas dificeis para alunos iniciantes, as de Denjoy

'Em linguagem atual diz-se que: Uma funcdo limitada f : [a,b] — R é Riemann integrdvel se e somente se ela é
continua em quase todo ponto em [a,b], ([3], p221).
B
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e Perron sdo consideravelmente mais dificeis ([2], pxi). No entanto, a simplicidade da definigdo de
integrais ao estilo de Riemann (e Cauchy) deixam de existir ao tratar-se com integrais de Lebes-
gue, de Denjoy e de Perron, haja vista exigirem conhecimentos mateméticos avancados para seu
entendimento. Por volta de 1960, J. Kurzweil (1926-) e R. Henstock (1923-2007) propdem uma
nova abordagem sobre integrais, fundamentada nas ideias simples de somas de Riemann [21, 26].
Com isso obtém-se uma classe de func¢oes integraveis que engloba todas as anteriores, e com uma
exposicdo que pode ser exposta aos alunos iniciantes [2, 3, 16, 27]. Além disso, as integrais de
Kurzweil-Henstock sdo equivalentes, em termos de classe de funcoes integraveis, as de Denjoy e
de Perron. As integrais de Kurzweil-Henstock, ou integrais de Riemann generalizadas, ou ainda
integrais de calibres, [2, 16], ganham adeptos na comunidade matemética ao ponto de haver listas
de discussoes na internet onde advogam-se em prol da utilizagdo dessas integrais em cursos de
Calculo, em lugar das cléssicas integrais de Riemann. A parte de advogar, neste artigo, em prol
de uma ou de outra abordagem sobre integrais, é possivel encontrar discussoes interessantes sobre
esse assunto no enderego eletronico https://math.vanderbilt.edu/schectex/ccc/gauge/?.

Diante da breve exposi¢do nas linhas acima, é possivel inferir que o assunto teoria da integragdo
ainda estd em pleno desenvolvimento. Ha livros destinados aos alunos de graduagdo que tratam
das integrais de Riemann em paralelo as integrais de Riemann generalizadas [3, 27]. Com o
avango das publicagoes desses recentes desenvolvimentos em integrais, é interessante que sejam
escritos textos destinados aos alunos iniciantes no sentido de clarear o cenédrio em que as integrais
estejam presentes. Por exemplo, em livros antigos encontram-se frases do tipo: “a fungio f(z) é
integravel”. Ja em livros modernos e em publicagdes atuais encontram-se frases do tipo: “a fungdo
f(z) é Riemann-integravel,” “a fungdo f(z) é Lebesgue-integravel,” “a funcao f(x) é Newton-
Leibniz integravel,” “a fungdo f(z) é Kurzweil-Henstock-integravel” etc. E importante que haja
classificagoes, um quadro comparativo com relagao as funcoes, para saber se determinada fungao
é ou nao integravel com respeito a determinada definicdo de integral. Ou seja, ao se ler em um
livro que f é integravel, se quer dizer entdo que f é integravel no sentido de Riemann? Ou no
sentido de Cauchy? Ou no sentido de Lebesgue? Ou no sentido de Darboux? Ou ainda no sentido
de Kurzweil-Henstock? E evidente que algumas classes sdo equivalentes, mas um esclarecimento
pode facilitar o caminhar do leitor. Urge que os alunos visualizem que resolver integrais nao se
resume na busca por fungdes que tenham primitivas ao estilo das integrais de Newton e Leibniz.
Estima-se que ao exibir uma tabela comparativa, via exemplos ilustrativos, de fungées integraveis
de acordo com suas definigoes, seja possivel avancar na compreensido e entendimento do conceito
de integrais. O objetivo neste texto é tanto diddtico quanto matematico. A parte didética, tem-se
em conta, vai auxiliar na compreensao do conceito de integrais em suas varias facetas. A parte
matematica indica uma compilacao de diferentes conceitos de integral e sua relagdo com a referida
classe de fungoes obtida. Do mesmo modo que pode ser 1til ao pesquisador em matemadtica, ou
professor, por exemplo, saber de exemplos de fungdes que sdo Riemann integraveis mas nao sao
Newton integrdveis, pode ser igualmente 1til ao aluno perceber que resolver integrais nao se resume
simplesmente a encontrar primitivas. Assim, objetiva-se exibir, sem pretensdes de completude,
exemplos e contraexemplos de fungoes integraveis, e nao integraveis, de acordo como o conceito
de integral tenha sido definido. E evidente que a face generalista da matemética incide sobre
o conceito de integral [16] de modo a tornéd-lo, com os desenvolvimentos subsequentes, o mais
extensivo possivel e com impacto em diversas dreas da matemadtica. E cldssico na matemética
que a teoria moderna de integracio é um dos pilares que sustentam a analise matematica, e que
uma grande parte da matemaética vale-se dos conceitos advindos da andlise matemética [2]. Desse

2 Acessado em 05 de dezembro de 2019 as 12h34min.
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modo, o conhecimento do conceito de integrais torna-se til para a ciéncia em geral e, mais ainda,
alteragoes nesses conceitos podem impactar em diversas dreas. A teoria da integracdo é ampla e
com muitas ramificagées. Desse modo, neste texto, opta-se pela abordagem das classes de fungoes
integraveis que, entende-se, acarretaram alteracoes significativas. Sao elas, as classes de Newton-
Leibniz, Cauchy, Riemann, Lebesgue e Kurzweil-Henstock.

2. Funcoes e Integrais

Um dos motivos que levam a expansao das classes de fungoes integraveis é devido, as vezes, as limi-
tacOes presentes nas defini¢des vigentes. Com os trabalhos de Cauchy pode-se citar a preocupagao
com a pedagogia em seus cursos, o estabelecimento de rigor na matemaética e a independéncia
da defini¢do de integrais do conceito de derivadas. Com Riemann houve um primeiro tratamento
sistematico sobre o conceito de integrais e o de classe de funcoes integraveis, além, é claro, da
expansao da classe de fungoes integraveis em relagdo as de Cauchy, pois Riemann entendeu que
a exigéncia de continuidade néo era essencial ([20], p32). Lebesgue, por sua vez, queria integrar
fungoes que ndo eram Riemann integraveis, tais como o exemplo de Volterra ([8], pl6 e p70).
Kurzweil desenvolveu suas integrais com o objetivo de investigar equacoes diferenciais e Perron
queria integrar todas as funcoes primitivaveis.

Isso pode parecer estranho ao se tratar de matematica, haja vista ser conhecida como uma ciéncia
cumulativa. No entanto, o fato de a matematica poder ser vista como sendo composta de estruturas
e objetos, suas multiplas leituras cientificas permitem alteragoes em suas estruturas e a criacao de
novos conceitos. Um exemplo cléssico bésico é o teorema de Pitdgoras e suas inimeras demonstra-
¢oes [14]. Segundo as ideias de Felix Klein, fazer matemdtica também é reescrevé-la sob uma outra
forma, isto é, resolver o mesmo problema, mas de uma forma diferente [29, 30]. Seguindo essa linha
de pensamento, de Felix Klein, algo semelhante ocorre com o conceito de integral®. Enquanto que o
conceito de derivada encontra-se nos livros de Céalculo quase da mesma forma em que foi enunciado
por I. Newton e G. Leibniz no século XVII, o mesmo nao se di com o conceito de integral, o qual
comecou a ser esbogado na Grécia antiga, por Arquimedes, passou por I. Newton (1642-1727) e G.
W. Leibniz (1646-1716), A. L. Cauchy (1789-1857), J.G. Darboux (1842-1917), G. F. B. Riemann
(1826-1866), T. J. Stieltjes (1856-1894), H. Lebesgue (1875-1941), E. J. McShane (1904-1989), A.
Denjoy (1884-1974), O. Perron (1880-1975), R. Henstock (1923-2007) e J. Kurzweil (1926-), para
citar alguns®. Cada nova definicio de integral implica alguma inovacio que pode gerar uma nova
classe ou se revelar equivalente as anteriores.

Com foco nos processos de transformacao da matematica, estima-se que o esclarecimento das clas-
ses de fungdes integraveis de acordo com suas defini¢bes pode acarretar melhorias na interagdo
e compreensio de conceitos. Espera-se que perguntas como O que é uma integral? possam ser
respondidas com consisténcia por alunos iniciantes, leitores etc., cujas respostas ndo sejam sim-
plesmente: E wma funcdo que tem uma primitiva.

3Nota-se que o conceito de funcdes, importante no desenvolvimento das teorias de integracdo, também sofreu
alteragdes significativas ao longo da histéria da matemadtica [20, 24, 34, 41].

4Nio se pretende fazer uma descricdo exaustiva de todos os mateméticos que de uma forma ou outra indicaram
alteragdes no conceito de integral. Pode-se citar também J.C. Burkill (1900-1993), Giulio Ascoli (1843-1896), Henry
J. S. Smith (1826-1883), Karl J. Thomae (1840-1921), S. Pollard (1894-1945), B.C. Getchell, W. H. Young (1863-
1942), P.J. Daniel (1889-1946) etc. [8, 21, 33].

= s



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

A iniciativa de clarear os conceitos e fazer uma releitura apropriada sob a ética histérica nao é
isolada, pois muitos livros compartilham dessa preocupacao que implica a divulgagdao, com con-
sisténcia, de conceitos matematicos. Um exemplo clédssico refere-se a caracterizacao, em livros de
calculo, dos termos “antiderivada,” “primitiva” e “integral indefinida.” E comum que sejam trata-
dos como sinénimos, tal como alertado por R. Bartle em seu livro A Modern Theory of Integration
([2], p56). No entanto, caso ocorra, em algum livro de Célculo, que o conceito de integrais seja
exposto apenas sob a 6tica de Newton-Leibniz, entdo, por forga do Teorema Fundamental do C&l-
culo (TFC), a busca por integrais indefinidas, do tipo F(z) = fax f(t)dt, acaba por ser a busca por
antiderivadas F'(z) (primitivas) tal que F'(z) = f(z) para todo = € [a, b]. Desse modo, é plausivel
que ocorra uma certa confusdo entre antiderivada e integral indefinida. Por conta disso, em alguns
livros comentéarios sao descritos com fins de clarear a diferenca entre integral indefinida e antideri-
vada (ou primitiva) ([3], pp216-218). H4 também comentarios sobre a importancia de se explicar
a notagdo, ndo muito clara, de integral indefinida, comumente escrita como [ f(z)dz = F(z) + ¢
([11], p189). Isso acaba por gerar duvidas, entre alunos, sobre o conceito de integrais. Calcular uma
integral é encontrar sua antiderivada?, Qual € a relagio entre antiderivada e integral indefinida? A
notacao f f(z)dx pode indicar simplesmente a classe de fungdes que tenham primitivas, mas isso
nao indica necessariamente que seja uma integral indefinida, que pode ser vista como “area sob
uma curva”. Calcular “integrais” do tipo [ (23 + 2)dz é determinar apenas as classes de antideri-
vadas, ou primitivas, da funcdo z3 4 2. E certo que existem métodos que indicam “algoritmos” que
facilitam a busca por primitivas, tais como “integra¢ao” por partes, método da substituicao, subs-
titui¢do trigonométrica etc., mas [ f(z)dz = F(x)+ ¢ é apenas a indicagao de que F(x) + ¢ é uma
classe de primitivas (antiderivadas) de f(z). Caso o conceito de integral ndo seja precisamente
definido, corre-se o risco de se confundir o célculo de integrais com a busca por antiderivadas. O
TFC que, por um lado, é dito Fundamental devido a sua importancia na Andlise Matemadtica [6],
por outro, pode induzir ao leitor menos atento, o pensamento de que calculo de integrais resume-se
a busca por primitivas. A forga do TFC e das integrais, no sentido de Newton-Leibniz, fortalece
essa crencga. O estudo de integral em Cauchy indica um procedimento construtivo (algoritmico)
voltado ao calculo de integrais e nao simplesmente um procedimento descritivo onde se deve
“adivinhar” a resposta, ou seja, determinar alguma fungao primitiva. Integrais de Newton-Leibniz
sdo descritivas, enquanto que integrais de Riemann sdo construtivas ([40], p175).

Esclarecimentos desse tipo sdo importantes pois eliminam inconsisténcias advindas do processo
histérico e das transformagoes matematicas ocorridas ao longo de anos. Por exemplo, as segoes
sobre integrais, sejam em livros ou artigos, se o objetivo é didédtico, poderiam comecar, como
estratégia pedagdgica, pela explica¢do das integrais de Newton e Leibniz (descritivas) e seguir com
as de Cauchy e Riemann (construtivas).

Como um outro exemplo sobre a importancia do esclarecimento dos conceitos, dos processos de
transformagao em matematica, pode-se citar a confusao que se faz ao escrever sobre o tema integrais
de Riemann e exibir a definicdo de integrais de Darbouz. Deve-se ter cuidados para ndo misturar
classes equivalentes de fungbes integraveis, como as de Riemann e Darboux, por exemplo, com
suas defini¢oes de integrais. Nesse caso, a integral de Riemann tem uma definicdo distinta da
defini¢do de integral de Darboux. Riemann utiliza uma extensdo mais aprimorada das somas de
Cauchy, enquanto que Darboux utiliza de somas com supremo e infimo em sua definicdo. Gaston
Darboux (1842-1917), ao traduzir, em 1873, o trabalho de Riemann para a lingua francesa, fez
inovagoes na definicdo de integral e langou mao das propriedades de completude do sistema de
ndimeros reais (supremo, infimo, axiomas de completude etc.) para elaborar sua nova defini¢ao
([3], p225). Assim, em 1875 ele publica o artigo Mémorie sur la théorie des fonctions discontinues

R
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[13] e expOe um novo método para identificar fungdes integraveis, diferente, mas equivalente & classe
de fungoes integraveis de Riemann ([20], p27), ([3], pp225-232). Por isso, entende-se, com base
nos exemplos acima, que a identificagdo de conceitos matemaéaticos em consonancia com a génese
de seu surgimento, [36], favorece o entendimento dos processos de interagdo e transformagio em
matematica.

2.1. Notagao para fungoes integraveis

E interessante observar como as nota¢des mateméaticas tém evoluido ao longo do tempo. No caso de
integrais, hé alteragoes desde os tempos de Leibniz até os dias de hoje. Constitui-se também como
proposito neste artigo o alerta sobre a importancia de uma notagao clara para fungoes integraveis.
Assim, diferente da notagao advinda dos tempos de Newton e Leibniz, em tempos atuais o conceito
de integral estd relacionado & notagao de integral definida fa b f(z)dx. Leibniz introduziu, em 1686,

o simbolo & estendido, para denotar o simbolo f , utilizado nos dias de hoje. Ja o termo “integral”
foi introduzido por Johann Bernoulli e foi publicado, em 1690, por seu irméo Jacob Bernoulli ([19],
pl107). No livro de Florian Cajori hd comentdrios sobre as notagoes utilizadas para o sfmbolo de
integral e mostra que a de Fourier é utilizada até hoje ([9], pp242-254, Vol. II). O trabalho de J. B.

J. Fourier foi publicado em 1822 [15], e, nele, a notacao fa bé exposta, tal como na citacao abaixo:

Nos designamos em geral pelo sinal fab a integral que comeca quando a varidvel equivale

a a, e que estd completo quando a varidvel equivale a b; (Tradugio dos autores) ([15],
p252, se¢io 231.)

O trabalho de Riemann sobre representacao de fungdes por séries trigonométricas, publicado em
1854, no qual ele desenvolve suas integrais, é inspirado na busca de uma solugéo para os problemas
deixados por Fourier [31]. Como consequéncia dessa notagdo para integrais, tem-se, hoje em dia,
a notacao para integral indefinida, tal como em [3],

Plz) = / "ttt

Neste texto, dizer que “uma fungdo f é integrdvel” num intervalo [a,b] é inseri-la em uma das
5 classes: Newton-Leibniz (N £L[a,b]), Cauchy (C[a,b]), Riemann (R[a,b]), Lebesgue (L]a,b]) ou
Kurzweil-Henstock (K H[a, b]).

A exibicao de exemplos é um dos objetivos no presente artigo. Nao hé como negar que os exemplos
matematicos funcionam como divisores de dguas, pontos de transformacdo na matematica. Desse
modo, nesse artigo, exibem-se alguns, ndo exaustivos, exemplos de fungoes que indicam os limites
das classes de fungoes integraveis. Como é o caso de Vito Volterra (1860-1940) que em 1881
exibiu um exemplo de uma funcao F diferencidvel cuja derivada F”’ é limitada mas nio é Riemann
integravel [38]. Problemas como esse, entre outros, motivaram Lebesgue a desenvolver um novo
conceito de integrais, fundamentado num novo conceito, o de medida.

No que se segue expoe-se, de modo sucinto, para uniformizar o contexto, as defini¢cées de integrais
relacionadas as cinco classes de integrais discutidas anteriormente, integrais de Newton-Leibniz,

o5 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

integrais de Cauchy, integrais de Riemann, integrais de Lebesgue e integrais de Kurzweil-Henstock.
As notagbes e simbolos utilizados sdo atuais, e seguem aquelas presentes no livro de R. Bartle e
D. Sherbert [3].

O objetivo é mostrar que, a partir de alteragdes no conceito de integral, novas classes, mais abran-
gentes, sdo criadas. Mais ainda, procura-se enfatizar que essas alteragbes sdo, as vezes, muito
sutis, imperceptiveis se nao for realizada uma leitura cuidadosa.

2.2. Integrais de Newton-Leibniz

A ideia de integral, como é classico na literatura, e ji dito anteriormente, é investigada desde a
Grécia antiga, cujo objetivo inicial era o de obter um nimero associado a area de uma regiao no
plano, ou o volume de uma regido no espaco etc. Inimeras técnicas foram desenvolvidas para esse
fim. O surgimento do Célculo, de certa forma, corresponde ao surgimento do conceito de derivada
e, paralelamente, e o de integral.

No entanto, no decorrer desses acontecimentos, Newton e Leibniz fazem uma descoberta interes-
sante, qual seja, que a obtenc¢ao da area sob uma curva pode ser obtida com base no processo de
antiderivacdo. Desse modo, surge a classica férmula®, exposta na definicio seguinte, conhecida
como integral de Newton-Leibniz, que se refere também ao Teorema Fundamental do Cdlculo -
TFC, pois relaciona o conceito de integral ao conceito de derivadas.

Defini¢do 1. Uma fungdo f : [a,b] — R é dita ser uma fungdo Newton-Leibniz integravel em
[a,b] se

b
N(J/ f(z)dx = F(b) — F(a),

desde que F': [a,b] = R e F'(x) = f(x) para todo z € [a, b].

Neste caso, a fungdo F' é chamada de primitiva (ou antiderivada) da fungéo f, pois tem-se que

d

%F(x) = f(x) para todo x € [a,b].

Fundamentado nessas ideias, é possivel determinar o resultado de integrais por meio de derivadas.
Na maior parte dos textos de Célculo utilizados em cursos de graduacdo da area de exatas, a
exposicdo do conceito de integrais ocorre logo apés o desenvolvimento do conceito de derivada®.
Com o TFC alguns problemas podem ser resolvidos, tais como drea sob pardbolas, drea de circulos,
volume de esferas, trabalho num campo de forcas, comprimento de arco, centro de massa etc.

O TFC surgiu apds a descoberta do processo de diferenciacdo, seja sob a ética de Newton ou de
Leibniz, mas ha evidentemente outros cientistas que influenciaram nessa descoberta, tais como
Arquimedes, Kepler, Cavalieri, Fermat, Wallis, Isaac Barrow etc, para citar alguns. Nas palavras
de E. Hairer e G. Wanner [19],

5Essa férmula estd escrita numa notacido moderna, diferente daquela escrita no século XVII.
6 Assim, é plausivel a associagdo de integral indefinida como sendo a operacgdo inversa da derivada.
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O passo decisivo veio quando Newton, Leibniz, e Joh. Bernoulli descobriram inde-
pendentemente que integracdo € a operagdo inversa da diferenciacio, reduzindo assim
o0s esforgos dos pesquisadores acima a algumas regras de diferenciag¢io (Tradugao dos
autores) ([19], p. 107).

O TFC é demonstrado levando-se em conta a relagdo entre integrais e antiderivadas, e doravante,
naquela época, esforcos seriam canalizados na busca por fungdes que tivessem primitivas. Em
cursos iniciais de Célculo hd um foco no estudo sobre integrais em que se tem em mente o TFC
e a busca por primitivas. Ha também, as vezes, uma forte relacdo entre o conceito de integrais
e o conceito de antiderivadas. Essa estratégia pedagodgica nao estd em desacordo com o contexto
histérico, mas deve-se cuidar, tal como também ocorreu na histéria da matemaética, ao investigar

. . - . . 3
integrais que contenham fungdes com pontos de singularidades, tal como [ ) ﬁdm, ou mesmo

para integrais do tipo jf e’ dz, em que flx) = e’

nao tem primitivas. Ou, ainda, como
exposto no livro A Introduction to Analysis and Integration Theory, [28], em que se diz que o uso
indiscriminado da integral definida de Newton-Leibniz pode gerar problemas de dificil explicacao,

tais como:

Era dificil explicar o que significava f_ll r7dz = In(—1); o lado esquerdo aparentava
ser um nidmero real, enquanto que o direito era imagindrio (...) (Tradugio dos autores)

([28], pviii).

Antes disso, em seu livro Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, de 1687, Newton preocu-
pa-se com a busca de areas via quadraturas, ou seja, se o objetivo é determinar a drea A de uma
regido R, entdo busca-se por um quadrado cuja area seja igual a A. J& para Leibniz, o problema
de encontrar areas resumia-se a trabalhar com infinitésimos.

Com a definicdo acima de integral, a classe de fungoes integraveis, no sentido de Newton-Leibniz,
serd aquela para a qual existem primitivas. Incluidas nesta classe estdo as fungdes polinomiais,
trigonométricas etc., que representam, normalmente, a grande parte das fungoes tratadas em cursos
de Célculo. No entanto, uma grande parte de fung¢oes nao sdo integraveis, no sentido de Newton-
Leibniz. As fungoes do tipo escada — ou seja, uma funcdo f : [a,b] — R de tal forma que [a, b]
é particionado em n intervalos disjuntos Iy, I,,..., I, tal que f(x) = ¢, para todo z € I, com
k=1,2,3,...,n — nao sao Newton-Leibniz integraveis.

A ideia de integral como antiderivada implica uma redugao as derivadas do conceito de integrais.
A expansao de fungbes como uma série de Taylor e a possibilidade de integragdo termo a termo
ajuda a diminuir o impacto da nao resolucao de integrais devido a ndo existéncia de primitivas. No
entanto, problemas associados a equacao da onda e séries de Fourier “indicaram” que a descoberta
de uma caracterizacao independente do conceito de integral passaria pela revisao do conceito de
fungoes, e isso foi feito por A. Cauchy. A caracterizagdo de integral baseada em Newton-Leibniz
nao possibilita, nos dias de hoje, a resolugdo de alguns problemas em areas tais como estatistica,
teoria da informacao, fisica, equagdes diferenciais etc., [18].
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2.3. Integrais de Cauchy

O que significa “drea de uma regiao”? A resposta a essa pergunta implica a defini¢do precisa do
conceito de integral, que até a época de A. Cauchy estava sendo caracterizado pelo processo inverso
da derivada, ou seja, pelas integrais de Newton-Leibniz. As razoes que levaram A. Cauchy a iniciar
um processo de rigor na matematica e a introduzir o conceito de limites ainda constituem palco
para muitas discussoes. Para H. Lebesgue, Cauchy esbogou o rigor na matematica por motivos
unicamente pedagdgicos, devido aos seus cursos na Ecole Polytechnique ([28] px).

Henri Lebesgue, por outro lado, acreditava que Cauchy tinha iniciado seu programa de
rigor principalmente por razées pedagdgicas, (...) (Tradugdo dos autores) ([28], pz).

Com o objetivo de fornecer uma defini¢ao de integral independentemente do conceito de derivadas,
Cauchy introduz o moderno conceito de integral, definido como limite de somas “infinitas”. Em
1823, no Résumé des lecons donnés a I’Ecole Royale Polytechnique sur le calcul infinitésimale,
Cauchy define o conceito de integral definida para fungdes continuas [10]. Em notagdo moderna
tem-se a seguinte definicao:

Definicao 2. ([3], pp199-200) Se I = [a,b] é um intervalo fechado limitado em R, entdo uma
particdo de I é um conjunto finito, ordenado, P = {zy, x4, ..., 2,,_1, %, } de pontos em I, tal que

a=2y<x; <Ty<..<x,=b

Os pontos de P sdo usados para dividir I = [a,b] em subintervalos disjuntos

Il = [xO’Il] I2 = [:Cl’IZ]?"' 7In = [xn—laxn]'

Representa-se uma partigdo de [a, b] por

P=A{lr; q, 2]},

Definicao 3. Se P = {[z;_;,z;]}}; é uma particdo de [a,b], entdo a soma de Cauchy de uma
funcao continua f : [a,b] — R correspondente a P é o nimero

S(f;7) = Zf(xzfl)(% —Tq)
i—1

Defini¢do 4. Uma fungdo continua f : [a,b] — R é dita ser Cauchy integravel em [a, b] se existe
um numero L € R tal que para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal que se P é uma parti¢do de [a, ]
com ||P|| < 0, entdo

[S(f;P)—L| <e.

O conjunto de todas as fungdes que sdo Cauchy integraveis em [a, b] serd denotado por Cla,b]. Se
f € CJa, b], entdo o ntimero L é unicamente determinado e serd chamado de integral de Cauchy
de fem [a,b], comumente denotado por

b
C’/ f(x)dx = L.
a N
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Com base na nocao de limites, Cauchy define integrais a partir de “somas infinitas.” Nesses de-
senvolvimentos, Cauchy limita-se a abordar o conceito de integrais, via somas, independentemente
de derivadas, apenas para fungdes continuas,em um intervalo fechado e limitado [a, b]. E o inicio
das defini¢oes das classes de fungoes integraveis. Com Cauchy, inicia-se um método construtivo
para o calculo de integrais, e a classe de fungbes integraveis, no sentido de Cauchy, torna-se in-
dependente do conceito de derivadas. Mas Cauchy nao investigou apenas fungoes continuas, ele
estendeu seu conceito para fungoes descontinuas em um ntmero finito de pontos de descontinui-
dade, fungbes com descontinuidades isoladas. Fungoes com pontos de descontinuidade ndo podiam
ser integraveis, e métodos especiais precisavam ser elaborados para integra-las. Para as funcoes do

1
(x—1)2
Definigao 5. ([35], p505) Seja f uma func¢do continua em um intervalo (a,b] que é ilimitada em
cada intervalo (a,a + ¢). Entéo

tipo Cauchy utiliza limites para sua integracao e trabalha com integrais improprias.

b
/f dx—hm f(z)dz,
-0 a+o

se esse limite existir. No caso de o limite existir a integral é dita ser convergente, caso contrério é
dita ser divergente.

Com o fortalecimento do conceito de fungoes, fortalece-se também o conceito de integrais, e, dai,
busca-se por novos desenvolvimentos do conceito de integral com vistas a aumentar a classe de
fungdes integraveis. Eo que ocorre com G. Riemann, que fornece um tratamento sistematico para
as integrais, mais amplo que o de Cauchy.

2.4. Integrais de Riemann

O que é uma fungio integrdvel? Questionamento como esse foi elaborado por Riemann, quando
propos investigar com precisdo o conceito de integral. Em 1854 ele questiona em seu artigo [31]:

Nossa primeira questdo é portanto: que significado devemos dar para fb f(x)dx?
(Tradugio dos autores) (Riemann 1854, Werke, p239) ([19] p221).

O esclarecimento dessas questoes leva ao entendimento e discernimento do que seja uma fungéo
integravel. Pode-se dizer que Riemann precisou rever o conceito de integrais, e de fungdes, para
poder investigar os problemas deixados por Fourier. Riemann foi o primeiro a desenvolver um
processo sistematico para avaliar condig¢oes de integrabilidade sobre fungoes. As somas de Cauchy
consideram, em cada subintervalo de uma particao, o valor da esquerda, z,_;, do subintervalo
[, 1, ;] como argumento da funcdo f. Riemann, por sua vez, aprofunda os estudos sobre a classe
de funcoes integraveis e, ao invés de escolher, em cada particdo o valor z;_;, escolhe um valor
qualquer, ou seja, considera um valor ¢; € [z;_;,x;].

n
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Essa flexibilidade permite estabelecer condi¢des necessarias e suficientes para a existéncia da inte-
gral. Com isso, Riemann investiga as questoes deixadas por J. P. Lejeune Dirichlet (1805-1859) e
trabalha para responder a seguinte pergunta: Em quais casos uma fungdo € integrdavel? Por isso
atribui-se a Riemann o inicio das investigagoes sobre as condigoes de integrabilidade. No entanto,
alguns conceitos bdsicos de andlise (como limites, continuidade, continuidade uniforme, convergén-
cia uniforme etc.) ainda no eram conhecidos na época de Riemann e s6 viriam a ser entendidos
por volta dos anos 1872 (final do século XIX). Também, mesmo sabendo que série de Fourier
foi um dos pontos de investigagdo de Riemann, o qual resultou nos estudos sobre condi¢ées de
integrabilidade, foi a aceitacdo de uma caracterizacao geral do conceito de fungdes que alavancou
todo o processo.

G. Riemann definiu a integral definida de uma fungao f de nimeros reais [31], no intervalo fechado
[a, ], da seguinte maneira, em notacio atual ([3], pp199-201):

Definicdo 6. ([3], p200) Seja P = {[z;_;,;]}", uma parti¢io” de I. Uma etiqueta é um ponto
t, € I, = [x,_q,x;], para ¢ = 1,2,...,n. Uma particdo etiquetada é um conjunto de pares
ordenados )

P=A{(lzir, 2], t) ity

Definigdo 7. ([3], p200) Se P = {([z;_1,x;],t;)}-, é uma particao etiquetada, entdo a soma de
Riemann de uma fungéo f : [a,b] — R correspondente a P é o nimero

S<f§j7> = Zf(t1)<xz — ;).
i=1

Definicao 8. ([3], p201) Uma fungao f : [a,b] — R é dita ser Riemann integravel em [a, b] se
existe um nimero L € R tal que para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal que se 7 é uma partigao
etiquetada de [a, b] com ||P|| < §_, entdo

|S(f; ) = L] <e.

O conjunto de todas as fungdes que sdo Riemann integraveis em [a, b] serd denotado por R[a, b]. Se
f € Rla,b], entdo o nimero L é unicamente determinado e serd chamado de integral de Riemann
de fem [a,b], comumente denotado por

ye/ab f(z)da = L.

As somas S(f; .’P) sdo as famosas somas de Riemann, ji em notagdo moderna [3]. No entanto, é
comum observar a denominacao “somas de Riemann” sendo aplicada a quaisquer tipo de somas cujo
objetivo é calcular o valor de uma integral via inser¢do ou circunscricdo de retadngulos na regiao
que se pretende calcular a area. Tal como em Cauchy, Riemann utilizou também de integrais
improprias. Num sentido estrito, integrais improprias ndo podem ser ditas serem integrais de
Riemann, pois lidam com fungdes ilimitadas (que ndo sdo Riemann integréveis) ([5], p30). Mas
com as integrais improprias, a classe de fungoes integraveis expande-se. O exemplo

/1 \/lx
X,
1 | |

"Leva-se em conta a definicio de particdo exposta na secio sobre Integrais de Cauchy.
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, que é integrével (imprépria) no sentido de Riemann, mas

1
1
/ —dx
nao é uma integral resolvida no sentido de Riemann (integral imprépria). Isso mostra que a
existéncia de antiderivadas (neste caso, F'(z) = In(|z|)) ndo garante a existéncia de integrais
impréprias ([5], pp30-31). Como serd visto em exemplos nas se¢des que se seguem, hd também

fungdes que sdo integraveis no sentido de Riemann (integral imprépria) mas ndo o sdo no sentido
de Lebesgue.

mostra uma funcgao,

L
Vil

3. Integrais de Lebesgue

E aceito, na comunidade académica, que as integrais de Newton e Leibniz eram insuficientes para
impor desenvolvimentos na matemadtica, haja vista sua dependéncia ao conceito de derivadas.
Além disso, fungdes como a fungdo sinal f(x) = sign(x) ndo seriam integraveis em [—1,1], por
exemplo. No entanto a drea da regido entre o grafico dessa funcdo e o eixo x nesse intervalo é
2, por isso Cauchy aborda integrais para fungoes continuas e descontinuas em um ntmero finito
de pontos. Riemann segue esses passos e vai além. Caracteriza o que é “area sob uma curva” e
integra fun¢des com um niimero infinito de pontos de descontinuidade. Mesmo assim, o conceito de
integral ainda se mantém sob a tutela do conceito de continuidade. “Quanto” de descontinuidade
pode haver em uma funcdo para que ela ainda seja integravel? A fungéo de Dirichlet ndo é Riemann
integravel, mas a fun¢do de Thomae é Riemann integravel ([1], p193), e ambas tém infinitos pontos
de descontinuidade®. A resposta a essa pergunta foi dada por Lebesgue no trabalho Sur une
généralisation de l'intégrale définie em 1901 e em sua tese de doutorado Intégrale, Longuer, Aire
em 1902.

Na sequéncia, para fins de comparacao entre as varias definicbes do conceito de integral, expoe-se
o conceito de integral de Lebesgue de modo semelhante ao de Riemann, em notagdo moderna, tal
como exposto em [39].

Definigao 9. ([39], p19) Uma medida exterior m*(G) de um conjunto aberto G C [0, 1] é definida
. 9.

como o nimero real Z(bi —a;), em que G = U,(a;,b;)

Definigdo 10. ([39], p19) Uma medida exterior m*(A) de qualquer conjunto A C [0,1] é definida
como sendo o niimero real

sup{m*(G)|A C G e G é um conjunto aberto em [0, 1]}.

Definigao 11. ([39], p22) Uma medida interior m,(A) de qualquer conjunto A C [0, 1] é definida
como sendo um nimero real 1 —m*([0,1] A).

8A funcdo de Dirichlet tem um conjunto nido enumeravel de pontos de descontinuidade e a funcdo de Thomae
tem um conjunto enumerével de pontos de descontinuidade ([3], pp127-128).

9Leva-se em conta que cada conjunto ndo vazio aberto G C R pode ser expresso unicamente como uma unido
finita ou uma unido infinita contdavel de pares disjuntos de intervalos abertos.
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Definig¢ao 12. ([39], p22) Um conjunto A C [0,1] é dito ser Lebesgue mensurdvel se m,(A) =
m*(A). Neste caso, a medida de A, denotada por m(A), é o nimero m,(A) = m*(A).

Definigao 13. ([39], p47) Seja A um subconjunto mensurdvel limitado de R. Entdo f: A - R é
uma fung¢do mensurdvel em A se {x € A| ¢ < f(z)} é mensurdvel para cada nimero real c.

Definicao 14. ([39], pp59-60) Se f é uma funcdo mensurdvel em um conjunto mensurével A C R,
se P = (Y9, Y1,---»Yy,) € uma particio de

[£, u] = [sup{f(z)|z € A}, 1+ inf{[(z)|z € A}],

yr € ly;i_1,y;) parai=1,2,...,n,
entdao denomina-se

L(f,P) =) yim({z € Ay < f(z) <y;})
i—1
de soma de Lebesgue de f relativa a P.

Definigao 15. ([39], p60) Uma fungdo mensuravel f : A — R é uma fungio Lebesgue integravel
em A se existe um ntimero real L tal que para cada € > 0, existe um 0 > 0 tal que, se ||P|| <, e
se L(f, P) é uma soma de Lebesgue de f relativa a P, entdao |L(f, P) — L| < e.

O ndmero L, tnico, é chamado de integral de Lebesque de f em A, e denotado por

/A fdm.

Lebesgue elaborou uma “teoria da medida” para que seu novo conceito de integral pudesse ser
desenvolvido. Mas a nocao de medida deveria satisfazer a intuicdo comum, tal como na medida
de um intervalo em R. Por exemplo, ao se medir, com base na intui¢do, um intervalo X = [a, ] e
um intervalo Y = (b, ¢], disjuntos e tal que [a,b] U (b, c] = [a,c] = Z, deve-se ter que a medida de
X mais a medida de Y deve fornecer a medida de Z. Ou ainda, como mais um exemplo, estima-se
que a medida de um subconjunto de X nao exceda a medida do préprio conjunto X. Além dessas,
outras nogoes intuitivas sobre o conceito de medida deveriam ser satisfeitas. Mas uma delas foi
muito significativa, qual seja, a ideia de que “o todo é a soma das partes.” A generalizacio dessa
ideia é conhecida como aditividade contavel, ([8], pp86-90)'’. Mas h4 recursos mateméaticos
que auxiliam na definicdo de medida, tal como uma o—4&lgebra'!, que é fechada para as operacdes
usuais da teoria de conjuntos. A o—é&lgebra gerada pela colecdo de todos os intervalos abertos
de R é chamada de o—algebra B de Emile Borel (1871-1956). Com base nisso, tem-se que cada
conjunto de Borel de niimeros reais é um conjunto Lebesgue mensuravel ([7], p.112-113). Se M é a
colecdo de todos os conjuntos mensuraveis de R, entdo existem conjuntos em M que nao estao em
B ([2], p-311). Isso indica que hé uma hierarquia de conjuntos: mensurédveis, de Borel, c—&lgebra,

10H4 uma explicacdo muito interessante desse conceito no capitulo 3 de [7], bem como a explicagio do complexo
desenvolvimento da teoria da medida de Lebesgue.

" Uma, colegdo S de subconjuntos de E é chamada de classe contavelmente aditiva de conjuntos (ou oc—algebra)
se: i) E € S, ii) se A€ Sentdo (E— A) € Seiii) se {A;}2, C S entdo U2 A; € S ([39], p33).
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que satisfazem aditividade contdvel etc., os quais indicam também a classe de fungoes integraveis
no sentido de Lebesgue ([7], p.114). Nota-se com isso o quanto que a nocao de medida influencia
no conceito de integral de Lebesgue.

Nota-se que Riemann aprimorou as somas de Cauchy, e Lebesgue, de modo analogo, aprimorou
as somas de Riemann. Em vez de tomar as parti¢gdes no dominio da fungdo f(z), como em
Riemann, Lebesgue tomou as partigdes na imagem da fungdo f(x), mas para isso precisou medir
os subconjuntos de R.

: Parti¢oes no dominio (a,b) : Particdes na imagem (f, f)

O entendimento do conceito de continuidade revela o quanto “extensivo” é o conceito de integracio
de Riemann. Seja, por exemplo, para = € [0,1] e {ry,ry,...,7,,...} uma enumeracio de todos os
nimeros racionais ([1], p210-211). Seja a funcdo g,, de nimeros reais definida como segue. Seja
g1(x) = 1se xz = r; e seja g;(x) = 0 caso contrario. Seja agora, g,(x) = 1 se x é ry ou 7y,
exclusivamente, e seja g,(z) = 0 em todos os outros pontos de [0, 1]. Para cada n € N, seja

1 sexe{r),rog,rg, ., Tyt
gn(x) = { 0 caso contrério.

Cada g,, tem somente um nimero finito de descontinuidades, e portanto ¢ Riemann integravel com

1
,73/ g, = 0.
0

Mas a sequéncia de fungoes (g,,) converge para a fungdo g(x) de Dirichlet, ponto a ponto, no
intervalo [0,1]. Assim

1 1
lim % [ g, #2 [ g 1)
0 0

n—oo
Essa tltima equacio seria valida se a convergéncia g, para g fosse uma convergéncia uniforme'?.
Henri Lebesgue alterou a definicao de integral de modo que a equagao acima pudesse ser verdadeira.
Para isso, Lebesgue introduz a ideia de medida de um conjunto e, com base nisso,

1 1
T};H;oﬁ/o gn=£/0 2 (2)

e a funcdo de Dirichlet torna-se Lebesgue Integravel. H& também deficiéncias nas integrais de
Lebesgue. Nem todas as fungoes integraveis no sentido de Lebesgue satisfazem o TFC, e ha
fungbes cuja integral improépria existe no sentido de Riemann, mas ndo no sentido de Lebesgue
([1], p212). Isso sugere novos desenvolvimentos no conceito de integrais. Isso foi o que O. Perron,
A. Denjoy, J. Kurzweil e R. Henstock fizeram.

1230bre esses conceitos ver [3], paginas 241 a 246.
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4. Integrais de Kurzweil-Henstock

Com base na teoria da medida e integragdao de Lebesgue, é possivel dizer, acerca das integrais de
Riemann, que uma funcao limitada é Riemann integravel se seu conjunto de pontos de desconti-
nuidade for um conjunto de medida zero ([3], p.220). No entanto, mesmo na teoria de Lebesgue,
ainda havia deficiéncias na teoria de integrais, indicando que alteracoes e ajustes faziam-se neces-
sarios. Com as integrais de Lebesgue tornou-se possivel integrar a fungao de Dirichlet, mas ainda
nao era possivel integrar todas as fungoes primitivaveis. Além disso, existem fungées cuja integral
impropria existe e ndo sao fungoes Lebesgue integraveis. Essas duas deficiéncias das integrais de
Lebesgue, se assim se pode dizer, foram resolvidas também com as integrais de Kurzweil-Henstock.
Em 1957 o matemadtico tcheco Jaroslav Kurzweil (1926-) em trabalhos de pesquisa em equagoes
diferenciais fornece uma definigdo de integral equivalente & de Perron [26]. Mais tarde, o matemé-
tico britdnico Ralph Henstock (1923-2007) desenvolve, independentemente, um conceito de integral
equivalente ao de Kurzweil [22]. Em ambas as apresentagdes, o conceito fundamenta-se nas ideias
simples das integrais de Riemann. Além disso, o conceito é amplo o suficiente para considerar as
integrais de Riemann e de Lebesgue como casos particulares.

Defini¢do 16. ([3], p149) Uma funcido calibre em um intervalo I = [a,b] é uma funcao estrita-
mente positiva definida em I. Se § é um calibre em I, entdo uma particdo etiquetada P 6 dita
ser )—fina se

t, eI, Clt;, —0(t;),t; +d(t;)] parai=1,2,...,n.

Lema 1 (Cousin). ([3/, p151) Se 6 é um calibre definido no intervalo [a,b], entdo existe uma
particio 6—fina de [a,b].

Um ponto importante é a relacdo entre as integrais de Kurzweil-Henstock e o lema de Cousin,
que é equivalente a um axioma de completude [32]. Pierre Cousin (1867-1933) provou, [12], que,
se I = [a,b] C R é um intervalo nao degenerado e se § é qualquer calibre definido sobre I, entao
sempre existird uma partigdo etiquetada de I, que é d—fina ([2], pll), base para a definigdo das
integrais de Kurzweil-Henstock.

Definigao 17. ([3], p290)'® Uma funcio f : [a,b] — R é dita ser Kurzweil-Henstock integravel
em [a, b] se existe um niimero L € R tal que para cada e > 0 existe um calibre J. > 0 em [a, b] tal
que se P é qualquer partigdo §.—fina de [a, ], entdo

|S(f;.’j)) —L|<e.

O conjunto de todas as fungdes que sdo Kurzweil-Henstock integréveis em [a,b] serd denotado
por X H[a,b]. Se f € X H]|a,b], entdo o nimero L é unicamente determinado e serd chamado de
integral de Kurzweil-Henstock de f em [a, b], comumente denotado por

L= %ﬂ/bf(x)dm.

Do mesmo modo que, com simples alteragoes na defini¢do de integrais de Cauchy, Riemann expan-
diu sua classe de fungbes integraveis, as integrais de Kurzweil-Henstock foram expandidas gracas

3No livro Introduction to Real Analysis, ([3], p290), os autores utilizam a denominacio Integrais de Riemann
generalizadas, em vez de integrais de Kurzweil-Henstock como denotadas nesse texto.
B
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também a simples alteracoes nas integrais de Riemann. Em Riemann considera-se um valor § > 0,
ja em Kurzweil-Henstock considera-se uma funcao 0 de valores estritamente positivos.

I, Ct, —0,t, + 9] ‘ Kurzweil-Henstock ‘ (I, Ct,—0(t;),t; + 0(¢;)]

Observa-se que ha vantagens e desvantagens nessas classes de funcoes integraveis expostas neste
texto. Por exemplo, existem fungoes f que sdo Kurzweil-Henstock integraveis mas o mesmo nao
ocorre com o valor absoluto dessas mesmas fungdes, ou seja, f € X H[a,b], mas |f| ¢ K FH]a,b].
J4, com as fungdes Riemann integraveis, se tem que se f € RK[a,b] entéo |f| € R[a,b] ([3], p. 304).
Por outro lado, dentre as fungdes que pertencem a classe de fungoes que sao Kurzweil-Henstock
integraveis, torna-se possivel identificar quais delas sdo Lebesgue integréaveis. Para isso basta
levar em conta a seguinte assergdo: uma fungdo f € Lla,b] se, e somente se, ambas as fungoes,
f € XHla,b] e seu valor absoluto |f| € X H|a,b] (2], p-17).

5. Exemplos

Nessa secao apresentam-se exemplos de fungoes que sdo e que nao sao integraveis, nas abordagens
expostas em secoes anteriores. As demonstracoes podem ser encontradas nas respectivas referéncias
bibliogréaficas. Além de expor exemplos classicos e facilitadores, no sentido didatico, argumenta-se
também que o assunto nao se esgotou em termos de desenvolvimento cientifico. A classe de funcoes
integraveis no sentido de Kurzweil-Henstock nao aborda uma classe tao ampla como se imagina.
Além disso sempre ha pros e contras com relagao as facilidades que essas integrais produzem no
fazer matematico. Isso indica que novos desenvolvimentos ainda podem ser elaborados com o
objetivo de ampliar ainda mais a classe de fungées integraveis. No livto A Modern Theory of
Integration, Robert Bartle escreve que ainda hé desenvolvimentos a serem realizados na teoria da
integracao:

(...) € surpreendente que novos desenvolvimentos continuem a surgir nessa teoria
(...) (Tradugio dos autores) ([2], pix).

Exemplo 1. ([3], p206) Seja a fungdo de Thomae h : [0,1] — R, com h(z) =0 se z € [0,1] é um
1
nimero irracional; h(0) = 1; e h(z) = — se x € [0, 1] é um ndmero racional z = ™ onde m,n € N

n
sao primos entre si. A fungdo de Thomae, que é continua em cada nimero irracional e descontinua
em cada nimero racional, ¢ Riemann integravel em [0, 1].

1 senz cosz =
r 2 e — nao sao Newton-Leibniz integraveis.

*senx? — = 2
Ina’ =z x ||

Exemplo 2. As fungoes e~
1

Exemplo 3. ([3], p218) Seja F(z) = 2 cos(—) para € (0,1] e F(0) = 0. A fungao
x

) 1 2 1
F’(z) = 2x cos 2 + ;sen(?),

para z € (0,1] com F'(0) = 0 néo ¢é limitada em [0,1] e F(x) é continua e diferencidvel em cada
ponto em [0,1]. F” é uma fun¢do que ndo é Riemann integravel, é Newton-Leibniz integravel e é
Kurzweil-Henstock integravel em [0, 1].
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Exemplo 4. A fungdo f(x) de Dirichlet,

ro={y =t

se xz€l

introduzida por P. G. L. Dirichlet em 1829, é Kurzweil-Henstock integravel em [0, 1], ([3], p291), é
Lebesgue integravel em [0, 1], ([8], p21), mas ndo é Riemann integrével ([3], p209) e nem Newton-
Leibniz integravel

Exemplo 5. ([40], p71) A func¢do
1
flz) = -

1
para = # 0 ndo é Kurzweil-Henstock integrével em [0, 1]. Também, f(x) = — com z € [1, +00) ndo
x

é Kurzweil-Henstock integravel em [1, +00) ([3], p314).

Exemplo 6. ([3], p288 e p311) Na integral imprépria de Dirichlet,

* senx
dr,
b z

pertence a X' [0, 00), mas ndo é Lebesgue integrdavel em [0, 00). Nota-se também

en xr

_ S
a fungao

senx senx

o0
que na integral com valor absoluto / ’ ’ dx, a funcao ‘ ‘ nao é nem Kurzweil-Henstock,

x
nem Lebesgue integravel em [0, c0).

Exemplo 7. ([40], p18) ([5], p91) A funcdo

flz) = Zzsen(%) — cos(é)7

1

é descontinua e limitada, para x # 0, com f(0) = 0. A funcio F(z) = x?sen(—), com F(0) =0 é
T

tal que F’ = f. Assim, f é Riemann integrdvel e também é Newton-Leibniz integrével em [0, 1].

Exemplo 8. ([3], p215, ex. 12), ([40], p. 18) A funcao

1
f(z) = sen(})
para z € (0,1] e f(0) = 0 é Riemann integravel, mas ndo é Newton-Leibniz integrével.

Exemplo 9. ([4], p254), ([3], p302) A funcio ilimitada

com f(0) = 0 é Newton-Leibniz integravel, é Cauchy integravel, é Riemann integravel em (0,1] e é
também Kurzweil-Henstock integravel em [0, 1]. A funcdo g(z) = f(z).sen(L) para z € (0,1] com
g(0) = 0 é Lebesgue integrével em [0, 1] ([3], p307).
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Exemplo 10. ([5] pp33-35) A fungéo

) = S (02

n=1 n

¢ Riemann integravel, mas é descontinua em todos os ntmeros racionais. Neste caso, a fun¢do
((x)) é definida como:

r—|z] se |z]<z<l|z]+3
(@) =1 0 s a=|z]+3
r—|z]—1 se |z]+3<z<|z]+1

Exemplo 11.

F'(x) = T sen(—) + cos(ﬁ), com f(0) = F’(0) = 0, é Kurzweil-Henstock integravel em [0, 1], mas
x x
[f(2)] = | (z)] & XH[0,1].

[3], p301) Seja F(x) = xcos(g) para z € (0,1] com F(0) = 0. A fungdo f(z) =

(

2 ™

Exemplo 12. ([8], p194) A funcdo f(z) = 2xsen(12) — —cos(—) para z € (0,1] e f(0) =0 ¢
x x x

Kurzweil-Henstock integravel, mas nao é Lebesgue integravel.

Exemplo 13. ([5], p189) Seja f(x) = 2zsen(z~2) — 22! cos(x2). A integral imprépria

/0 fla)de,

existe no sentido de Riemann, mas nao existe no sentido de Lebesgue.
Exemplo 14. Seja a fungdo F(x) = z?sen(z~2), para z # 0 e F(0) = 0.
Seja F’(z) = 2wsen(r2) — 2z 1 cos(z2). F’ é integravel no sentido de Newton-Leibniz e é

Kurzweil-Henstock integravel em [0,1] ([40], p71), mas F’ ndo é Riemann integravel'* ([5], p89).

Exemplo 15. ([3], p225) Se h : [0,1] — R é a fun¢do de Thomae e se sign(z) ¢ a fungdo Sinal,
entdo a fungdo composta sign(z) o h ndo é Riemann integravel, mesmo que as fungdes de Thomae
e Sinal sejam Riemann integréaveis.

A partir do exposto nas se¢oes anteriores, e nos exemplos desta secdo, é possivel exibir um quadro
comparativo em que as fungoes integraveis, segundo sua defini¢do particular, apresentam-se numa
relacdo entre conjuntos.

1Nzo se leva em conta, neste caso, as integrais impréprias de Riemann.
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Integrais de Kurzweil-Henstock

Integrais de Lebesgue

Integrais de Riemann

Im-
Integrais pro-
de prias
Cauchy

Integrais de Newton-Leibniz

6. Conclusao

A exposicdo histérica com olhares na génese do conhecimento, [36], torna-se fundamental como
estratégia pedagogica, haja vista que esclarece os desenvolvimentos que sdo essenciais para a com-
preensao de conceitos matematicos e para a percep¢ao de que na matematica ha processos de
transformacao e interacdo. Além disso, ajusta, destarte, os caminhos que formaram a construcao
de determinados conceitos. No caso do presente trabalho, o conceito de integrais é exposto e,
tal como no quadro comparativo acima, sdo elencados exemplos, ndo exaustivos, onde a alteragao
(ou ajuste) do conceito de integrais impactou na expansio da classe de fungdes integréveis e na
interacdo da matemdtica com outros campos do conhecimento. Urge que esclarecimentos, em
cursos de Célculo, sejam feitos em paralelo a apresentacdo de conceitos mateméticos. Caso nao se
explicite, num curso de Calculo, por exemplo, qual é a abordagem de integrais adotada, dificuldades
de leitura podem surgir, tal como no seguinte exemplo, sobre qual resposta pode ser considerada
correta.

1 .
Exemplo 16. No escopo de integracdo via Riemann, a fungao de ntimeros reais f(z) = — defi-
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nida, por exemplo, num intervalo (0, 2], pode ser resolvida, num curso de Célculo, com a aplicacao
das técnicas de integrais impréprias:

21 71 . 2
/O ——dz = lim /a ﬁdx: lim [2v/z] = lim [2v2—2V/a] = 2V2. (3)

\/E a—0* a—0+

Mas, no escopo das integrais de Kurzweil-Henstock, essa mesma func¢ao pode ser resolvida de modo
imediato:

N3

Vale citar um comentario de R. Bartle:

/2 o = [2v3)° = 2v2 - 2V0] = 2V2. (4)
0

Esses processos de limites ndao sao necessdarios quando se trata de integrais
de Riemann generalizadas. (Traducdo dos autores) ([3], p302).

Esse exemplo indica o quanto é importante o conhecimento de conceitos matematicos e também
da exibicao de sua trajetoria historica e conceitual. Esses “caminhos” que formam a génese de um
conceito sdo vitais para se ter uma matematica conexa com seu desenvolvimento. E evidente que
exemplos que desvelam o surgimento de um conceito existem em varios setores da matematica, haja
vista que a evolugdo da matematica da-se por processos dedutivos e indutivos, caracterizando uma
ciéncia cumulativa. No entanto, como em toda ciéncia, ha alteracoes e inovagoes em seus aspectos
tedricos. O conceito de integrais é um desses exemplos. As facilidades de acesso as informagoes no
mundo atual podem ser utilizadas para clarear e precisar os conceitos mateméticos. Desse modo,
algumas confusdes podem ser evitadas, tais como: utilizar somas de Riemann numa definigdo
de integrais de Darboux [13], dizer de fungdes integraveis como sendo func¢des Newton-Leibniz
integraveis; caracterizar somas de Cauchy como sendo somas de Riemann; dizer que a fungdo

flx) = T ndo é integravel em (0,2] sem dizer do conceito de integral no qual a fungdo estd
x

inserida (exemplo 16); esquivar-se de uma caracterizagdo de diferengas entre integrais construtivas
e integrais descritivas etc. Outro cuidado que se deve ter refere-se ao Teorema Fundamental
do Calculo, pois esse pode induzir ao pensamento de que “ser integravel” é possuir primitivas.
Atualmente se faz necessario que, ao se definir um conceito de integral, se explicite também a que
tipo de integral se refere. O esclarecimento desse cenario, entende-se, é uma estratégia pedagogica
com vistas as melhorias na compreensao de conceitos matemaéaticos em Célculo.
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