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Cortando bolo, pizza e grissini

José Antonio Salvador

Resumo

Nos processos que levam a aprendizagem matematica destacamos o Ensino da Matemaética através
da Resolucao de Problemas que permitam descobrir padrdes, fazer conjecturas e demonstragoes
explorando diferentes contetidos. Nesse trabalho investigamos a resolucao do problema sobre quan-
tos pedagos de um bolo obtemos com n = 0,1,2,... cortes planos e problemas relacionados. A
riqueza deste problema permite a exploracao de diversos contetidos matematicos como geometria,
sequéncias, tabelas, graficos, primeiras e segundas diferencas, padroes, inducdo matematica, equa-
¢oOes discretas, contagem, arranjos e combinacoes, grafos e obtencdo de coeficientes de polindémios
usando resolucdo de sistemas lineares. Tal abordagem pode contribuir para rever, adquirir e am-
pliar o conhecimento dos estudantes de uma disciplina do curso de Licenciatura em Matematica
ou mesmo do Ensino Médio.

Palavras-chave: Resolu¢do de problemas mateméticos; Cortes planos de um bolo; Padrées;
Sequéncias.

Abstract

In the processes that lead to mathematical learning we highlight the Teaching of Mathematics
through Problem Solving which allows us to discover patterns, make conjectures and demonstrate,
by exploring different contents. In this paper we investigate the problem of how many pieces of
cake we get to make with n = 0,1,2,... flat cuts. The richness of this problem allows to explore
the various contents such as geometry, sequences, tables, graphs, first and second differences,
pattern, mathematical induction, discrete equations, counting, arrangements and combinations,
graphs and obtaining polynomial coefficients using resolution of linear systems. This approach can
help to revise, acquire and undergrad students’ knowledge of a subject in mathematics or even
high school students’ .

Keywords: Linear cuts of a cake; Mathematical problem solving; Mathematical patterns; Se-
quences.

1. Introdugao

Num primeiro momento podemos apresentar a figura de um bolo aos estudantes de uma aula
de matematica para despertar a curiosidade. Que perguntas eles fariam? Poderiam imaginar
questoes sobre varios conteiidos matematicos, desde o tamanho ou peso do bolo, porcentagens dos
ingredientes, nutrientes, calorias, tempo de preparo, custo, divisdao, cortes em um certo ntimero de

pedagos etc. ‘
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Neste trabalho exploramos o problema de determinar quantos pedacos de bolo podemos obter com
n=0,1,2,... cortes planos, que é equivalente a quantas regioes n planos divide o espago.

Ao orientarmos pequenos grupos de licenciandos ou estudantes do Ensino Médio conduzimos ao
entendimento do problema, facilitando com questionamentos para que eles agilizem os seus conhe-
cimentos prévios e que possam descobrir novos.

A principio, observamos que a maioria deles entende o problema, mas apresenta dificuldades para
resolver, exceto quando tentam visualizar e desenhar os cortes em posi¢oes particulares, como
paralelos ou tendo uma mesma intersecao.

No processo de discussao podemos revisar os conceitos relacionados, como plano, espaco, posigoes
relativas de como os planos estdo dispostos etc. Questionando sobre o que queremos obter: o
nimero minimo ou maximo de partes, quais sao as possibilidades e que estratégias utilizar. Tenta-
tivas e erros, adivinhagao, andlise geométrica, testando casos iniciais para n = 0, 1, 2 cortes no bolo
esbogando figuras sdo as ideias iniciais que geralmente aparecem. Também se podem organizar
os dados iniciais obtidos numa tabela e analisi-la, fazer graficos, procurar padrdes, estabelecer
uma relacdo de recorréncia e obter uma funcdo discreta, resolvé-la com as condigoes iniciais. A
dificuldade de solucionar o problema para a maioria leva-nos a sugerir uma estratégia de resolver
um problema andlogo, entendendo primeiro um caso mais simples que pode ser util na busca da
solugdo, conforme [6] e outros pesquisadores da arte de resolver problemas sugerem.

Um problema investigativo mais simples pode ser o de encontrar o (maior) nimero de partes em
que n, n € N (conjunto dos nimeros naturais) cortes retilineos divide uma pizza grande e fina,
conhecido como Pizza de Steiner (equivalente ao problema de quantas regides n retas dividem um
plano) mais ficil de visualizar e de fazer tentativas, experimentos, conjecturas, erros e acertos.

Mais elementar ainda, o problema equivalente em uma dimensao é sobre quantas partes obtém-se
com n quebras de um grissini (palito fininho e comprido de péo), ou equivalente, em quantas
regides n pontos divide um segmento de reta (ou uma reta).

Como sabemos, a énfase da metodologia de resolucdo de problemas desde as ideias iniciais de
compreensao dos mesmos deve ser dada ao processo de resolucdo, a checagem de cada passo da
solucdo a principio proviséria, e testa-la dispondo-se a submeter os resultados ou conclusoes a uma
revisao minuciosa.

Descobrindo uma férmula de recorréncia para os problemas em uma dimensao (grissini), duas
dimensoes (pizza grande e fina) ou trés dimensoes (bolo), podemos questionar um problema mais
geral sobre qual é o maior nimero de partes que n objetos k -dimensionais, k € N, corta um objeto
de uma dimensdo superior (k4 1) - dimensional.

Nesse sentido, visamos a construcdo de conceitos e resultados matemaéticos através de situagoes
estimuladoras e desafiadoras que percorremos desde a abordagem preliminar do problema: o en-
tendimento do enunciado; a interpretacao matemaética com linguagem adequada; compreensao dos
dados do problema; o que estd sendo solicitado; quais as habilidades necessarias para busca da
resolucdo; que conhecimentos prévios poderdao ser mobilizados para a resolugdo do mesmo - se é
que ele tem solugdo; ou a partir de sua resolucao? etc. Serd que a partir do resultado obtido
podemos checar ou demonstrar a solucao encontrada, etc.

Poderiamos ainda expressar nosso sentimento indicando se achamos facil ou dificil, se gostamos ou
nao, e também dos conceitos e resultados revisitados ou adquiridos com a resolugao do problema.
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Abordaremos aqui desde o problema da quebra de um grissini, dos cortes lineares de uma plana
fina e finalmente o de cortes planos de um bolo.

2. Quebrando um grissini n vezes

Consideramos inicialmente o problema mais simples que consiste em obter o maior nimero de
pedacos ao quebrar um grissini fino e comprido n vezes, n € N.

Para descobrir o padrao com n quebras de um grissini propomos considerar a relacdo que associa
a cada numero natural n de pontos sobre um segmento de reta ou sobre uma reta, o nimero de
pedagos ou regides r(n) obtidas.

De fato, pode-se testar inicialmente para n = 0 (zero quebra do grissini ) e obter r(0) = 1 (parte),
ou seja, deixa uma unica regiao linear. Se tivermos n = 1 quebra, obtemos (1) = r(0) + 1 =
1+ 1 =2, ou seja, uma quebra divide-o em duas partes. Ou seja, um ponto sobre uma linha reta
divide-a em duas regides.

Com n = 2 (duas quebras), em quaisquer posigoes do grissini, obtemos 3 partes, ou seja, r(2) =
r(l)+1=2+1=3.

Podemos construir uma tabela com os valores iniciais para cada passo, conforme Tabela 1, de modo
que facilita a descoberta de um padrao;

| n [0]1]2[3[4[5[6]7 [~[n-1] n |
rn) [1]2]3[4][5][6][7]8 ] n |ntl
Ar(n) |1 1|1 |11 ]1]1]..]1] 1

Tabela 1: n quebras de um grissini, r(n) (partes) e Ar(n) (diferenca)

r(n)=r(n—1)+1, neN. (1)
E fazer a observacao de que a diferenca primeira

Ar(n)=r(n)—r(n—1), n=1,2,3,..

dos valores de r(n) é constante igual a 1, e, portanto, a sequéncia r(n) é uma PA (progressao
aritmética) com primeiro termo r(0) =1 e razdo igual a 1, conforme sugere a Tabela 1.

A cada quebra de um grissini (ndo importando o local) obtemos sempre uma parte a mais repre-
sentada pela fungdo discreta linear r(n) = 1+ n, com n € N, cujas propriedades e o grifico afim
discreto podem ser explorados como mostra a Figura 1.
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Figura 1: Numero de partes de um grissini cortado em n pontos

Podemos provar diretamente, calculando a solugdao da equacgao discreta linear de primeira ordem
nao homogénea r(n + 1) = r(n) + 1 com a condi¢do inicial r(0) = 1, para obter

r(n)=1+4+n, VneN

partes de um grissini quebrando em n pontos.

Certamente podemos provar de outras maneiras, como pelo Método da Indugdo Matemaética ou,
mesmo, contando o niimero maximo de pedacos obtidos usando combinacao,

r(n) = Z + 711 =1+4+n

em que (TZ‘) é o nimero binomial de ordem n e classe i,7 = 0,1,2,...,n, ou seja, o nimero de
subconjuntos distintos com ¢ elementos tomados de um conjunto com n elementos.

3. Cortes retilineos de uma pizza

Entendido o caso dos grissinis, pensamos em quantas partes obtemos com n cortes retilineos numa
enorme pizza considerada plana. Devemos agora considerar varios casos, dependendo das posigoes
relativas dos cortes retilineos paralelos, concorrentes num mesmo ponto, alguns paralelos e outros
concorrentes ou no caso mais geral, cortes concorrentes nao se cruzando mais do que dois deles
num mesmo ponto conforme Figura 2.
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Figura 2: Pizza cortada retilineamente trés vezes

3.1. Cortes paralelos

Cortes paralelos numa pizza é um problema andlogo ao caso das quebras de um grissing; para
n € N cortes paralelos temos que pp(n) é o nimero de partes (regides) que a pizza fica dividida

pp(n)=n+1, VneN.

3.2. Cortes concorrentes num mesmo ponto

Se todos os n cortes retilineos distintos forem concorrentes no mesmo ponto central, como geral-
mente se corta uma pizza circular, podemos elaborar tabela e graficos com n = 0,1,2,... cortes
retilineos versus p,,,, (n), representando o nimero de regides que os n cortes concorrentes no mesmo
ponto gera,

Pemp(n) =20, n € N,

conforme a Figura 3.
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n=1- 2 regides n =2 — 4 regioes n =3 — 6 regioes n=4— 8 regices

Figura 3: Numero de regides de uma pizza com n cortes retos concorrendo em um mesmo ponto

Cortes mais gerais também podem ser explorados como véarios concorrentes num mesmo ponto e
alguns ndo, ou mesmo com todos concorrentes dois a dois em pontos distintos.

3.3. Cortes gerais de uma pizza

Consideremos agora o caso mais geral com n cortes lineares de uma pizza néo tendo dois paralelos
e nem trés deles concorrentes num mesmo ponto para obtermos o maximo de regides, conforme
Figura 4, mostrando quatro cortes e 11 partes.
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Figura 4: Quatro cortes retilineos dividindo uma pizza em 11 pedagos

Observamos que o n-ésimo corte, ndo paralelo a nenhum dos n—1 cortes anteriores e ndo cruzando
as intersegoes ja existentes, cortard todos os anteriores em n — 1 pontos distintos e acrescentara
mais n partes convexas, que podem ser contadas passo a passo de modo que podemos descobrir o
padrao:

p(0) =1,

p(1)=p0)+1=14+1=2,
p2)=p(l)+2=2+2=4,
3)=p(2)+3=4+3=7,

pn)=pn—1)+n, neN (2)

Para encontrar a fungdo discreta p(n) explicitada em fungdo de n,n € N, solu¢do da equacao (2),
propomos explorar varios conteidos matematicos como alguns que citaremos a seguir.

3.4. Operando com as relagées de p(n), n € N

Somando membro a membro todas as relagdes anteriores dadas pela equacao discreta (2), para
n=0,1,2... obtemos:

p(0)+p(1)+...+p(n—1)+p(n) =1+ (p(0)+1)+ (p(1)+2)+...4+ (p(n—2)+n—1)+ (p(n—1)+n)
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Simplificando a expressdo anterior, o nimero méaximo de regides do plano cortadas por n retas é:

1 2 2
p(n>:1+(1+2+m+n):1+n(n2—|— ):n —|—2n+ , mEN. (3)
N — — N

, 1) ;. . ,
Observamos que, cada n cortes, o nimero de partes p(n) = 1+ nintl) ¢ igual a 1 mais um nimero

2
. 1 ‘ , .
triangular T, = %, o que nos da margem para explorar os numeros figurados. Também
1 . . . s .
T, = ”(L;) representa a soma dos n primeiros naturais, o que pode ser mostrado de varias

maneiras.

3.5. Tabela e graficos

As primeiras tentativas para resolver o problema geralmente sao de ilustracao grafica dos primeiros
cortes e regides levando a construcao de graficos, planilhas e a obtencao da sequéncia de partes da
pizza 1,2,4,7,11, ... correspondentes a n = 0,1,2,3,4,... cortes retilineos obtidos da equacao (2)
com a condi¢ao inicial p(0) = 1.

Neste caso, o nimero n de cortes gerais forma uma progressao aritmética (PA) associada ao niimero
ps(n) de regides da pizza cortadas por eles, que é uma outra PA de segunda ordem, ou seja, uma
sequéncia em que as diferengas primeiras Ap(n) entre seus termos consecutivos formam uma PA,
exatamente igual a r(n) e, consequentemente, as diferengas segundas A(2>p3(n) sao constantes,
conforme mostra a Tabela 2.

ps(n) (retas concorrentes em pontos distintos)

ot

Aps(n) = r(n) (Diferencas primeira)

n (cortes) 0123|465 6 7
p1(n) (retas paralelas distintas) 112134 5 6 7 8
Apy () T[T 1|11 |1 ]1]1
po(n) ( pizza: retas concorrentes num mesmo ponto) | 1 |2 |4 | 6 | 8 | 10 | 12 | 14
Ap,(n) (Diferenca primeira) 1121212 2 2 2 | 2
11247
112134
1111

AP p,(n) (Diferengas segunda)

Tabela 2: n (cortes distintos dividindo a pizza), p(n) (partes) e Ap(n) (diferengas)

Vemos graficamente como as partes vao aumentando quadraticamente como mostra a Figura 5 a
seguir.
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n

Figura 5: Méximo de partes p(n) de uma pizza com n cortes retilineos

3.6. Usando o principio da indugao matematica

Para demonstrar que a proposi¢ao p(n) = 1+ % estabelecida para cada nimero natural n é

valida para todo n € N, podemos usar Inducdo Matematica, que é uma técnica de demonstracao
direta, adequadas proposi¢oes que poderao ser validas para todos nimeros naturais. A Indugao
Matemaética sobre n pode ser usada neste caso de acordo com os seguintes passos:

a) Verificamos inicialmente a Base da Indugdo (BI), o primeiro passo indutivo de que a proposi¢iao
dada é valida para um primeiro nimero natural n,. De fato, verificamos que para ny, = 0 temos
p(0) = 1 (com zero corte temos a pizza inteira), o que é vélido.

n(n+1)

b) Admitamos em seguida a Hipétese de Inducao (HI) de que p(n) = 14+ =5~

vélida para um certo valor de n € N,n > n,.

é uma propriedade

c) Para concluir que p(n) é valida para todo niimero natural, verificamos se ela também vale para
o préximo nimero natural n+ 1. Para isso, observamos que o (n+ 1) — ésimo corte deve atravessar
todos os n cortes anteriores por fora das regides limitadas, produzindo no méximo outras n + 1
regioes distintas, de modo que

HI
u +1
L4+ (1424 Fn)]+n+1= [1+%]+n+1=
_— 2

0 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et setinicacaSosedads rssiles e Matemiin Salvador

n(n;—l) +2(n2—|—1) 14 (n—&—l)2(n—i—2)7

que é exatamente a proposi¢ao para n + 1. Assim, a proposi¢ao é valida para todo n € N.

3.7. Usando o principio da contagem

Para obtermos a relagdo do nimero maximo de partes da pizza percebemos que, a partir do terceiro
corte retilineo, um novo corte retilineo dividird todas as partes em duas, com excecdo das regioes
existentes correspondentes & intersecdo de todas as outras duas a duas. Novas partes sao obtidas
duplicando o niimero de partes anteriores e subtraindo a quantidade de combinagbes duas a duas
dos cortes anteriores que ja existiam, ou seja:

p(n)=2pn—1)— (ng1> :2p(n—1)—w, n=3,4,5,...

E também, conforme em Pitombeira (2009), podemos escrever o que equivale ao nimero maximo
de regides do plano cortado por n retas usando combinacao como

p(n) = (g)+<?)+ (Z) :1+(n;1> :1+n+@, neN

Além disso, a solugdo do problema das partes da pizza com n cortes, n € N com contagem e
indugédo pode ser vista considerando um arranjo A de n retas dividindo um plano em p(A) regices
convexas, conforme [1].

Se as retas forem todas paralelas, temos p(A) = n+ 1 regides ilimitadas (como no caso das quebras
de um grissini ou dos n pontos dividindo uma reta).

Suponhamos que nem todas retas sejam paralelas, de modo que o conjunto C' dos pontos de
intersecoes de retas de A contidos numa circunferéncia néo é vazio. Seja um ponto de interse¢ao
P € C e rp a quantidade de retas de A que se interceptam em P. Por Inducdo Matemética sobre
n > 3 retas mostramos que:

pA)=1+n+Y (rp—1) (4)
peC

De fato; considerando a base de inducao
(BI) Se tivermos s6 uma reta, n = 1 entdao C' = (), pois nido ha outra reta para intercepta-la, temos
p(A) =14 1 =2 partes.

Observemos que para n = 2 retas temos p(A) =1+ 2+ (2 —1) = 4, o que também condiz com a
situagdo em que temos duas retas concorrentes num ponto P do plano, dividindo-o em 4 regides
ilimitadas.

Adotamos agora a hipotese de indugéo
(HI) Supomos que a férmula (4) p(A) =1+n—1+>
retas cortando o plano.

pec(Tp— 1) seja vélida para n —1,n > 3

0 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et setinicacaSosedads rssiles e Matemiin Salvador

Para verificarmos que a mesma é valida para todo n natural, consideremos um arranjo A com
n > 3 retas. Ao retirarmos desse arranjo uma de suas retas, ficamos com um arranjo A’ com n—1
retas, em que vale (4).

Ao reintroduzirmos nesse arranjo mais uma reta r;, e a deslizamos de um lado para o outro do
plano, de modo que ela ndo cruze nenhuma das regioes limitadas ja existentes, ela encontrara as k
retas existentes criando k + 1 novas regioes.

Chamando de C}, o conjunto dos k pontos em que r;, encontra as outras k retas.temos:

pA)=1+mn—-1)+ > (rp—D+ > (r,—2)

pPeC-Cy, PeCy
logo,
pA) =pA)+n=1+m-1)+ > (rp—1)+ > (rp—2)+k+1
PeC—Cy, PeCy,
=l+(mn—1)+ Y (p=1+ > (rp—1)—k+k+1=
PeC—-C, PeCy,
=l4+n+) (rp—1),
PeC

e, assim, a férmula (4) é valida para todo n € N.

Observamos, ainda, que a quantidade de regides ilimitadas num arranjo de n retas gerais é 2n,
pois cada reta divide a regiao do plano em duas partes. Para ver isso, consideramos uma grande
circunferéncia que contenha todos os pontos de cruzamento das retas. As retas no se interceptam
fora da circunferéncia e como cada uma delas intercepta a circunferéncia em 2n pontos conforme
Figuras 3 e 4, seus prolongamentos produzem a quantidade de regioes ilimitadas que sao iguais a
2n.

Sendo A um arranjo de n retas em um plano em posicao geral. Indicaremos por p(n) a quantidade
de regides determinadas pelas n retas. Notemos que p(1) =2, p(2) =242 =4, p(3) =2+24+3 =7,
e assim por diante. Sempre que aumentamos uma reta, acrescentamos tantas regidoes quantas sao
as retas, de modo que:

(n+1)

n 1
p(n):2+2+3+4+~--+n:1+(1—|—2+3—|—-~-—|—n):1+?:§(n2+n+2)

Podemos também provar por indu¢ao matematica seguindo o mesmo procedimento anterior. Ao
reintroduzirmos a reta r; num arranjo com n retas, criamos n + 1 novas regioes, de modo que

1 1
p(n+1):p(n)+n+1:§(n2+n+2)+n+1:5[(n+1)2+(n+1)+2], neN.

Observagdo: Se um arranjo A tem n retas em posicao geral, o conjunto C

ny n! _n(n—1)
2] 2n—-2)! 2

pontos, e para cada P € C temos rp = 2. Logo, a férmula da solucdo (4) realmente é:
n(n—1 1
2 2
pPeC PeC

0 @= sBm
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3.8. Usando grafos

A teoria dos grafos é bastante usada no estudo das relagoes entre objetos de um determinado
conjunto. Grafos sdo estruturas do tipo G(V, A), em que V é um conjunto nao vazio de objetos
denominados vértices e A arestas, subconjuntos de pares nao ordenados de V.

O ntimero maximo de regides do plano dividido por n retas acontece quando elas estdo em posi¢iao
geral e a configuragdo em que possuem o nimero maximo de pontos de interseccao entre elas,
assim, podemos pensar num grafo plano G para determinar o ntimero p(n) de regides em que elas
dividem o plano. De fato, seja um circulo grande contendo em seu interior todos os pontos de
intersecao das n retas. Para cada duas das n retas dadas, h4 um ponto de interseccao e vice-versa.
Logo, o nimero dos pontos de intersecgao, todos situados no interior do nosso circulo, é %
mais os 2n pontos em que as n retas interceptam a circunferéncia, considerados como vértices do

grafo G.

Temos, assim, o nimero de vértices do grafo G dado por:

1
V:%Hn

As arestas de G podem ser identificadas como os 2n arcos de circunferéncia com extremidades nos
pontos onde as n retas a cortam, mais os segmentos de reta interiores, que ligam os pontos de
intersecao de retas.

Cada uma das n retas possuem n + 1 vértices, sendo n — 1 deles correspondente a intersecgao de
cada uma com as outras n — 1 retas mais os 2 pontos em que ela corta a circunferéncia. Assim,
n segmentos formam n arestas do grafo G sobre cada uma das n retas dadas, de modo que as n?
arestas de G sdo interiores e as 2n arestas que estdo sobre a circunferéncia, totalizando A = n?+2n
arestas.

Considerando a férmula de Euler V' — A 4+ F' = 2 conforme [3], para um grafo com V vértices e A
arestas e decompondo o plano em F' = p(n) regides, o ntimero méximo p(n) de regides em que as
n retas dividem o plano é igual ao nimero de regides determinadas pelo grafo G menos a regiao
exterior ao circulo:

n(n—1)
2

n(n—l—l)'

V—A+pn) =1+ 5

+2n)— (n?+2n)+pn)=1 < pn)=1+

o que concorda com a solugao (3) da equagao (2).

3.9. Usando sistema linear

Como os n cortes retilineos dividem a pizza bidimensional em p(n),n > 1 pedagos planos, podemos
supor que a fungdo discreta p(n) representando o nimero maximo de pedagos seja uma fungio
polinomial de segunda ordem, p(n) = byn? + byn + b, em que os coeficientes b, b; e b, devem ser
determinados.

De fato, usando os primeiros termos de p(n), para n = 0, 1,2, obtemos o sistema de equagoes

" @= sBm
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lineares de Vandermonde

p(0)  =1=05b,02+b,0+b,
p(l) =2=0by12+b,1+b, (5)
p(2) =4="0by22+b,2+b,

que pode ser explorado matricialmente

1 0 07 [b 1
11 1] |b]=]2
1 2 22] |b, 4

e, cuja solugdo, pode ser obtida introduzindo ou revisando os métodos de resolucdo de sistemas
lineares, que é: by =1, b; = % e by = % Assim, segue o resultado desejado:

1, 1 n?+n+2 n(n+1)
p(n) 5" +2n+ > + 5

3.10. Equacao discreta com uma condigao inicial

A equacao discreta linear ndo homogénea de primeira ordem p(n) = p(n — 1) + n,n > 1 com a
condicao inicial p(0) = 1 pode ser resolvida como a soma de uma solugdo da equagdo homogénea
associada mais uma solugdo particular da equacdo nao homogénea:

a) Encontramos uma solucdo py(n) da equacdo discreta homogénea associada p(n) = p(n — 1),
fazendo p,(n) = A", A £ 0, A € R. Temos, entdo, \" = A\ 1 <= A" 1(A-1)=0= A= 1.

Assim qualquer combinacdo de A = 1 serd uma solucao da equagdo homogénea, o que nos dard

uma constante como solugdo geral, p,(n) = ay * 1, ag € N.

b) Encontrando uma solugéo particular da equacdo nao homogénea do tipo:
Pnn(n) = (agn +ay)n

com a;,% = 1,2 constantes a serem determinadas, j& que uma constante é solugdo da equagao
homogénea e a parte ndo homogénea é um polinémio de grau em n. Substituindo p,;(n) na
equagdo geral, obtemos: (agn + ay)n = (ay(n — 1) + a;)(n — 1) + n que nos dé ay, = & = a;.
Portanto p(n) = %ng + %n + ag, n € N, e com a condigdo de que p(0) = 1, concluimos que a, = 1
e a solugao desejada fica p(n) = %nQ + %n +1, neN.

Assim, ao abordarmos o problema do corte da pizza podemos aprofundar os estudos de cada
contetido envolvido, desde definigoes, e a formalizacao dos resultados relacionados.

4. Cortando bolo com n cortes
Apbs explorar os problemas mais simples, abordamos o problema de encontrar quantas partes F(n)
obtemos de um bolo com n cortes planos.

Para n = 0 corte, temos uma parte inteira E(0) = 1.

3 @= sBm
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Um corte retilineo continuo, para n = 1 temos o bolo dividido em duas partes E(1) = 2.

Com dois ou mais cortes planos no bolo, o problema ji ndo apresenta uma resposta unica, pois
depende da posicao relativa dos cortes planos, ou seja, como eles se dispoem: paralelos, concorrentes
e como eles se cruzam entre si, como no caso do espago cortado por n planos.

Figura 6: Dois cortes planos verticais e um corte horizontal dividindo um bolo

Se fizermos dois ou trés cortes planos paralelos teremos E(2) = 3, F(3) = 4, ... partes, que é um
caso analogo aos das quebras do grissini ou dos cortes paralelos de uma pizza plana.

Se os cortes planos forem concorrentes tendo uma reta em comum, teremos F(2) = 4 partes ou
regides, que é o nimero maximo de regides que divide o bolo neste caso.

Se dois cortes planos forem paralelos e o outro concorrente com os dois anteriores, teremos o bolo
dividido em 6 regioes.

As vezes aparece em desafios e diversoes matematicas sobre a pergunta qual é o maior niimero de
pedacos que podemos obter ao dividir um bolo com 3 cortes apenas.

E facil ver que dois cortes verticais (ortogonais) passando pelo centro corta o bolo em 4 partes, e
um corte ortogonal a eles passando horizontalmente pelo meio do bolo, leva-nos a obter 8 pedagos
conforme Figura 6. Analogamente aos trés planos concorrentes num mesmo ponto, teremos 8
regides, como acontece com os planos cartesianos triortogonais que dividem o espaco tridimensional
em 8 octantes.

Observemos que os primeiros termos do nimero méximo de regides E(n) podem ser descobertos
por tentativas de visualizagao, mas obter a fungdo F(n) para um ndmero grande n de cortes planos
no bolo fica cada vez mais dificil.

Geralmente comegamos visualizando as configuragoes, calculando o nimero de regides em que o
bolo é dividido por n cortes planos distintos e tabelando os pares (n, E(n)) para alguns valores
iniciais de n, como n = 0,1, 2,3. Para o caso geral, consideramos um nimero n de cortes planos do
bolo cuja intersecao, trés a trés, seja unicamente um ponto distinto de todas as outras intersegoes
para obtermos o nimero maximo de pedagos.
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4.1. Descobrindo um padrao para as regioes

O nimero maximo de partes do bolo obtido com n cortes planos, no caso geral, pode ser obtido
segundo o padrao:

E(0) =1,
EQ)=E0)+1=1+1=2,

E@2) =E(1)+1+1=4,

E(3)=E@2)+1+3=8,

E(n):E(n—l)—i—l—kw,neN (6)

Assim, o niimero mdximo de partes obtidas com n + 1 cortes planos gerais é dado por (6), ou seja,

¢é igual ao ntimero de regides cortadas por n planos mais 1 e mais o niimero triangular de ordem
(n—1)n)
) 2 .
A funcao discreta E(n) pode ser explorada com vérios conteiidos matematicos, como no caso dos
cortes retilineos da pizza ou das quebras do grissini, como descreveremos a seguir.

4.2. Uso de Tabelas e Graficos

Sendo E,(n) o niimero de pedacos obtidos com n cortes planos paralelos no bolo, E..,,, como com
n cortes planos concorrentes passando numa mesma reta, e E(n) o ntimero de partes obtidas com
n cortes planos gerais, ndo paralelos nem passando pela mesma reta e nem mais do que trés deles
se interceptando num mesmo ponto. Podemos construir os primeiros termos das sequéncias como
na Tabela 3 desenhando e tentando visualizar, ou usando o padrao (6).

n (planos) 0|12 3|4 |5 |6 |78 9
E,(n) (planos paralelos) 1123|456 | 7819 10
AE,(n) 11 T 111 ]1]1] 1
E.,..(n) (planos concorrentes tlolalel s lioli12!14] 16 138
na mesma reta)
AE, (n) T(2(2(2[ 22 222 2
E(n) (planos gerais) 1248152642 64|93 | 130
AE(n) = p(n) T2 4711|1622 |29] 37 46
A,E(n) = r(n) 12345 6] 78910
AE(n) T(1|1 |11 |1 11|11

Tabela 3: n (cortes planos distintos dividindo o bolo) x E(n) (partes ou pedagos obtidos)

Observamos na Tabela 3 que a diferenga AFE(n) é exatamente igual a p(n) o nimero maximo de
regides do plano cortado por n retas, A,F(n) é uma progressao aritmética de razao igual a 1 e

AsE(n) é constante. _
5 @= sBm
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Figura 7: Ntumero de regioes do espago cortadas por n planos

E a representacao grafica da fun¢ao discreta E(n) = E(n —1) + 1+ w = ¢n® + 2n+ 1 pode
ser vista para alguns valores iniciais de n na Figura 7.

4.3. Usando Sistema Linear
Suponhamos que a relagdo entre o nimero n de cortes planos de um bolo e o respectivo niimero
méximo de partes E(n) obtidas seja uma fungdo polinomial do terceiro grau do tipo:

E(n) = e3n® + con? + ¢yn + ¢

Utilizando os valores iniciais, faceis de serem obtidos, exploramos o sistema linear de Vandermonde
correspondente:

EQ0) =c¢ =1

E(1) =c1P+ 12+ ¢14¢=2 ™
E@2) =c¢32% + 22+ 124 ¢co =4

E(3) =333+ 32 +¢34¢,=38

Resolvendo o sistema linear (7) obtemos os valores dos coeficientes: ¢y = 1,¢; = %, cy =0,c3 =
e, portanto, a funcao discreta solucao:

1 1 6 ,
E(”):*n3+65n+6~0,17n3+0,83n+1, neN.

6
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que gera a sequéncia solugdo dos niimeros de pedagos possiveis: 1,2,4,8,15,26,42,64,93,130, 176, 232

4.4. Usando Combinagao

Outro modo de obter uma relacao equivalente para o nimero de partes do bolo é considerar que,
a partir do quarto corte plano, um novo plano dividira todas as partes em duas, com excecio das
regides correspondentes & intersecao de todas as outras partes combinadas trés a trés, analogo ao
que ocorreu no problema dos cortes retilineos da pizza plana.

Para isso, duplicamos o ntimero de partes anteriores e subtraimos a quantidade de combinagoes
trés a trés dos cortes planos que ja existiam, ou seja:

E(n)=2E(n—1)— <n31> 9 Bm—1) - =V =3) (”“) i

6 3

que nos dé a sequéncia de pedagos conforme vamos aumentando os cortes planos: 1,2,4,8,15,26,42, ...

Usando a relagdo binomial de Stifel [3], o nimero maximo E(n) de pedagos de um bolo obtidos
por n cortes planos também pode ser escrito como

o= (0)+ (1) () ()

de modo analogo ao mostrado por [5].

4.5. Equacao discreta com uma condigao inicial

A equagdo discreta linear ndo homogénea de primeira ordem com coeficientes constantes

(n—1)n

En)=En—-1)+1+ 5

, neN

com a condigao inicial E(0) = 1 pode ser resolvida encontrando uma solugao da equagao discreta
homogénea associada E(n) = E(n — 1) que serd uma constante a,, mais uma solugdo particular
da equagao nao homogénea (7), que supomos do tipo:

E,(n) = (agn® + agn + ay)n

com a;,t = 1,2,3 constantes a serem determinadas. Substituindo na equagdo geral essa solugao
particular, obtemos
—1
azn® + asn?® +agn =az(n—1)3+ay(n—1)2 +a;(n—1)+1+ w
E, simplificando, fica

2 Lo 1
as(—3n +3n—1)+a2(—2n+1)+a1+1+§n —§n=O

. @= sBm
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Colocando em evidéncia os coeficientes das parcelas polinomiais de mesmo grau de n, obtemos um
polinémio nulo:

1 1
(—3as + 5) n? + (a3 — 2ay — 5) n+ (—3as +ay +a, +1)=0.

Portanto, igualando os seus coeficientes a zero, obtemos os valores das constantes a; = é, ay =0
ea = %, e portanto a solucao geral serd do tipo:

1 5
E(n) = gng + énJr ag

que usando a condigdo inicial E(0) =1 dd-nos a; = 1 e a solugdo encontrada é a desejada

1 5
E(n) = 6”3 + i + 1

5. Relacao do problema numa dimensao com o de outra menor

E interessante observarmos que podemos escrever a relagao de recorréncia para o nimero maximo
de pedagos p(n — 1) de uma pizza bidimensional (2D) cortada retilineamente n — 1 vezes com o
do ntimero maximo de partes de um grissini unidimensional (1D) r(n — 1) quebrado n — 1 vezes
para obtermos o nimero méximo de pedagos p(n) da pizza. Da mesma forma podemos obter as
partes E(n) de um bolo tridimensional (3D) cortados por n planos com as partes cortadas por
n — 1 cortes planos anteriores mais o niimero de partes da pizza (2D) cortada retilineamente por
n — 1 cortes.

5.1. Relacionando as partes da pizza (2D) com as partes do grissini (1D)

Observamos inicialmente que podemos relacionar o nimero méximo de regides (bidimensional)
p(n) de uma pizza com as partes unidimensionais de grissinis escrevendo o nimero maximo de
pedagos de pizza como:

p(n)=pn—1)+n, <= pn)=pn—1)+r(n—1),neN, com p0)=1 e r0)=1.

em que r(n — 1) é o nimero maximo de regides que n — 1 quebras faz num grissini, como visto na
secao 3.

5.2. Relacionando as partes do bolo (3D) com as da pizza (2D)

Os primeiros valores das partes F(n) de um bolo podem ser descobertos imaginando o n - ésimo
corte retilineo deslizando no bolo sobre os n — 1 cortes retilineos anteriores e relacionando com o
nimero p(n — 1) de n — 1 cortes retilineos de uma pizza conforme segéo 3. De fato,

—1
E(n) :E(n_1)+1+w
pode ser reescrita como:

En)=EMn—1)+pn—1) com E0)=1 e p(0)=1. (8)
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Que também nos da a sequéncia do niimero maximo de regides do bolo com n cortes planos é
1, 14+41=2,2+2=4,444=8, 84+7=15, 15+11=26,... ¢,

— 183 4+5(n—1)+6 —1)2 —1)+2 1 1 6
E(n):(n )+6(" )6, [ )+2(" )+ =g’ gt neN.

Conhecidas as féormulas de recorréncia para o nimero méximo de pedagos ao cortar linearmente
uma pizza plana e o bolo tridimensional em n partes, podemos questionar e langar um problema
mais geral sobre qual é o maior nimero de partes que n objetos (k — 1) - dimensionais, k € N,
corta um objeto de uma dimensdo superior k - dimensional no sentido de generalizar a equagao (8)
e incentiva-los a continuar explorando.

6. Conclusao

No processo de resolugao de problemas em grupos, a maioria dos estudantes costuma apresentar di-
ficuldades iniciais como no problema dos cortes de um bolo. Algumas vezes é necessério orienta-los
na procura de um modo mais facil para resolver o problema de modo a comecar com um problema
relacionado mais simples conforme sugere Verificamos que o problema de cortes de um grissini e
de uma pizza foram mais faceis de serem abordados e entendidos, dado que as primeiras ideias que
surgem para a maioria dos grupos de estudantes sdo as tentativas de visualizacdo geométrica.

Considerar as suposi¢oes e tentativas iniciais de visualizacdo geométrica, de relacionar cada passo
com o anterior para a descoberta de padroes e a investigacdo usando diferentes contetidos matema-
ticos contribui para o resgate dos conhecimentos prévios, o desenvolvimento do raciocinio légico e
ampliar os horizontes de conhecimento defendidos por [4] e outros pesquisadores da resolucdo de
problemas no ensino de matematica.

Na arte de resolver o problema dos cortes planos de um bolo, percebemos a riqueza da exploragao
de varios contetidos matematicos que a principio poderiam ser apresentados ou revistos isolada-
mente, o que torna o processo de exploragdo matematica interessante, vislumbrando a abordagem
da resolucdo de problemas no ensino, de forma integradora relacionada a vida social e familiar
recomendado nos pardmetros curriculares da BNCC (Brasil, 2018) [2], nos projetos pedagdgicos
dos cursos de graduagdo em Matematica.
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Métodos de Euler e Runge-Kutta de 42 ordem
por meio de um applet do Geogebra

Flank David Morais Bezerra Manoel Wallace Alves Ramos

Resumo

Neste artigo mostramos a construgao de um applet criado a partir do uso de ferramentas do software
Geogebra para apresentar os métodos numéricos de Fuler e Runge-Kutta de 4% ordem. O applet
fornece solucoes numéricas aproximadas para um problema de valor inicial associado a EDOs, que
sao obtidas a partir dos métodos numéricos de Euler e Runge-Kutta de 42 ordem.

Palavras-chave: método de Euler; método de Runge-Kutta; applet; geogebra; métodos numéri-
cos; equagoes diferenciais.

Abstract

In this paper show the construction of an applet created from the use of Geogebra software tools
to present the numerical Euler’s methods and fourth order Runge-Kutta’s method. The applet
provides approximate numerical solutions to an initial value problem associated to ODEs, as well
as displays the graphs of the solutions that are obtained from the numerical Euler’s methods and
fourth-order Runge-Kutta’s method.

keywords: Euler’s method; Runge-Kutta’s method, applet ; geogebra; Numerical methods; dife-
rential equations.

1. Introdugao

O primeiro método para calcular uma solugdo aproximada de uma EDO, a partir de uma condicao
inicial, foi desenvolvido por Leonhard Euler. O método de Euler desempenha um papel de destaque
no ensino e na base metodoldgica para explicar os métodos para obter uma primeira aproximagao
na solugdo de EDOs. Generaliza¢bes do método de Euler foram desenvolvidas por Carl Runge,
Karl Heun e Martin Wilhelm Kutta. Tais pesquisadores contribuiram para a formulagao dos,
hoje bastante conhecidos, métodos de Runge-Kutta. Assim, os métodos de Euler ¢ Runge-Kutta
formam o bloco dos procedimentos de passo simples (ou passo Gnico), isto é, métodos em que para
se obter o valor aproximado ¥,,,; € necessario apenas conhecer o seu antecessor ¥,,.

Neste artigo, apresentamos os métodos numéricos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de
42 ordem. Também propomos um applet, criado no software Geogebra, que fornece as solugdes
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numéricas de um PVI a partir dos métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de 42
ordem.

Sobre a estrutura do artigo. Na Se¢do 2, lembramos o método de Euler. Na Secdo 3 abordamos o
método de Euler melhorado. Na Secdo 4 tratamos do método de Runge-Kutta de 4% ordem. Na
Secdo 5 propomos um applet que gera solugdes numéricas de um PVI utilizando os métodos de
Euler e Runge-Kutta de 42 ordem. Na Secao 6, mostramos em 12 passos a construcao do applet.

Considere o problema de valor inicial (PVI) seguinte

{y’ = f(z,y),

y(To) = yo-

(1)

em que y é uma fungdo real na varidvel z € R e 3y’ = dy/dz. Os métodos numéricos de Euler e
Runge-Kutta sao utilizados para encontrar solu¢oes aproximadas de PVIs do tipo (1). A principal
referéncia para a elaboracao das Secoes 2, 3, e 4 foi [2]. Informamos que todos os cdlculos e graficos
do trabalho foram feitos utilizando o software Geogebra.

2. O método de Euler

Descrevemos o método: suponha que queremos aproximar a solugdo do PVI (1) em x = z; = zy+h,
em que h é pequeno e é chamado de passo. A ideia por trds do método de Euler é usar a reta
tangente & curva da solugdo do PVI através de (x,y,) para obter tal aproximacao.

Sabemos que a equagdo da reta tangente a uma curva em (z, yy) ¢ dada por y(z) = yo+m(z—x),
em que m é a inclinagdo da curva em (zy,y,). Da equagdo (1), temos que m = f(z,,y,), entao

y(x) = yo + (20, Yo) (T — ). (2)

Fazendo x = z; na equacao (2) encontramos a aproximagio de Euler para a solugio exata em x,
ou seja, y; (1) = yo + f(29,Yo)(x1 — 7o), que pode ser escrita como y; = yo + hf(2g, o)

Suponha que desejamos encontrar uma aproximagao para a solugao exata do PVI (1) em z, =
21 + h. Podemos usar a mesma ideia, s6 que agora tomamos a reta tangente a curva da solucéo
de (1) em (x1,y;). Neste caso, a inclinagdo da reta tangente é f(zq,y,), entdo a equagio da
reta tangente é y(z) = y; + f(x1,y,)(x — x1). Fazendo = = z, temos a aproximagio desejada
Yy = Y, + hf(x1,91), em que h = x5 — ;. Continuando esse procedimento, determinamos uma
sequéncia de aproximagoes y,,.1 = ¥, + hf(z,,¥,), n = 0,1,... para a solugdo do PVI (1) nos
pontos x,,.; = x,, + h. Dessa forma, o método de Euler para uma aproximacao da solucdo do PVI
(1) através do pontos z,,,; =z, + nh, (n =0,1,...) é dado por

Yni1 = Yn T hf (20, y,), n=0,1... (3)

Exemplo 1. Considere o PVI 3y =2 —y — 1, y(0) = 1. Usando o método de Euler com h = 0.1
e h = 0.05, obtemos uma solugdo aproximada para o PVI em [0,1] com 5 casas decimais. Os
valores da solucdo aproximada estdo apresentados na Tabela 1. Ainda na Tabela 1, apresentamos
a solugdo exata do PVI y(x) = 3¢ * + x — 2 e 0 erro absoluto que ¢é definido por |y(z,) — v, |-

Comparando os valores das aproximagoes apresentados na Tabela 1, vemos que o menor passo levou
a uma melhor aproximacao. Na verdade, quando aplicamos o método de Euler com h = 0.05, o
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Tabela 1: Resultados do método de Euler com h=0.1 e h=0.05 aplicado ao PVI do Exemplo 1.

y,, Euler Erro absoluto
n xz, h=01 h=005 =Solucdoexata h=01 h=0.05
1 01 0.8 0.8075 0.81451 0.01451  0.00701
2 02 0.63 0.64352 0.65619 0.02619  0.01267
3 03 0487  0.50528 0.52245 0.03545 0.01718
4 04 0.3683  0.39026 0.41096 0.04266  0.02070
5 0.5 0.27147  0.29621 0.31959 0.04812  0.02338

erro absoluto foi praticamente reduzido a um quarto na comparacéo do erro com h = 0.1. O erro
absoluto definido no Exemplo 1 e apresentado nas tabelas deste trabalho é um erro de truncamento
local. Para saber mais sobre erros decorrentes de métodos numéricos, veja a referéncia [1].

No Exemplo 1 vimos que reduzir o tamanho do passo pela metade ocasionou uma redugao con-
sideravel do erro absoluto. Podemos continuar reduzindo o tamanho do passo até chegar a uma
precisao razoavelmente boa, porém a quantidade de calculos necessarios serd muito grande. Note
que, se tomarmos h = 0.001 no Exemplo 1, precisamos de 1000 passos para atravessar o intervalo
[0,1]. Veremos na Se¢do 3 uma derivagdo do método de Euler, em que é possivel obter melhor
precisao para o PVI, que a do método de Euler, para o mesmo tamanho de passo.

3. Método de Euler melhorado

O método de Euler melhorado é um exemplo do que chamamos de método preditor-corretor.
A ideia é usar a férmula do método de Euler para obter uma primeira aproximacio para a solugio
y(z,,1) do PVI (1). Denotaremos aproximacao por ¥, entao vy, = v, + hf(z,,y,). Agora,
melhoramos (ou corrigimos) tal aproximacao aplicando mais uma vez o método de Euler. Mas desta
vez, usamos as médias das inclinacdes das curvas das solugdes através de (z,,,¥,) € (Z, 1, Y1)

Ou Seja) yn+1 =Yn + %h[f(xn7 yn> + f(xn+l7 y;-‘-l)}

Dessa forma, o método de Euler melhorado para encontrar solugoes préximas da solucdo exata do
PVI (1) nos pontos z, ., = x5 +nh (n=0,1,...) é&

1
yn+1 =Yn + ih[f(xnvyn) + f(xn+17y:z+1)]’ (4)

em que yy .1 =Y, +hf(r,,y,),n=01,...

esta

Exemplo 2. Aplicando o método de Euler melhorado com h = 0.1 para encontrar uma solugdo
aproximada do PVI ' = z —y — 1, y(0) = 1, no intervalo [0, 1], obtemos os valores descritos na
Tabela 2.

Analisando os resultados da Tabela 2, vemos que o método de Euler melhorado tem captado, pelo
menos, uma casa decimal de precisdo quando h = 0.1. Isto é um indicativo de que o erro de
truncamento local no método de Euler melhorado comporta-se com ordem h?, enquanto que o
comportamento do erro no método de Euler tem ordem h2.
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Tabela 2: Resultados dos métodos de Euler e Euler melhorados com h=0.1 aplicado ao PVI do
Exemplo 2.

Y, (h=0.1) Erro absoluto
n x, Euler Euler melhorado Solugdo exata  Euler  Euler melhorado
1 0.1 0.8 0.815 0.81451 0.01451 0.00049
2 02 0.63 0.65708 0.65619 0.02619 0.00088
3 03 0487 0.52365 0.52245 0.03545 0.00120
4 04 0.3683 0.41241 0.41096 0.04266 0.00145
5 0.5 0.27147 0.32123 0.31959 0.04812 0.00164

4. Runge-Kutta de 42 ordem
Dentre todos os métodos de Runge-Kutta, o de 4* ordem é o mais conhecido e utilizado. Ele

também é conhecido como método classico de Runge-Kutta. O método de Runge-Kutta de
4* ordem mais popular, de acordo com Butcher [2], é dado por:

h
Ynt1 = Yn + 6[01 +2¢5 + 2¢5 + ¢4)],

em que
= [(@n, )
Cy = f(xn+gvyn+gcl)a
e = St oyt ey
¢y = flz, +h,y,+hcs).

Esse método tem erro de truncamento local proporcional a h®. Assim, é duas ordens de grandeza
mais preciso do que o método de Euler melhorado, e trés ordens de grandeza mais preciso que o
método de Euler.

Exemplo 3. Aplicando o método de Runge-Kutta de 4* ordem com h = 0.1 para encontrar uma
solucdo aproximada do PVI ¢y’ = x—y—1, y(0) = 1, no intervalo [0, 1], obtemos os valores descritos
na Tabela 3. Analisando a Tabela 3, descobrimos o motivo do método de Runge-Kutta de 4* ordem
ser tao popular. Pois, se desejamos uma solucdo com precisao de 5 casas decimais, os resultados
da Tabela 3 mostram-nos que niao é necessdrio reduzir o tamanho do passo. A comparagao do
erro absoluto nas Tabelas 2 e 3 ilustra a eficiéncia do método de Runge-Kuta sobre os métodos de
Euler e Euler melhorado.
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Tabela 3: Resultados do método de Runge-Kutta de 4? ordem com h = 0.1 aplicado ao PVI do
Exemplo 3.

n  x, Yn Solugdo exata Erro absoluto
1 0.1 0.81451 0.81451 0.00000
2 0.2 0.65619 0.65619 0.00000
3 0.3 0.52246 0.52245 0.00001
4 04 0.41096 0.41096 0.00000
5 0.5 0.31959 0.31959 0.00000

Diversos outros conceitos podem sem utilizados no estudo de métodos numéricos para EDO. Por
exemplo, conceitos como convergéncia, estabilidade e consisténcia sdo importantes na andlise do
comportamento do método. N&ao exploramos tais conceitos neste artigo, contudo indicamos a
referéncia [2].

5. Applet no Geogebra para solugées numéricas de PVIs

Realizar calculos, de forma manual, dos métodos de Euler, Euler melhorado e Runge-Kutta de 42
ordem ¢ tedioso e oneroso. Contudo, esses métodos podem ser implementados, através de rotinas,
em diversos softwares, tais como Maple, Matlab, Maxima e Mathematica.

No entanto, é necessario ter nog¢oes de programacao para a implementacao de tais métodos nos
referidos softwares. Nesta secdo é apresentado um applet que de forma interativa e dinamica fornece
a solucao exata de um PVI, bem como as solugbes numéricas pelo método de Euler, método de
Euler melhorado e pelo método de Runge-Kutta de 4% ordem. O applet também exibe o erro
absoluto e a poligonal da solugdo aproximada para cada método. Além disso, é possivel escolher
qual solucdo se quer exibir ou até mesmo todas elas. O applet foi criado no software de geometria
dindmica Geogebra 5.0 e estd disponivel em https://geogebra.org/m/xTz9CaRY. De acordo com
Deitel [3], applet é um software que é executado no contexto de outro programa. Geralmente, os
applets apresentam algum tipo de interface para usudrio e possuem a vantagem de serem executados
diretamente em uma péagina web. De modo geral, applets sao programas leves, necessitam de pouco
tempo para carregar no computador, notebook, smartphone ou tablet e sdo de facil utilizagao.

Ao iniciar os estudos e pesquisas, para a elaboragao deste trabalho, referente aos métodos de Euler,
Euler melhorado e ao método de Runge-Kutta de 4? ordem, percebemos a necessidade de uma
ferramenta didatica, interativa, dinamica e com uma interface agradavel, que pudesse colaborar
para o ensino e aprendizagem de tais métodos. Foi entdo que surgiu a ideia de se criar um
applet no software Geogebra, uma vez que o Geogebra permite a construcio de applets dispensando
conhecimentos prévios de programacao, é de facil manipulacdo e configuracido e dispde de uma
pagina web onde os applets ficam hospedados. Na Secao 6 mostraremos como o applet intitulado
Métodos numéricos para EDO (Fig. 1) foi construido. A vantagem de conhecer como ¢ feita a
construcao do applet é poder fazer modificagoes que forem convenientes para quem quer utilizd-lo
no ensino de métodos numéricos para EDOs de primeira ordem. Ou seja, do applet apresentado
neste trabalho podem derivar diversas outras versoes mais sofisticadas.

No applet da Fig. 1, um usuério entra com uma EDO de primeira ordem y’ = f(x,y) e uma condi-
¢do inicial (zg,yg), entdo ao clicar Enter a solucdo exata do PVI surgird na janela de visualizacdo.
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O usuério pode optar por visualizar a solucdo aproximada do PVI pelo método de Euler, Euler
melhorado ou Runge-Kutta de 4® ordem. Além disso, ele pode escolher o tamanho do passo h.
Como resposta, o usudrio visualizard a poligonal, com dez passos, do método selecionado e uma
tabela contendo as solugoes aproximadas, as solugdes exatas e os erro absolutos. Escolhemos exibir
dez passos, por acreditar que, didaticamente, essa quantidade seja suficiente para o entendimento
da relacao existente entre os métodos e o tamanho do passo h. Durante a construcao do applet é
possivel alterar a quantidade de passos que se quer exibir.

Solugdes numéricas para wm (Euler) | Solucio Eiro Erro
PVI n |z. | Solugio | Exata | Absoluto Absoluto
55 0 [0 |1 1 0 0 i
= ’ : e 1|05 162031 | 0.11934 :
Entre com a EDO (de T'ordem) BB S3im (000 ]
e a condicio inicial X S71602 | 0.048¢ 13381
3 2.43083 | 0.382 .1347
' = yeosy) 0.4216: 08268
¥ = lyeos(x) 0.167. 104
0.0444 462
(o, 50) = (0, 1) i X 0.11632 . 0.0173
037061 [ 0.14009 | 0.37064 [ 0.01306
039621 | 0.18001 0.30621 | 0.01023
Selecione o tamanho do passo h 2 E
h=051
@ 15
Solucie | Erro
. 5 Exata | Absoluts
Selecione o método desejado Ll — e Rl
0|0 1 [}
) 51 | 162 1.62934 | 0.00!
@Eum N\ [2 10223439 234458 | 0001
53 [ 271525 2.71602 | 0.00
Errhr melhorado s S {4 (204 243083 | 0001
- — [ [25 601 1.74662 | 0.00!
| Runge — Kuita de quarta orden .06 | 106 1.08492 | 0.00!
i .57 | 0.66012 0.66006 | 0.00
o a5 7 15 3 25 3 35 ) 45 5 55 8 | 4.08 L 0.44637 | 0.00004_
9459 [ 0.37066 0.37064 | 0.00002 |
1051 0.39621 | 0.00002

Figura 1: Applet: Métodos numéricos para EDO. Disponivel em https://geogebra.org/m/
xTz9CaRY.

6. Construcao do applet

Nesta secao apresentaremos o roteiro para a construcao do applet em 12 passos.

Passo 1 - Criando ponto inicial e controle deslizante. Ao abrir o Geogebra, na barra de
menus, selecione a opcao Ezibir e em seguida a opcao Planilha (Fig. 2).

€ GeoGebra
Arquive Editar Opgdes Femamentas Janela Ajuda
Janela de Algebra Ctri+ShiftsA |y
Planilha Ctri+Shift+S.
¥ Janeiade Al = Janela CAS Ciri+Shift-K
@ Janela de Visualizago Ctrl+Shift+1
@ Janela de Visualizacio 2 Ctri+Shift=2
& Janela de Visualizagio 3D Ctri+shift+3
L Protocolo de Construgdo Ciri+ShiftsL
. Calculadora de Probabilidades CiriShifteP
[F] Tedado
v Campo de Entrada
L Layout
& Atualizar Janelas Cirl+F

Recalcular Todos os Objetes  Ctr+R
T

Figura 2: Exibindo a planilha.
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Apés a planilha aparecer, clique com o botao direito do mouse em qualquer célula; em seguida,
clique na opcio = OpedesdaPlaniha... o qonnis desmarque a opgio [C] Exigir"=" Antes dos Comandos

Agora, digite na célula A2 o ponto (0,1), como na Fig. 3.

£ GeoGebra o5
Arquivo Editar Exibir Opgbies Femamentas Janela Ajuda Entrar.
= £
¥ Janela e Alg » Janela de Visua| ~ Planiina - |
765,83
| o E Fo

5

3 |

.

2

3
B
|
|

7
o |
o |

10

"

12

53 5 13

14

15

16

17

(54,240 < i ] 3

Figura 3: Criando o ponto inicial.

Apés clicar Enter o ponto A2 surgird nas janelas de visualizacdo e de dlgebra. Logo, na barra de
a=2

ferramentas, clique na ferramenta '~ Controle Deslizante. Ao clicar em qualquer lugar da janela

de visualizacdo, surgird uma caixa para a configuragdo do controle deslizante. Configure o controle

deslizante de acordo com a Fig. 4. Apés clicar OK, o controle deslizante aparecera na janela de

visualizacdo (Fig. 5).

Controle Desizante [\, =

Nome

@ Nimero
= Angulo

Dintsire [ meatério (FG)

Intervalo | Gontrole Deslizante | Animagéa)|

min: 0 mac 2 Incremento: 0.01
oKk | [ cancelar |

Figura 4: Configurando o controle deslizante.
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€7 Geoebra N [E=E)
Arquivo Editar Exibir Opghies Feramentas Janela Ajuda Entrar.
T T Al T U] Folira = =N
DR ECE RN E EY :
|» sansia de Algebra [ b Janelade Visualizagio B[~ Planina [
Jimero e A EEE =R
h=1 2
Ponto ¥ —— A s [ c |
® A2=(0,1) 1 | q
s 2 © 1) \s‘
— 3
4 4
5
&
12 o
[ ] T
, [7]
9
d 0
11
4 =
13
8 14 R Gasl
e L
Entrada:
L = ol

Figura 5: Controle deslizante h.

Passo 2 - Obtendo a solugdo exata do PVI. No Campo de Entrada, digite a EDO ¢y =
y * cos(x). Logo, digite g(x) = Resolver EDO[y’, A2]. A solugdo exata g(x) aparecera na janela
de algebra e seu gréfico surgird na janela de visualizagdo, como na Fig. 6. Escolhemos a EDO
Yy’ = y * cos(x) por conveniéncia, contudo na construgdo pode ser usada qualquer outra EDO de
primeira ordem.

» Janela de Aigebra () | » Janela de Visualizagio =]
Fungio s
® g(x) = e*n® .
Fungao de Varias Varidveis S e

L@ YY) =y eos(x) s
Nimero
® h=1
Panto
® A2=(0,1)

Figura 6: Solugao exata.

Passo 3 - Implementando o método de Euler. Com o controle deslizante fixado em h = 0, 51,
digite na célula Al da planilha a palavra Pontos. Na célula A3, entre com a férmula do método
de Euler (z(A2) + h,y(A2) + hxy'(2(A2),y(A2))) (Fig. 7).
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~ Planilha
Al 1 BEEIS [H~
A

| s

1 | Pontos
2 0.1
3 |=((A2) + h, yA2) + hyi(R(A2), Y(AZ))JU
4

Figura 7: Método de Euler.

Clique na alca de preenchimento (canto inferior direito) da célula A3 e arraste até a célula Al12.
Note que uma sequéncia de pontos surgird na janela de visualizacao (Fig. 8).

» Janela de Algebra X [ » Janela de Visualizagio X |~ Planiha i
Fungo _
e w T i e s T
Fungie de Varias Varidveis B0 Biotos o
® y(xy) =y cos (x) ] : T I
amens ) |
® n-051 3 (051, 151)| !_
:MA'\BZ (0,1) ’ 4 (1.02,2.18)| i’
® A3-(051,1.51) N 8] SRR |
® A4-(1.02,218) 55 6 (2.04,282)]
® A5-(153,2.76) e (55,247
® 26-(204,282) s i =
® A7-(255.217) 28 8 (3.06, 1.25),
® A8={3.06,1.25) g 5 e 9 (3.57,0.62)]
B e % B 5 oa s w o oa o IR (498,03
® A11-(459,023) 1 (459,0.23)]
® A12=151,022) = 12 (5.1,0.22)
Texto

A1 ="Pontos" N K
- 14

Figura 8: Pontos do método de Euler.

Selecione da célula A2 até a célula Al12, clique o botdo direito do mouse e clique na opc¢ao

aal | =IO , para que os rétulos dos pontos na janela de visualizacdo desaparecam. Cli-

cando no botao direito do mouse nas células selecionadas, clicando em Propriedades, e em seguida
na aba Cor, é possivel escolher a cor dos pontos. Os procedimentos para esconder o rétulo e
para escolher a cor sao realizados de igual forma para qualquer objeto do Geogebra. Escolhe-
mos a cor azul para os pontos A2, A3, ..., A12. Agora, digite no campo de entrada o comando
CaminhoPoligonal[A2, A3, A4, A5, A6, AT, A8, A9, A10, A11, A12]. Esse comando cria uma poli-
gonal dos pontos A2, A3, ..., A12. Depois mude a cor do caminho poligonal para a mesma cor dos
pontos, veja Fig. 9.
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» Janela de Visualizagio ®

h=0.51

4 &

Figura 9: Poligonal do método de Euler.

Ao mover o controle deslizante podemos notar que a poligonal de Euler muda conforme os valores
de h se alteram.

Passo 4 - Criando a tabela do método de Euler. Na planilha, nomeie a célula Bl de n e nas
células B2:B12 digite 0,1, ..., 10, respectivamente. Logo, nomeie a célula C1 de z,, e na célula C2
digite x(A2). Logo apds, clique na alga de preenchimento da célula C2 e arraste até a célula C12.
Nomeie a célula D1 como Fuler solugio e na célula D2 digite y(A2). Logo apds, clique na alga de
preenchimento da célula D2 e arraste até a célula D12. Entre com o texto Solug¢do exata na célula
El, na célula E2 digite a formula g(z(A2)), em seguida, estenda a férmula para as demais células
da coluna E até a célula E12. Digite o texto Erro absoluto na célula F1, e na célula F2 digite a
férmula |[D2 — E2|. Logo apés, estenda a férmula até a célula F12. Assim, criamos uma tabela que
apresenta a solucdo numérica do PVI (pelo método de Euler), a solugio exata e o erro absoluto
para 10 valores de x definidos a partir do ponto inicial A2 e do tamanho do passo h; veja Fig. 10.

Ly 1 |BEE(S~ (B
A

[ 8] ¢ ] D E F

1 Pantos n %o Eulersolugio| Solugioexata | Ero Absoluto
T2 | ©,1) 0 0 1 1 0
3| wstsn 1 0.51 151 162934 011934
T4 | (o218 2 102 21821 2.34458 016248
5 | ns3278484) | 3 153 276454 271602 0.04852
6 | (204,282208) | 4 204 282204 243983 038221
7| esseires | s 255 217125 174862 042463
T8 | 6 3.06 12521 1.08492 016719
9| 7 357 0.61565 0.66005 0.04441

8 408 0.33005 0.44637 011632
9

(3.06, 1.2521)
(3.57,0.61585)
10| (408,033005)

11| (459,0.23055) 459 0.23055 0.37064 014009
12| (5102182 10 51 02162 0.39621 0.18001

Figura 10: Tabela do método de Euler.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas D e E. Além disso, centralizamos todos

os elementos das células preenchidas, selecionando-as e clicando em centralizar = O nimero
de casas decimais dos valores da tabela também podem ser escolhidos; para isso, veja Fig. 11.
Apresentamos os valores com 5 casas decimais.
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Arquivo Editar Exibir Ferramentas Janela Ajuda
q Arredendamento
NE

0 Casas Decimais
1 Casa Decimal

|
: A% Rotular |
» Janela de Algebra 2 Casas Decimais
Tamanho da Fente | 3CasasDecimais
Igioma | 4Casas Decimais
@
% Avancado 5 Casas Decimais

10 Casas Decimais
[®) Gravar Configuragses 15 Casas Decimais
Restaurar Configuragio Padrdo
3 Algarismos Significativas
5 Algarismos Significativos

10 Algarismos Significatives

15 Algarismes Significativos

Figura 11: Arredondamento.

Passo 5 - Implementando o método de Euler melhorado. O objetivo nesse passo é criar
a poligonal do método de Euler melhorado. Na célula H2, digite A2. Na célula H3, entre com a
férmula do método de Euler (z(H2) + h,y(H2) + hxy' (x(H2),y(H2))). Logo, na célula I1 digite
o texto pontos, na célula 12 digite A2 e na célula I3 entre com a férmula do método de Euler
melhorado (z(H2) + h,y(H2) + h/2* (y' (x(H2),y(H2)) + v’ (£(H3),y(H3)))) (Fig. 12).

[ w1 ! |
Pontos
1) ©,1)
(0.51,1.51) ‘IIX(HZJ + 0, yiH2) + 112 (Y((H2), y(H2) + yEH3), y(H3) %J

Figura 12: Férmula do método de Euler melhorado.

Agora, na célula H4 digite a férmula de Euler atualizada (x(H3)+h,y(I3)+h*y (x(H3),y(I3))) e
na célula 14 a férmula de Euler melhorado atualizada (z(H4)+h,y(I3)+h/2x (y' (x(H3),y(I3)) +
y'(x(H4),y(H4)))) (Fig. 13).

H |

Pontos
(1 0,1
(051,151 (0.51,1.59105)
(1.02,2.29923) [ (x(H4), y(13) + h 1 2 (y(x(H3), y(13)) +yx(H4), y(H4)

-

Figura 13: Férmula do método de Euler melhorado atualizada.

Logo apds, clique na célula H4 e arraste até a célula H5, faca o mesmo com as células 14 e I5 (Fig.

14 e 15). Repita esse processo com as células da coluna H e da coluna I, nesta ordem, até as células
H12 e 112, respectivamente.

Ao final do procedimento teremos os valores da Fig. 16.
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H |
Pontos
(0, 1) (0, 1)
(0.51, 1.51) (0.51, 1.59105)
(1.02, 2.29923) (1.02, 2.25199)

(153, 2.85308)

Figura 14: De H4 para H5.

» Janela de Visualizagao

a n=081

Bezerra e Ramos

H |
Pontos
0,1 (0, 1)
(0.51, 1.51) (0.51, 1.59105)

(1.02, 2.29923)
(1.53,2.85308)

(1.02, 2.25199)
(153, 2.58221)

Figura 15: De 14 para I5.

= [~ Planina -
AL ]| Eav [E
T = | -
1 Pontos
= ©1 1)
T (0.51,1.51) (0.51, 1.59105)
T (1.02,2.29923) {1.02,2.25199)
T (1.53,2.85208) (1.53, 2.58221)
T (2.04, 2.63592) {2.04,2.30513)
7| (255,177354) | (255,1.66304)
T (3.06, 0.95955) (3.06, 1.06787)
B (357,052507) | (3.57,0.67458)
1T (4.08,0.36169) {4.08, 0.46367)
|11 | (459,03230)  (4.50,0.3837)
(5.1,0.35981) (5.1,0.40643)

Figura 16: Método de Euler melhorado.

Note que os ponto H2:H12 também surgem na janela de visualizagdo. No entanto, s6 queremos
que os pontos [2:112 aparecam, uma vez que eles sdo os pontos do método de Euler melhorado.

Sendo assim, selecione da célula H2 até H12, clique com o botao direito do mouse na selecéo e clique

na opgao

Exibir Objeto

, para que os pontos H2:H12 desaparecam da janela de visualizagao. Dali,

esconda o rétulo dos pontos 12:112, assim como fizemos com os pontos A2:A12. Logo, mude a cor
dos pontos 12:112 para a cor verde. Para criar a poligonal do método de Euler melhorado, digite
no campo de entrada CaminhoPoligonal[I2,13,14,15,16,17,18,19,110,111,112]. Logo aposs,
esconda o rétulo do caminho poligonal e altere sua cor para verde. Com isso, teremos a Fig. 17.
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~ Planiiha

Alw 1 EEEE- (@

\ H \ !
Pontos

®

» Janela de Visualizagio G

4 h=0.51
- & . (0,1) ©1
(0.51,151)

(102,229923)

(3,57, 0.52507)
(4.08, 0.36169)
(4.59,0.3239)
(5.1, 0.3598)

“ﬂ‘m““m‘u“b‘w‘n“‘

~
d

w

=

o

Figura 17: Poligonal do método de Euler melhorado.

Passo 6 - Criando a tabela do método de Euler melhorado. Na planilha, nomeie a célula
J1 de n e nas células J2:J12 digite 0, 1, ..., 10, respectivamente. Logo, nomeie a célula K1 de z,, e
na célula K2 digite x(12). Logo apés, clique na alga de preenchimento da célula K2 e arraste até
a célula K12. Nomeie a célula L1 como Euler melhorado solugio e na célula L2 digite y(12). Logo
ap6s clique na alca de preenchimento da célula L2 e arraste até a célula L12. Entre com o texto
Solugdo exata na célula M1, na célula M2 digite a férmula g(z(12)), em seguida, estenda a férmula
para as demais células da coluna M até a célula M12. Digite o texto Erro absoluto na célula N1,
e na célula N2 digite a férmula |L2 — M?2|. Logo, estenda a férmula até a célula N12.

Dessa forma, criamos uma tabela que apresenta a solugdo numérica do PVI (pelo método de Euler
melhorado), a solugdo exata e o erro absoluto (Fig. 18).

Ay 1 BEBEIEY EY
] [J] k] L M N
Pontos n | % | Eulermelhoradosolucio | Selucie exata | Ermo absoluto
o o 1 1 0
1 08t 162934 003829
2 102 234458 009259
3 18 271602 0.13381
4 208 243983 0.1347
5 288 174662 0.08268
5
7
8
B
0

(©,1

(0.51,1.59105

3.06 1.08492 0.01704
357 0.66006 0.01482
4.08 0.44637 0.0173
459 0.37084 0.01306
51 0.39621 0.01023

|‘°‘W|\“m|m‘p|“""’|“

5

Figura 18: Poligonal do método de Euler melhorado.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas L e M.

Passo 7 - Implementando o método Runge-Kutta de 42 ordem. Com o objetivo de criar
a poligonal do método de Runge-Kutta de 4* ordem, nomeie as células P1, Q1, R1, S1 e T1 de
Pontos, ky, kg, ks, k4, respectivamente. Na célula P2 digite A2 e nas células Q2, R2, S2, T2 digite
as formulas y' (z(P2),y(P2)), v/ (x(P2)+h/2,y(P2)+Q2xh/2), y'(x(P2)+h/2,y(P2)+ R2xh/2)
ey (z(P2)+ h/2,y(P2) + S2 % h), respectivamente, como na Fig. 19.
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[ P a R s T
Pontos ky ka ks ks
A2 YiP2),(P2) | YH(P2)+NI2,y(P2)+Q2N12) | yXP2)+Ni2yP2)+R2N/2) | Y((P2)+h, y(P2)+S2Nn)

Figura 19: Definindo os pardmetros.

Logo, na célula P3 digite a férmula do método de Runge-Kutta de 4* ordem (z(P2) + h,y(P2) +
(h/6) * (Q2 + 2« R2+ 2% 52+ T2)) (Fig. 20).

| P \
Pontos
(0,1)

|(x(P2)1h‘y(P2) +h16(02+2R2+ 252 +T2)) j

Figura 20: Férmula do método de Runge-Kutta de 4% ordem.

Para obter os parametros ky, ko, kg, k, da linha 3, clique na célula Q2 e arraste até a célula Q3,
faca o mesmo para as células R2, S2, e T2. Depois que os valores de k, ky, ks, k, da linha 3 forem
obtidos, faremos o mesmos procedimento para encontrar os valores das células P4, Q4, R4, S4 e
T4, ou seja, clique na célula da linha de cima e arraste. Realizando esse procedimento em todas
as linhas até a linha 12, na ordem P, Q, R, S e T, obtém-se os valores da Fig. 21.

» Janela de Visualizagio & | ~ Pianiha
RINEEEEEER
P | a R s | 7 ]
a h=051 1 Pontos ky ks kg ks
©.1) 1 121442 | 126733 | 143683
(0.51, 1.62903 142172 143668 | 143043 | 123679
(1.02,234394) | 1.22674 077445 | 074083 | 011101
(153,2.71525 011074 -058318 | 054557 | -1.10196
(2.04,243911) | -1.10291 142067 | 137446 | 144274
(2.55, 1.74602 -1.44929 -120021 | 133534 | -1.06146
(3.06,1.08474) | -1.08113 -079691 | -0.8683 | -0.58389
(3.57, 0.66012 -0.60047 -039314 | 043414 | -0.25031
(4.08,0.4464) 026386 01397 | -0.15137 | -0.04507
(4.59, 0.37066 004525 004748 | 005061 | 0.14985
(5.1, 0.39623) 0.14977 026034 | 027724 | 042033

Figura 21: Pontos do método de Runge-Kutta de 42 ordem.

Agora, assim como fizemos no método de Euler e no método de Euler melhorado, esconda os
rotulos dos pontos P2:P12 e altere sua cor para marrom.

Para criar a poligonal do método de Runge-Kutta de 4% ordem, digite no campo de entrada
CaminhoPoligonal[P2, P3, P4, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11, P12]. Logo apds, esconda o rétulo
do caminho poligonal e altere sua cor para marrom. Assim, teremos a construcio da Fig. 22.
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> lanela de Visualizagio 59 |~ Planiha
Ll BB ES~ |H
P [ a [ r s [ 1]
4 h=051 1 Pontos ky ko k3 ks
*® [2| o+ 1 121442 | 126733 | 143683
3| 051 150003) | 142172 143868 | 143043 | 123679
R [« 3 122674 077445 | 074083 | 011101
s | 271626) 011074 | -058318 054557 | 110196
04243911) | 110201 | 142067 | 137448 | 144274
7 174602) 144028 | 120921 | -133534 | 106748
2 8 | (30610847¢) 108113 | -079891 08683 | -0.58389
[ o | 357.058012) | 060047 | 039314 | -043414 | -025031
[0 | (208 04464 028386 01397 | 015137 | 004507
, [11 | 450,03 004525 004748 005081 | 0.14985
A 3 0.14977 026034 | 027724 | 042033
o [ 15 |
o T z 3 5 3 |15
16

Figura 22: Poligonal do método de Runge-Kutta de 4% ordem.

Passo 8 - Criando a tabela do método de Runge-Kutta. De forma aniloga a construgao
das tabelas do método de Euler e do método de Euler melhorado, nomeie a célula Ul de n e nas
células U2:U12 digite 0,1, ..., 10, respectivamente. Logo, nomeie a célula V1 de z,, e na célula V2
digite z(P2). Logo ap06s, clique na alga de preenchimento da célula V2 e arraste até a célula V12.
Nomeie a célula W1 como R-K solugio e na célula W2 digite y(P2).

Logo apds, clique na alga de preenchimento da célula W2 e arraste até a célula W12. Entre com
o texto Solugdo exata na célula X1, na célula X2 digite a férmula g(z(P2)); em seguida, estenda
a férmula para as demais células da coluna X até a célula X12. Digite o texto Erro absoluto
na célula Y1, e na célula Y2 digite a férmula |[W2 — X2|. Logo apds, estenda a férmula até a
célula Y12. Assim, criamos uma tabela que apresenta a solu¢do numérica do PVI (pelo método de
Runge-Kutta de 4* ordem), a solucdo exata e o erro absoluto (Fig. 23).

Llin BB ESr |Er
P [ a | r s [ 1 ] v w x Y

1| Pontos K ky [ ks n *n RK| solucdo | Solucde exata | Ero absoluto
[2| o1 1 121442 | 126733 | 143683 O 0 1 1 0
[ 3 |ws1. 152903 142172 143688 | 143943 | 123679 1 051 1 162934 0.00032
[ |02z 122674 077445 | 074083 | 011101 2 102 2 234458 0.00084
I GE 011074 088318 | 054557 | -110186 3 183 2 271802 0.00078
[6 |2os,243011) | 10201 | 142087 | 137448 | 144274 4 204 243011 243083 000073
| 7 |ees, 1745020 144020 | 120021 | 133534 | 108146 5 285 174602 174862 0.0005
[& |os 108474y 108113 079891 | -Dge3 | 056389 6 308 108474 108402 000018
[ e |Ger.088012) 060047 | 030314 | 043414 | 025031 7 387 068012 065008 0.00008
[0 |08 04458) 026388 01397 | 015137 | 004507 8 408 044837 0.00004
11 |459,03708 0.04525 004748 | 005051 | 014986 9 459 037064 0.00002
[12 [51,030823 0.14977 026034 | 027724 | 042033 10 51 039821 0.00002
3

Figura 23: Poligonal do método de Euler melhorado.

Note que alteramos as cores dos elementos da colunas W e X.

Passo 9 - Transferindo as tabelas para a janela de visualizagdo. Neste passo, vamos
transferir as tabelas da planilha para a janela de visualizacdo. Selecione da célula Bl até a célula
F12; em seguida, clique com o botao direito do mouse e selecione a opgao Criar, depois clique na
opgdo Tabela (Fig. 24). Dessa forma, a tabela selecionada aparecerd na janela de visualizagdo.
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8 € D E F
1 n *n  Eulersolugo  SolugAo exata | Emo Absoluto
2 0 0 1 1 0
3 1 0.51 151 1.62934 0.11934
4 2 102 21821 234458 0.16248
5 3 153 276454 271602 0.04852
6 4 204 282204 243983 0.38221
7 5 255 217125 1.74662 042463
8 6 3.06 12521 1.08492 0.16719
9 7 357 0.61565 0.66006 0.04441
10 8 408 033005 0.44637 0.11632
11 9 459 023055 0.37064 0.14009
12 | | 10 5.1 02162 0.39621 0.18001

a2 —
13 B1:F12
14
15 IC] Copiar
16 [ colar

== [ Corar
18 7. Apagar Objetos

| Usta Criar »

' Lista de pontos

Exibir Objeto
I wmatriz !
[l Gravar para a Planilha de Calculos
| Tabela
CaminhoPoligonal . Propriedades T

Tabela de Operacio

Figura 24: Transferindo a Tabela.

Repita o procedimento para as tabelas que vao da célula J1 até a célula N12, e da célula Ul até
a célula Y12. Dessa forma, as tabelas do método de Euler, do método de Euler melhorado e do
método de Runge-Kutta de 4* ordem irao surgir na janela de visualizagdo, como na Fig. 25.

» Janela de & =

Euler solucio | Solugio exata | Erro Absoluto a e Euler melhorado solugao | Solugio exata | Erro absoluto
0
0.11934

" n_ |z

[i

0
0.03829
0.09259

1
1.62934
2.34458

1o)==

L.74602
1.08402
0.66006

G0

S|AEG|=| 2

PIEIEE

e

-

=

Erro absoluto

0 3
0.00032

0.00064
0.00078
0.00073
0.0006
084 0.00015
). G600 0.0000
0. 41637 0.0000
0.37064 L0000
0.39621 0000

Figura 25: Tabelas na janela de visualizagao.

Passo 10 - Abrindo outra janela de visualizagdo e criando textos. Abriremos uma outra
janela de visualizacao e nela inseriremos textos. Na barra de menus, clique em Ezibir e depois na

opgio | # JaneladeVisualizacio 2 {jin, nova janela de visualizagio surgird. Logo, clique no controle

deslizante com o botao direito do mouse, logo depois, clique em Propriedades, clique na aba
Avangado, desmarque a opcio Janela de Visualizagio e marque a opgao Janela de visualizagio 2.
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Seguindo esses passos, o controle deslizante desaparece da janela de visualizacdo e aparece na janela

. . ~ . . ABC Texto
de visualizagdo 2. Para criar textos, selecione a ferramenta na barra de ferramentas.

Logo, clique na janela de visualizacdo 2. A caixa da Fig. 26 surgird. Digite o texto da Fig. 26,

marque a opgao Férmula LaTeX e logo depois clique em OK. O texto Solucdes numéricas para
um PVI aparecera na janela de visualizagdo 2. Marcar a op¢do Formula LaTez, na caixa de texto,
permite que textos e féormulas sejam digitados usando os mesmos comandos com sintaxe do LaTex.
Para configurar o texto, alterando cor, tamanho e tipo da fonte, clique com o botao direito do
mouse em cima do texto e selecione a opgao Propriedades.

€ Texto ]

Editar

\mbox(Selugdes numéricas para um PVI}

FormulalaTeX | Simbolos * | Objetos *

[rT T TTTTTTT

Visualizar

Solugoes numéricas para um PVI

Figura 26: Caixa de texto.

Todos os textos do applet, ja configurados e posicionados convenientemente, foram criados da
mesma forma e estdo na Fig. 27.

» Janela de Visualizagdo 2

Solugbes numéricas para um PVI

Entre com a EDO (de 1*ordem)

e a condigao inicial

v=

(z0: m0) =

Selecione o tamanhe do passo h

h= 051

@

Selecione o método desejado

Euler
Euler melhorado

Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 27: Textos do applet.

Vale lembrar que em todos os textos é marcada a opc¢ao Posicio absoluta na tela, clicando sobre
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0s mesmos com o botao direito do mouse e selecionando esta opcao.

Passo 11 - Campos de entrada, poligonais e tabelas. Vamos criar dois campos de entrada:
um para a EDO e outro para a condicdo inicial. Na barra de ferramentas, selecione a ferramenta

ol CampodeEniada T 00, clique em qualquer local da janela de visualizagio 2. A caixa da Fig. 28

aparecerd. Digite ¢y’ como legenda para o campo de entrada e vincule o objeto y'(x,y) = ycos(x),
como mostra a Fig. 28

€7 Campo de Entrada =5

Legenda: |y’

Objeto Vinculado: |

i

Figura 28: Configurando o campo de entrada.

Ao criar o campo de entrada na janela de visualizagdo, clique nele com o botao direito do mouse e
selecione a opgao Propriedades, na aba Bdsico; desmarque a opgao Ezibir Rotulo, e, na aba FEstilo,
digite 10 para o comprimento do campo de texto. Também é possivel configurar a cor da fonte e
a cor de fundo do campo de entrada na aba Cor.

Crie outro Campo de entrada, da mesma forma que o anterior, com a legenda (x,y,) e vinculado
ao objeto A2. Aplique as mesmas configuracoes do campo de entrada anterior a esse segundo
campo. Logo, posicione-os conforme a Fig. 29.

Solugoes numeéricas para um PVI

Entre com o EDO (de 1" ordermn)
e a condicio inicial
y =y cos(x)

(o) = (0, 1)

Figura 29: Campos de entrada.

Agora, para criar as caixas que permitem a exibigdo (ou ndo) das poligonais e tabelas, selecione a

°
/| = Caixa para Exibir | Esconder Objetos . . . . ~
ferramenta =~ © e clique em qualquer local da janela de visualizagdo 2. Ao

clicar na janela de visualizagdo 2, surgird uma caixa na qual podem-se escolher os objetos que
se deseja exibir/esconder. De acordo com a Fig. 30, digite Fuler para a legenda e Selecione os
objetos: CaminhoPoligonal f, os pontos A2:A12 e o texto2 que corresponde a tabela do método de
Euler.
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73 Caixa para Exibir/Esconder Objetos ===

Legenda: Euler

Selecione 03 0bjetos na construgio ou escelna-os de uma lista

CaminhoPoligonal f
| [Ponto A10: (x(A9) + . ¥(A9) + h Y (x(A9), y(ASN) E

Ponto A3: (<{A2) + h, y(A2) + h y(x(A2), ¥(A2)))
Ponto A4: (x(A3) + h, y(A3) + h Y(x(A3), Y(A3)))
Ponto A5: (Ad) + h, y(Ad) + h y(x(Ad), (Ad)))
Ponto A6: (X(AS) + h, y(AS) + h Y(x(AS), Y(AS)))
Ponto A11

Ponto A7: (x(AB) + h, y(AB) + h Y(x(A6), Y(AB)))
Ponto AB: (A7) + h, y(A7) + h Y (x(AT), (A7)
Ponto A9: (x(A8) + h. Y(AB) + 1 Y(x(AB), ¥(AB)))

Figura 30: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método Euler.

Ao clicar em Aplicar a caixa que Exibe/esconde a poligonal, e a tabela do método de Euler
aparecera na janela de visualizagdo 2. Logo, esconda o rétulo da caixa e a posicione de acordo com
a Fig. 31.

Selecione o método desejado

) s

Euler melhorado

Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 31: Caixa para Exibir/esconder a poligonal e a tabela do método Euler.

Quando a caixa estiver marcada, a poligonal e a tabela do método de Euler serdo exibidas na
janela de visualizagdo. Crie mais duas caixas de acordo com as Fig. 32 e 33, em seguida, oculte os
rotulos dessas caixas e as posicione de acordo com a Fig. 34.
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73 Caixa para Exibir/Esconder Objetos ]

Legenda: Euler melhorade

Selecione 03 0bjetos na construgio ou escelna-os de uma lista

CaminhoPoligonal i

le

Figura 32: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método Euler melhorado.

€ Caixa para Exibir/Esconder Objetos =)

Legenda: |R_K
Selecione os objetos na canstrucdo ou escolha-os de umalista
CaminnoPoligonal | B

Ponto P2: A2

Ponto P12 (=]
Ponto P11

Ponto P10

Ponto P3

Ponto P4 E

Ponto P5

Panto P5

Ponto P7

Panto P8

Ponto P9 L

Texto textos -

Figura 33: Exibindo/escondendo a poligonal e a tabela do método de Runge-Kutta de 4* ordem.

Selecione o método desejado

J Euler
| Euler melhorado

J Runge — Kutta de quarta ordem

Figura 34: Caixa para Exibir/esconder as poligonais e as tabelas dos métodos de Euler, Euler
melhorado e Runge-Kutta de 4* ordem.

Assim, clicando com o botao direito do mouse em qualquer local da janela de visualizacdo, e se-
lecionando a opgao Propriedades, é possivel alterar a cor de fundo da janela. Da mesma forma,
pode-se alterar cor, fonte, tamanho, localizacao etc ... de qualquer objeto das janelas de visuali-
zagdo. Sendo assim, é possivel configurar a interface do applet de diversas formas. A versdo final,

do applet apresentado neste trabalho é a da Fig. 1.
N
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Passo 12 - Disponibilizando o applet na web. Apds a finalizacdo do applet, para que seja
possivel disponibiliza-lo na web, é necessério criar uma conta no site oficial do Geogebra em https:
//accounts.geogebra.org/user/create/expiration/129600/clientinfo /website. Logo apés, na barra
de menus do arquivo da construgao do apllet, clique em Arquivo; em seguida, selecione a opgao
E:vpom‘a e clique em ? Planilha Dindmica como Pagina WEB (html) ... Ctri+Shift+W . AO abrir a janela da Flg 357 edite
o titulo e as descri¢oes do applet.

€7 Upload para GeoGebra =

Titulo: |Metodos numericos para EDO

Texto acima da construco

Texto abaixe da construcio.

¥ Ajuda ] [ Upload ] [ Cancelar

Figura 35: Upload do applet.

Ao clicar em Upload, o applet serd, de fato, criado e estara disponivel na web, no site de materiais
do Geogebra. Para fazer modificagdes no applet criado, basta abrir a construcao (arquivo .ggb),
proceder as alteragoes necessarias e salva-las. Essas modificacbes aparecerao, automaticamente,
quando o applet for aberto, uma vez que o mesmo estd associado a construcdo feita no Geogebra.
No applet é possivel realizar agoes diversas, mas, ao fecha-lo, esse retornara ao seu estado original.
Contudo, qualquer usuario pode fazer o download do arquivo .ggb, do applet, e assim, modifici-lo
ou melhora-lo.
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O sonho de Lagrange

José Carlos Magossi

Resumo

E comum dizer que os cursos de Célculo sdo por demais tedricos e, desse modo, geram insatisfacao
em seus estudantes. O objetivo deste artigo é indicar que, dentre os varios motivos que acarretam
essas dificuldades e desagrado, aqueles voltados ao nao entendimento da aritmetizagio da mate-
madatica, frase de Felix Klein no século XIX, sdo os mais relevantes. Tal alegacdo fundamenta-se na
percepcao das dificuldades erigidas no decorrer do arduo processo histérico que culminou com o
rigor na matematica. Entende-se que dificuldades semelhantes podem ocorrer com estudantes que
ascendem a Universidade sem um preparo adequado ao manuseio dessa nova aritmética. Neste
artigo exibem-se exemplos divisores de dguas entre a aritmética do colégio e a aritmética presente
em cursos de Calculo. Estima-se que o estudante, ao ser-lhe esclarecido que o curso de Calculo
estd alicergado nessa nova aritmética, possa dirimir esforcos do pensamento voltado a aritmética
do colégio para langi-lo na compreensao do processo de aritmetizacdo da matematica. Caso con-
trario, ele pode entender que, no curso de Célculo, a aritmética do colégio, além de necessaria, seja
também suficiente.

Palavras-chave: Aritmetizacdo da matemdtica; Lagrange; Célculo; Infinitésimos; Continuum;
Fungoes.

Abstract

It is common to say that Calculus courses are too theoretical and thus they cause dissatisfaction in
their students. The aim of this article is to indicate that, among the various reasons that cause these
difficulties and displeasure, those related to misunderstanding the arithmetizing of mathematics,
phrase coined by Felix Klein in the XIX century, are the most relevant. This claim is based on the
perception of the difficulties erected in the course of the arduous historical process that culminated
with rigor in mathematics. We think that similar difficulties may occur with students ascending
to the University without adequate preparation for handling this new arithmetic. In this article
we show examples that can be seen as water divisors between High School arithmetic and the
arithmetic present in Calculus courses. We estimate that, when it is clarified to the student that
the course of Calculus is based on this new arithmetic, he can so settle efforts of thought focused
on the mathematics of High School to launch it in understanding the process of the arithmetizing
of mathematics. Otherwise he may understand that, in the course of Calculus, the High School
arithmetic is not only necessary, it is also sufficient.

Keywords: Arithmetizing of mathematics, Lagrange, Calculus, Infinitesimals, Continuum, Func-
tions.
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1. Introdugao

Os estudantes tomam contato, logo que iniciam seus estudos em matemaética, com as regras bésicas
de soma, subtragao, divisao e multiplicacdo para numeros inteiros. Uma simples inspe¢do nos
contetidos matematicos dos colégios sera suficiente para identificar os assuntos em que residem
suas dificuldades com essas operagoes. Tais dificuldades de aprendizado produzem, na comunidade
cientifica, inimeros artigos com fins de indicar metodologias que facilitem o entendimento dessas
operagoes em detrimento, por exemplo, de uma possivel tarefa de decorar a tabuada. Um pouco
a frente nesse roteiro escolar reside ainda uma dificuldade maior, as operagoes com fragoes. Uma
fragdo ¢ um ntmero ou sdo dois numeros? Representa razdo ou variagdo? Estes sdo alguns
questionamentos presentes em sala de aula. Isso se estende até o ensino médio, periodo em que
os estudantes estdo prestes a ingressar em cursos universitarios. Ao ingressar em tais cursos,
naqueles que contenham como disciplinas obrigatérias os “famosos” cursos de Caélculo, havera
outra dificuldade, ainda da aritmética, mas ndo com niimeros inteiros ou fragdes, mas com o que se
chama, grosso modo, de quantidades infinitamente pequenas', abreviada nesse artigo por q.i.p.
Essa aritmética é a que suporta, em termos técnicos, as ferramentas matematicas de grande parte
dos desenvolvimentos tecnolégicos modernos, tais como as equagoes diferenciais, equacoes integrais,
séries e transformadas de Fourier etc. Mesmo com todas as indicagdes da relevancia tecnolégica,
educativa e de raciocinio, da matemaética presente nos cursos de Céalculo, ha ainda indicativos de
insatisfagdo. Pode-se dizer que hé, de modo geral, uma leitura de desconexao entre matematica e
realidade. Talvez isso seja fruto do arduo processo de transformagao e solidificacdo da matematica
ao longo dos séculos XVII, XVIII e XIX. Pelo sim ou pelo ndo, o fato é que hia um cendrio
fragmentado nos cursos de Calculo que faz com que os estudantes sintam-se desconfortiveis. A
histéria da matematica mostra-nos o quao arduo foi, e em alguns casos ainda é, a passagem do
periodo pré-Célculo - 2 diga-se, antes da invencdo do conceito de derivadas - para o periodo do
Célculo, motivada pela intuicio geométrica, e também a passagem do periodo do Célculo para
o periodo das analises Matematicas, com a inven¢ao do conceito de limites e aprimoramento do
conceito de fungoes. Os termos “derivadas”, “intuicdo geométrica”; “limites” e “fungdes’nao sao
os unicos fatores que acarretaram transformacoes matematicas naquele periodo, mas servem como
elemento norteador para langar uma luz sobre as dificuldades presentes nos cursos de Célculo.

Uma observacao cautelosa mostra-nos os equivocos dos cientistas em optar por “demonstragoes” ma-
tematicas fundamentadas em intuicdo geométrica, descobrindo-se apenas a posteriori que o rigor
dedutivo deveria predominar se se quer evitar inconsisténcias [39]. As profundas discussoes sobre
q.i.p., infinitésimos, indivisiveis, estrutura do continuum etc., [41, 1], atingem um ponto de con-
senso no final do século XIX com o surgimento do conjunto dos ntimeros reais, em que a estrutura
do continuum revela-se num sistema légico dedutivo com a inser¢ao de axiomas de completude.

(...) Nesse contexto seria interessante e importante saber das vdrias andlises a que
foi submetida a nogio de continuum ao longo dos séculos (e milénios) ([31], p214).
(Tradugio do autor).

Com fins de elucidar as transformacoes relativas as q.i.p., propoe-se, neste artigo, uma divisdo

1Para mais detalhes sobre esse termo, no sentido extensivo, consultar, por exemplo, [1, 2.
A 5 utiliz . oA . -
20 termo “pré-Calculo” é utilizado aqui como sinénimo de um periodo histérico e ndo como a pretensa disciplina,
pretenso pré-requisito, que comumente se diz preparatéria para ingressar em cursos de Célculo.
-
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histérica com trés periodos, caracterizados, aproximadamente, pelas datas de 1684 — 1687, 1807 —
1823 e 1902, como marcadores de época. Os anos de 1684 e 1687 caracterizaram o surgimento
do Célculo. O ano de 1807, (més de dezembro), foi 0 ano em que Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768-1830) entregou ao Institut de France, [25], Paris, seu manuscrito sobre a solu¢ao do problema
de Condugao de Calor®. Os anos de 1821 e 1823, [16, 17], foram os anos da publicagio do conceito
de limites por Augustin-Louis Cauchy (1789-1857). E, finalmente em 30 de junho de 1902, a data
da defesa de doutorado de Henri Léon Lebesgue (1875-1941), que pode ser vista como um marco
no desenvolvimento de uma genufna teoria da integracio e medida [34]*.

Entende-se que houve o perfodo pré-Célculo (antes de 1684 e 1687), o perfodo do Célculo, até
1807, e o periodo da solidificagdo da Andlise Matemética, até 1902. De 1902 aos dias atuais,
muitos desenvolvimentos matematicos ocorreram, o que é impossivel detalhar num texto como
este. Neste artigo, apontamos que em tais periodos, o foco reside no problema da aritmética, nao
numa aritmética de niimeros inteiros, mas sim numa aritmética de q.1.p., ou seja, em linguagem
moderna: uma aritmética de nimeros reais. Convém reforcar que o objetivo neste artigo é indicar
as bruscas mudancas no pensar sobre o conceito de infinito e infinitésimos que, de uma forma
ou outra, impactaram nao somente o pensamento humano dos séculos XVII, XVIII e XIX, mas
também impactam o pensamento e o raciocinio daqueles que ingressam em cursos de Célculo.
E possivel, entdo, caracterizar, de modo sucinto, conforme a proposta deste artigo, as principais
“ferramentas” matematicas utilizadas nos periodos citados acimas:

e Da Grécia antiga até 1684-1687 as “ferramentas” matemaéticas utilizadas eram, grosso modo,
Régua e Compasso. A geometria de Euclides, exposta no livro Os Elementos, de Euclides [§],
reine um dos principais tratados de matematica.

e De 1684 até 1807-1823 as “ferramentas” matemaéticas eram fundamentadas fortemente em deri-
vadas e integrais, de Newton-Leibniz. Esse foi um periodo de intuigdo e geometria. O Cdlculo
descoberto por Newton e Leibniz era a principal vertente matematica.

e De 1807-1823 até 1902, o conceito de limites estabelece-se como uma importante “ferramenta” ma-
tematica. O perifodo do rigor. A Andlise Matemdtica solidifica-se e os fundamentos da matema-
tica sao revistos.

e De 1902 até os dias de hoje hd uma pluralidade de novos desenvolvimentos matematicos, mas
ainda o conceito de limites mostra-se como uma ferramenta indispensavel na matematica.

Na Grécia antiga, por exemplo, ja se discutiam as magnitudes além daquelas inteiras e fraciondarias.
Pitdgoras questiona a existéncia do niimero v/2. Euclides mostra a impossibilidade de esse niimero
ser expresso como uma razao entre dois nimeros inteiros, com denominador diferente de zero; ou
seja, ndo é um numero que pertence ao conjunto das fragoes. Euclides publica uma série de livros,
Os Elementos, [8], nos quais enuncia seu método axiomético-dedutivo, amplamente utilizado em
quase todos os circulos de estudiosos em matemética. O axioma das paralelas, que consta nos
Elementos de Fuclides, mostra indicativos de como o trato com o infinito pode gerar controvérsias.
Ainda em sua época, dividas sobre q.i.p. em geometria persistiam. Por exemplo, se um segmento
de reta é composto de partes muito pequenas (mas positivas), em nidmero infinito, entdo sua soma,

30 qual originou o que se chama hoje em dia de Séries de Fourier.
4Essa data é utilizada apenas para marcar um periodo, pois Lebesgue publicou seus resultados ao longo do final

do século XIX e inicio do XX [35, 27, 3, 45].
B
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uma soma infinita, vai ultrapassar o tamanho do referido segmento. Por outro lado, se esse mesmo
segmento é formado de partes infinitamente pequenas (mas de tamanho nulo), entdo sua soma vai
ser nula e nao representard o segmento. Isso mostra as inconsisténcias acerca de somar q.i.p.
Além disso, hd também os paradoxos de Zendo de Eleia (que viveu por volta de 450 A.C. [12, 1]),
que revelam como um dos precursores dos processos relacionados ao infinito [42]. Em linguagem
atual, a ideia de Zenao era a de que é impossivel ir, por exemplo, de um ponto A até um ponto B
qualquer. Para chegar a B é preciso passar pela metade do caminho, digamos C, e dai, para ir de
C até B, é preciso passar pela metade do caminho restante, e assim sucessivamente. Nesse caso,
levando-se em conta que sempre hd uma minima parte a percorrer (uma metade), jamais se atinge
o ponto B. Zenao utiliza em sua argumentagao um raciocinio que pode muito bem ser comparado,
guardadas as devidas proporgoes, aos raciocinios do século XIX. Também, pode-se citar O. Toeplitz
(1881-1940) ao dizer de Arquimedes, apés seu livro O método ter sido descoberto por J. L. Heiberg
(1854-1928), em 1906, na cidade de Constantinopla:

Neste trabalho Arquimedes nao fornece nenhuma nova prova, apenas quer mostrar
por quais métodos de raciocinio ele tem encontrado todos os seus grandes resultados;
(...). O método dos indivisiveis, que ele, no entanto, lida com uma ousadia e
seguranga instrutiva que deiza Cavalieri muito para trds ([42], p61). (Tradugio do
autor).

Nota-se a forca das ideias de q.1i.p., nesse caso sob a forma de indivisiveis, as quais desde hd muito
tempo “esbogava caminhos” para emergir. Essas discussoes, com formatos diferentes [1], avangam
até o periodo da descoberta do Céalculo. De modo revolucionério, se assim se pode dizer, I. Newton
(1643-1727) e G. Leibniz (1646-1716) abordam esse problema de forma singular. Eles caracterizam
essas q.1i.p. como sendo quantidades (sem dimensao) menores do que qualquer outra quantidade,
mas ainda diferente de zero.

(...) como uma quantidade menor do que qualquer quantidade finita e, ainda,
diferente de zero ([31], p214). (Tradugio do autor).

Com isso, abrem-se espagos para desenvolvimentos matemaéticos fundamentados no recém-desco-
berto “Célculo”. De modo quase imediato, novas “tecnologias” surgem, tais como a construcao de
telescopios, o conceito de velocidade instantanea na Fisica, inclinacao de curvas, lei da gravitagao,
méximos e minimos de fungdes etc., ([26], p.81). Além da explosdo do surgimento do Célculo, fortes
desenvolvimentos surgem no patamar das técnicas de derivagdo, de integracao e de suas aplicagoes.
Iniimeros teoremas e suas interacdes com o mundo real sdo estabelecidos. No entanto, com o passar
do tempo as fronteiras dessa abordagem, dessa relagdao teoria-pratica, comecam a dar sinais de
“fadiga,” haja vista que as demonstracoes dos teoremas eram fundamentadas principalmente em
evidéncias, numa factivel pratica e na intuicdo geométrica.

Ja estava latente nos ares da época que a auséncia de uma caracterizacao precisa do que sejam
os infinitésimos promovia diuvidas em demonstragoes mateméticas, pois a intuigdo e a geometria
ndo eram suficientes para demonstracées de teoremas matemaéticos, principalmente para aqueles
associados a convergéncia de séries, continuidade, nimeros reais, reta real etc.. Algor m.gis seria
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necessario. Nao basta dizer que v/2x /2 vale 2 apenas por indicar que essa multiplicacio representa
a area de um quadrado® de lado V2.

De modo anélogo, ndo basta dizer que a soma

vale 1, pois hd uma leitura geométrica de facil entendimento. Isto é, essa soma pode ser lida, de
modo intuitivo, como a representacdo da area de um quadrado de lado 1 que foi dividido em 2
partes (regies) iguais e retirada uma parte dela: % Depois, divide-se o quadrado em 4 partes
iguais e retira-se uma parte de quatro, i, e assim sucessivamente, subdivide-se o quadrado em 2"
partes iguais e retira-se uma parte de 2™ partes, ou seja, Qi Intuitivamente, essa soma vale 1, que
é a area do quadrado, pois vao-se retirando partes cada vez menores, mas ainda pertencentes ao
quadrado de area 1. Com um terceiro exemplo, seja uma reta r que liga o ponto A ao ponto B. Seja
também uma reta s transversal a ela. Intuitivamente é de bom senso supor que a reta s corta a
reta 7 em algum ponto, mas qual a certeza disso? Esse problema foi discutido por Bernard Bolzano

(1781-1848) [40] e deu origem ao que se chama hoje em dia de Teorema do Valor Intermedidrio.

Em todos os trés exemplos acima as duvidas advém do significado de que se atribuem ao sig-
nificante quantidades infinitamente pequenas. No primeiro exemplo, o problema esté relacionado
a multiplicagdo de um ntmero com infinitas casas decimais por ele mesmo, caso em que a arit-
mética tradicional nao se aplica. No segundo exemplo, de modo analogo, indica-se uma soma de
infinitos termos, contraria a nogdo de soma que é definida para um ntmero finito de termos. J4a
no terceiro exemplo, a davida reside na existéncia, ou nao, de um ponto de intersecdao entre duas
retas, condigdo possivel, desde que nao haja “furos” nas retas envolvidas. Isso indica a presungao
de que as retas em questdo contenham, como seus pontos, o conjunto de ntimeros reais®. Grosso
modo, caso exista tal “reta real”, havera um ponto de intersecao entre as retas r e s; caso contrario,
os “furos” podem nao garantir a intersecdo. Com base nessas argumentagdes e em muitas outras
possiveis, os problemas com a falta de rigor comecam a surgir, e os mateméaticos voltam-se para
as questoes de fundamentos da matematica’.

E assim, no final do século XVIII, a medida que as limitacoes das antigas técnicas
tornaram-se cada vez mais evidentes, uma atencdo séria as questoes dos fundamentos
tornou-se a preocupagio de trabalho dos matemdticos ([38], pviii). (Tradugio do
autor).

Richard Dedekind (1831-1916) inquieta-se com a falta de precisdo na matematica ao lecionar cursos
de Célculo em Zurich. Em seu livro de 1858, [20], Essays on the theory of numbers-Continuity
and Irrational Numbers-The Nature and Meaning of Numbers, escreve sobre sua insatisfacdo com
o desenvolvimento do Célculo no decorrer de suas aulas:

5Um quadrado justaposto por quatro tridngulos retangulos iguais, de 4rea %, catetos com valor 1 e hipotenusa,
lado do quadrado, igual a v/2.

6Nota-se que esses questionamentos surgiram bem antes o do conjunto R dos niimeros reais tal como conhecemos
hoje em dia.

"No artigo Les fondements des mathématiques, Morris Kline elucida essa problemdtica [32].
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Ao discutir a nogdo da abordagem de uma magnitude varidvel para um valor limite
fizo, (...), tive de recorrer a evidéncias geométricas. (...) Para meu prdprio senti-
mento de insatisfacio (...). Eu deveria encontrar uma base puramente aritmética
e perfeitamente rigorosa para o0s principios da andlise infinitesimal ([20], pp1-2).
(Tradugdo do autor).

As inquietacoes de Newton e Leibniz acerca do Célculo, do conceito de infinitésimos, levam a
Academia de Berlin, em 1784, a propor, por sugestdao de Joseph Louis Lagrange (1736-1813), um
prémio para o melhor trabalho matematico que explicasse os fundamentos do Célculo. Havia certo
consenso entre os matematicos de que eles estavam clamando por algo “que ainda nao existia”. O
prémio, seguindo os dizeres do comité de avaliagdo, “o melhor dos piores”, foi atribuido a Simon
L’Huiller (1750-1840) pelo trabalho Exposition élémentaire des principes des calculs supérieurs, de
1787 ([23], p.233), mas ele ndo explicou o porqué de muitos teoremas verdadeiros serem deduzidos
de suposicdes contraditérias ([23], pp40-42)%. Isso justifica a dificuldade em aceitar, e compreender,
as q.i.p., e grandes, “o infinito,” presentes no Calculo. Diante de uma “grave” situa¢ao na mate-
matica, Lagrange abraga um projeto pessoal que consistia em eliminar os infinitésimos do Calculo
e reduzi-lo & Algebra. Lagrange, por conta de suas aulas na Ecole Polytechnique, em Paris, refletiu
seriamente sobre a utilizagio de infinitésimos como parte dos fundamentos da matematica®([23],
p43). Lagrange considerava que infinitésimos, de um modo geral, ndo eram rigorosos, mas, pelas
dificuldades matematicas encontradas, acaba por abandonar seu projeto de reduzir o Calculo a
Algebra. No entanto, conforme consta em [23], mesmo Lagrange ndo tendo tido sucesso em seu
programa de reduzir o Calculo & Algebra, ele deixou as condi¢es necessarias e a importancia vital
da questao do rigor, para que Cauchy pudesse fazé-lo.

Coube entdo a A. L. Cauchy, quando em seu curso de Analise em 1821-1823 na Ecole Polytechnique,
Paris, introduzir o conceito de limites e dessa forma dar inicio a uma rigorosa fundacdo da Anélise
Matematica.

Com o operador limites no Célculo ha a revelacdo de uma nova aritmética. Se Lagrange e seus
contemporaneos tiveram dificuldades para entender as q.i.p. no Caélculo, tendo sido Cauchy
aquele que abriu as portas para uma compreensao eficaz, por que entdo estudantes iniciantes em
cursos universitarios deveriam compreendé-los com apenas uma aritmética de colégio como pré-
requisito? Por isso se diz do Sonho de Lagrange, do sonho de indicar, talvez com vistas ao ensino,
tal como se preocuparam, cada um com seu propoésito, Lagrange e Cauchy, uma maneira clara para
compreender as sutilezas de uma nova aritmética, uma aritmética com infinitésimos, com q.1i.p.,
e grandes. Ou seja, estima-se que, ao clarear a diferenca entre os processos de aritmética béasica
de colégio, com nimeros inteiros, e os processos de aritmética, com q.i.p., presentes em cursos
de Célculo, havera melhorias nos processos de ensino-aprendizagem. O aluno finaliza o ensino
médio tendo adquirido um instrumental matematico, grosso modo, pertencente ao século XVII, e
ao iniciar a Faculdade depara-se com uma matematica do século XVIII, mas como ferramental do
século XX. Desse modo, é didatico clarear ao aluno sobre as dificuldades em se trabalhar, no sentido
manual-operacional, com uma aritmética de q.i.p., mesmo tendo ele vivenciado operagoes, no

80 trabalho de L’Huiller, Principiorum Calculi Differentialis et Integralis Expositio Elementaris, de 1795, pode
ser encontrado no site https://archive.org/details/principiorumcal00huigoog/ (Acessado as 17:15 do dia 28 de se-
tembro de 2019).

9 Os questionamentos de Lagrange propiciam a formulacio de perguntas pertinentes ao tema discutido neste
artigo: Seria a presenca da &dlgebra no Calculo, de certa forma, uma facilitador do ensino, muito mais do que o
manuseio de infinitésimos? Por conta de suas aulas, haveria Lagrange refletido sobre isso?

N
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colégio, com a aritmética de nimeros inteiros. E preciso ir além de simples manipulacdes de
numeros inteiros, além das transformagoes de “conceitos intuitivos” do Célculo para “conceitos
rigorosos” da Andlise Matematica.

2. A época do rigor matematico

A prética, intuicdo e geometria dominavam o periodo imediato ao surgimento do Calculo, mas
a ocorréncia de imprecisoes na matematica fez com que houvesse um movimento em dire¢do aos
fundamentos da matematica. Como consequéncia, a Analise Matemaética solidificou-se e o Calculo
afastou-se dos aspectos intuitivos para se pautar em processos aritméticos como meio de responder
as insatisfagoes cientificas da época. Na sequéncia historica, apés Cauchy, outros matematicos
trabalharam nos fundamentos da matematica, tais como: K. Weierstrass (1815-1897), G. Cantor
(1845-1918), E. Heine (1821-1881), E. Borel (1871-1956), C. Méray (1835-1911), B. Bolzano (1781-
1848), R. Dedekind (1831-1916), P. Cousin (1867-1933) e H. Lebesgue (1875-1941), para dizer
de alguns [26, 24, 12, 36, 29, 41]. Na trilha desses desenvolvimentos, R. Dedekind constréi o
conjunto de ntimeros reais e caracteriza uma reta “real” composta unicamente por niimeros reais e
possibilita com isso as defini¢bes e construgoes rigorosas de teoremas, comuns em cursos de Célculo.
Surgem entdo demonstragoes rigorosas, inclusive para aqueles teoremas que, anteriormente, eram
“demonstrados” via intuicdo geométrica. O final do século XIX e inicio do XX foi marcado pelo
desenvolvimento da precisdo na matematica, ou seja, pela migracdo matematica da era da intuigdo
para a era das demonstragoes precisas fundamentadas na aritmética. Esse periodo, fértil em termos
matemdticos, foi caracterizado por Felix Klein (1849-1925) como o periodo da aritmetizagio da
matemdtica [30, 39].

Proponho, portanto, na presente ocasidgo explicar a minha posicao em relacio a
uma importante tendéncia matemdtica que tem como seu expoente principal Wei-
erstrass, cujo octagésimo aniversdrio recentemente comemoramos. Eu me refiro
aritmetizagdo da matematica (/30/, p241). (Tradugdo do autor).

A ideia de Klein é mostrar com essa frase que uma nova aritmética surgia, qual seja, a aritmética de
q.i.p., uma aritmética dos infinitésimos'". Os cientistas desse perfodo, além de Newton e Leibniz,
trataram os infinitésimos de modo tnico [2], bem diferente do modo como as q.i.p. vinham sendo
abordadas desde entdo por B. Cavalieri (1598-1647), Galileu Galilei (1564-1642), J. Wallis (1616-
1703) etc. [1, 12]. Isso produz uma aritmética cujos objetos diferem daqueles cotidianamente
utilizados no ginasio e colégio, em que a aritmética insere-se no escopo de operagdes com numeros
inteiros e fragoes. Ao construir os nimeros reais, R. Dedekind deixa o caminho livre para que
novas construgoes e desenvolvimentos ocorram. Assim, o conjunto dos nimeros reais, juntamente
com as quatro operagoes, satisfazendo os axiomas de corpo e de completude, caracteriza-se como
o sistema de nimero reais [5].

No entanto, essa caracterizacao do sistema de ntimeros reais nao deu-se apenas por instabilidades
nas demonstracoes matematicas alicergadas na intuicdo geométrica. O trabalho de Fourier sobre
Condugao de Calor pode ser caracterizado como um “divisor de dguas” [13]. Gragas aos problemas

10Foi com a busca por uma aritmética desse tipo, mesmo que incipiente, que se deu o surgimento do Célculo por
Newton e Leibniz, uma consequéncia indireta das investigagoes originadas na Grécia antiga.
"
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“abertos”, deixados no trabalho de Fourier, a matematica foi, por assim dizer, “convidada” a se
tornar mais sélida [42].

O fim das interrogagoes presentes no trabalho de Fourier de 1807 se deu com os trabalhos de H.
Lebesgue [27], em particular com sua tese de doutorado [34] em 1902. Nela, Lebesgue exibe uma
teoria de medida e integragdo, a qual responde as interrogacoes presentes no trabalho de Fourier.
E evidente que, com isso, novas tecnologias surgem e a matematica solidifica-se. O periodo apés
1902 utiliza dessas novas ferramentas para inovagdes tecnoldgicas e também para responder ainda
a outros problemas decorrentes dessas novas ferramentas. E o caso da teoria da integracdo, a
qual indica novos métodos de integragdo que abrangem uma classe maior de fungoes [33, 28, 22],
e também impacta propostas pedagodgicas voltadas as melhorias nos processos de ensino-apren-
dizagem''. Essas discussdes acabam sendo interessantes, pois estdo em consonincia com um dos
motivos que podem também ser ditos como motivadores da transicao da era da intuicdo para a era
do rigor: o ensino do Cdlculo [24, 36, 29].

Os séculos XVIII, XIX e XX caracterizaram-se, sob a Otica da matematica, por periodos de grandes
mudancas e solidificagdo da matematica, e contém as datas que, neste artigo, indicam divisores de
agua no desenvolvimento da matematica focada numa aritmética que se alterou significativamente
em trés periodos historicos. O esclarecimento dos aspectos historicos, dos desenvolvimentos tecno-
l6gicos, da evolugao dos conceitos matematicos é uma condigao essencial nas propostas pedagogicas
associadas ao ensino de Calculo e quicd da Andlise Matematica.

E um fato histérico que o ensino foi considerado com uma séria preocupacio tanto de A. Cauchy
como de R. Dedekind e de F. Klein, entre outros [11, 24, 36, 29, 41]. Assim, ndo é redundante
alertar, diante do exposto em pardgrafos anteriores, que melhorias no ensino de Célculo podem
advir de esclarecimentos sobre a aritmetizagdo da matematica. Com isso, estima-se que o aluno
visualizard a diferenga entre o mundo de realidades discretas e o mundo da matemaética imerso em
quantidades incomensurdveis, em infinitésimos.

O ensino do Célculo sob a ética de intuicdo e geometria é pedagogicamente vidvel, mas com os
desenvolvimentos atuais, com as tecnologias, com os softwares, em muitos casos, faz-se necessario
tratar o Célculo tanto com rigor como com intuicdo geométrica.

3. Exemplos ilustrativos

No que se segue, expoem-se exemplos mateméaticos que marcam a diferenca entre uma aritmética
presente em cursos colegiais e a aritmética presente em cursos de Célculo. O objetivo é mostrar
que o pensar sobre infinitésimos deve ser esclarecido aos estudantes. Nos poucos exemplos que se
seguem mostra-se que o pensar matematico, se desprovido de contexto em que a génese do conceito
é explorada, pode facilmente gerar duvidas e dificultar a compreensao dos conceitos préprios do
Célculo.

HVer texto de Eric Schechter no enderego https://math.vanderbilt.edu/schectex/ccc/gauge/, que diz sobre as
integrais de Kurzweil-Henstock, e também sobre a divulgagio dessas integrais no enderego https://math.vanderbilt.
edu/schectex/cce/gauge/letter/(acessado no dia 28 de setembro de 2019 as 18:26).
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3.1. Aritmética de quantidades infinitamente pequenas

A palavra aritmética, em dicionarios e enciclopédias, relaciona-se aos niimeros e as operacoes com
eles. A expressdo 2+ 3 = 5 é vista como uma igualdade em que a quantidade expressa por 2+ 3 é
igual a quantidade expressa pelo nimero 5. No entanto, o que acontece com expressoes tais como

0,9+0,99 + 0,999 + 0,9999 + ...,
que representam uma “soma” de infinitos nimeros, a qual pode ser a resposta para a pergunta:
1=0,999... 7

Ou ainda, somas do tipo m + e, ou a multiplicacio V2 x /3, as quais o resultado poderia ser
obtido, em tese, no sentido tradicional, apds operar com ntmeros com infinitas casas decimais.
Como nao se tem como realizar operagoes matematicas em um ndmero infinito de passos, uma
leitura imediata revela uma incerteza acerca do resultado das expressoes acima.

Felix Klein, ao escolher a frase “aritmetizagdo da matematica” [30], contempla o pensamento
matemdtico que estd presente nas demonstragdes mateméticas via epsilons (¢'s) e deltas (§'s).
Isso se opoe aquelas demonstracoes caracterizadas pela intuicdo geométrica, as quais, as vezes,
eram expostas em poucas palavras de bom senso [39]. A esséncia dessas sutilezas presentes nessa
nova aritmética pode ser observada no seguinte exemplo da famosa série harmonica. Ela é uma
“soma infinita” de termos do tipo %, ou seja,

1 1 1 1
+ 5 + 3 + 1 + .
H4 intimeras demonstragoes de sua divergéncia ([5], pp96-97), ou seja, de que essa “soma infi-
nita” cresce indefinidamente. Por exemplo, com 10.000 termos tem-se o valor aproximado de 9, 78;
com 100.000 termos tem-se o valor aproximado de 12,09. Ao estudar séries numéricas, depara-se
com a série p— harmoénica, uma versao estendida na qual a série harmoénica é um caso particular.

< 1 1 1 1
o=ttt (1)

E cléssico e demonstrado na literatura, que, se p = 1, a série harménica é divergente; se p > 1 a
série converge, e para 0 < p < 1 a série diverge. A exemplificacdo da presenca das q.i.p. pode
facilmente ser observada ao se trabalhar com valores de p muito préximos de 1. Sabe-se que, se p
é muito préximo de 1, mas ainda maior do que 1, a série é entdo convergente.

21
lim — =k, paraalgum k € R.
p—1t =1 np

Isso é muito estranho e muito esclarecedor do estudo dessas q.i.p. Se p = 1 + 10710000000 " qijgq_
se, um nimero maior do que 1, e muito, muito préximo mesmo de 1, a “soma infinita” (1) tem
um valor fixo, ou seja, é convergente. Mas, para p = 1 a soma “explode para infinito,” diverge.
Haverd dificuldades de entendimento desse raciocinio sobre somas infinitas se se pautar apenas na
aritmética de colégio que ele, o estudante, conhece ao chegar a universidade. _
a%s
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3.2. Conjuntos

Logo nas primeiras aulas de um curso de Célculo o foco sdo conjuntos numéricos. Os conjuntos
dos numeros Naturais N, Inteiros Z, Racionais Q, Irracionais | e Reais R, que de certa forma ja
sao de conhecimento dos estudantes. No entanto nao sdo exploradas no ginasio e colégio as parti-
cularidades do trato com conjuntos infinitos. Ha duvidas quanto a pergunta: qual conjunto tem
mais elementos, o conjunto dos nimeros pares P ou o conjunto N? Em conversas com estudantes,
observa-se que, em uma primeira analise, dizem que dois conjuntos infinitos tém sempre o mesmo
numero de elementos. Numa segunda andlise, dizem que N tem mais elementos que P. Numa
terceira analise, a resposta é que sdo iguais, ndo porque sdo infinitos, mas porque é possivel “gru-
dar” cada ntimero com seu multiplo de 2. Esse ja é um primeiro sinal de dificuldade com uma
aritmética (de “coisas infinitas”) diferente daquela tratada no colégio. Nota-se a importancia em
esclarecer, de modo didatico, as ideias iniciais, classicas, sobre conjuntos, enumerabilidade, conta-
gem, cardinalidade etc. Conforme exposto em [19], pigina 4, Galileo Galilei foi um dos pioneiros
na elaboragdo de uma proposta do infinito tal como nos tempos atuais. Mesmo para Galileo, era
um paradoxo dizer que o conjunto dos niimeros naturais e o conjunto dos quadrados de ntimeros
naturais tém o mesmo ntimero de elementos.

O livro Computability and Logic, de G. S. Boolos (1940-1996) e R. C. Jeffrey (1926-2002) [10],
traz boas explicac¢Oes sobre esses assuntos nos capitulos iniciais. De extrema importéncia é indicar
o norte histérico associado ao surgimento de um conceito. Neste caso, os trabalhos de Georg
Cantor sao relevantes, pois nao sé indicam a parte histérica relativa a conjuntos, como também
preanunciam a relacdo entre conjuntos e a participagdo do pesquisador G. Cantor nos fundamentos
da Anélise Matemadtica [6]. A teoria de conjuntos de Cantor foi criada no periodo histérico em
que se investigavam problemas relacionados a conjuntos infinitos. Cantor estudava séries infinitas
e procurava resolver os problemas deixados por J. Fourier em suas séries. As descobertas de
Cantor dos conjuntos infinitos [6] foram significativas ndo sé para os fundamentos da Matematica,
mas também para o surgimento da teoria de integrais de H. Lebesgue [3]. Ao se clarear esse
assunto e citar exemplos do porqué do surgimento de uma aritmética com conjuntos infinitos,
torna-se possivel compreender com mais facilidade os assuntos que se apresentam na sequéncia
do cronograma, ementa, de um curso de Calculo. Isso elimina uma tentativa muito comum de
associar a matematica que se aprende com situagées do mundo real, uma constante busca por
uma “matematica aplicada”. Em alguns casos isso pode nao funcionar. Por exemplo, questionar o
conceito de infinito no mundo em que se vive pode ser mais enroscado do que expor as razoes do
surgimento dessa aritmética do infinito.

Um exemplo que nao se apresenta no colégio e que pode ser esclarecedor sobre conjuntos infinitos
¢é o de determinar uma funcao que seja bijetora e que enumere todos os pares de nimeros inteiros.
Como ela é bijetora, existe a fungdo inversa, que associa um niimero inteiro com um par de niimeros
inteiros, algo novo para os estudantes. O entendimento de uma func¢do com essas caracteristicas,
e de sua inversa, auxilia no esclarecimento sobre enumerabilidade de conjuntos.

Exemplo 1. ([18], pp40-41 e p73) Se g é uma funciao bijetora de N x N em N dada por
gla,b) =2%2b+1) — 1,

entdo sua inversa g~ ' é dada por

g Y(z) = ((:chl)p; (Ml))’ "
"As
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onde a notacdo (z + 1); vem da fungéo

A, sex,y>0

(z), = ;
0, sex=0o0uy=0

onde A é o expoente de p, na fatoracdo de nimeros primos'? de z.

3.3. Funcgoes

Um dos principais conceitos em matematica, o conceito de fun¢des, é normalmente apresentado,
em cursos de Célculo, logo apds a exposi¢do de conjuntos numéricos. Esse conceito alterou-se ao
longo da histéria da matemaética; o que se entendia por fungdes no século XVII néo é o mesmo que
se entendia por fungdes no século XIX, nem o mesmo que se entende por fungoes nos dias de hoje.
Dessa forma, nao é de espantar que a sala de aula capte também o eco de tais instabilidades.

Entende-se, com base no desenvolvimento da matemaética, que ao aluno devem ser fornecidas as
ferramentas matematicas, didaticas, necessarias a compreensao das diversas fases de transformagao
de um conceito. Principalmente a diferenca entre o conceito de funcdo no sentido geométrico e o
conceito de fungdo no sentido computacional. Segundo o matematico O. Toeplitz,

(...) Todo o século XIX foi necessdrio para desenvolver completamente ambas —
fungdo e expressdo computacional — em conjun¢do com e independentemente uma
da outra, cada uma de acordo com sua peculiaridade. Os pesquisadores de hoje tém
ambas a sua disposicio. Utilizam-nas separadamente ou em mitua interpenetracao.
Para o estudante, no entanto, é dificil manté-las separadas; os livros que ele estuda
nao lhe dao ajuda suficiente, porque tendem mais a confundir em vez de agucar a
diferenca ([42], p132). (Tradugio do autor).

Dizer de uma funcao como sendo uma regra que associa elementos de um conjunto de partida
(dominio) a elementos de um conjunto de chegada (contradominio) exibe um método computa-
cional para calcular os valores de uma determinada funcdo, aquela sujeita a uma regra. O sentido
geométrico indica as fungoes vistas como curvas continuas, suaves etc.

No entanto, os problemas comegaram a surgir quando Fourier, em seu trabalho La théorie analyti-
que de la chaleur (1822), expoe fungoes que nao sdo aquelas tradicionalmente estudadas no século
XIX. Sdo fungbes que carecem de uma andlise cuidadosa, em que o sentido computacional e geo-
métrico interagem. Isso vai exigir uma reformulacio'® do conceito de funcdes, o que culmina com
a preocupagcdo com os fundamentos da matemadtica [32].

12Nesse caso p, ¢ o y—ésimo niimero primo. Por exemplo, py = 0,p; =2,py =3, ... .

130 conceito de funcdes é um dos pontos que impactaram os fundamentos da Anélise Matematica. Entre varios
motivos que exigiram uma completa clarificagdio do conceito de funcdo, podem-se citar os trabalhos de Fourier
(13, 43, 27, 42].
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Precisamente o que Fourier quis dizer com uma fungdo arbitrdria nunca ficou to-
talmente claro. Certamente ele queria admitir todas as fungdes que aparecem em
problemas fisicos (a configurac¢io inicial de uma corda esticada, por exemplo), in-
cluindo muitas que ndo poderiam ser dadas por uma Unica equagio (ou expressio).
Foi P. G. Dirichlet (continuando as investigagoes de Fourier) que deu a definigio
moderna de uma fungao (...) ([38], pxi). (Tradugdo do autor).

Nota-se que, historicamente, os cientistas passaram por periodos de incertezas, as quais podem
também, de modo semelhante, estar presentes nos egressos do colégio, pois esses estdo acostuma-
dos com o conceito de fungdes exposto no sentido geométrico ou calculado via algum processo
computacional. Mas, para avancar em cursos de Céalculo, tal como deu-se com o avanco da mate-
matica, torna-se necessario o pensar sobre o conceito de funcdo de modo mais abrangente.

A fungédo de J. P. G. L. Dirichlet (1805-1859) ([26], p203) é um exemplo mais sofisticado de fungoes,
pois é dificil, se ndo impossivel, de ser esbocada no papel com lapis e régua.

Exemplo 2 (Funcdo de Dirichlet). Seja f : [0,1] — R que associa a cada x € [0, 1] um elemento
f(z) definido como:

)

f) = 0 se x é um numero irracional
1 se x é um nimero racional

Outro exemplo é a fungao proposta por A. L. Cauchy (1789-1857) em 1821 (]26], p203), que produz
uma infinidade de oscilagoes ao redor da origem.

Exemplo 3 (Fungao de Cauchy). Seja f : R — R que associa a cada x € [0,1] um elemento
f(z) definido como:

1
— 0
sen(f) se x %* .

0 sex =0

fl@) =

Tao intrigante quanto as fungoes de Dirichlet e de Cauchy esté a fungao que estabelece uma bijegao
entre o conjunto R dos ntimeros reais e uma parte dele.

Exemplo 4 (O todo e a parte). A funcio bijetora de ntimeros reais, f : R —] — 1, +1[, associa
a cada z €] — 1,1[ um e um unico elemento

f(x)

T

=—e€eR
1+ |z

Como essa funcgao é bijetora, ela estabelece uma correspondéncia biunivoca entre o intervalo aberto
] —1,1] e o conjunto dos niimeros reais, ou seja, o nimero de elementos de R é o mesmo que o
nimero de elementos de uma parte prépria dele, o intervalo | — 1,1[. Isso pode gerar duvidas ao
pensar que o todo, o conjunto R, é “igual” a uma parte do todo, | — 1, 1], situagdo nada intuitiva.

Nota-se, nos exemplos anteriores, que se estd diante de fungdes que diferem daquelas estudadas
no ensino médio'?. E preciso indicar as rafzes que possibilitam a construcdo de uma matemética
apropriada ao Célculo. Com isso, comeca-se a preparar para a aritmetizacdo da matemaética,
conforme proposto por Felix Klein.

No caso das funcdes expostas nessa secio, aconselha-se que sejam utilizados softwares de matemdtica para,
auxiliar em seus desenhos. Isso facilitard a visualizagdo do comportamento dessa fungoes.
-
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3.4. Limites

No livros de Célculo, nos capitulos iniciais, expoe-se o conceito de limites, normalmente seguindo a
ordem de exposicao: conjuntos, limites, derivadas e integrais. E uma exposicio contréria ao desen-
volvimento histérico, haja vista que o conceito de limites comegou a ser esbogado por A. L. Cauchy
em seu curso na Ecole Polytechinique, Paris, Franca, [16, 17], quando ja havia desenvolvimentos
sobre os conceitos de integrais e derivadas ([26], pv).

Segundo Judith V. Grabiner, a utilizacao do rigor em limites com ¢’s e ¢’s deu-se primeiramente
com Cauchy e depois com K. W. T. Weierstrass [24]. Isso justifica talvez o fato de o assunto limites
ocorrer logo no inicio, nos livros de Calculo. Mais ainda, segundo F. Klein, ao dizer da importancia
de limites no teorema do valor médio no Calculo, escreve:

(...) nds julgamos Cauchy como o fundador do cdlculo infinitesimal exato no sentido
moderno ([31], p213). (Tradugio do autor).

Mas o conceito de limites é abordado, normalmente, nos cursos de Célculo como se os conceitos de
derivadas e integrais fossem “construidos” a partir deles. O que nao deixa de ser verdade, pois nao
ha como dizer dos trabalhos de limites de Cauchy sem dizer de continuidade, derivadas e integrais.
No entanto, nao foi assim na histéria da matemaética, pois derivadas e integrais ja existiam antes
de Cauchy. Cauchy reformulou apropriadamente esses conceitos com base no conceito de limites.

Os livros [26, 36, 29, 41] contém discussoes sobre a origem desses desenvolvimentos e indicam, por
exemplo, que a evolugdo desse conceito deu-se, entre outros motivos, pela preocupacao pedagbgica.
Frase cunhada também por outros autores, como H. Lebesgue.

Henri Lebesgue, por outro lado, acreditava que Cauchy tinha iniciado seu programa
de rigor na matemdtica principalmente por razdes pedagdgicas, (...) ([38], pz).
(Tradugdao do autor).

O contexto histérico tem sua importancia, pois facilita a visualizacao das dificuldades da construcao
de novos conceitos. Por exemplo, do conceito de limites tem-se, ainda com Cauchy, o conceito de
continuidade, que vai avancar gragas a associacdo entre a “reta real” e o conjunto dos ntimeros
reais, feita por Dedekind em 1878. A exposicao do conceito de limites sem uma contextualizagao
histérica pode gerar um cenério fragmentado, sem uma razao de existéncia. O conceito de limites
e a ideia de aproximagdo estao muito ligados.

Exemplo 5. O conceito de vizinhanga, no dominio dos ntimeros reais, indica a ideia de aproxima-
¢ao. Ao se analisar o seguinte limite

x4

lim ——

r—2 $—27

percebe-se que ha alguns problemas com relacdo ao valor x = 2 pois, nesse caso, o numerador
2_ . , . o

de f(z) = GCT_24 tende a zero e o denominador também tende a zero. Para analisar esse limite,

deve-se analisar o que acontece na vizinhanga do niimero 2, ou seja, para valores de § > 0 tais que

o @= sBm
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x € (2—19,249) e x # 2. Se for possivel fatorar o numerador e o denominador por (z — 2), entdo
se tem como saber o que acontece na vizinhanca de 2. Mais ainda, se for possivel retirar “qualquer

vestigio” de (z — 2), da expressdo 22:24 serd possivel entender o que acontece na vizinhanca de
T =2.
2
z¢—4 z+2)(xr—2
lim zlim( +2)( )zlim(:r+2):4.
rx—2 T — 2 r—2 xr — 2 r—2

Ou seja, a andlise da-se na vizinhanca de = 2, em valores infinitamente préximos de 2. Novamente,
os resultados foram obtidos com raciocinio voltado as q.1i.p.

O conceito de limites é importante, seja para um curso de Célculo, seja para um curso de Analise,
em que as nogoes de aproximacao e aritmética de q.i.p. sao parte integrante. E conveniente o
entendimento do porqué do surgimento de limites, antes de iniciar os “truques” e operagdes com
limites. Estima-se, assim, que expressoes tais como, para qualquer € > 0,

la—bl <e=a=0b,

sejam mais faceis de entender.

3.5. Derivadas

O conceito de derivadas é um divisor de dguas na matematica, cujo ponto divisor é o surgimento do
Célculo. As implicac¢oes das descobertas de I. Newton e G. Leibniz revolucionaram a matemaética.
Seu surgimento advém da identificagdo, por parte de Newton e Leibniz, da definicdo do que eles
entendiam, cada um a seu jeito, por q.i.p. Isso indica uma releitura singular, da parte deles, de
um assunto que vinha sendo discutido desde a Grécia antiga [12, 1], e que em suas maos impds
uma “revolucao” na matemadatica. No entanto, ao iniciar um curso de Calculo, toma-se contato com
o conceito de derivadas definido a partir de limites. Nao se quer dizer que as defini¢oes, tais como
sdo apresentadas nos livros, estejam equivocadas. O que se quer dizer é que o contexto histérico
deva ser explicado, para que seja possivel perceber os motivos dessa “revolugao”, pois Newton e
Leibniz sequer conheciam o conceito de limites'®, que surgiu mais de um século apés a descoberta
do Calculo'®. Se nio se aprender com a histéria da mateméatica [44], corre-se o risco, no ensino
de derivadas, de levantar questionamentos que podem gerar mais confusdes que esclarecimentos.
Interessantes sdo, por exemplo, as argumentagoes do filésofo George Berkeley (1685-1753) sobre
os infinitésimos, numa época em que o conceito de limites ainda ndo havia sido inventado, [7]. O
estudo da proposicdo de G. Berkeley, entre outras, é extremamente rico do ponto de vista educativo,
haja vista que se abre espacgo para importantes reflexdes sobre a existéncia dos infinitésimos.

15N&o se quer com isso dizer que as “origens” desse conceito ndo possam se relacionar com o “quociente de
Newton”, por exemplo, mas que, tal como é apresentado nos livros, esse conceito difere, em muito, das ideias
daquela época. Por exemplo, as ideias presentes nos livros, tais como conjuntos de Cantor, integrais de Riemann,
ponto de acumulagdo, ponto interior etc., ndo existiam naquela época.

16Esse é um ponto de extrema importancia no Célculo. H4 a “revolucéo cientifica,” relacionada & descoberta do
conceito de derivadas e integrais (sem utilizar limites) por Newton e Leibniz. Mas hd também uma outra “revolugio
cientifica” relacionada ao conceito de limites (que reescreve os conceitos de derivadas e integrais), desenvolvido
por Cauchy. E muito bem possivel dizer que nio hé matematica sem essas duas revolucdes. Ambas as revolucdes
configuram leituras particulares das q.i.p.
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Por exemplo, para a funcio z2, com base nos limites seguintes
h)? — 22 2xh + h? h(2 h
i R AR REERR) (90 4 ) = 20,
h—0 h h—0 h h—0 h—0

h+#0 h+#0 e h—0

conclui-se que a derivada de 22 é 2z. Convém, no entanto, explicar que h # 0 e que 2z + h # 2z,
mas 2x + h tende a 2x quando h se torna infinitamente pequeno.

A partir de cendrios como esse, as discussoes sobre problemas mais sofisticados podem ser iniciadas.
Um exemplo cléssico é o de uma fungdo continua que nao é diferencidvel em nenhum ponto.

Exemplo 6. A funcao exposta por K. Weierstrass,

+00
flx) = Z b™ cos(a" )
n=0

onde b é um inteiro imparea étalque 0 <a <leab> 1+ 37” é uma fungao no sentido preciso da

defini¢do, mas ndo é possivel desenhé-la com lapis e papel (sua construgdo néo é intuitiva) [21, 43].
Além disso, é uma fun¢do continua que néo é diferencidvel em nenhum ponto.

3.6. Integrais

Sob a ética historica, o conceito de integral é investigado desde a Grécia antiga, quando cientis-
tas como Arquimedes, Kepler, Cavalieri, Viviani, Fermat, Gregory St.Vincent, Guldin, Gregory,
Barrow ocupavam-se com a computacio de areas, superficies e volumes. A meta era determinar
um nimero que representasse, por exemplo, a drea de uma determinada regido [26]. Se a regido é
regular, os métodos cléssicos poderiam ser utilizados, tal como os estudantes os utilizam no colégio,
com as férmulas da area de um tridngulo, quadrado, circulo, trapézio etc. No entanto, para figuras
néo regulares, os métodos tradicionais falhavam, sendo necesséria a busca por novos processos. B
classico dizer do método da exaustio que é o método que consistia na inser¢do do maior nimero
possivel de figuras regulares, na parte interna da regido cuja area se pretende calcular, de modo
que sua soma levaria a uma aproximacao da area da regido pretendida. Essas inserc¢oes produziam
resultados aceitaveis para os padroes da época. Em alguns casos férmulas “magicas” eram desco-
bertas, como a de Arquimedes, que identificou como computar a drea de um segmento parabdlico
([12], p.100), ou seja, a drea de uma pardbola é % da 4rea de um tridngulo com mesma base e
altura.

Com a inveng¢do do Calculo, descobre-se também que integral é o processo inverso de derivada.
Isso simplifica a busca por areas, volumes e superficies. A férmula'”

b
[ e =Fo) - Fa)

indica a drea da regido situada entre a curva y = f(x) e y = 0, limitada entre z = a e © = b, desde
que f(z) > 0, por exemplo. Mas, para obter o resultado da integral acima, na época de Newton

17A notacdo fab f(x)dx foi introduzida por J. B. J. Fourier no século XIX.
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e Leibniz, fazia-se necessario encontrar uma funcio F, denominada de primitiva'® de f, para que
o cdlculo F(b) — F(a) pudesse ser realizado. Assim, a matemética “heuristica” do século XVIII
reduz-se, no caso de integrais, & busca por primitivas de funcoes. Mais ainda, o Calculo resume-se
a palavra Calculus, de origem algoritmica. Newton e Leibniz inventam um processo sistemético
para calcular inclinagdo de curvas, taxas de variagio, areas de regides etc. No entanto, como a
histéria mostrou, eles ndo sabiam por que esses algoritmos funcionavam [9]. Essa compreensao
veio somente no final do século XIX, com a revisdo dos fundamentos da matemaética [32].

Como nem todas as fungdes f(x) tém primitivas, nem todas as integrais podem ser calculadas.
Sabe-se que uma grande parte das fungoes elementares, tais como fungoes polinomiais, fung¢oes
logaritmicas, exponenciais, trigonométricas etc. sdo integraveis no sentido de Newton e Leibniz
e possuem primitivas, mas fungdes como e_xZ, |z|, ndo possuem primitivas. Isso significou que
novos métodos precisariam ser investigados para que se almejasse aumentar a classe das fungoes
integraveis.

Esclarecer tais incertezas é importante, pois é classico que resolver uma integral nao é simplesmente
procurar por uma primitiva. A. Cauchy introduziu o conceito de integrais a partir de limites de
somas'?, sem estabelecer, em sua definicdo, referéncia as primitivas. Com isso Cauchy expde sua
classe de fungdes integraveis, mas langa méo das q.i.p. em seus limites. Ou seja, é com essas
quantidades, diga-se “infinitésimos”, que Cauchy impoe uma revolucdo cientifica na matematica ao
abordar o conceito de integrais sem relaciona-lo as derivadas e com a utilizagdo de limites. Assim,
integrais e derivadas podem ser definidas de modo independente umas das outras, mas acabam por
se inter-relacionar via Teorema Fundamental do Célculo [27, 13, 14] . Cauchy utiliza apenas de
fungbes continuas em sua defini¢do, mas foi B. Riemann quem aprimorou os trabalhos de Cauchy

e forneceu uma primeira abordagem rigorosa sobre a teoria de integracao [27].

Convém exibir as defini¢des de funcdo integravel no sentido de Cauchy e no sentido de Riemann
para indicar, seguindo o propésito deste artigo, a relevancia de uma aritmética de ntimeros reais.
Utiliza-se da cor vermelha para marcar a diferenca entre ambas as defini¢oes, e para marcar também
a presenca das q.1.p. nessas defini¢goes. Convém alertar que as defini¢oes na sequéncia sio atuais,
modernas, mas carregam a ideia conceitual da época de Cauchy e de Riemann.

Defini¢ao 1. ([5], pp199-200) Se I = [a,b] é um intervalo fechado limitado em R, entdo uma

partigdo de I é um conjunto finito, ordenado, P = {zy, 21, ...,%,_1, 2, } de pontos em I, tal que

a=2) <2 <y <..<z, =0>

Os pontos de P sdo usados para dividir I = [a, b] em subintervalos disjuntos

I = [z, 4] Iy = [29, 3]0, 1, = [T, 7,,].

Representa-se uma particao de [a, b] por

P={lz; 1, z]}iy

8Uma funcio F tal que F'(z) = f(x) para todo x € [a,b] é dita ser uma primitiva (ou antiderivada) de f em
la,b].
19Com seu conceito de limites, Cauchy vai além da proposta grega de métodos de exaustdo. De certo modo os
gregos introduziam figuras regulares & “exaustdo”, ou seja, em um numero finito, mas que sejam exauridas. Cauchy
indica como introduzir figuras regulares a exaustao infinita, no limite. Isso pode indicar uma significativa diferenca
de pensamento entre os processos gregos e o processo ad infinitum de Cauchy. -
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Se P = {[x,_1,x;]}, é uma particio de I, entdo uma etiqueta é um ponto ¢, € I, = [z, 1, ],
para ¢t =1,2,...,n. Uma particao etiquetada é um conjunto de pares ordenados

‘IP {([ Li_1,T Lti) ?:1'

Definicao 2. Se P = {[z;_;,z;]}, é uma particdo de [a,d], entdo a soma de Cauchy de uma
fungéo continua f : [a,b] — R correspondente a P é o nimero

=" fla )@ — i)
=1

Defini¢do 3. Uma fungao continua f : [a,b] — R é dita ser Cauchy integravel em [a, b] se existe
um ntmero L € R tal que para cada € > 0 existe um ¢ > 0 tal que se P é uma parti¢do de [a, ]
com [|P|| < 4., entéo

S(f7) — Ll <e.

Definicio 4. ([5], p200) Se P = {([z;_;,2;],t;)}7, é uma particdo etiquetada, entdo a soma de
Riemann de uma funcio f : [a,b] — R correspondente a P é o niimero

= Z ft) (@ —m;_q).

Defini¢ao 5. ([5], p201) Uma fungao f : [a,b] — R ¢ dita ser Riemann integravel em [a, b] se
existe um nimero L € R tal que para cada ¢ > 0 existe um ¢ > 0 tal que se ” ¢ uma particao
etiquetada de [a, ]

£

|S(f,’}7) —Li<e.

Grosso modo, as alteragoes entre as definicdes de Cauchy e de Riemann, além de em Riemann nao
haver a exigéncia de funcdo continua, residem na mudancga entre escolher o ponto da esquerda,

z; 1, de cada intervalo I na particdo 7 de Cauchy, para a escolha de um ponto ¢; qualquer em
cada Intervalo I de uma particéo etiquetada 7 de Riemann. E uma diferenca sutil, uma diferenca
propria do universo das q.i.p. Uma alteracao que age também na classe de fungoes integraveis.
Com a defini¢do de Cauchy é possivel integrar fungdes descontinuas em um nimero finito de pontos,
ja com a definicdo de Riemann, torna-se possivel integrar fun¢ées com um conjunto enumeravel de
pontos de descontinuidade.

A classe de fungbes integraveis, na época de Riemann e até final do século XIX, era inadequada
para resolver os problemas deixados por Fourier. H. Lebesgue vai além, introduz um conceito
diferente para expandir a classe de fungoes integraveis, o conceito de medida [3]. No entanto,
na época de sua publicagao, os trabalhos de Lebesgue foram vistos, inicialmente, com algumas
ressalvas pela comunidade académica. O problema é que, nele, as fun¢oes descontinuas e aquelas
que nao tém derivadas, objetos principais nos trabalhos de Lebesgue, eram consideradas como
“monstruosidades,” e pairavam duvidas se essas fung¢oes poderiam ser consideradas como objetos
matemadticos ([19], p.115). Seria abuso de linguagem dizer que Lebesgue buscou o pice dasq.1i.p.,
e mesmo assim, inicialmente, foi questionado. Mas a historia mostrou que grande parte das fungoes
em matemadtica sdo fungoes “esquisitas”, tais como as funcdes de Cauchy no exemplo 3, ou a fungao
de Dirichlet no exemplo 2, ou ainda aquelas fungdes que sdo continuas e nao sao diferencidveis em
nenhum ponto, tal como no exemplo 6. A partir dai, com uma teoria de medida e integracao, ele
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expande a classe das fungdes integréveis, no final do século XIX e inicio do XX [27], e resolve os
problemas deixados por Fourier, ao analisar problemas de convergéncia em integrais. Mas, ainda
assim, algumas fungoes falhavam no quesito integrabilidade, o que fez com que J. Kurzweil e R.
Henstock [28, 33, 22, 4] desenvolvessem uma nova teoria de integragdo”’, a qual integra uma classe
maior de fungoes, inclusive algumas fungdes nao integraveis, no sentido de Lebesgue. Interessante
é que ainda nao hd uma teoria completa de integragdo e hé ainda problemas abertos a serem
resolvidos?!.

4. Conclusoes

O presente artigo destina-se ao ensino de Calculo tal como exposto em muitos textos sobre en-
sino, como em [15]. A pedagogia aqui exposta vincula-se ndo somente & exposicido dos aspectos
histéricos presentes na génese do descobrimento de um determinado conceito matematico, mas
também a contextualizagdo da matemadtica exposta, evitando as situagoes em que os fragmentos
predominem, conduzindo o leitor a interrogagoes e incertezas. Pode-se dizer, em breves palavras,
segundo as ideias neste artigo, que ensinar Célculo é ensinar a operacionalizar com uma aritmética
de quantidades infinitamente pequenas e entender o funcionamento dos algoritmos presentes no
Calculus. Neste texto utilizaram-se alguns exemplos que se entende possam ser esclarecedores para
a compreensao dessa mova aritmética, mas ha, com certeza, uma gama de outros exemplos que
podem igualmente ser utilizados com o mesmo proposito. Espera-se que, com os dizeres deste
artigo, possa haver uma compreensao das nuances dos cursos de Célculo, e, com isso, ocorram me-
lhorias na captacao de conceitos matematicos e a consequente obtengao de resultados educacionais
favoraveis ao aprendizado.

E possivel perceber também o quanto a matemdtica e o pensamento cientifico alteraram-se com
a introducdo das q.i.p. na matemdatica. Em sintese, a aritmética do colégio é necessaria para o
acompanhamento de cursos de Calculo, mas ela nao ¢é suficiente, pois urge que uma aritmética de
q.i.p. se faca presente.
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Sobre um novo método de inversao de matrizes
de Vandermonde para solucao de recorréncias
lineareas homogéneas de ordem superior

Lucas S. C. de Sa Elen V. P. Spreafico

Resumo

Este artigo apresenta um estudo sobre a resolucao de recorréncias lineares homogéneas de ordem
superiores cujo polindmio caracteristico associado possui raizes simples, abordando o método tra-
dicional e um novo método ja publicado envolvendo o que advém das sequéncias de Fibonacci
generalizadas, na obtencdo direta da inversa da matriz de Vandermonde, matriz essa dada no
sistema linear associado a recorréncia. Apresentaremos como aplicacao a resolucdo de problemas
existentes na literatura com recorréncias de ordem 2 associados, fazendo um comparativo de ambos
os métodos de resolugao.

Palavras-chave: Relacdo de Recorréncias; Termo Geral; Sequéncias de Fibonacci Generalizadas;
Aplicacgoes.
Abstract

This article presents a study on the resolution of homogeneous linear recurrences of higher order
whose associated characteristic polynomial has simple roots, addressing the traditional method and
a new method already published involving results of generalized Fibonacci sequences, in obtaining
the inverse of the Vandermonde matrix, associated with the recurrence. We will present as an
application the solution of problems existing in the literature, associated with recurrences of order
2, making a comparison of both methods.

Keywords: Linear Recurrence; Vandermonde Matrix; Generalized Fibonacci Sequences; General
Term of Sequences.

1. Introdugao

A palavra recursao remete ao século 19, no desenvolvimento formal de func¢oes. Datado em 1888, a
recursdo teve uso por Dedekind [5] para obter fungoes que precisava na formalizacio analitica dos
conceitos de nimero natural. Em 1923, Skolem utilizou a ideia de recursdo para definir fung¢oes
basicas na logica. A ideia de sequéncias em que termos posteriores sao deduzidos a partir dos
anteriores existe desde a antiguidade, fato nétorio nos métodos de indugio e aproximacao.

Desde 1600 tem-se como ideia clara sequéncias de inteiros definidas através de recursao, as relagoes
de recorréncia de inteiros. Com o processo de formalizacdo da linguagem matemética no fim do
século 19 e comeco do século 20, elas puderam ser exploradas, e ainda continuam sendo estudadas.
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Resolver uma recorréncia consiste em encontrar uma funcao ou familia de fun¢des que dependam
somente de n satisfazendo a recorréncia. Na literatura existem varios métodos de resolucdo de
uma recorréncia levando em conta suas caracteristicas: ordem linear, nao linear, homogénea e
ndao homogénea. Os casos mais basicos sdo as recorréncias advindas das progressoes aritméticas e
geométricas, essas vistas no ensino bésico.

O fato mais interessante é que, dadas as condigoes iniciais, a resolucao de uma recorréncia de ordem
superior recai na resolucdo de um sistema linear associado a matriz de Vandermonde. Diante
desse fato, neste artigo retomamos o método tradicional e apresentamos um método diferente do
tradicional que resolve o sistema linear através da obtencgao direta dos termos da matriz inversa
de Vandermonde, e, assim, resolve o sistema.

Inicialmente introduzimos as sequéncias de Fibonacci generalizadas e discorremos sobre ambos os
métodos, tradicional e novo, este que chamaremos método BenTaher-Rachidi, para resolugao de
uma recorréncia linear homogénea de ordem superior com polinémio caracteristico associado com
raizes simples. Em seguida sdao apresentadas aplicagdes com resolucao de exemplos de recorréncia
linear de ordem 2 em ambos os métodos para um comparativo.

2. Aspectos Teéricos

Nesta se¢ao, alguns conceitos fundamentais de relagdo de recorréncia sao apresentados, como tam-
bém os métodos mais tradicionais de resolugao e um novo método que nao é amplamente divulgado
na literatura, e que serd chamado de método de BenTaher-Rachidi. Mais detalhes a respeito desses
métodos podem ser encontrados nas referéncias [2] e [4].

Defini¢do 1 (Sequéncia de Fibonacci generalizada). Dadas as constantes agy,aq, ..., a,_;, com
a, 1 #0,eVy,Vy,...,V, | no corpo dos niimeros reais ou complexos, a sequéncia (V,,),o ao ser
representada pela relacao de recorréncia linear homogénea de ordem r,

Vn+1 = aOVn + ...+ arflvnfTJrl? (1)

para n > r — 1, é chamada de sequéncia generalizada de Fibonacci [1].

Exemplo 1.

a) A relagdo de recorréncia de ordem 2 com coeficientes ag = 1,by =1 e Vy = 1,V; = 3 € descrita
porV, .1 =V, +V,_, e é conhecida como sequéncia de Lucas.

b) A relagio de recorréncia de ordem 2 com coeficientes ag = 1,by =1 e V, =1,V; =1 € descrita
por V., . =V, +V, ;| e é conhecida como sequéncia de Fibonacci.

Ambos os exemplos citados anteriormente sdo sequéncias generalizadas de Fibonacci. Note que
apesar das duas sequéncias serem descritas pela mesma relacdo de recorréncia, a constante V; é
diferente em cada caso, gerando sequéncias distintas.

Defini¢ao 2 (Polinémio caracteristico). Dada uma relagao de recorréncia homogénea de ordem r,
Vi1 =gV, + ... +a,_1V,_,. 1, o polinébmio,

r—1 _

p(z) = 2" —ayz S— Qe _9Z— Ay _q, (2)

é chamado de polinémio caracteristico da relacdo de recorréncia V,, com raizes A, Ay, ..., A, €
respectivas multiplicidades m;, my, ..., m,.
a%s
‘,‘

s
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Exemplo 2.
a) O polinomio caracteristico da relag¢do de recorréncia homogénea de ordem dois, V, ., = =V, +
2V, 1, € dado por p(z) = 2° + z — 2 e apresenta como raizes \; = —2 e Ay = 1, ambos com

multiplicidade um, m; = my = 1.

b) O polinémio caracteristico da relagio de recorréncia homogénea de ordem trés, V, ., = =V, +
5V, 1—3V, o, édado porp(z) = 23+22—5z+3 e apresenta como raizes A, = 1, com multiplicidade
dois, my = 2 e Ay = =3, com multiplicidade um, my = 1.

Note que a ordem da recorréncia sempre coincide com o grau do polindémio.
Métodos de resolugao de uma recorréncia

Resolver uma recorréncia consiste em encontrar uma funcéo ou familia de fun¢ées que dependam
somente de n e satisfacam a relagdo de recorréncia em questao.

As recorréncias lineares homogéneas podem ser resolvidas por diferentes métodos. Nesse artigo,
a primeira abordagem consiste em determinar as raizes do polindémio caracteristico e suas cons-
tantes através de um sistema linear, método classico esse frequentemente estudado nos cursos de
matematica. Essa abordagem sera referida como método tradicional, em comparativo com o novo
método apresentado no artigo [4], nomeado aqui de método de BenTaher-Rachidi.

2.1. Método tradicional

Para resolver relagdes de recorréncia linear como a apresentada em (1), é amplamente utilizada a

férmula,
S

m;—1
V, = Z ‘Zo Bi,jnj A7 (3)
=

i=1
para n > 0, em que 3; ; sdo coeficientes determinados através de um sistema linear de r equagoes

que se utiliza como condigdo de contorno os coeficientes (V;)o< <1, € s é¢ a quantidade de raizes
distintas do polindémio caracteristico da recorréncia dada.

Exercicio 1. Determine uma expressdo para a relagio de recorréncia V, ., = =2V, + 3V, _4,
sabendo que Vy =1 ¢V, = 3.

Solugao:

O polindémio caracteristico da recorréncia serd dado por p(z) = 22 +2z—3,com \; = -3 e A\, = 1
e ambos com multiplicidade um, m; = mqy = 1.

Utilizando a férmula 3, obtemos as equagoes

{ Vi, = B1 oAl + Ba AT
Vi, = By o(1)" + Bao(=3)"

Montando o sistema linear utilizando as condi¢des de contorno V;; = 1 e V; = 3, obtemos

{ Bio+Bap=1
51,0 - 352,0 =3
6 @= sBm
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. . 3 1 . ~ A e g
Ao resolver o sistema linear, 8 o = 5 e 55 o = —3. Com isso, a solugdo da recorréncia ¢ dada pela
1 _ 3 (=3)™
familia V,, = 5§ — ~—5—.

2.2. Método BenTaher-Rachidi

Note que o sistema linear a ser resolvido para determinar as constantes 3, ;, para os casos em que
o polindmio caracteristico da recorréncia (1) apresenta apenas raizes simples, é dado por,

B0 + Bao + .t Bro = W
MBio + AbBay o + AB = 0V (4)
M Bio + A By + o + AT, = Vg

Definigdo 3 (Matriz de Vandermonde). Dada uma matriz quadrada em que cada coluna (ou
linha) é uma progressdo geométrica onde o primeiro termo € 1, esse tipo de matriz é chamado de
matriz de Vandermonde.

1 I |
o Q. Oy,

m m m
o' af fe%ils

Com isso, o sistema linear (4) pode ser escrito como Az = b, em que A é uma matriz de Vander-
monde, = é o vetor das incégnitas 3, ; e b é vetor das condigdes de contorno da recorréncia.
;

No artigo de BenTaher-Rachidi [4] é mostrada uma técnica para encontrar os coeficientes Bios €
consequentemente a solucdo da recorréncia (1), sem necessidade de recorrer a resolucido de um
sistema linear para os casos em que A é uma matriz de Vandermonde. Com isso, a solucao de uma
recorréncia linear homogénea cujo polinémio caracteristico tenha apenas raizes simples é dada pela
equacao,

r 1 r—1 A
V=Y —— P An, 5
;pw Z i (5)

paran >r,onde A, =a, ;V, +...+a,V,_;.

Note que essa abordagem néo requer a resolucdo de um sistema linear como ¢ exigido ao utilizar
o método tradicional.

Exercicio 2. Determine uma expressio para a relacdo de recorréncia V,, . = 3V, —2V, _,, sabendo
que Vo =1eV, =2.

Solugao:

O polinémio caracteristico da recorréncia serd dado por p(z) = 22 —3z+2, com A\ =1 e Ay =2

e ambos com multiplicidade um, m; = my = 1. Com isso é possivel aplicar o método BenTaher-
Rachidi e a solucdo da recorréncia serd dada pela férmula (5),

1 A A 1 A A
V, = 0 o AT > o)A
"= 0) (A?H*Ai“) L 0w (Agﬂﬂéﬂ 2

. @= sBm
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Precisamos determinar as contantes A, e p’(};). De fato,

Ay=aVy+a)V; = A4,=-2-1+3-2=>A4,=4

A=V =>A,=-2-2= A =—4

Derivando o polinémio p(z), p’(z) = 22— 3, logo p’(1) = —1 e p’(2) = 1. E, portanto, substituindo
na equagdo obtida de (5), obtemos V,, = 2.

3. Aplicacgoes

Nesta secao sao abordados dois problemas conhecidos que podem ser descritos por recorréncia, e
ambos sdo solucionados utilizando os dois métodos, mostrando que é possivel chegar na mesma
solucao independentemente do método utilizado.

Problema 1 (Sequéncia de Fibonacci) Um homem péds um par de coelhos num lugar cercado
por todos os lados por um muro. Quantos pares de coelhos podem ser gerados a partir desse par
em um ano se, supostamente, todos os meses cada par dd d luz um novo par, que € fértil a partir
do segundo més?

O problema descrito pode ser visto como apresentado na figura 1.

Figura 1: Representagdo do problema 1 ao se passar 4 meses [3].

Chamando de F,, a quantia de pares de coelhos ao se passarem n meses, pode-se afirmar que F; =1
e F, =1

Para n > 2, note que o problema em questao pode ser modelado por uma relagao de recorréncia.
No n-ésimo meés terd um total de F, coelhos, sendo que todos os recém-nascidos nao poderao
reproduzir no meés seguinte, ou seja, somente os coelhos nascidos no meés anterior, F,_;, poderao
reproduzir.

68 @= sBm
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Dessa forma, no més seguinte o total de coelhos sera igual a quantia de coelhos existentes no més
n mais a quantia de coelhos que nasceram dos coelhos ja vivos no més n — 1, sendo possivel gerar
a recorréncia,

F, +1 = Fn + anl

n

Assim, o problema em questdo pode ser simplesmente resolvido calculados os termos da recorréncia
até que se encontre o nimero de coelhos ao se passarem doze meses, F},.

Montando a sequéncia, (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144,233, ...), percebe-se que F}, = 233, ou
seja, podem ser gerados um total de 233 coelhos dentro de um ano.

Podemos generalizar a solu¢ao desse problema obtendo uma férmula fechada para F,, ao resolver
sua relacao de recorréncia pelos métodos apresentados previamente.

a) Método tradicional:

2

O polindmio caracteristico da expressdo acima serd dado por p(z) = 2 —z—1, que apresenta como

rajzes A\, = % e N, = 1,2¢§ e respectivas multiplicidades m; = 1 e m, = 1. Sendo assim, a
relagdo de recorréncia ao se utilizar a férmula (3) serd dada por

F, = B1oAT + B2y,
faltando determinar as constantes 3 o e (5 -

Resolvendo o sistema linear,
{ Bro+Bapg=1
A1Bro+ Afag =1,

obtém-se, f; o = % (1+2\/5) e Py = _% <1,2\/g>.

Com isso, a solugdo da recorréncia é dada por

me () (%) ]
"5 2 2 '

b) Método BenTaher-Rachidi:

Utilizando o mesmo polindémio caracteristico que o apresentado no item a), derivando p obtemos
o polinémio p’(z) = 2z — 1 e podemos calcular p’(A\;) e p'(Ay).

Utilizando as condicées de contorno podemos calcular 4; = a;V; e Ay = a;V,+a,V], onde ay =
e a; = 1, dados pelos coeficientes da relagio de recorréncia. Com isso, utilizando a férmula (5),
recorréncia é dada por,

1 A A 1 A A
F, = o+ 1>/\"+ ( 0+ 1>/\".
P (M) (A?*l AL p (M) \ NS AL ) T

1
a

Substituindo os valores obtidos previamente e manipulando a equagdo, é possivel escrever a recor-

réncia como " "
s L (Lt (15
"5 2 2 ’

6 @= sBm
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obtendo o mesmo resultado que quando utilizado o método tradicional.

Problema 2 (Andilise combinatéria) Quantas sio as sequéncias de n termos, todos pertencentes
a {0,1,2}, que nio possuem dois termos consecutivos iguais a 07

Note que esse problema nao é facilmente solucionado utilizando apenas as ferramentas mais simples
de andlise combinatoéria, no entanto ele pode ser modelado por uma recorréncia como mostrado
em seguida.

Seja 5,1 o total de sequéncias de n+1 termos que satisfaz as condigdes dadas do problema. Dada
uma sequéncia de n termos, sempre é possivel gerar uma sequéncia de n + 1 termos adicionando o
algarismo 1 ou 2 no inicio da sequéncia. Com isso, pelo principio multiplicativo, é possivel gerar
2. S, sequéncias.

Suponha agora que as sequéncias de n+1 termos sao iniciadas com o algarismo 0. Como o problema
nao permite que se tenha dois algarismos 0 em sequéncia, o seguinte deve ser 1 ou 2, seguido de
n — 1 algarismos. E, pelo principio multiplicativo, podem ser formadas 2 - S,_; sequéncias.

Por fim, utilizando o principio aditivo, modelamos o problema pela relacdo de recorréncia,
Sn+1 = 2Sn + 2Sn71'

Para resolver essa relagao de recorréncia, que é de ordem 2, precisam-se determinar duas condigoes
de contorno. Para isso, basta resolver os casos S; e S,, que sdo facilmente encontrados ao se
montar seus espagos amostrais.

Ao se utilizar um termo, as sequéncias que satisfazem o enunciado sao (0), (1), (2), ou seja, S; = 3.
Ja para as sequéncias de dois termos, o espaco amostral é dado por (01), (02), (10), (11), (12),
(20), (21), (22), ou seja, Sy = 8.

Com isso, é possivel resolver utilizando os métodos apresentados previamente.
a) Método tradicional:

O polinoémio caracteristico da expressdo acima serd dado por p(z) = 22 — 2z — 2 que apresenta
como rafzes A\; = 1 — /3 e A\, = 1 + /3 e respectivas multiplicidades m; = 1 e my, = 1. Note que
para n = 0 o problema nao faz sentido, com isso vamos alterar a férmula (3) de forma que possam
ser utilizados S; e S, como condi¢do de contorno. Assim, a equagdo é dada por

n = B11AT + B2 A,
faltando determinar as constantes 3; ; e (5 1.

Resolvendo o sistema linear,
{ MBri+ AP =1
ABr1+ A6, =1,

A _ 3-2V3 _ 3+2V3
obtém-se 5, ; = =5 e [, = =52,

Com isso, a solugdo da recorréncia é dada por,

S, = (3_62‘/§> (1—V3)" + <3+62‘[> (1++V3)".

= s
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b) Método BenTaher-Rachidi:

Utilizando o mesmo polindémio caracteristico que o apresentado no item a), derivando p obtemos
o polinémio p’(z) = 2z — 2 e podemos calcular p’(A\;) e p'(Ay).

Utilizando as condigbes de contorno Vy = S; = 3 e V; = S, = 8 para calcular A; = a,V; e
Ay =a, Vg +agVy, onde ag = 2 e a; = 2, sdo dados pelos coeficientes da relacdo de recorréncia:

A0:a1VO+a0V1:>AO:2'3+2‘8:>AO:227

A =aV,=A =2-8= A, =16.

Com isso, utilizando a férmula (5), a recorréncia é dada por

1 A A 1 A A
v, = 0 LA 0 L] Az
" 0w (A?“ - A}“) L) (Agﬂ AT )

Substituindo os valores obtidos previamente e manipulando a equagdo, é possivel escrever a recor-

Vv, = (9_(5\@) (1—V3)"+ <9+§\/§) (14 V3)".

Note que a equagao obtida utilizando a férmula de BenTaher-Rachidi é valida para n > 0, enquanto
a férmula obtida no item a) s6 faz sentido para n > 1. Apesar das férmulas aparentarem levemente

diferentes, pode-se provar que V, = S, . De fato,
Sni1 = (?’_62\@) (1= V3™t 4 (W) (14 V3)™,
= S, = (3_62‘/3> (1—-v3)1—V3)" + <3+62‘/§> (1+V3)(1+V3)",
= Sp =Vo = (9_5\/§> (1=V3)"+ <9+65\/§> (1+V3)",

=S =V,
Logo, ambas sdo solugoes da mesma recorréncia, como esperado.

4. Consideracgoes finais

Como visto, os dois métodos sdo simples de ser aplicados e podem ser utilizados para resolver
problemas de recorréncias lineares homogéneas de qualquer ordem superior com raizes simples.
Apesar do método de BenTaher-Rachidi ndo ser ensinado em cursos de matematica, seu uso para
solucao de recorréncias como as vistas € tao simples quanto o método tradicional, exigindo apenas

- @= sBm
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conhecimento da derivada e outras operagoes béasicas de polinémios, tornando-se uma alternativa
para a resolugao tradicional amplamente divulgada na literatura.

O mesmo comparativo pode ser descrito para os casos onde as raizes possuem multiplicidade. No
entanto, o método BenTaher-Rachidi torna-se mais complexo, o que ndo o faz muito interessante
sendo manipulado computacionalmente. Somente um fato a ser discutido ainda é se, computacio-
nalmente, o novo método BenTaher-Rachidi pode ser aplicado com resultados melhores que os ja
vistos na literatura. Utilizando exemplos classicos, a resposta para essa pergunta parece nao ser
positiva, mas isso nao retira o fato de o novo método ser uma alternativa interessante aos calculos
classicos.
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Um método alternativo para o calculo de
determinantes

Jadielson Silva de Oliveira Luiz Anténio da Silva Medeiros

Resumo

Neste trabalho apresentamos uma relagdo surpreendente entre o determinante de uma matriz
A de ordem n > 3,n € N com um determinante de uma matriz de ordem 2, cujas entradas
consistem de menores da matriz A. Essa relacdo permite estabelecer um método alternativo ao
Desenvolvimento de Laplace para o cdlculo do determinante de A. Um caso particular dessa relagio
pode ser enunciando da seguinte forma: se A = [a, ;| ¢ uma matriz de ordem n e m; ; ¢ o menor
da matriz A associado ao ij—ésimo elemento a; ; de A, entao vale a seguinte relagao:

det(A) ~det(A) — det [m1,1 ml,n:| ,
mn,l mn,n

onde A é a submatriz de A, de ordem n — 1, obtida de A eliminando-se a primeira e tltima linhas
e primeira e ultima colunas de A.

Palavras-chave: Determinante. Menor. Matriz.

Abstract

In this work, we present a surprising relationship between the determinant of a matrix A of order
n > 3,n € N with a determinant of a matrix of order 2, whose entries consist of minors of matrix
A. This relationship allows the establishment of an alternative method to Laplace’s development
to calculate the determinant of A. A particular case of this relationship can be stated as follows:
if A= [a,,]is a matrix of order n and m, ; is the minor of matrix A associated with the ij-th
element of A, then the following relation holds:

det(A) -det(A) — det [ mi1 Min ] ’
mn,l mn,n

where A is the submatrix of A, of order n — 1, obtained from A by eliminating the first and last
lines and first and last columns of A.

Keywords: Determinant. Minor. Matrix.

= s


https://doi.org/10.21711/2319023x2020/pmo85

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et setinicacaSosedads rssiles e Matemiin Oliveira e Medeiros

1. Introdugao

A busca pela exceléncia no ensino e aprendizagem nas escolas de educacéo béasica tem sido objeto
de muita reflexdo. Visando um ensino de qualidade e a melhoria dos indices escolares brasileiros, o
governo estabelece diretrizes pedagdgicas para os professores a partir de uma Base Nacional Comum
Curricular [2] e propde algumas orientagdes pedagdgicas descritas nos Pardmetros Curriculares
Nacionais [3].

Entre as estratégias descritas nesses documentos para o ensino de matematica, destacamos o uso
de tecnologias como recurso potencializador da aprendizagem. Os computadores, por exemplo,
podem ser utilizados para trabalhar habilidades tais como formular hipéteses, estabelecer e validar
conjecturas, prever resultados, distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos e produzir
argumentos convincentes.

Segundo os PCNs, o computador deve ser considerado uma ferramenta que pode auxiliar no ensino
e aprendizado da matemadtica, onde a énfase estd na formacao e construcao do conhecimento, em
que “se aprende a conhecer, aprendendo a fazer e refletindo sobre esse fazer”.

“O uso do computador é, ao mesmo tempo, uma ferramenta e um instrumento de
mediacio. E uma ferramenta porque permite ao usuario realizar atividades que, sem
ele, seriam muito dificeis ou mesmo impossiveis. E um instrumento de mediagdo na
medida em que possibilita o estabelecimento de novas relagdes para a construcdo do
conhecimento e novas formas de atividade mental. O uso do computador possibilita
a interacdo e a produgdo de conhecimento no espaco e no tempo: A incorporagao
de computadores no ensino ndo deve ser apenas a informatizagdo dos processos de
ensino ja existentes, pois ndo se trata de aula com ”efeitos especiais”. O computador
permite criar ambientes de aprendizagem que fazem surgir novas formas de pensar e
aprender”’ (PCN, pp. 146 e 147)

Diante dessa perspectiva, em [4] utilizamos o computador para analisar alguns padrdes envolvendo
matrizes e determinantes. Para tanto, fizemos uso do software maxima', que permite a manipu-
lagdo algébrica e simbdlica de varidveis. Como resultado obtivemos uma relagido surpreendente
envolvendo o determinante de uma matriz, ao qual denominamos método alternativo para o cdlculo
de determinantes e passamos a descrever na préxima Secao.

2. Método Alternativo para o Célculo de Determinantes

Quando pensamos em uma matriz quadrada, logo a associamos ao calculo do seu determinante. Um
numero que indica se a matriz é ou nao invertivel e ajuda a obter solugdes de sistemas lineares, bem
como sua classificacdo quanto ao nimero de solugoes. Além disso, o determinante estd associado
ao calculo de drea de figuras planas [6] e cdlculo de volumes de sélidos tridimensionais [5] ou [7],
sendo portanto um tema bem atraente do ponto de vista de pesquisa escolar.

Apesar de o determinante de uma matriz estar associado a aplicagoes praticas, inclusive com inter-
pretacOes geométricas compreensiveis, o tema nao atrai empatia dos alunos por envolver calculos
enormes e cansativos e aplicagoes desprovidas de significados. Pior ainda, sdo apresentadas varias

Lhttp://maxima.sourceforge.net /
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técnicas para se calcular o determinante de matrizes de ordens 3 que ndo servem para matrizes de
ordem superiores, o que pode induzir o aluno ao erro.

Diante do exposto e almejando utilizar o computador em sala de aula para desenvolver atividades
de investigagao cientifica com um software capaz de manipular expressoes simbélicas, deparamo-
nos com uma propriedade de determinantes surpreendente. Para compreender essa propriedade,
vamos considerar um caso particular, n = 3.

Considere a seguinte matriz
ay1 Qi G413
A= Qg1 Qg2 Q23] - (1)

az1 @32 Qagz3

Quando selecionamos as submatrizes de A, de ordem 2, que destacam os “cantos” da matriz A, e
observamos as quatro submatrizes, notamos um elemento em comum (Figura 1), o elemento a, 5.
O que gostariamos de investigar é como esse elemento relaciona-se com os determinantes dessas
quatro submatrizes.

a;q @12 Q1,3] [a;1 %12 Q13

Q2,1 Q2| A3 Q2,1 |A22 Q3]

[a3,1 asp Az [az1 asz asgs a;1 | 42 a13]
21 | @22 Qaz3

a1 %12 Q13 ag 1 ?1.2 a3 371 Gz, dz3

Az1 Qg ap3 Q21 Qzp Az3

@31 as, ass) [A3,1 A3z 33

b2

Figura 1: Submatrizes de ordem 2 que destacam os “cantos” da matriz A.

Ao definirmos as matrizes

M, = { Ay Qi2 ] e M, = [ 1o 0a13 }
’ Qg1 Qg2 ’ Qg9 Qg3

a a a a
My, = { a2,1 az,z ] e My, = [ az,z a2,3 }
3,1 Q32 32 433

e operarmos com os seus determinantes, percebemos que a expressao
det(M ;) - det(My5) — det(M, 5) - det(My ;) (2)
pode ser expressa como
Ag,9+ (@1,109903 3 — 1 505 1033 — Gy 109 303 9 + Ay 301035 + Gy 209 3031 — Ay 305 5031).  (3)
Ora, a equagdo (2) é exatamente o determinante da matriz

_ det(MLl) det(M; 5)

2
M=1 det(Myy) det(M,,) |
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enquanto que o fator multiplicativo do termo a, 5, em (3) é o determinante da matriz A. Ou seja,

det(M) = ay o - det(A). (4)

A igualdade (4) nao s6 é interessante do ponto de vista de que podemos calcular o determinante
de A se ay 5 # 0, mas porque o método estende-se a matrizes de ordens mais elevadas, permitindo
estabelecer um método mais natural do que aquele conhecido como “regra de Sarrus”. Além
disso, através das propriedades de determinantes que envolvem permutacoes de linhas e colunas
da matriz, o método torna-se vidvel quando ao menos um elemento da matriz é ndo nula (uma
submatriz tem determinante nao nulo).

Além disso, a propriedade estabelece que para obter o determinante de uma matriz de ordem n
sdo necessarios apenas quatro determinantes de ordem (n-1) e um determinante de ordem (n-2),
bem menor do que os n determinantes de ordem n — 1 utilizados pelo Desenvolvimento de Laplace
em relacdo a uma linha ou coluna da matriz.

3. Resultados principais

Dado n € N um ntimero natural, escrevemos [I,, para representar o conjunto dos nimeros naturais
compreendidos entre 1 e n, ou seja, I, = {1,2,...,n}. Se I é um subconjunto de I,,, o conjunto
I \I representara a diferenga entre os conjuntos I,, e I, isto é

INI={z:z€l, e x¢1I}.
No que segue, sejam I,.J C I, subconjuntos distintos, com n — 1 elementos ordenados de forma

crescente e considere K = I NJ. Para cada I,J C I, como definido anteriormente, considere a
matriz A = [a; ;] de ordem n e as seguintes submatrizes,

(

MI,J = [(ai,j)]iel,jeJ

MJ,I = [(%j)]z‘eJ,jeI
(

MK,K = [(ai,j)h,jex

Por exemplo, se I = {1,2,...,n—1},J ={2,...,n} entdo, K =1NJ ={2,...,n—1}. Além disso,

ai 2 a3 o Qg
MI,J = a2:72 a2:73 a%’"
Un—-1,2 Gp-13 = Qup_1n
e
as 9 as3 ag n—1
D
Ap—-1,2 Gp-13 Ap—1,mn—1

6 @= sBm
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Com essa notagao, estabelecemos o seguinte resultado:

Teorema 1.
det(M; ;) det(M; ;) (5)

)

det(A) - det(My ) = ’

Demonstracdo. Desde que

det det(M; ;) det(M; ;) ] _ det[ det(My ;) det(My ) } ’

) ,J s
det(MJ’I) det(MJ’J) det(MLJ) det(MLI)

ou seja, permutar I com J ndo altera o determinante de M; para o caso n = 3, temos apenas trés
casos a considerar:

Caso 1. I ={1,3},J={1,2} e K = {1}.

Caso 2. I ={1,3},J={2,3} e K = {3}.

Caso 3. I ={1,2},J={2,3} e K ={2}.

Os comandos abaixo representam os comandos executados no software maxima e seus respectivos
resultados possiveis para o Caso 1, com adaptagoes na notacao para facilitar a leitura do texto.

A matrix([al,la a2, a1,3], [%,17&2,2, a2,3]7 [a3’1, a3,27a3,3]>§
az.1 Q12 Q13
Ug1 Gpp Opg3 (A)

ag 1 Qg2 Qg3

MIT - matrix([am, a1,3]’ [03,1@3,3]%

|:a’1,1 a’1,3:| (MII)
Qs 1 Gz3

MI17J: matm’x([al’l, a1,2]7 [a3,1>a3,2])§

[%,1 a1,2] (M1J)
g 1 G322
MJI: matrm([%,h al,S]a [02,1,612,3]);
|:a1,1 a1,3:| (MJI)
g1 G233
MJJ : matrix([a'l,l? a172], [a2,1’ a272});
{01,1 az,e} (MJJ)
Qg1 Gg2

- @= sBm
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deltaii : determinant(MII);

Gy 1035~ 01503 ; (deltaii)
deltaij :determinant(MI1J);

Q71,1032 — 01 203 4 (deltaij)
deltaji: determinant(MJI);

Ay 1095 — 01309 (deltaji)
deltajj : determinant(MJJ);

Q1,102 2= 01 202 4 (deltajj)

delta : expand(a, ; * determinant(A) — determinant(matriz([deltaii, deltaij], [deltaji, deltagj])));

0 (% 019)

Como delta = 0, segue que det(Mp i) - det(A) — det(M) = 0. Os demais casos sdo tratados de
maneira analaga. Para o caso geral necessitamos do resultado seguinte, cuja demonstracao o leitor
pode consultar em [1].

Teorema 2. Seja M a matriz de menores de uma matriz quadrada A de ordem n. Para cada
submatriz quadrada de ordem k; M, = [M, ;], de M, defina 6, como o determinante da submatriz
de A de ordem (n— k), tomando os complementos das posi¢ées de linha/coluna que foram usadas
em M, el <k <n, isto é:

op = det([a,,]), 1<p,q; pFiq#j

Entao,
det(M,) = [det(A)]FL - §,. (1)

Demonstragido do Caso Geral Considere os conjuntos I,J C I,,, com I # Jeseja K =1NJ.
Considere i € I, \I e j, € I,\I elementos arbitrarios, fixados.

Considerando m; ; o “menor” da matriz A associado ao elemento a; ;, isto é, m; ; ¢ o determinante

da submatriz de A, eliminando a i-ésima linha e j-ésima coluna de A. Observe que :

(i) det(MLI) =m

195t
(ii) d@t(MI,J) = M 5o
(iii) det(M; ;) =m

Josto

(iv) det(MJ)J) =m; i

s @= sBm
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(v) K =1I1,\{ip,jo}

a1 a1,i5—1 A1 ip+1 a1,5,—1 A1,50+1 a1n
Aio—1,1 " Q1451 Bg—10+1 7 Bg—150-1 Dig—15o+1 7 Gig—1m
i) @io+1,1 7 Q11 B0+ 7 Bgr150-1 0 igrlGo+1 7 Gig+ln
vi 52: : . : : . : : . :
Gjo—1,1 7 Gho—1iig—1 Tjo—1ig+1 7 GGo—150-1  Djg—1,j0+1 jo—1,n
Ajo+1,1 @jo+1ig—1  Ljo+1yig+1 Bjo+1,50—1  Ljg+1,5o+1 Qjo+1,n
L Gp A iy—1 Ay ig+1 S 2P . | Apjo+1 o Opgp

Com essa notagao, observamos que, das defini¢des de M - e J;, tem-se a igualdade My j = 0.
Aplicando o Teorema 2 para k = 2, obtemos

_ o i i 4 det(M; ;) det(M; ;)
det(A)-det(M = [det(A)])* 1.5, = det ( Migio Mg,y ) _ det( 11 I,J ’
(A)-det(M ) = [det(A)] 2 N det(M ) det(M) )

onde §, é o determinante da matriz A eliminando-se a linha 7, e a coluna j,. O

Coroldrio 3.1. Se A = [a, ;] é uma matriz de ordem n,m, ; é o menor da matriz A associado ao

ij—ésimo elemento de A e A é a submatriz de A, eliminando-se a primeira e Ultima linhas e a
primeira e ultima colunas de A, entao vale a seguinte relacao:

det(A) -det(A) _ det[ mi1 Min ] )
mn,l mn,n

Demonstragiao. Basta considerar I = {1,2,...,n—1} e J ={2,3,...,n} e aplicar o Teorema 1. O

4. Exemplos

Nesta seccio, exemplificamos o emprego da férmula (5) para o cason =3 e n = 4.

Exemplo 1. Calcule o determinante da matriz

1 2 3
-1 2 2
1 4 1

Aplicando o Corolario do Teorema 1, temos
det(A)-ay, = det (ml’l ml’") =
det(A)-(2) = det (:6 _6> = —12.

- @= sBm
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Logo, det(A) = =12 = —6.

Exemplo 2. Calcule o determinante da matriz
1 3 1
5 0 2
3 2 1

Como visto acima, para calcular o determinante desse tipo de matriz devemos escolher subconjuntos
I,J C {1,2,3} tais que o elemento a;,_, com ky € INJseja nio nulo. Como o elemento ayy =0 e
ayq # 0, escolhemos I = {1,2} e J = {1,3} de maneira que K = {1}. Formamos entao as matrizes

1 3 1 1 1 3 1 1
M1,1:(5 0)>M[,J:<5 2)7MJ,I:<3 2) € MJ,J:<3 1)-

Perceba que My x = [ay] = [1]. Assim,

det(M; ;) det(M; J)> (—15 —3)
det ' ’ det

Exemplo 3. Calcule o determinante da matriz

1 -1 2 0
2 2 4 1
A=1_5 5 1 9
-1 3 5 1

Como o determinante da submatriz central de ordem é diferente de zero, é natural escolher I =
{1,2,3} e J = {2, 3,4}, de sorte que K = {2,3}. Dessa forma, temos

1 -1 2 -1 2 0 -2 2 4 2 4 1
My=|-2 2 4|, M, =2 4 1|,M,=[-25 1| eM,=[5 -1 2.
-2 5 -1 5 -1 2 -1 3 5 3 5 1

Aplicando a férmula (5), obtemos

det(M; ;) det(M; ;) —24 =7
det (det(M”) det(M, ) %\ 38 10)  _s06
det(A) = : L/ - — 23
det(My ) PNCEE 2
N5 -1

% @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et setinicacaSosedads rssiles e Matemiin Oliveira e Medeiros

5. Conclusao

O desenvolvimento do presente estudo possibilitou uma experiéncia de aprendizagem que se baseia
na utilizacdo do computador, mais especificamente do software maxima, viabilizando estudos qua-
litativos tais como compreender e estabelecer proposigoes, criar e testar conjecturas, de maneira a
promover novas formas de pensar e saber.

Apesar do resultado principal desse artigo derivar de um Teorema, sua descoberta deu-se de forma
completamente independente, e a relacdo obtida é apresentada sob um novo viés, diferente da
abordagem apresentada em [1]. Neste sentido, o computador ajudou a criar um ambiente de
aprendizagem auténomo, dindmico, de investigacao cientifica, onde os agentes tornaram-se parti-
cipantes ativos do préprio conhecimento.

Acreditamos que o modelo proposto, visto como dispositivo pratico, é uma alternativa ao método
de Laplace e bem mais interessante de se trabalhar em sala de aula do que os dispositivos praticos,
a exemplo da regra de Sarrus, uma vez que sua utilizacdo nao se restringe as matrizes de ordem
3. Acreditamos ainda que a Propriedade (5) estabelecida no trabalho pode ser generalizada pelo
Teorema 2 para subconjuntos I C I,, de dimens@o menor do que n — 1.
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Flexagonos

Nara Bobko ® Patricia Massae Kitani ® William John Hirt ®

Resumo

Este trabalho aborda os flexdgonos, dispositivos poligonias planos construidos através de dobradu-
ras de papel que podem ser manipulados de maneira intrigante. Os flexdgonos possuem um grande
potencial como material concreto no ensino de geometria, pois sdo ricos em conceitos matematicos,
lidicos, de baixo custo e de facil construcido. Apesar disso, ainda sdo pouco difundidos entre os
professores de matemética no Brasil. considerando isso, este trabalho visa divulgar e explorar os
flexdgonos. Para tal, o trabalho apresentard um pouco da sua historia, a construcdo e manipulagao
de alguns flexdgonos e, por fim, sugestoes de aplicacdo no ensino.

Palavras-chave: Flexagonos; Poligonos; Ensino de Geometria.

Abstract

This work deals with flexagons, a flat polygon device built through paper folds that can be in-
triguingly manipulated. Flexagons have great potential as a concrete material in the teaching of
geometry because they are rich in mathematical concepts, playful, low cost and easily constructed.
Despite this, they are still little known among math teachers in Brazil. In view of this, this work
aims to disseminate and to exploit flexagons. To this end, the work will present some of its history,
the construction and manipulation of some flexagons and, finally, suggestions for its application in
teaching.

Keywords: Flexagons; Polygons; Geometry Teaching.

1. Introdugao

Flexdgonos sao objetos maledveis com formato de um poligono regular, feitos através de determi-
nadas dobraduras (e uma colagem) em uma tira de papel. Apesar da semelhanca com os origamis,
o grande diferencial dos flexdgonos é o fato de o poligono resultante ser flexivel, permitindo, a
partir de movimentos manipulativos, alternar faces deixando duas sempre visiveis e as restantes
ocultas. E um objeto fascinante, de baixo custo e que pode ser utilizado pelos professores para
auxiliar no ensino de geometria.

No Brasil, os flexdgonos ainda s@o pouco conhecidos. Talvez isso ocorra porque a maioria da
literatura matemaética envolvendo esses objetos estejam em outro idioma. Uma das principais
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referéncias sobre flexdgonos é o livro Hexafleragons, Probability Paradozes, and the Tower of
Hanoi, de Martin Gardner [4].

Segundo Martin Gardner [4], quem construiu o primeiro flexdgono foi Arthur H. Stone, que na
época tinha 23 anos e era um estudante de matematica. Stone era inglés e em 1939 mudou-se
para os Estados Unidos. Para aproveitar o fichario inglés, cortou as folhas de papel americanas
que eram maiores que as inglesas. Dobrando as tiras que sobraram, acabou formando um hexéa-
gono que, mediante certa manipulacdo, fazia surgir uma nova face hexagonal. Posteriormente, tal
dispositivo recebeu o nome de Trihexaflexdgono. Intrigado com essa descoberta, Stone analisou
o Trihexaflexdgono e conseguiu construir uma outra dobradura hexagonal que escondia quatro
faces, além das duas que ja ficavam & mostra (Hexahexaflexdgono). Em pouco tempo os flexdgo-
nos tornaram-se a atragdo entre seus colegas, na Universidade de Princeton. Até um comité dos
flexdgonos foi formado. Tal comité era composto por Stone e Bryant Tuckerman, estudantes de
matemdtica; Richard P. Feynman (Nobel de fisica de 1965), na época estudante de fisica; e John
W. Tukey, professor de matematica. Eles construiram varios tipos de flexdgonos e estudavam as
propriedades matematicas envolvidas. Descobriram inclusive como montar flexdgonos com quantas
faces desejassem. Todavia, esse comité desapareceu com a Segunda Guerra Mundial. Apesar dessa
popularidade na Universidade de Princeton, os flexdgonos tornaram-se mundialmente conhecidos
apenas na década de 50, através de um artigo de Martin Gardner, na Scientific American [3].

Para nomear cada tipo de flexdgono, adotou-se o seguinte padrao: o primeiro prefixo refere-se ao
numero de faces existentes, e o segundo prefixo indica o formato do poligono regular resultante. Por
exemplo, o primeiro flexdgono feito por Stone é o Trihexaflexdgono pois possui formato hexagonal
e apresenta trés faces (Figura 1). Outro exemplo é o Hexahexaflexdgono, que tem seis faces (entre
visiveis e ocultas) todas com formato de um hexdgono. Existem flexdgonos que nao seguem a forma
hexagonal, como é o caso do Tetratetraflexdgono que possui quatro faces quadradas. Além dessa
nomenclatura de acordo com o nimero de faces e o formato da face, classificam-se os flexdgonos
como regular e nao regular. Os regulares sdo aqueles feitos a partir de uma tira de papel, como o
Trihexaflexdgono, o Hexahexaflexdgono e o Nonahexaflexdgono. Caso contrario é dito nao regular.
O Tetrahexaflexdgono e o Tetratetraflexdgono, que apresentaremos mais adiante, e cuja disposi¢ao
dos triangulos, ou quadrados, ndo formam uma tira. Apesar do termo flexdgono ter surgido com
Stone, existe relato de que tais dobraduras ja eram conhecidas no Japdo como “byoubugai” [6].
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Figura 1: Trihexaflexdgono. Fonte: Gardner [4].

2. Construindo o Trihexaflexagono

Para facilitar a descricdo das dobraduras necessarias para a montagem dos flexdgonos, utilizaremos
uma notagdo proveniente dos Origamis. Chamaremos de dobra em “vale” quando o vinco desce e os
lados sobem (indicado nos diagramas por uma linha tracejada). Chamaremos de dobra “montanha”
quando o vinco sobe e os lados descem (indicado nos diagramas por uma linha composta de tragos
e pontos). A Figura 2 ilustra essas nomenclaturas.

Vale Montanha

Figura 2: Dobra em vale e dobra em montanha.
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Para a construgdo do Trihexaflexdgono, iniciemos construindo um molde como na Figura 3.

Figura 3: Molde do Trihexaflexdgono.

Este molde é formado por 10 tridngulos equildteros em cada lado. Para quem estd construindo
pela primeira vez, sugerimos colorir os triangulos do molde como na Figura 4.

Frente Verso

WA WA « WA ¥

Figura 4: Molde do Trihexaflexdgono colorido.

Dobrando a tira em vale e em montanha como na Figura 5, formaremos um hexagono regular no
qual todos os tridngulos de mesma cor estdo numa mesma face hexagonal. Por fim, deve-se colar
as partes identificadas com a palavra “cola”. Para facilitar a visualizacdo, indicamos na Figura 5,
juntamente com as cores, letras: A para o azul, B para vermelho e C para amarelo.
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Figura 5: Dobras do Trihexaflexdgono.

Finalizado as dobraduras (e a colagem), teremos o Trihexaflexdgono com duas faces aparentes:
uma face azul (A) e outra face vermelha (B). Ao flexionarmos, processo que serd detalhado a
seguir, a face de cor amarela (C) ird aparecer. Se continuarmos flexionando, entraremos em um
ciclo em que as faces irdo se repetir sempre na mesma ordem.

3. Como Flexionar?

Vamos entender primeiramente o funcionamento do Trihexaflexdgono e em seguida explicaremos
brevemente como os movimentos dos flexdgonos podem ser analisados num diagrama. Cada face
do Trihexaflexdgono possui trés fendas que atravessam internamente o flexdgono da frente para
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o verso. Cada fenda estd localizada em uma das arestas dos tridngulos que formam o hexdgono.
Dobrando o hexdgono de forma a evidenciar suas fendas (empurrando as arestas em que estao
as fendas para cima e as demais para baixo), é possivel abrir uma nova face (esse movimento é
chamado de flexdo), como mostra a Figura 6.

Fendas

Figura 6: Flexao.

Assim, com a cor azul na frente e a cor vermelha no verso, realizando a flexdo, uma face amarela
emerge na frente enquanto a azul é levada para o verso. Apés cada flexdo, as fendas continuardo
a existir, entdo, podemos realizar flexdo apés flexdo. Ao repetir o movimento, percebe-se um ciclo
no qual se repete o padrao azul-amarela-vermelha ou vermelha-amarela-azul, dependendo da face
escolhida para comegar a flexdo. A Figura 7 ilustra esses movimentos. O leitor que desejar, podera
ainda acessar uma construcao do GeoGebra que representa a flexdo do Trihexaflexdgono (diponivel
em www.gghm.at/ry5vnhqy). Salientamos que se ndo for possivel realizar esses movimentos, é
porque algum engano foi cometido na construcio.

7N 7N

AN A

Figura 7: Movimento realizado pelo Trihexaflexdgono.

Estes movimentos podem ser representados através de um mapa, conhecido também por diagrama
R
R/
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de Tuckerman, conforme mostra a Figura 8. Neste mapa, os pontos coloridos (ou nomeados por
A, B e C) representam cada uma das faces do flexdgono, enquanto as setas orientadas indicam a
sequéncia com que as faces serdo reveladas quando se flexiona num mesmo sentido. O ponto de
origem da seta indica a face que esta no verso, e o ponto onde a seta chega indica a face da frente.
Existem outras formas de representar o diagrama de Tuckerman, mas adotaremos a que aparece
em (GARDNER, 1988). Esse diagrama ilustra o caminho mais simples de encontrar todas as faces.

B

A C

Figura 8: Diagrama de Tuckerman do Trihexaflexdgono.

Note que o Trihexaflexdgono possui no total dezoito tridngulos, contando os da frente e do verso e
excluindo os tridngulos usados para colar, formando assim trés faces com seis tridngulos cada. Os
mesmos seis tridngulos sempre aparecem juntos; por exemplo, quando um triangulo azul aparece,
os outros cinco azuis aparecem juntos com ele, nunca aparecendo triangulos de cores diferentes
numa mesma face hexagonal.

Para que o dispositivo tenha quatro faces hexagonais em vez de somente trés, devemos adicionar
seis novos tridngulos, como indicado na Figura 9. Observe que ndo basta acrescentar seis tridngulos
no molde do Trihexaflexdgono, e sim uma nova disposi¢do dos tridngulos devera ser feita. Serdo
vinte e quatro tridngulos coloridos (mais dois para a colagem) que, com as dobras certas, ficardo
distribuidos de seis em seis, formando um flexdgono com quatro faces, o Tetrahexaflexdgono.

Frente

Verso

Figura 9: Molde do Tetrahexaflexdgono.
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Quando se adiciona uma nova face também se adiciona um conjunto de trés novas fendas capazes
de revelar, no movimento de flexao, esta nova face. Um conjunto de fendas, porém, ndo possibilita
encontrar todas as faces, se levarmos em conta o sentido da flexdo. Por exemplo, ao comecar uma
flexdo com a cor amarela (C) na frente e a cor azul (A) no verso, temos um conjunto de fendas
que revelam a face vermelha (B) e um outro conjunto que revela a face verde (D). Se escolhermos
encontrar a face vermelha, ficamos com um hexdgono com vermelho na frente e amarelo no verso.
A partir da face vermelha nao temos um conjunto de fendas que nos leve até a face verde, o tinico
caminho (mantendo o sentido da flexao) nos levara até a face azul. Veja essa descri¢ao no diagrama
de Tuckerman do Tetrahexaflexdgono (Figura 10).

B

D

Figura 10: Diagrama de Tuckerman do Tetrahexaflexdgono.

Agora vejamos um exemplo do diagrama de Tuckerman para o caso do Hexahexaflexdgono (Fi-
gura 11). Neste caso as faces azul (A), amarela (C) e vermelha (B) possuirdo duas opg¢oes de
flexdes, enquanto as faces verde (D), laranja (F) e rosa (E) possuirdo apenas uma. Existe um
ciclo principal formado pelas cores azul, amarela e vermelha apresentando sempre duas opgoes.
Realizando a flexdo e saindo do ciclo principal entramos num ciclo secundario fornecendo sempre
uma unica opgdo para realizar a préxima flexdo. Os ciclos secunddrios sdo trés: azul(A)-verde
(D)-vermelho(B), amarelo(C)-rosa(E)-azul(A) e vermelho(B)-laranja(F)-amarelo(C).
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Figura 11: Diagrama de Tuckerman do Hexahexaflexdgono.

Por exemplo, estando o Hexahexaflexdgono com a face vermelha no verso e a face azul na frente,
podemos optar por uma face amarela ou verde. Optando pela face verde, ficamos com verde na
frente e azul no verso, e a préxima opcao serda somente a face vermelha. Por fim, estando com
a face vermelha na frente e com a verde no verso, o inico caminho disponivel nos levara a face
azul, fechando um ciclo. Para um dado flexdgono, existe mais de um molde. Mudando o molde,
muda-se também o diagrama de Tuckerman.

Além das formas hexagonais, existem outras formas geométricas para os flexdgonos, como por
exemplo o Tetratetraflexdgono, cuja face é um quadrado (Figura 12). Um estudo mais detalhado
dos hexaflexdgonos, visando tanto & sua construcao quanto a sua analise, pode ser encontrado em
The Mathematics of Pleated Folding, de Nishiyama, Y. [6].

Na teoria, é possivel fazer flexdgonos com muitas faces. Todavia, levando em conta que o papel
tem gramatura, quanto mais faces, mais dificil sera para realizar as dobraduras e flexionar.
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Figura 12: Tetratetraflexdgono: Molde, Fendas de Abertura e Diagrama de Tuckerman.

O leitor que tiver interesse podera encontrar outros moldes de flexdgonos, bem como instrugoes de
montagem no Livro Digital Flexdgonos [1], disponivel na plataforma GeoGebra.

4. O uso de flexdgonos no ensino

Por serem ricos em conceitos matematicos, os flexdgonos podem ser utilizados como um material
concreto ludico atuando como um facilitador de aprendizagem. A manipulagdo e os movimentos re-
alizados com tais formas propiciam a visualizacdo em trés dimensoes (como destacado na Figura 7)
e a observagao de padrdes sequenciais (diagramas de Tuckerman). Essas sdo habilidades essenciais
da matematica que devem ser desenvolvidas na Educacao Béasica. Além disso, seja durante a con-
fecgdo dos flexdgonos ou na manipulagdo apds pronto, os alunos podem observar e explorar varias
conceitos matematicos (poligonos, angulos, soma de dngulos, lados, faces, perfmetro, drea, fragdes,
entre outros).

Na sua construgdo, o professor pode apresentar a régua, o compasso, o jogo de esquadros e o
transferidor. Pode-se ensinar como utiliza-los visto que muitos alunos concluem o ensino médio
sem saber manipular esses materiais. Uma alternativa é trabalhar em conjunto com a disciplina
de Artes. Caso néo seja o foco ou a série apropriada, pode-se trabalhar diretamente com um
molde pronto e iniciar uma atividade, como trabalhar fragdes. No entanto, quando o préprio aluno
constréi desde o inicio, a atividade se torna mais rica e prazerosa. E necessdrio também que a
construgao seja exata, senao a flexao acabard por se tornar dificil e podera rasgar o flexdgono. Por
exemplo, na construcao do Trihexaflexdgono, reforce que o hexagono deve ser regular e, portanto,
os tridngulos que formam o molde devem ser equildteros. Se, no final, a face hexagonal nao se
formou corretamente, use-o como exemplo para concluir que o tridangulo ndo era equilatero. Ainda
na sua construgao, as retas paralelas e concorrentes podem ser abordadas.
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No Trihexaflexdgono, o professor pode perguntar aos alunos quais poligonos eles conseguem visua-
lizar em uma das faces. Sao eles: tridngulo, hexdgono, paralelogramo, losango e trapézio. Pode-se
reforgar as propriedades de cada um desses poligonos, além de estudar areas e perimetros.

Ao trabalhar dngulos, uma sugestao seria nomear cada um dos dngulos dos tridngulos que formam
o Hexaflexdgono e a partir disso trabalhar com soma de angulos de poligonos. Também é possivel
trabalhar com os conceitos de dngulos alternos, colaterais, correspondentes e opostos pelo vértice.
Os alunos podem classificar cada um dos angulos que foram nomeados. Estabelecida a classificagao,
os alunos podem flexionar e verificar se a classificacdo mantém-se apos a flexao.

Além do Ensino Fundamental, é possivel sua aplicacdo na Licenciatura em Matemaética, na disci-
plina de Construgoes Geométricas. Os alunos devem construir com exatidao cada tridngulo e/ou
tragar retas paralelas perfeitas. Inicialmente a sua construcao pode ser feita somente com régua e
compasso. Apés a fixagdo dos tragados somente com régua e compasso, pode-se permitir o uso de
esquadros. Faga uma reflexdo com os alunos e discuta quais contetidos podem ser trabalhados em
sala de aula. Assim, alunos que serdo os futuros professores de matematica terdo uma ferramenta
a mais para usarem quando estiverem na pratica.

Apresentamos aqui apenas algumas sugestoes de aplicagbes no ensino. Mas muitas outras abor-
dagens podem ser realizadas. O leitor que tiver interesse podera acessar propostas detalhadas de
atividades didaticas que utilizam Flexdgonos na dissertacdo Ezplorando Geometria com auxilio de
flexdgonos, de Willian J. Hirt [5].

5. Conclusao

O uso de materiais concretos é um grande aliado no ensino de geometria. Existem varios materiais
para ensinar geometria e apresentamos aqui mais uma opgdo para os professores trabalharem
em sala de aula. Pode ser trabalhado em vérios niveis de ensino, do fundamental & graduacao.
Os flexdgonos sdo objetos curiosos, enriquecem o trabalho em grupo, aumentam a motivacio até
mesmo de um aluno desanimado, trabalha com a destreza manual, além de envolver varios conceitos
matematicos em um Unico material. Para essa atividade, utilizam-se somente materiais de baixo
custo, tornando sempre possivel sua aplicagao.
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Movimento maker: Um incentivo ao estudo da
geometria e a interdisciplinaridade

Barbara Batista dos Santos de Andrade® Luiz Carlos de Andrade ®

Resumo

Este artigo analisa como a construgao de protétipos variados com materiais de baixo custo e re-
ciclaveis feitos por alunos do Ensino Médio do Colégio Estadual Rio de Areia, escola da rede
publica estadual localizada no municipio de Saquarema-RJ, contribui para a consciéncia ambien-
tal. Analisa também como o movimento maker, movimento que defende a ideia de do individuo
fabricar, construir, reparar e alterar objetos com as proprias maos, utilizando-se da colaboragao
entre grupos, desenvolve competéncias e habilidades favorecendo o aprendizado em diversas areas
do conhecimento. Com a manipulacdo dos materiais, é explorada a conexdo entre a Geometria
e o cotidiano do aluno, aproveitando-se do tema para apresentar sugestoes de como se chegar a
algumas formulas de areas de figuras planas com uma linguagem simples e de forma intuitiva, sem
o rigor das demonstragoes matematicas, alcancando o entendimento de todos os alunos do Ensino
Meédio.

Palavras-chave: Geometria; Matematica; Movimento maker; Interdisciplinaridade.

Abstract

This article analyzes how the construction of varied prototypes with low cost and recyclable ma-
terials made by high school students from the Rio de Areia State School, a public school located
in Saquarema-RJ, contributes to environmental awareness. It also analyzes how the maker move-
ment, a movement that defends the idea of the individual making, building, repairing and altering
objects with their own hands, using collaboration between groups, develops competences and skills
favoring learning in various areas of knowledge. With the manipulation of materials, the connec-
tion between Geometry and the student’s daily life is explored, taking advantage of the theme
to present suggestions on how to arrive at some formulas of flat picture areas with simple and
intuitive language, without accuracy of mathematical demonstrations, reaching the understanding
of all high school students.

Keywords: Geometry; Mathematics; Motion maker; Interdisciplinarity.

1. Introdugao

Utilizar materiais de baixo custo permitindo ao aluno manused-los, fazer medi¢oes e agucar o
sentimento de cooperacdo em grupo facilita a interdisciplinaridade. Este artigo apresenta um
pouco dos ganhos que se podem obter com os principais impactos da cultura maker na educagao,
que, de acordo com Pinto [4], é a democratizagdo do conhecimento.
>
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Desta forma, ao mesmo tempo em que é desenvolvida a interdisciplinaridade, os
estudantes tém a oportunidade de colocar em prdtica que, outrora, seriam limitados
ao papel e caneta.

Valorizar a cultura maker tem duas grandes vantagens no processo de ensino-
aprendizagem. A primeira delas é o abandono de prdticas retrégradas que tornam
a educacdo enfadonha para os alunos, principalmente das séries iniciais, as quais
devem ser especialmente estimulantes.

Depois, mirando o Ensino Médio, é uma oportunidade de despertar, nos alunos,
interesses e habilidades indispensdveis ao mercado de trabalho, como lideranca, pro-
atividade e condigoes técnicas para lidar com a tecnologia. (Pinto, 2018)

A cultura maker promove a grande oportunidade de a escola explorar interdisciplinaridade, per-
mitindo o didlogo entre as disciplinas de forma significativa. Mesmo com a falta de verba para a
montagem de um laboratério de robética, com criatividade é possivel levar em frente um projeto
utilizando materiais de baixo custo e com materiais reciclaveis como papelao, elasticos, palitos de
picolé, plasticos, entre outros.

De acordo com os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) [2], a interdisciplinaridade néo dilui
as disciplinas, ela faz com que a individualidade de cada uma se sobressaia, une as disciplinas a
partir compreensao de multiplos fatores que intervém sobre a realidade trabalhando as linguagens
necessarias para a constituicdo de conhecimentos.

Para Freire [1], as decisdes que vao sendo tomadas através de um leque de opgdes constroem a
autonomia do aprendizado, propiciando autonomia ao sujeito no processo de construcao do conhe-
cimento. Desta forma, se faz necessaria a busca por metodologias que apresentem aos estudantes a
valorizagdo do raciocinio logico para uma tomada de solugoes em diferentes situagdes que envolvam
conceitos matematicos.

O presente artigo foi organizado em segbes da seguinte forma: Na segunda secio, algumas discipli-
nas e conteidos que podem ser trabalhados; na terceira e quarta, alguns protétipos construidos e
os conteudos matematicos explorados; na quinta, as consideragoes finais com a descricdo do ganho
pedagdgico que alunos e professores podem alcancar em toda a elaboragdo de um projeto.

Este artigo busca, com a utilizacio da cultura maker, além de melhorar a relacdo aluno/escola,
aluno/aluno e professor/aluno propiciando conhecimentos diferentes dos utilizados em uma aula
tradicional, desmistificar a ideia de que a Matemética é s6 nimeros e que nao pode interagir com
diferentes disciplinas no processo de aprendizagem.

2. Interdisciplinaridade
O movimento maker utilizado no ambiente escolar como estimulador da pesquisa e do conheci-
mento, permite que varias disciplinas trabalhem em conjunto.

Nesta secdo, apresentamos sugestoes de algumas disciplinas que podem ser envolvidas no projeto
com a cultura maker.
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2.1. Fisica

A disciplina de Fisica trabalha hidrostatica com o uso dos fluidos, nas seringas que movem o braco
mecanico (Figura la). Forgas com as roldanas e polias, como as que movem os robds (Figura 1b).
A eletricidade, por exemplo, a utilizada para fazer funcionar o sinal de transito (Figura 1c) e o
principio de funcionamento de motores, como o protétipo construido com pilha, ima, fio de cobre
e alfinete (Figura 1d).

Figura 1: Fisica

2.2. Histéria

A disciplina de Histéria pode trabalhar com pesquisas sobre o movimento maker e etapas da
histéria sobre a revolugao industrial, aproveitando as maquinas e robos, entre outros prototipos
construidos.

Os alunos podem se reunir em grupos para apresentar a comunidade escolar os assuntos pesqui-
sados, como os stands montados em salas de aulas observados na sequéncia ilustrada na Figura
2.
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(b)

Figura 2: Apresentacdo das pesquisas historicas

2.3. Biologia

A disciplina de Biologia, além do tema sustentabilidade com energias limpas como a gerada por
energia edlica (Figura 15a), e a utilizagdo de materiais recicldveis nos protéripos construidos, pode
trabalhar o corpo humano, como tenddes (fios) e articulagdes, utilizando a mao de papelao (Figura
3b). Pode também aproveitar o uso da seringa, liquido colorido e fina mangueira utilizados no
brago mecénico para simular a circulagdo sanguinea (Figura 3b).

Figura 3: Biologia

2.4. Matematica

A Matematica, principalmente a Geometria Plana, trabalha aproveitando-se das formas geométri-
cas que se apresentam em cada prototipo construido.

Atividades diversificadas podem ser aplicadas durante todo o processo da construcio e pesquisa
para a elaboracao do projeto, tais como:

e Medigoes e areas dos retangulos e tridngulos que compoem partes dos prototipos.
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(a) (b)

Figura 4: Partes dos protétipos

e Medicoes e area de circulo, divisdo angular na circunferéncia e polignos regulares inscritos na
circunferéncia.

Figura 5: Circulos e divisdo angular

o Identificagdo de alguns objetos que lembram sélidos geométricos que aparecem no projeto, como
cilindros e prismas.

(b)

Figura 6: Cilindros e prismas
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3. Robos

Robés que utilizam papelao, palitos, elasticos, canudos e pequenos motores sao estratégias excelen-
tes para introdugao de conceitos geométricos e manipulacao de materiais com formatos das figuras
planas que costumam ser desenhadas no quadro da sala de aula.

Figura 7: Robds com materiais de baixo custo

3.1. Conceitos Explorados

Utiliza-se a construcao dos robos para rever alguns conceitos geométricos como a classificagao de
tridngulos quanto aos lados e angulos, condi¢do de existéncia dos triangulos, medi¢Ges, formas
simples de se chegar as formulas de dreas de retangulos, tridngulos e circulos, além da tomada de
decisbes em grupo, agucando o raciocinio légico.

3.1.1 Retangulos

Um retangulo é uma figura geométrica plana convexa de quatro lados, cujos dngulos sdo todos
congruentes ou ainda, um retdngulo é um paralelogramo (com lados opostos paralelos) que possui
todos seus angulos internos medindo 90°.

Assim, dado um quadrilatero ABC' D de angulos A, B, Ce D, temos que

ABCD éretdngulo <« A=B=C=D.

A Figura 8 ilustra um retangulo de lados AB= DC =be AD = BC = h.
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Figura 8: Retdngulo ABC'D

Area de retangulo

Considere o quadrado, retdngulo de lados congruentes, da Figura 9a como uma unidade de area
(u.a.). Preenchendo a parte interna do retangulo ABC'D com quadrados de uma unidade de area

(Figura 9b), o retangulo ABCD fica preenchido com 104 quadrados, ou seja, sua drea é de 104
u.a..

(a) (b)
Figura 9: Area do retangulo

Nota-se, ainda, que para se obter a quantidade de 104 unidades de area basta encontrar o produto

entre a quantidade de quadrados no lado AB e a quantidade de quadrados no lado DC' do retangulo
ABCD. Dessa forma teremos

8x13 =104 wu.a.

Logo, a area de um retangulo A,.., é dada pelo produto do comprimento de dois lados que concorrem
em um mesmo vértice, comumente chamados de base b e de altura h, como ilustrado na Figura 8.

Temos entao que

A =bxh ua.

L1 @= sBm
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3.1.2 Tridngulos

E a figura geométrica formada pela unido de trés pontos nao colineares pertencentes a um plano;
dessa forma, por trés segmentos de reta.

Assim, dados trés pontos A, B e C, nao colineares, os segmentos AB, AC e BC formam uma figura
geométrica chamada tridngulo ABC, denotado por AABC.

¢ Elementos de um triangulo
No tridngulo ABC ilustrado na Figura 10, temos:
Vértices: os pontos A, B e C sdo os vértices do AABC.
Lados: os segmentos AC, AC e BC sio os lados do triangulo ABC.

Angulos internos: os dngulos BAC ou /i, ABC ou B e ACB ou C sio os angulos internos do
tridngulo ABC.

Altura: é a menor distancia entre um vértice do tridngulo e o lado oposto a esse vértice ou ao
seu prolongamento, comumente chamada de base do triangulo. Na Figura 10, BH = h é uma
das alturas, e o lado AC' = b é a base relativa a h.

Figura 10: Tridngulo ABC

e Classificagao dos triangulos

Os triangulos podem ser classificados de acordo com seus lados ou seus angulos.

a) Quanto aos lados:
Triangulo Equilatero. Um tridngulo é equildtero se, e somente se, possuir todos os lados
congruentes, ou seja, iguais.
Triangulos Isésceles. Um triangulo é isosceles se, e somente se, pelo menos dois de seus trés
lados forem congruentes.
Triangulo Escaleno. Um tridngulo é escaleno se, e somente se, dois lados quaisquer nao forem
congruentes.

b) Quanto aos angulos:
Triangulo Retangulo. Um tridngulo é retangulo se possui um angulo reto, ou seja, medindo

90°.
_
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Tridngulo Obtusdngulo. Um tridngulo é obtusangulo se possui um &ngulo obtuso (medindo
mais que 90°) e dois dngulos agudos (medindo menos que 90°).

Triangulo Acutangulo. Em um tridngulo acutangulo, os trés angulos sdo agudos.

e Area de tridngulo
A forma mais usual de se encontrar a area A, de um tridngulo é calculando a metade do
produto entre o comprimento da base b e o comprimento de uma da altura h e relativa a essa
base.

Para chegar a conclusao, a area de um tridngulo é dada por

bxh
Az>< u.a.

tre 2

Veremos alguns casos:

I - Tridangulo Retangulo
Dado um tridngulo retdngulo ABC, forma-se um retangulo ADBC, com BC =be AC = h,
como observado na Figura 11.

A D

-------------'

C B B
Figura 11: Area do tridngulo retangulo

Dessa forma, a area A 4ppo do retdngulo ADBC é dada pelo produto dos lados BC e AC,
e como o tridngulo ABC tem metade da area do retdngulo, entdo a area A 45~ do tridngulo

retdngulo é dada por
BC x AC bxh
Appe = 9 T

u.a.

IT - Triangulo Acutangulo
Dado um triangulo acutangulo ABC, tracando-se a altura AD = h relativa ao lado BC = b,
formam-se dois tridngulos retangulos ACD e ABD como observado na Figura 12.
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Figura 12: Area do tridngulo acutangulo

Assim, a 4rea A,po do tridngulo ABC é dada pela soma das areas A,-p e Ay pp dos
tridngulos retdngulos ACD e ABD. Como ja observado no item I, temos que

CD x AD BD x AD
AACD:# e AABD:# u.a.
Logo,
CDxAD BDxAD CDxAD+BDxAD (CD+ BD) x A
Aspe = AscptAspp = 5 + 5 = 2 = 5

Como CD + BD = BC =b e AD = h, substituindo, teremos que a area do tridngulo ABC é

dada por
BC xAD bxh
AABC = B) = 5 u.a.

IIT - Tridngulo Obtusangulo

Dado um tridngulo obtusingulo ABC, tracando-se a altura AD = h, onde o ponto D é a
interse¢do de h com o prolongamento do lado BC' = b, obtém-se os tridngulos retangulos
ABD e ACD, como observado na Figura 13.

A

Figura 13: Area do tridngulo obtuséngulo
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As areas A gp e A op dos tridngulos retangulos ABD e AC'D séo dadas por

BD x AD CD x AD

A area A,pc do tridngulo obtusangulo ABC é dada pela diferenca entre as areas A, pp e
Ajcp, ou seja,

BDx AD CDxAD _ (BD—CD) x AD

A =A —A =
ABC ABD ACD 5 5 5

u.a.

Como BD —CD = BC =be AD = h, segue que a area A ,p- é dada por

BC xAD bxh
AABC: 9 = 9 u.a.

Dos itens I, II e III, conclui-se que a férmula para se calcular a area A

+i de um tridngulo
qualquer é dada por

bxh
Ay = ; U.a.

Onde b é a base do tridngulo e h a altura relativa a essa base.
e Condicao de existéncia de um tridngulo

Para que se possa construir um tridngulo é necessario que a medida de qualquer um dos lados

seja menor que a soma das medidas dos outros dois e maior que o médulo da diferenca entre
essas medidas.

Assim, em um triangulo ABC com lados de medidas a, b e ¢, temos necessariamente

a<b+c e b<a+c e c<a-+bd

Observe as ilustragdes da Figura 14.

C
R %
s/ Y
\\\ D \\ D
L . * e
5 \ ’ 7 b ’
\ i \‘ II 5
‘\ ’ 3 v
\} 1 \
1 'l u
A c! o B A 1c=D B
10 12

Figura 14: Condigdo de existéncia de tridngulos

Vamos analisar alguns dos casos apresentados nas ilustracoes.
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I - Na Figura 14a temos AB = 10, AC =5 ¢ BD = 3. Verificando, temos que

5<10+3 (V); 3<1043 (V); 10<5+3 (F)
IT - Na Figura 14b temos AB = 12, AC =7 e BD = 5. Verificando, temos que

7T<124+5 (V); 5<1247 (V); 12<7+5 (F)
IIT - Na Figura 14c temos AB = 15, AC' = 10 e BD = 8. Verificando, temos que

8< 15410 (V); 10<15+8 (V); 15<10+8 (V).
Assim, o nico caso em que é possivel formar um tridngulo é apresentado no item III.
4. Moinho de Agua e Energia Eélica
Nesta secao s@o construidos pelos alunos dois protétipos, um moinho movido a dgua e um que

simula a captacdo de energia utilizando o catavento. Para a construcdo, sao utilizados papelao,
palitos, canudos, garrafa plastica, um pequeno motor, lampada de led e fios.

(a) (b)

Figura 15: Energias sustentaveis

4.1. Conceitos explorados

A construcdo de um moinho movido a dgua e de um modelo de captacdo de energia eolica é
muito proveitosa para utilizar conceitos geométricos de circunferéncias, circulos e divisao angular
da circunferécia com poligonos regulares.

4.1.1 Circulo e circunferéncia

Dados um ponto O do plano e um nimero real R > 0, uma circunferéncia de centro O e raio R é
o conjunto dos pontos desse plano, tal que a distdncia até o ponto O é igual a R, Figura 16a, e o
circulo de centro O e raio R é o conjunto de todos pontos do plano cuja distancia a O é menor ou

igual a R, Figura 16b. -
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(a) (b)
Figura 16: Circulo e circunferéncia

e Comprimento da circunferéncia

O quociente entre o comprimento de uma circunferéncia (C) pela medida do seu didmetro (D),
que é o dobro da medida do raio (R), é sempre um valor aproximadamente igual a 3,141592....

Esse nimero real 3,141592... corresponde, em matemadtica, & letra grega m (16-se "pi”). Segundo
Eves [3], a letra grega 7 foi usada pela primeira vez como representagdo do quociente entre o
comprimento e o didmetro de uma circunferéncia em 1707, pelo matemético galés William Jones
(1675 - 1749), mas o matemédtico suico Leonhard Euler (1707 - 1783) popularizou o 7 e suas
relagoes com o circulo somente em 1737.

Assim,

C C
= =3,141592... = — = .
5= 311592 = o =

Logo, o comprimento de uma circunferéncia qualquer é dado por

C=2rR um.

e Area do circulo

Para verificarmos uma férmula para calcular a area de um circulo vamos utilizar um processo
simples de forma intuitiva que pode ser apresentado aos alunos do ensino médio.

Considere uma circunferéncia C' de centro O e raio R e vamos obter uma férmula para calcular
sua area A..

Considere um quadrado @ de lado a inscrito na circunferéncia C. A area do quadrado @ pode
ser determinada calculando as areas de 4 tridngulos congruentes de base a e altura h, ver Figura
17a. Assim, a drea Ag do quadrado @ ¢é

ah  4ah
Ay =4— = — u.a.
@772 2
Agora, considere um pentdgono regular P inscrito na circunferéncia C, ver Figura 17b. Utili-

zando o mesmo processo para o quadrado @, a drea do pentdgono sera

L7 @= sBm
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ah  bah

Novamente, utilizando agora um hexagono regular H, ver Figura 17c, sua area do hexagono sera

Em todos os casos descritos é importante notar que 4a, 5a e 6a sdo os perimetros dos respectivos
poligonos inscritos.

(d)
Figura 17: Poligonos Inscritos

Podemos notar, na sequéncia ilustrada na Figura 17, que quanto maior a quantidade de lados
que o poligono tiver, mais ele estard se aproximando de um circulo. Dessa forma, considerando
um poligono de n lados, entdo,e n.a sera o perimetro desse poligono; e seguindo o racicinio
anterior, se a quantitade n de lados for muito grande, a drea A,, do poligono serd muito préxima
da drea A do circulo.

Assim, a drea desse poligono de n lados serd
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Logo,
A=A, =— ua.

n
Intuitivamente podemos perceber também que o comprimento da altura h dos tridngulos seréd
muito préoximo do comprimento do raio R do circulo, e que o perimetro na do poligono aproxima-
se do perfmetro (comprimento) da circunferéncia 27 R, ou seja,

na =27R
Fazendo as substirui¢ées teremos
nah  27RR
AC = — = L a
2 2
Logo, a area do circulo é dada por
A, =7R?> w.a

5. Consideragoes Finais

Ficou evidente o quanto a aprendizagem criativa através do movimento maker pode contribuir
para o Ensino da Matematica e ajudar na interacdo com as diversas outras areas do conhecimento.
E possivel dizer, a partir das observacdes feitas durante todo o processo de construcio do projeto,
que quando os alunos criam seus préprios protétipos, ficam mais engajados no aprendizado e a
busca do conhecimento torna-se espontinea, o que dificilmente se encontra de forma tao ativa em
uma aula tradicional.

O ganho na absor¢ao dos contetidos e a modificacao positiva que se tem na relagdo entre os entes
envolvidos no projeto é enorme e, com certeza, trard uma aceitacado maior por parte dos alunos em
outras atividades educacionais que lhes forem propostas futuramente.
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Criptografia como ferramenta
no ensino da matematica

Cintia K. Rosseto ® Suetdnio de A. Meira ®

Resumo

O presente trabalho trata a Criptografia como ferramenta de ensino nas aulas de Matemadtica,
tendo em vista que o ensino da matemaética estd cada vez mais comprometido, principalmente por
conta do desinteresse dos alunos e da grande defasagem com a qual chegam ao Ensino Fundamental
I1. Diante disso, propomos a utilizacao de temas que tragam significado a aprendizagem e cativem
o estudante. A criptografia pode ser abordada em vérios contetidos dos Ensinos Fundamental e
Médio, como fun¢bes e matrizes, assuntos abordados no presente trabalho. Pretendemos, com a
utilizagdo da Criptografia no ensino dos contetidos matematicos, proporcionar sentido ao conteiido
estudado, de forma que a aprendizagem torne-se significativa para o aluno. Apresentaremos alguns
modelos de atividades que abordam o tema criptografia e poderao ser desenvolvidas durante o
ensino de fungbes, no 92 ano do E.F. e 12 ano do E.M., e, no ensino de matrizes, no 2° ano do E.M.
Palavras-chave: Criptografia; Fungoes; Aprendizagem.

Abstract

The present work treats Cryptography as a teaching tool in Mathematics classes, considering that
the teaching of mathematics is increasingly compromised, mainly due to the lack of interest of
the students and the large gap with which they arrive in Elementary School II. In view of this,
we propose the use of themes that bring meaning to learning and captivate the student. The
cryptography can be approached in several contents of Elementary and High School, like functions
and matrices, subjects approached in the present work. We intend, with the use of Cryptography in
the teaching of mathematical contents, to provide meaning to the content studied so that learning
becomes meaningful for the student. We will present some models of activities that address the
topic of cryptography and can be developed during the classes of functions, in the 9th year of E.S.
and 1st year of H.S. and in the classes of matrices, in the 2nd year of H.S.

Keywords: Criptography; functions; learning.

1. Introdugao

A criptografia estd presente em diversas situagoes do nosso cotidiano. Com o advento da era
digital, tudo ao nosso redor passou a utilizar algum tipo de cédigo para protecao, sejam os c6digos

de barras utilizados em supermercados até troca de mensagens no celular.
~
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A palavra criptografia tem origem grega, kryptos significa oculto e graphos, escrever. E a ciéncia
que estuda maneiras de esconder o significado da mensagem, de modo que somente quem possui a
chave consegue ter acesso ao seu contetdo.

Os professores de matematica possuem papel substancial na melhoria dos dados referentes a qua-
lidade no ensino dessa disciplina, dando aos alunos condigbes para que, vista muitas vezes com
certo repidio, torne-se atrativa. Nesse sentido, esse trabalho tem sua contribui¢do na tentativa
de melhorar a relacdo entre os alunos e a matematica, partindo de conceitos aplicados dentro da
tematica da criptografia.

No ensino da matemadtica, a insercao do estudo da criptografia torna-se uma ferramenta de suma
importancia pois, além de um assunto interessante, é muito abrangente, uma vez que envolve
diversos contetdos tratados no ensino fundamental e médio, servindo como meio de instigar o
aluno e tornar as aulas atrativas e significativas.

“A falta de aplicacoes para os temas estudados em classe é o defeito mais gritante do ensino da
Matemética em todas as séries escolares.” (Lima, Elon Lages, 2007, pag. 144)

Um dos desafios encontrados pelos professores de matematica é fazer com que os alunos nio sé
aprendam os conteudos, mas se interessem em aprendé-los. Como forma de atenuar os obstaculos
encontrados no ensino-aprendizagem em matematica, o presente trabalho visa a proposta de ativi-
dades utilizando a temaética da criptografia. Para tanto, foram abordados contetidos como fungoes,
aplicadas entre os alunos do 92 ano do Ensino Fundamental, da Escola Municipal Profa. Soledade
Domingues Iglésias, em Lucélia-SP.

Essas aprendizagens sé serdo possiveis na medida em que o professor proporcionar
um ambiente de trabalho que estimule o aluno a criar, comparar, discutir, rever,
perguntar e ampliar ideias. (PCN, 1997, pag. 41)

2. Material e Métodos

(...) 0 ensino da Matemdtica prestard sua contribuicio d medida que forem exploradas
metodologias que priorizem a criacao de estratégias, a comprovagdo, a justificativa,
a argumentacdo, o espirito critico, e favorecam a criatividade, o trabalho coletivo, a
iniciativa pessoal e a autonomia advinda do desenvolvimento da confianca na prépria
capacidade de conhecer e enfrentar desafios. (PCN, 1997, pag. 31)

O padrao de desenvolvimento do ensino e aprendizagem da Matematica deve ser a abordagem de
assuntos que despertem a curiosidade e que desencadeiem um processo que permita a construcgao de
novos conhecimentos. O tema Criptografia pode ser utilizado como gerador de atividades didaticas
que permitem aprofundar, fixar, revisar e exercitar os contetidos matematicos desenvolvidos nos
ensinos Fundamental e Médio.

Apresentamos algumas atividades que abordam Criptografia e contetidos estudados nas aulas de
Matematica.Tais atividades devem ser realizadas em grupo, com orientagao prévia do professor.

Seguem modelos de atividades:

« Cifra de Substitui¢do
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Um dos primeiros sistemas de criptografia conhecido foi elaborado pelo general Jilio César. O
sistema monoalfabético, conhecido como Cifra de César, consistia em substituir cada letra do
alfabeto seguindo um padrdo bem determinado. Acredita-se que Julio César substituia cada
letra, pela terceira letra que se segue no alfabeto.

D|E|F|G/H|I|J|K|L|{M|N|O|P

Q|R|S|T|U|V|W|X|Y|Z|A|B|C

Assim, por exemplo, codificando a mensagem CRIPTOGRAFIA, temos FULSWRJUDILD.

Usando a Cifra de César podemos desenvolver atividades que podem ser aplicadas na introdugao
do estudo das fungoes.

O mesmo principio pode ser utilizado deslocando-se diferentes quantidades de casa (chave),
criando assim 26 possibilidades de substitui¢oes. Para facilitar o desenvolvimento das atividades,
propomos a utilizagdo dos discos giratorios, permitindo que os alunos criem e troquem mensagens
criptografadas com os demais grupos.

Figura 1: Disco giratério.

_
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o Criptografia e Funcgoes

O método de codificacdo deve ser perfeitamente eficaz, ou seja, o receptor deve ser capaz de
transformar a informacao codificada na informagao original, sem ambiguidade ou falta de infor-
magao. Para isso, algumas propriedades devem ser seguidas nessas situagoes:

i. ao codificar duas informagoes distintas, elas ndo podem ser transformadas em uma mesma
informacao codificada, pois o receptor teria duvidas ao codificd-la;
ii. uma informacao, ao ser codificada, ndo pode produzir duas informagoes diferentes;

iii. toda informacao deve ter uma forma codificada, ou seja, toda e qualquer informacéo deve ser
possivel de ser transmitida, evitando informagoes incompletas.

N|O|P|Q/ R|S|T|U|V W|X|Y|Z
24125126 |27 |28(29(30 |31 |32|33]|34]35]| 36

Para que ocorra a codificacao, cada informacao deve ser transformada em uma tnica informagao
codificada e deve aceitar o processo inverso; portanto, devemos encontrar uma transformagao
bijetiva f. Como f é inversivel, podemos garantir a revelagdo das informagoes.

Usaremos a fungao afim f(z) = axz + b. Essa funcdo é sempre bijetiva sobre sua imagem e, por
isso, admite inversa sobre sua imagem.

O método consiste em pegar uma informagio e converté-la em nimeros através de uma fungao
bijetiva e, pela aplicacdo de sua inversa, transformar esses niimeros novamente na informagao
original.

Primeiramente, vamos associar cada letra do alfabeto a um niimero, como na tabela anterior.

Agora, escolhemos uma func¢ao f(x) que receberd o valor da letra que queremos transmitir e
gerar outro valor através de f(x). Suponhamos que f seja a fungdo f(x)+ 3z +2, que é chamada
de funcao cifradora.

Escolhemos a palavra MENSAGEM que, ao passar pela funcao cifradora, sera transformada na
sequéncia de nimeros 67 43 70 85 31 39 43 67. Esta é a mensagem que o receptor recebera.

M—23] f(23)=3x23—2=67
E—15 | f(15) =3 x 15 — 2 = 43
N 24| f(24)=3x24—2=170
529 | f(29)=3x29—2=285
A1 | f(Il)=3x11—2=31
G—17 | fIT) =3x17—2=49
E—15 | f(15) =3 x 15— 2 = 43
M—23| f(23)=3x23—2=067

"y @= sBm
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O receptor, ao receber a mensagem codificada, realizard a operacdo inversa, que nesse caso ¢é

—1 _ z42 ..
f(=z) = 3-, recompondo a mensagem original.

ST =2 =23[23 > M
f143) =82 =15 15> F
[0 ="T02=24[24 5 N
S1(85) =52 =29] 29— S
SABH=322=11[11- 4
S99 =82 =17 17> G
S43)=B2=15[ 15 F
ST =2 =23 23> M

Quanto mais complexo for o c6digo, mais dificil a mensagem fica para ser decifrada.

o Cifras de Hill

As cifras de Hill, baseadas em transformag6es matriciais utilizando um sistema poligréafico, fo-
ram inventadas por Lester S. Hill em 1929.

Atribuiremos um nimero a cada letra do alfabeto da seguinte forma:

N|JO|[P|Q|R|[S|T|U[V |[W]|X]|Y]Z
141516 | 17 | 18 [ 19 |20 | 21 |22 |23 [ 24| 25| 0

Codificaremos a frase VAMOS CODIFICAR e para isso devemos transformar pares sucessivos
de texto em texto cifrado. Devemos escolher uma matriz quadrada; para facilitar escolheremos
uma matriz 2 x 2.

Qg1 Qg9

A:{au au}

Agruparemos letras sucessivas de texto em pares, substituindo cada letra por seu valor numérico.
Caso tenha um ntimero impar de letras, acrescentaremos uma letra ficticia para completar o
ultimo par.

O —

13 15|19

9
-
115 b SBM
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Converteremos cada par sucessivo p; e py de letras de texto em um vetor-coluna.
_ | P
P { P2 ]
e formaremos o produto Ap (vetor cifrado).

A matriz cifradora deve ser invertivel médulo 26.

. 5 6
Usaremos a matriz [ 9 3 ]

Para cifrar o par V' A efetuaremos o produto matricial
5 6 22| | 116
2 3 1 | | 47

Sempre que ocorrer um inteiro maior do que 25, ele serd substituido pelo resto da divisdo desse
inteiro por 260.

Assim, [ ;

w

][212}:[14176}5[3]< mod 26)

que fornecerd o texto cifrado LU.

Os célculos para os demais vetores cifrados sdo

5 61[ 137 [155] [ 25]

2 3__15___71_:_19_<m°d26)
(5 617197 [1137 [ 9 ]

2 33 T ar [T |l mod20)
5 6 15 99 1

s ][ B ] ]= ] [ mean
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(5 6]1[9] T[81 [ 3 ]
o 3|6 |36|=]| 10| mod20)
(5 6]1[9] 63 11
2 3|3 |or|F| 1 | mod20)

5 6 1 113 9
HIBE R
A mensagem transmitida serd LUYSIUUPCJKAID.

Para decifrar devemos multiplicar cada vetor cifrado pelo inverso de A, que serd obtido da se-
guinte formas:

A = (agy.095 — agp.a91) [ ,af —aa12 ] ( mod 26)
21 a1y

onde (a1;.a9y — G19.045,) "L é 0 reciproco do residuo de (aq1.a95 — a15-a5;)( mod 26).

Para auxiliar os cdlculos abaixo, forneceremos a tabela de reciprocos médulo 26.

Assim,
5 6
detA—’2 3‘_15—12_3
3 6 3 6 27 54 1 24
-1 _ -1 _ _ —
AT =3 [—2 5 ]_9{—2 5 ]_[—18 45 ]_[8 19]( mod 26)

Os célculos para decifrar os vetores cifrados sao
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B HEE R
IR REIEE
:513 ?3::291:::451;?:5:139:( mod 26)
:; ?g::%fls:Z:igg:E:lf:( mod 26)
:; ?3::130][;13][2:( mod 26)
Slé ?3_:111]:[13057]5[2:( mod 26)
HBEHEREE

Os equivalentes alfabéticos desses vetores sao VA MO SC OD IF IC AR que fornecem a mensa-
gem "vamos codificar”.

o Cifra de Vigenere

s @= sBm
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CIFRA DE VIGNERE

A B C D E F G I J K L M NOP QR STUV WX Y Z
A/A B CDEFGH I J KL MNOP QRS TUV WX Y Z
B/ B C DEF GH I J K LMNUOPAQRSTUV WX Y Z A
c|C b E F GH I J KLMNUOPQR S TUV WX 'Y Z A B
D bE F GH I J K LMNOPI QRS TUVWX Y Z A B C
E|E F GH I J K LMNUOPAQR S TUVWX Y Z ADBCD
FIF GH I J K LMNOWPAQRSTUV WX Y Z A B C DE
G|GH I J K LMNOWP QRS TUVWX Y Z ADB CDE F
H/H I J K LMNOWPAQRSTWUV WX Y Z A B CDE F G

1|/l J K LM NOPQR S TUVWX Y Z ADBCDE F G H
J|J K LM N OPQRSTUV WX Y Z ADBCDE F G H I
K/K LM NOWPQRSTUVWX 'Y Z A B CDE F GH I J
L/ILMNOWPQRSTUV WX Y Z A BCUDEF GH I J K
MM N OP QR S TUVWX Y Z ADBCDEFGH I J K L
N(IN O P QR S TUV WX Y Z A BCDEFGH I J K LM
0O/0P QRS TUVWXY ZABCDETFGH I J KL MN
P/P QRS TUVWX Y Z ABOCDEFGH I J KL MNDO
Q@ R S T UV WX Y Z ABCDEFGH I J KL MNOP
R/R S T UV WX Y 2Z AB CDEFGH I J KL MNOP Q
$§/S§ T UV WX Y Z ABCDE F GH I J KLMNOUPAQR
T/ T UV WX Y Z ABCDEFGH I JKLMNUOP QR S
ujuvwJXyY zZ ABCDEFGH I JKLMNUOPQR S T
V|(VWXY Z A B CDEFGH I/ J KLMNUOPQR S TWU

wwX Y z A B CDEFGH I J KL MNUOPAQRSTUYV
X/XY zZz A B CDZEF GH I J K LMNUOP QRS TUV W
Y/Y Z A B CDE F GH I J KL MNOPQR S T UV WX
z|/Z A B CDEF GH I J K LMNOPQRS TUVWXY

Figura 2: Cifra de Vigenere.

A cifra de Vigenére é uma versao simplificada da cifra de substitui¢do polialfabética, inventada
em 1465, por Leon Battista Alberti, conhecido como pai da criptologia ocidental. Recebeu esse
nome em homenagem a Blaise de Vigenere, diplomata e criptégrafo francés, mas o primeiro
registro foi descrito por Giovan Batista Belaso em La cifra del Signore Giovan Batista Belaso,
de 1553.

A cifra de Vigenere usa nao apenas um, e sim 26 alfabetos cifrados distintos para criar a
mensagem cifrada. Além da tabela, Vigeneére inseriu palavras-chave utilizadas na codificacdo e
na decodificacdo da mensagem.

Como exemplo, considere que a palavra-chave seja GATO e que a mensagem seja VAMOS
ATACAR. Repetiremos a chave até acabarem as letras da mensagem, da seguinte forma:

Chave G| A|T T
Mensagem | V| A M|O|S|A| T A|C|A|R
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Para codificarmos a mensagem procuraremos na Figura 2 a interse¢do da chave (linha) com a
mensagem (coluna). Assim,

Chave G|IAI T O/G/IA|T| O G|A|T
Mensagem | V| A  M|O|S|A|T|A|C|A|R
Codificado | B|A|E|C|Y|A  M|O|I]|A|R

3. Resultados e Discussao

O significado da atividade matemdtica para o aluno também resulta das conexdes
que ele estabelece entre ela e as demais disciplinas, entre ela e seu cotidiano, e das

conexdes que ele percebe entre os diferentes temas matemdticos. (PCN, 1997, pag.
38)

A criptografia como ferramenta de ensino é de grande valia, conseguimos relacionar Matematica e
Histéria, mostramos aplicagoes no dia a dia, ressaltamos a importancia da Matematica, e, princi-
palmente, cativamos os alunos.

Os alunos envolvidos nas atividades demonstraram mais entusiasmo durante as aulas, maior dedi-
cacao e uma melhora significativa no rendimento escolar. A repercussao das atividades resultou na
criacao da Oficina de Criptografia, que permitiu a participagdo de alunos dos demais nonos anos.

As atividades foram executadas no segundo e terceiro bimestres. Nesse periodo, percebemos uma
melhora no desempenho escolar dos estudantes, como mostra a tabela a seguir

1° Bimestre | 2° Bimestre | 3° Bimestre
92 ano B 6,4 7,2 7,3
92 ano E 5,6 6,1 6,8

4. Conclusao

Partindo dos resultados preliminares, podemos concluir que os alunos envolvidos obtiveram melhor
rendimento nas aulas, além do ganho cultural.

Usando a criptografia como ferramenta no ensino, atribuimos significado ao conceito estudado, de
forma que o aluno sinta-se motivado a aprendé-lo. Assim, ressaltamos a importéncia de inserir o
uso de assuntos ligados a realidade do aluno, que estimulem o empenho dos mesmos nas aulas,
contribuindo de forma significativa para sua aprendizagem.
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Metodologia baseada em recursos computacionais
para a introducao de limites no Ensino Médio

Helena Corréa Ribeiro ® André Fabiano Steklain Lisbda ®

Resumo

O presente artigo tem como objetivo apresentar uma metodologia de ensino baseada em Recursos
Computacionais para a introdugdo do conceito de limite no ensino médio, utilizando os softwares
Geogebra e Mazima. Este trabalho faz parte de uma proposta mais ampla de resgatar o ensino do
Célculo no ambito escolar, utilizando a tecnologia como uma ferramenta facilitadora no processo
ensino-aprendizagem. As ferramentas utilizadas servem para visualizacdo dos conceitos e calculo
algébrico, duas situagoes que impoem obstaculos ao aprendizado de célculo pelos estudantes.

Palavras-chave: Célculo; recursos computacionais; ensino médio.

Abstract

The goal of this paper is to present a teaching methodology based on computational resources in
order to introduce the concept of limit in high school using the softwares Geogebra and Mazima.
This work is part of a broader project to rescue the teaching of Calculus in high school using
technology as a facilitating tool in the teaching-learning process. These tools are mainly used for
the visualization of concepts and algebraic calculations, two situations that impose obstacles to
the learning of calculus at this level.

Keywords: Calculus; computacional resources; high school.

1. Introdugao

O Célculo é uma ferramenta bésica para todos os profissionais que atuam na area de Ciéncias
Exatas. Nos dias atuais profissionais que atuam em &areas diversas, como Ciéncias Bioldgicas,
Ciéncias da Saude e até Ciéncias Humanas, acabam por utilizar essas ferramentas em seu cotidiano.
Mesmo profissionais com formacao em nivel técnico eventualmente necessitam de Célculo.

Apesar de ser necessario, o indice de reprovacdo nas disciplinas de Célculo sdo tradicionalmente
grandes nas institui¢des de ensino superior brasileiras. Segundo Silva e Souza (2014):

Sabe-se que o cdlculo é de fundamental importancia para os cursos de matemdtica,
engenharia, fisica, ciéncias da computagdo, entre outros. Sendo assim, devemos
levd-lo mais a sério, porque os alunos desses cursos entram nas universidades sem
estar devidamente preparados, causando, entao, um indice alarmante de desisténcias

e reprovagées. (Silva e Souza, 2014) r _
>
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Varios artigos relatam também a grande evasdo dos cursos que incluem disciplinas de Célculo no
curriculo. Em geral, tais niimeros sao associados aos altos indices de reprovacao nessas disciplinas.
A evasao é ocasionada por um conjuntos de fatores. Um deles é a dificuldade em operagdes béasicas
de matemadtica. Segundo Rezende (2003):

...as dificuldades de aprendizagem relacionadas a operagdo de limite estdo associadas
muito mais ds suas dificuldades em manipulagies algébricas (fatoragio de polind-
mios, relagoes trigonométricas, simplificacoes algébricas, “produtos motdveis” etc)
do que d sua interpretacio analitica (Rezende, 2003).

Ainda para Frescki e Pigatto (2009), é necessario um conhecimento prévio sélido de manipulagoes
algébricas, operagdes e fungdes por parte dos alunos para que o ensino do célculo tenha sucesso.
Estudos recentes (Sadler e Sonert, 2018) tém demonstrado que, de fato, o dominio da matemaética
preparatoéria para Calculo possui um impacto maior do que o ensino de Calculo no Ensino Médio na
performance dos estudantes em Célculo no Ensino Superior. Isso mostra que o ensino de Célculo
como disciplina ndao pode substituir o ensino dos fundamentos matematicos necessarios. Por outro
lado, como ja dissemos, o Célculo esta cada vez mais presente em dreas que tradicionalmente nao
possuem essa disciplina nos respectivos curriculos de ensino. Os profissionais que atuam nessas
areas acabam por utilizar as ferramentas do Célculo, porém, sem ter um contato prévio com a
disciplina.

Uma maneira de conciliar essas duas visoes aparentemente antagénicas passa por uma maneira
de tratar as dificuldades dos estudantes envolvendo operacoes mateméticas. Uma abordagem
tradicional do ensino de Célculo no Ensino Médio acaba passando obrigatoriamente pela etapa em
que os estudantes precisam efetuar essas operagoes. Se os estudantes apresentarem dificuldades
com as operagoes consequentemente deixarao de absorver o conteido de Célculo.

Um modo de contornar essa dificuldade é através da utilizacdo de recursos computacionais. softwa-
res gratuitos oferecem a possibilidade de efetuar ndo somente calculos numéricos, mas permitem
também tratar dinamicamente o grafico das fungoes e fazer calculos algébricos de dificuldade mo-
derada. Nesses softwares algumas operagoes bésicas do Céalculo, como a derivacdo e a integracao,
podem ser efetuadas automaticamente, sem a necessidade de o estudante empreender esforco nessas
operacoes.

A ideia deste trabalho é utilizar tais recursos para fornecer uma introducao ao Célculo ao estudante
do Ensino Médio. Através desta abordagem ele fica livre da necessidade de saber de antemao todo o
ferramental algébrico e tedrico do Célculo e, a0 mesmo tempo, é introduzido, de maneira intuitiva,
aos diferentes conceitos. As operagbes matemadticas em si deverdo ser tratadas separadamente.
A utilizagao de softwares faz com que os estudantes possam construir seus proprios problemas e
interagir com as solugdes, deixando as operagdes matematicas por conta do software. Os estudantes
podem entdo continuar os estudos da matematica preparatéria tendo como um dos objetivos a
aprendizagem do Célculo, independentemente da drea que for seguir. Para aqueles que nao forem
seguir areas em que o Calculo faz parte do curriculo, esta introducao pode ser 1til caso exista a
necessidade de utilizad-la posteriormente.

Este trabalho é dividido da seguinte forma. Na Secdo 2 apresentamos um breve histérico sobre o
ensino de Célculo no Brasil. Na Sec¢ao 3 introduzimos os recursos computacionais como ferramentas
no ensino de matematica. Na Secdo 4 a defini¢do de limite é explorada com a utilizagdo do Geogebra.
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Na Secdo 5 o wrMazima é utilizado para exploragoes adicionais no calculo de limites. Finalmente,
na Secdo 6 apresentamos nossa conclusoes.

2. O ensino de calculo no Ensino Médio brasileiro

O ensino no Brasil remonta o ano de 1549, sendo conduzido por pouco mais de duzentos anos
pelos padres jesuitas. Segundo Miorim (1998), nessa época a educacdo era baseada na tradigao
classico-humanista, sendo a matematica pouco estudada. A partir de 1722 foram criadas as aulas
régias originadas da reforma pombalina. Essas aulas consistiam no ensino de disciplinas isoladas na
forma de aulas avulsas, sem qualquer planejamento escolar. Disciplinas como Aritmética, Algebra
e Geometria eram introduzidas nas aulas régias. A matemdtica ndo se difundiu nessa época no
Brasil, pois poucos alunos inscreviam-se nessas aulas. De um modo geral, as ciéncias exatas e
naturais ndo eram vistas com bons olhos, e a formacéo do ensino secundério ainda era humanista.

O Primeiro Movimento Internacional para a modernizacao do ensino de matemaética, teve inicio
por volta de 1870. Criou-se a Comissao Internacional para o Ensino de Matemaética, que propiciou
a publicacdo de artigos voltados a tal area. Uma das maiores preocupagdes era com o ensino
secundario, onde a matematica era ensinada em descompasso com o ensinado nas universidades.
Entre as propostas para modificar o ensino secundario, estava a implementacdo do Célculo ao
curriculo.

Em 1890, no Brasil Republica, Benjamin Constant, entdao ministro da Instrucao, Correios e Telé-
grafos, deu origem a uma profunda reforma na educacdo. Houve a extin¢ao da educagdo classico-
humanista, para a introducédo de uma formagao cientifica. A reforma seguiu a filosofia de Augusto
Comte, o positivismo, na qual a matematica passava a ser de fundamental importancia. O en-
sino secundério passou a ter sete anos, e o Calculo Diferencial e Integral foi inserido no curriculo,
seguindo, em parte, a sugestdo do Primeiro Movimento Internacional, pois era voltado apenas
ao estudo de mecénica geral. A Reforma enfrentou diversas manifestagoes contrérias, e o ensino
brasileiro passaria por véarias reformas até 1930, sem que houvesse grandes mudancas. O ensino
secundario continuava sendo considerado apenas como uma preparagao para os cursos de medicina,
direito e engenharia.

Em 1931, Francisco Campos dividiu o ensino secundério em dois ciclos. O primeiro era o ensino
fundamental, com cinco anos de duracdo, e o segundo, complementar, com apenas dois anos. O
ensino da matematica deixava de ter como objetivo apenas o desenvolvimento do raciocinio logico.
Ela comecava a ser ensinada também com foco na aplicacdo em diversas dreas do conhecimento.
Em relacao a divisao do ensino secundério, na quarta e quinta série do ciclo fundamental, conceitos
basicos de Calculo Infinitesimal foram introduzidos. Na parte complementar o Céalculo fazia parte
de dois programas, do pré-politécnico e do pré-médico, ficando de fora apenas do pré-juridico. De
acordo com Miorim (1998):

A proposta também trazia uma visdo mais moderna dos conteudos matemdticos,
sugerindo a eliminacdo de “assuntos de interesse puramente formalistico”, de “pro-
cessos de calculos desprovidos de interesse diddtico” e introduzindo o conceito de
fungdo e nogoes de cdlculo infinitesimal”(Miorim, 1998).

O ensino do Célculo na educagao béasica resistiu a reforma de Capanema em 1942, onde o ensino
bésico passou por uma reestruturacdo. O ensino secundario passou a ser dividido em dois ciclos
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paralelos, o Classico e Cientifico. Nesta divisao estudantes que queriam seguir para a universidade
cursavam o Classico e os estudantes que queriam trabalhar apds o ensino secundario, cursavam
o Cientifico, o qual por sua vez era dividido em trés cursos: Industrial, Comercial e Agricola. O
Célculo ficou restrito ao Cientifico, sendo ensinado na terceira série derivadas, algumas aplicacoes
e problemas de maximos e minimos.

O Movimento Matemética Moderna na Europa e Estados Unidos ganhou forca apés a Segunda
Guerra Mundial. Segundo Pinto (2005), esse movimento atingiu “ndo somente as finalidades
do ensino, como também os contetidos tradicionais da Matemaética, atribuindo uma importancia
primordial & axiomatizacao, as estruturas algébricas, a logica e aos conjuntos”. Os seus efeitos
chegaram ao Brasil no inicio da década de 60. A algebra e o estudo da teoria dos conjuntos, com
toda sua simbologia, foram priorizados. O Calculo foi entdo excluido da educagao béasica, por
nao haver mais espaco no curriculo, inchado pelo rigor e formalismo agora exigidos e ditos como
modernos para o ensino da matemadtica. Assim, o que havia de mais moderno na matemaética foi
retirado da educacdo basica. Para Avila (1991):

Portanto, descartd-lo no ensino € grave, porque deira de lado uwma componente
significativa e certamente a mais relevante da Matemdtica para a formagdo do aluno
num contexto de ensino moderno e atual. Incorreram os reformistas naquele erro
de recusar a pedra angular, aquela que seria a mais importante na construgdo do
edificio... (Avila, 1991)

Desde entao, no Brasil, questées de Calculo nao sdo mais cobradas em vestibulares, e 0 mesmo foi
abandonado como contetido a ser abordado no ensino médio e passou a ser exclusividade de cursos
superiores.

3. Recursos Computacionais na Matematica

Os recursos computacionais estdo cada vez mais presentes nas salas de aula, e ao ignoré-los corre-se
o risco de “tornar a escola tdo anacronica em relagdo a vida exterior a seus muros a ponto de ter um
efeito in6cuo na formacio dos alunos” (Giraldo, Caetano e Mattos, 2012). Contudo, a utilizacao
indiscriminada dessas ferramentas pode impactar o ensino de forma negativa.

Para que essa metodologia seja bem-sucedida é preciso relacionar os conceitos e propriedades apren-
didos normalmente de forma estanque em sala de aula com outras representacées que podem ser
fornecidas pela utilizacdo dos recursos computacionais. Essa interacdo, segundo Giraldo, Caetano
e Mattos (2012), reforca a ideia de que experiéncia concreta e o pensamento abstrato ndo precisam
adquirir um carater antagbénico. As proprias limitacoes de cada recurso, como erros de arredon-
damento, podem ser exploradas de forma a aprofundar a discussdo, sendo uma valiosa ferramenta
pedagbgica.

Neste trabalho iremos utilizar dois recursos computacionais (softwares) diferentes para a exploragao
dos conceitos de Célculo. Os dois softwares utilizados serdo o Geogebra e o wrMazima, sendo o
ultimo uma interface grafica para o Mazima. Cada um dos softwares utilizados servird para um
proposito especifico dentro de cada tépico. Trataremos de ambos nas subsecbes seguintes.
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3.1. Geogebra

O Geogebra é um software livre de geometria dindmica, dlgebra e cdlculo. Pode ser instalado
também nos principais sistemas operacionais ou utilizado online através do site http://geogebra.
org. KEsse programa é de facil exploracdo pelo usudrio, pois possui uma interface mais amigavel
e intuitiva, sendo bastante difundido entre os professores de matemética. A Figura 1 mostra um
exemplo de interface do programa.

€ (GeaiGetra Clumic - o

&=

Figura 1: Tela do Geogebra. Os objetos e medidas podem ser construidos a partir de comandos ou
acessados pelos botdes na parte superior.

Em geral o Geogebra é utilizado para exploragoes envolvendo geometria plana (embora existam
versoes voltadas & geometria espacial). Ele inclui uma série de ferramentas para a exploragdo de
fungoes reais, incluindo o célculo de algumas derivadas e integrais. O resultado fornecido pelo
Geogebra para essas duas operagdes é sempre numérico, o que ndo impede que possa ser utilizada
para fornecer uma interpretagdo geométrica de tais operagoes.

3.2. Maxima

O Mazima (Vodopiec, 2018; Wikipedia, 2019) é um software classificado como Sistema de Com-
putagio Algébrica e Simbdlica (SCAS). Isso significa que o programa é capaz de realizar cdlculos
numeéricos e simbdlicos, além de produzir graficos em duas ou trés dimensoes. Existem softwares
comerciais nessa mesma categoria que possuem recursos mais avangados. No entanto escolas pu-
blicas em geral nao tém condigoes de arcar com o custo da aquisicdo e manutencdo. O Mazima
é um software livre, o que significa que pode ser instalado gratuitamente nos principais sistemas
operacionais.

O Maxima é capaz de resolver equagoes e sistemas de forma simbdlica, bem como operar com
matrizes, construir graficos a partir de fungoes, e calcular derivadas e primitivas de varias funcoes,
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o que permite utilizd-lo para efetuar operacoes algébricas necessarias ao Célculo Diferencial e
Integral, objetivo principal deste trabalho.

Trabalhar com o Mazima pode ser dificil no inicio, pois é necessario operar com uma série de
comandos especificos, sendo, de certo modo, uma linguagem de programacao. As versdes mais
novas do Maxima possuem uma interface grafica mais amigdvel. Neste trabalho utilizaremos uma
versdo de interface grafica chamada wrMaxima. A interface do wrMazima estd apresentada na
Figura 2. O usuéario inexperiente com os comandos pode se orientar pelo menu na parte superior
deste programa, que oferece as ferramentas para fazer os calculos desejados. Com um planejamento
adequado da aula, o professor certamente tera sucesso em introduzir o uso do software.

- Tablaof Comeris =

Linvite: *
Epreaba [==a |7}
T
Fonte [0 Especial
Divegho: [pilaent

[ 5érie de Taptor

o Covelmr

Bem-vindo an meMmima Erocto para entrarde do ussann

Figura 2: Tela do wzMazima. O limite pode ser calculado utilizando um comando direto ou
acessando o menu na barra da parte superior.

4. Limites com o uso do Geogebra

O conceito de limite de uma funcéo real ndo é abordado no Ensino Médio pois o seu entendimento
depende de um formalismo que é considerado avancado para o nivel dos estudantes nessa etapa
de formacgao. O conceito de ponto de acumulacdo de um conjunto, fundamental para a defini¢do
formal de limite, é bastante abstrato. Por exemplo, em um espago topoldgico temos a seguinte
definicao:

Defini¢ao 1. Um ponto P é um ponto de acumulagdo ou ponto limite de um conjunto X se, para
toda vizinhanca de P, existe ao menos um ponto de X diferente de P.

Apesar de o conceito de vizinhanca ser abstrato, ele pode ser ilustrado para subconjuntos de
R e R? através do Geogebra, conforme ilustrado na Figura 3. Nessa atividade a vizinhanca de
um ponto é definida como o disco centrado nesse ponto. O conjunto X é definido como toda a
regido na cor bege, incluindo o ponto isolado D. O controle deslizante na parte superior direita
permite controlar o raio de todas as vizinhancas. Neste caso percebe-se que o ponto A € X, por
exemplo, é ponto de acumulacdo, pois toda vizinhanca de A, excluindo-se o proprio A, possui
pontos de X. O ponto D € X, ao contrario, apesar de pertencer ao conjunto, néoré %onto de
S
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acumulacdo, pois existe uma vizinhanca tal que, excluindo-se D, nao possui nenhum ponto de X.
De maneira anédloga temos pontos como o B, que nao pertence a X e nao é ponto de acumulagao.
Por tltimo, existem pontos como o ponto C, que ndo pertence ao conjunto (estd na fronteira de
um conjunto aberto) mas é ponto de acumulagdo, pois toda vizinhanga de C possui pontos de X.
Essa construgao é bastante simples e possui uma vantagem sobre uma figura estatica, permitindo
ao estudante interagir com a construgdao, mudando o raio dos discos através do controle deslizante.
Dessa maneira o estudante pode perceber, por exemplo, que mesmo para pontos que nao sao de
acumulacdo, existem vizinhangas que englobam pontos de X sendo o raio r suficientemente grande.
Note que essa construcao nao substitui o formalismo envolvido, sendo meramente uma ilustragao
do conceito.

r'=16

&

(5 X

N/

Figura 3: Figura do Geogebra contendo material sobre pontos de acumulacdo. O conjunto X é
definido pelos pontos de cor bege, incluindo o ponto D. O controle deslizante refere-se ao raio do
circulo ao redor de cada ponto. Nesse caso, os pontos A e C sdao pontos de acumulacdo, mas nao
os pontos B e D.

A definicdo formal de limite normalmente é um conceito de dificil assimilacao pelos estudantes. B
possivel trabalhar com uma defini¢do intuitiva como a fornecida por Stewart (2016):

Definicao 2. Escrevemos

lim f(z)=1¢

r—a

e dizemos
“0 limite de f(z), quando z tende a a, é igual a £7,

se pudermos tomar os valores de f(x) arbitrariamente préximos de ¢ (tdo préximos de L quanto
quisermos), tomando x suficientemente préximo de a (por ambos os lados de a), mas nao igual a
a.

O problema dessa defini¢do é que ndo ficam claros os conceitos arbitrariamente préximo e sufici-
entemente proximo. Para um estudante interessado apenas nas ferramentas do Célculo, tal nocao
D
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¢é suficiente para que ele possa prosseguir no estudo das técnicas para obtencao de limites. Para
o aluno de ensino médio interessado no conceito, essa definicdo pode causar alguma confusio.
Tomemos a defini¢do precisa, dada por Stewart (2016):

Defini¢ao 3. Seja f uma funcdo definida sobre algum intervalo aberto que contém o ntmero a,
exceto possivelmente o préprio a. Entao dizemos que o limite de f(x) quando z tende a a, é ¢, e
escrevemos

lim f(z) = ¢,

Tr—a

se, para todo nimero £ > 0, houver um ntimero § > 0 tal que
se 0 < |z —a| < dentdo |f(x)—{| <e.

Apesar de mais abstratos, os conceitos arbitrariamente préximo e suficientemente préximo ficam
claros com a introducdo dos nimeros £ (um niimero positivo qualquer) e § (um nimero adequado
ao comportamento da fungdo). O aluno de ensino médio em geral ndo possui o grau de capacitagio
necessario para demonstrar a existéncia de um determinado limite. A visualizagdo deste conceito,
porém, pode ser produtiva para este aluno.

Dado a um ponto de acumula¢do do dominio da fun¢do f, seja L um ntimero real. Vamos usar
o software para testar se o limite de f(z), quando x tende a a é £. Pela Definicdo 3 devemos ter
0 < |z — a| < 4. Isto é equivalente a escrever

a—d<zx<a+i,

ou seja, que x pertence ao intervalo aberto (a — d,a + ), com exce¢ao do ponto a. De maneira
andloga temos |f(z) — ¢| < €, o que significa que f(z) estd no intervalo aberto (£ — ¢, ¢ + ¢).

Vamos primeiramente trabalhar com uma fungdo continua, isto é tal que

lim f(x) = f(a).
Escolhemos a fungdo quadratica f(x) = 2% por ser simples e a0 mesmo tempo exibir a dependéncia
de ¢ com o ponto a. A construgio pode ser visualizada na Figura 4. Marcamos o ponto A = (a, 0)
no eixo x e o ponto L = (0,¢). Os valores ¢ e § sdo controlados através de controles deslizantes.
Dado um € > 0, construimos os pontos auxiliares (0, {4+¢) e tragamos duas retas perpendiculares ao
eixo y passando por tais pontos. Essas duas retas sdo fronteiras, portanto, do intervalo ({—e, £+¢).
De maneira andloga construimos os pontos auxiliares (a44,0), que sdo fronteira do intervalo aberto
(a—§,a+0). Sabendo que uma fungao continua sempre possui um valor méximo e um valor minimo
em um intervalo fechado, o Geogebra permite avaliar o valor maximo e minimo dessa func¢ao no
intervalo [a — d,a + 6]. Vamos denotar esses valores Max (a,d) e Ming(a,d), respectivamente.
Com estes valores podemos entdo avaliar a variagdo da func¢do f quando z assume os valores
permitidos dentro do intervalo [a—§, a+ §]. Para mostrar visualmente a variagao de f no intervalo
construimos um retangulo cujos vértices sdo os pontos cujas coordenadas sdo (a + 6, Max f(a, 0))
e (a+9, Minf(a, 9)). A fungdo f terd limite ¢ para x tendendo a a se, para qualquer valor de
o retdngulo gerado puder ser encaixado entre as duas retas escolhendo § suficientemente pequeno.
Nessa primeira construcéo os controles referentes aos valores € e § sdo independentes para permitir
ao estudante explorar esses intervalos, tentando encontrar manualmente um valor de § para cada
E.
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Figura 4: Visualizacdo do conceito de limite utilizando o Geogebra para a funcio f(x) = 22. O
estudante pode explorar ¢ independentemente para verificar se a condicdo de limite é satisfeita
para diferentes valores de e. Temos que £ = 4 é limite de f(r) = 22 quando z tende a 2. No
primeiro caso (acima, & esquerda) o pardmetro § ndo é pequeno o suficiente para que a variagdo de
f esteja totalmente contida no intervalo (4 — €,4 + ¢). Conforme, porém, o segundo caso (acima,
a direita) o pardmetro & pode sempre ser reduzido de forma a atender o requerimento. Temos
que ¢ = 6 ndo ¢ limite de f(z) = 2% quando z tende a 2. No terceiro caso (abaixo, & esquerda)
podemos tomar ¢ grande o bastante tal que alguns valores de f estejam no intervalo (6 —&,6 4 ).
No entanto, para pequenos valores de &, conforme o quarto caso (abaixo, & direita) a variagdo de
f nunca esta totalmente dentro desse intervalo, ndo importando o valor de 9.

Figura 5: Dependéncia de & para f(z) = x?. No primeiro caso (& esquerda) temos que o limite

para z tendendo a a =1é ¢ =1 e, para € = 0,5 é suficiente tomar § = 0,2. No segundo caso (a
direita) temos que o limite para = tendendo a a = 2 é { = 4, mas para ¢ = 0,5 o valor § = 0,2 nao
é suficiente para termos |f(z) — {| < e.

Para demonstrar que lim 22 = a2, dado € > 0, basta tomar J conforme a expressio
Tr—a

5rnin{1,6 . (1)
= i
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Se |z — a| < 0 vale a seguinte identidade:
|z +a|l=|z—a+2a| < |z —al+|2a] <1+ 2|al. (2)
Portanto temos, finalmente,
|22 — a?| = |z — al|lz + a| < 5(1 + 2]a]) <, (3)

o que finaliza a demonstracao.

A demonstragao pode ser dificil para um aluno do Ensino Médio seguir, porém ela carrega alguns
aspectos interessantes. O primeiro aspecto é o fato da dependéncia de § do ponto a ficar explicita
através da Equacao 1. Essa dependéncia pode ser visualizada através do Geogebra fixando ¢ e 6.
Para diferentes valores a, o valor § utilizado pode nao ser suficientemente pequeno para o retangulo
ficar contido entre as linhas, como mostra a Figura 5. Outro aspecto interessante é que o valor ¢
necessario é fornecido na demonstragao como fungao de € e a. Esse valor pode ser implementado no
Geogebra de forma a termos um valor d fornecido automaticamente para ¢ e a dados. O resultado
pode ser visto na Figura 6.

| | £ -
. ‘\_‘ =
A
Figura 6: Visualizacio da demonstracio de que lim 22 = a?. O valor de § dado através da

Tr—a
Equacéo 1 pode ser reduzido para facilitar a visualizagdo do conceito, que envolve uma desigualdade

restrita. Nesse caso escolhemos trabalhar com 80% de tal valor, mas qualquer reducgao é vélida,
desde que o nimero permanega positivo.

E preciso tomar alguns cuidados nessa construcdo. Entre os principais estd o fato de que os
intervalos envolvidos na defini¢ao de limite sdo abertos, e a fungdo nao precisa estar necessariamente
definida em a. Por isso é importante utilizar tal construcdo com varios tipos de funcéo, com
caracteristicas distintas.

Vamos analisar a fungdo g : R — R dada por g(z) = 22 para x # 2 e g(2) = 6. Note que essa funcio
corresponde & mesma fungdo f estudada anteriormente, salvo em = = 2, em que g corresponde
a um valor diferente. A fungdo g é implementada facilmente no Geogebra utilizando o comando
Se. Conforme pode ser visto na Figura 7, i;n; g(xz) = 4, mesmo que g(2) seja 6. Este exemplo é
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importante pois mostra que o limite de uma fungdo em um determinado ponto é independente do
valor da funcdo nesse ponto. De fato, mesmo que a fungdo nao estivesse definida nele definida o
limite continuaria a existir.

. a
|
ISR
-

Figura 7: Caso ilustrando o caso de uma funcido descontinua em que o limite existe. Neste caso
tem-se g(2) =6 ¢ lir% g(x) =4.
T—r

A seguir, vamos considerar a funcao h : R — R definida por

22 sex <0,
h<$)_{z2+1 se z > 0. (4)

Esta funcao também pode ser implementada no Geogebra através do comando Se. Temos que
h(0) = 1 por definigdo. Vamos verificar o que ocorre no limite de x tendendo a 0. Fazendo a = 0
na construcdo do Geogebra verifica-se que a altura do retdngulo de variagdo de h no intervalo
(—0,8) sempre serd no minimo 1. Isso ocorre porque nesse intervalo, nao importando o valor
0 > 0, existem sempre valores préximos de zero e maiores do que 1, de forma que Maz,(0,0) =1
e Min,(0,0) = 0. Considerando ¢ = 1/2, por exemplo, a variacdo de h estard sempre fora do
intervalo (¢ —e,£ + ¢), ndo importando o valor de £. Isso nos leva a concluir que o limite de h(x)
quando z tende a 0 nao existe.

A exploragdo de limites de diferentes fungées também é possivel com essa construgdo no Geogebra.
Fica claro, portanto, a interatividade e flexibilidade fornecidas pela ferramenta computacional
em detrimento de exemplos estaticos. E necessirio deixar claro ao aluno que a exploracdo dos
casos através da ferramenta computacional é um auxilio a visualizagdo destes conceitos, mas nao
substitui uma demonstracao formal.

5. Limites com o uso do wzxMazxima

O wzMazxima pode ser utilizado de forma complementar para efetivamente calcular limites. A ideia
¢ utilizé-lo para fornecer ao estudante um método de célculo que permita a reflexdo dos resultados
que sao mostrados na tela. O comando para calcular limites no zwMazima é o limit, utilizando
como primeiro argumento a fungdo, o segundo a variavel e terceiro o valor em que se deseja calcular
o limite. Por exemplo, ao calcular o limite da funcdo f(z) = 2 acima quando z tende a 0, temos
o resultado abaixo:
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Figura 8: Exploragdo de uma funcdo descontinua que ndo possui limite somente no ponto de
descontinuidade. Na figura a esquerda, ilustra-se um ponto em que o limite existe e corresponde a
h(z). Na figura & direita, ao se utilizar o ponto de descontinuidade (x = 0), fica claro que apesar
de a fungdo estar definida no ponto (h(0) = 1), o limite da funcdo niao pode corresponder a esse
valor. Usando outros candidatos ao valor do limite pode-se verificar que o mesmo nao existe.

(%i1) f£(x):=x"2;
limit(f(x),x,0);

(%ol) f(z) := 22

(%02) 0 A utilidade do wxMazima, porém, vai além de simplesmente calcular expressdes numéri-

cas. Como ferramenta de célculo algébrico e simbdlico, podemos comparar as expressoes escritas em

termos de varidveis. Por exemplo, no caso anterior, suponha que desejamos saber se lim f(z) = a®.
r—a

Podemos comparar as expressoes utilizando os comandos is e equal conforme abaixo:

(hi2) is(equal(limit(f(x),x,a),a”2));

(%02) true Caso substituissemos a? por —1 terfamos

(%i3) is(equal (1imit(f(x),x,a),-1));

(%03)  false De fato, o limite de f nunca poderd ser um ntiimero negativo. Contudo, se tentarmos
a expressdo a® obtemos o seguinte resultado:

(%i4) is(equal(limit(f(x),x,a),a"3));

(%04) unknown O resultado unknown (desconhecido) é interessante, pois pode levar os estudan-
tes a reflexdo de como o software faz as operagoes de cdlculo e comparagao. O software nao fornece
uma negativa neste caso, pois existe pelo menos um caso em que vale a igualdade (a = 0). Vamos
utilizar agora a fungdo g definida na segéo anterior. A funcdo pode ser definida através do seguinte
comando:

(%i5) g(x):= if x=2 then 6 else x72;

(%05) g(z) := if z = 2 then 6 else 2% Este comando do wzMazima pode ser lido da seguinte
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maneira: Se x = 2, entio g(x) = 6, caso contrdrio, g(x) = x?. Utilizando o comando limit é

possivel obter o limite dessa funcdo e o valor da fun¢do no ponto z = 2. O limite é diferente do
valor do ponto, porém ele existe.

(hi6) g(2);
(%06) 6

(%i7) 1limit(g(x),x,2);

(%07) 4 A funcao h também pode ser representada no wxMazima. Para isso, faremos uso da fun-
¢ao degrau, definida por

s(x) =

No wzMazxima essa fungao é representada por

1 sex>0,
{0 se x < 0. ()

(%i8) s(x):=(1/2)*(x/(abs(x))+1);

1

(%08) s(x) == 3 <|x + 1) A fungao h(x) pode ser entdo introduzida através do seguinte co-
x

mando:

(%19) h(x):=if x=0 then 1 else s(-x)*x\"2+s(x)*(x\"2+1);

(%09) h(z):=ifr=0thenlelses(—x)z?+s(z) (z* + 1) Ao executar o comando para que o wz-

Mazxima encontre o limite de h quando x tende a 2, recebe-se o resultado correto.

(%i10) limit(h(x),x,2);

(%010) 5

Note, no entanto, que ao tentarmos obter o limite de h para x tendendo a zero obtemos o seguinte

resultado.

(%i11) 1limit(h(x),x,0);
(%011) und Apesar de nio existir o limite, pode-se verificar que h(0) estd definido na expressao
do wxMazxima.

(%i12) h(0);

(%012) 1 A expressdo und é uma abreviagdo para undefined (indefinido). Para entender o signifi-
cado dessa expressao é necessario entender o significado de limite lateral.

Uma funcao f possui limite lateral a direita

lim f(x) (6)

rz—at

se existe o limite da funcdo considerando apenas valores a direita de a, ou seja, > a. Analoga-
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mente, uma funcdo f possui limite lateral d esquerda

lim f(x) (7)

r—a

se existe o limite da fungdo considerando apenas valores d esquerda de a, ou seja, x < a. Para que
o limite da funcgéo exista, os limites a esquerda e a direita devem existir e ser iguais.

No caso da fungao h os limites laterais em x = 0 existem, conforme é possivel verificar pelo software.
Porém, nao sdo iguais.

(%113) limit(h(x),x,0,plus);
(%i14) limit(h(x),x,0,minus);

(%013) 1

(%014) 0 A utilizagdo do wrMazima pode abranger as operagoes de limites e o cdlculo de limites
de grande dificuldade algébrica. Pode, também, ser utilizado para obter derivadas a partir da
definicdo em uma aula introdutéria. Contudo, a utilizacao os resultados obtidos devem ser sempre
investigados quanto & sua validade, evitando aceité-los sem uma verificacao.

6. Conclusoes

Neste artigo foi apresentada uma metodologia baseada na utilizagdo de recursos computacionais
para a introducdo de limites no Ensino Médio. E importante reforcar que essa metodologia nio
substitui o ensino de Calculo nos cursos superiores voltados as 4reas de exatas. B possivel, porém,
ilustrar os conceitos através da sua realizacao utilizando alguns exemplos pré-escolhidos. Esses
exemplos permitem que os estudantes absorvam estes conceitos e os confrontem ao aprender o
formalismo matematico envolvido. Para os estudantes que nao seguirao a area de exatas, a simples
exposicao aos conceitos pode ser interessante nas suas respectivas areas de trabalho.
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A. Construgao Geogebra

Para construcao da rotinas utilizadas apresentamos os passos detalhados utilizados no Geogebra.
Primeiramente vamos construir a rotina de exploracio da funcio f dada por f(z) = 2.

i) Na caixa de entrada, digite a expressdo da fungéo:

flx)=aA2

ii) Defina os controles deslizantes ¢ e d, tomando o cuidado de escolher o intervalo de definicao de
ambas positivo.

iii) Defina os pontos A restrita eixo x e L restrito ao eixo y. A abcissa do ponto A fornecera o valor
a, onde sera avaliado o limite. A ordenada de L correspondera ao limite e deve ser encontrado

pelo estudante.
iv) Defina, através da caixa de entrada, os pontos

— A, = (2(A) —4,0), A, = (z(A) +9,0),

- Ll = <O7y(L> - 6)7 L2 = (Ovy(L) + 6)7

= P(z(Ay), y(Mazimo(f, z(Ay),2(As)))) e R(x(A;), y(Minimo(f,z(A,), (A,)))).
v) Defina, através da caixa de entrada, as retas

— g = Perpendicular(A,, EizoX), h = Perpendicular(A,, EizoX),

— i = Perpendicular(L,, EizoY), j = Perpendicular(L,, FizoY),

— k = Perpendicular(P, EixoY) e | = Perpendicular(R, EizoY).

vi) Defina, através da caixa de entrada, os pontos Q = Intersecao(g,k) e S = Intersecao(l,h) e
defina o retangulo PQRS.
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Essa construgao permite ao estudante selecionar um ponto a (manipulando A) e escolher um
candidato a limite da fun¢do (manipulando L). Através da manipulacio das caixas deslizantes,
entao o estudante pode verificar se o valor escolhido corresponde realmente ao limite, modificando
os valores de ¢ e verificando se, a partir de certo valor de J suficientemente pequeno, a variagao de
f restringe-se ao intervalo (a —e,a + ¢€).

Note que a fungao pode ser modificada sem prejuizo da construgdo. Por exemplo, para construir
as fungoes g e h pode-se utilizar os seguintes comandos:

e g(x) = Se(z = 2,6,22)
o hiz)=Se(z <0,z N2,z A2+1)

O comando Se do Geogebra possui a seguinte estrutura. Na primeira entrada coloca-se a condigao,
na segunda coloca-se o valor a ser retornado se a condigdo ¢é satisfeita, e na terceira, o que retornar
se a condigdo nao é satisfeita. Para incluir mais de uma condi¢ao pode-se colocar outros comandos
Se nas entradas.

Em exemplos em vez de o estudante poder obter o valor de  automaticamente. Nesse caso, basta
retirar o controle deslizante referente a § e substituir o valor pela expressdo correspondente. Por
exemplo, no caso em que f(z) = z? o valor de § deve ser menor do que min{l, ﬁma\} No

Geogebra pode-se implementar
e 0=08xMin(l,e/(14+2x*xz(A))

Sendo o valor 0,8 apenas para facilitar a visualizagdo da desigualdade estrita.

E interessante observar também que é possivel renomear os pontos e as retas de acordo com a
necessidade do professor, clicando com o botdo direito do mouse e entrando em propriedade.
Além disso, para que a imagem fique mais limpa, basta desabilitar os pontos ou retas, basta clicar
em cima dos mesmo na parte esquerda da interface do Geogebra.
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Uma propriedade “esquecida” sobre area de
regioes poligonais

Roberto Ribeiro Paterlini®

Resumo

Apresentamos neste texto uma demonstragio de que a drea de uma regido poligonal ndo depende da
forma como ela é repartida em regioes mais elementares. Essa propriedade faz parte da construgao
do conceito de area em Geometria Elementar, mas nem sempre é destacada nos livros didaticos.

Palavras-chave: Geometria; dreas; areas de poligonos.

Abstract

We present in this text a demonstration that the area of a polygonal region does not depend as
it is broken down into more elementary regions. This property is part of the construction of the
concept of area in Elementary Geometry, but is not always highlighted in textbooks.

Keywords: Geometry; area; polygonal area.

1. Introdugao

E de conhecimento comum dos estudantes o seguinte método para calcular a drea de uma regido
poligonal: repartimos a regiao dada em regides mais elementares, cujas areas sabemos calcular, e
em seguida somamos essas areas. Isso nos fornece um método geral para o cilculo da area dessas
regioes do plano.

Do ponto de vista formal esse método exige uma resposta positiva a seguinte questdo: se uma
regido poligonal for repartida em regides triangulares de formas diferentes, a soma das dreas
sempre resultard no mesmo valor?

L33 @= sBm

'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://doi.org/10.21711/2319023x2020/pmo810
https://orcid.org/0000-0002-6728-578X

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et setinicacaSosedads rssiles e Matemiin Paterlini

Figura 1: Regido poligonal com duas repartigoes diferentes usando tridngulos.

A Figura 1 mostra um exemplo de regiao pentagonal com duas triangulac¢oes diferentes. Veremos
que sdo iguais as somas das areas dos tridngulos em cada triangulacao.

Os livros didédticos ndo trazem, em geral, essa observacio. Acredito que o motivo seja ndo acumular
um excesso de resultados técnicos no texto, ficando por conta do professor destacar tal propriedade.
Faremos mais abaixo algumas observagoes adicionais sobre essa questao.

Vejamos como se pode argumentar que a area nao depende da forma como é repartida a regido.
Consideramos apenas reparticoes em tridngulos, pois se usarmos retangulos, paralelogramos, tra-
pézios ou outras figuras elementares, essas figuras sempre podem ser repartidas, por sua vez, em
tridngulos.

2. Um pouco de formalizagao

Uma regido triangular é o conjunto de pontos formado por um tridngulo e seu interior. Os lados
da regiao sao os lados do tridngulo, e os vértices da regidao sao os vértices do triangulo.

Um complezo triangular é a reunido de uma quantidade finita e ndo nula de regides triangulares em
um mesmo plano, de forma que esteja satisfeita a seguinte condigdo: se duas regides triangulares
intersectam-se, elas o fazem em um vértice comum ou em um lado comum.

Em particular, em um complexo triangular, duas regides triangulares quaisquer nao tém pontos
interiores em comum.

Vemos que um complexo triangular K consiste de dois elementos: uma cole¢ao T' = {1}, T5, ..., T, }
de regides triangulares satisfazendo a condi¢do dada acima, e o conjunto R de pontos do plano
que ¢é a reunido dessas regides. Podemos usar a notagdo K = (R,T) para indicar um complexo
triangular. Duas colec¢oes diferentes T'e T” de regides triangulares podem definir 0 mesmo conjunto
R de pontos, mas entdo temos dois complexos diferentes K = (R,T) e K’ = (R,T’). Na Figura 1
vemos um exemplo de tal situacdo.

Observamos agora que podemos definir area de complexos triangulares. Dado um complexo trian-
gular K, sua drea a(K) é um nimero real positivo que satisfaz as trés condigbes seguintes:
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Ai) Se dois tridngulos sdo congruentes, as regioes triangulares por eles definidas tém a mesma drea.

Aii) Se dois complexos K; e K, nio se intersectam ou se sua intersegéo consiste apenas de vértices
e lados de suas triangulagoes, a drea da unido K; U K, é a soma a(X';) + a(Ky).

Aiii) A area do quadrado de lado 1 é 1.

A existéncia da drea de complexos triangulares pode ser demonstrada. Uma forma elementar (mas
ndo simples) de fazer isso estd exposta no Capitulo 14 de [3], a partir da pdgina 168. Confira
também [5], pdgina 63 e seguintes.

Para evitar detalhes técnicos, a maioria dos livros didaticos de Geometria Euclidiana assume a
existéncia da drea como um postulado. Como se tratam de nogdes comuns, parece que os estudantes
nao tém dificuldade em aceitar as condigoes Ai), Aii) e Aiii) mediante uma boa explicacio do
professor.

Estabelecida a existéncia da drea (por construgdo ou por postulagdo), costuma-se seguir a seguinte
sequéncia dedutiva, cujos detalhes podem ser encontrados em livros de Geometria Elementar (con-
fira, por exemplo, [4], a partir da pagina 205):

a) Demonstrar que a area de qualquer quadrado de lado a é a?, para todo niimero real a positivo.
b) Demonstrar que a area de qualquer retdngulo de lados a e b é ab.

¢) Demonstrar que, em qualquer tridngulo, é invariante o produto de um lado pela altura respectiva,
e que sua area ¢ a metade desse valor.

d) Demonstrar que, em qualquer paralelogramo, é invariante o produto de um lado pela altura
correspondente, e que sua area ¢é esse valor.

e) Demonstrar que a drea de um trapézio qualquer é o produto da semissoma das bases pela
distancia entre elas.

Além disso vemos que, em geral, a drea de um complexo triangular K = (R,T), em que T =
{T},T5,...,T,}, pode ser calculada por

a(K) = a(Ty) + a(Ty) + - + a(T,,) (1)

Entretanto, queremos um pouco mais. Desejamos que a area de um complexo triangular nao de-
penda da particular triangulagdo. Essa propriedade também costuma ser adotada como postulado
a0 se assumir que a relacdo regido — drea é uma funcdo. Entendemos que aqui a aceitagdo dos
estudantes pode nao ser tao tranquila. O que faremos é apresentar um argumento para verificar
essa unicidade.

3. Demonstragcao da propriedade

Consideremos dois complexos triangulares K = (R,T) e K’ = (R,T’), que definem a mesma
regido R do plano, mas com duas repartigoes diferentes em regides triangulares, digamos, T =
{11, T,,....,T,,} e T" ={T{,T3,...,T,,}. Sabemos que

a(K) = a(Ty) + a(Ty) + -+ a(T,) (%)
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a(K') = a(T7) + a(Ty) + -+ o(T7,) ()

Queremos provar que esses dois niimeros sao iguais. Para isso consideremos o conjunto C' formado
pelos seguintes pontos: a) todos os vértices dos tridngulos das duas repartigoes; b) todas as in-
tersegoes de lados de tridngulos das duas repartigoes, lados cujas retas suportes sejam diferentes.
O conjunto C' ¢é finito. Escolhemos no plano uma reta ¢, e consideremos as retas ¢y, £y, {3,..., £,
paralelas a ¢ e passando por todos os pontos de C. Vemos uma ilustragdo na Figura 2, na qual a
regiao tem duas reparticoes em regioes triangulares, uma marcada com linhas verdes interrompidas
e a outra com linhas azuis interrompidas.

b

Figura 2: Dissecando uma regiao com duas repartigoes.

Considerando os lados dos tridngulos das duas reparti¢oes e os segmentos que eles determinam nas
retas ¢; vemos que R fica repartido em regides triangulares e trapezoidais. Cada trapézio pode
ser repartido em dois tridngulos com uma de suas diagonais, de forma que R fica repartido com
essas regides triangulares, que chamamos de 7;’, 1 < i < s. Consideremos o complexo triangular
K” = (R,T"), cuja drea é o nimero

a(K") = a(T{") + o(T5') + -+ a(TY') (5 %)

Notemos agora que cada regido triangular 7 é a reunido de regides Tj’ ’, sem repetigao, e as férmulas
(*) e (***) dizem-nos que a(K) = a(K""). Do mesmo modo cada regido triangular 7; é a reunido
de regides T, sem repeticdo, e as formulas (**) e (***) dizem-nos que a(K’) = a(K"").

Portanto a(K) = a(K’), e vemos que a drea de um complexo triangular ndo depende da particular
triangulagao.

Observamos que um complexo triangular pode ter varias partes, chamadas subregioes conexas. Na

Figura 2 representamos um complexo com apenas uma parte. Entretanto o argumento mantém-se
também para esses complexos.
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4. Como ficam as regioes poligonais?

Todo poligono simples (sem autointersegdes), convexo ou nao, determina no plano uma regiao
limitada, chamada interior do poligono. O poligono e seu interior formam um conjunto que
chamamos de regigo poligonal. Uma demonstragdo desse resultado pode ser lida em [1], a partir
da pagina 103.

Toda regiao poligonal é um complexo triangular. Uma demonstracdo dessa propriedade pode ser
vista em [2], pdg. 35. Juntando esse resultado com o que comentamos anteriormente vemos que a
area de uma regiao poligonal qualquer nao depende da forma com que é repartida em regides mais
elementares.

5. Relembrando a féormula do “cadarco de sapato”

Dado um poligono A; A5 A5 ... A,, consideremos em seu plano um sistema de coordenadas cartesi-
anas Ozy. Sejam A, = (z;,y;) as coordenadas dos pontos A;, 1 < i < n. Entao o dobro de sua
area é o valor absoluto do nimero

oo s mN = @y + Boys + Yy o Y — ToYy — TaYs — Tyl — e — T1Yy
Yo Y2 Yz - Up U1

Essa é a chamada férmula do cadar¢o de sapato, também conhecida como férmula de Gauss. A

demonstracao dessa férmula usa triangulagoes da regiao poligonal, de modo que ela nao fornece

um novo valor. Mais detalhes podem ser lidos em [6] .

Reforcamos que qualquer férmula ou método de calculo da drea de uma regiao poligonal parte,
explicita ou implicitamente, da férmula (1), e assim a drea terd sempre o mesmo valor.
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