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Resumo

Este trabalho, fruto de uma dissertacdo de conclusao de curso do Profmat PUC-Rio apresentada
em 2016, propde a introducdo nas aulas de matemédtica da escola béasica de um tema que agrega
significado e interesse ao alunado. A partir dele, é possivel desenvolver contetidos novos e cldssicos
de matematica pertinentes a esse nivel de escolaridade. O tema em questdao é a criptografia, e
esta escolha possibilitou o desenvolvimento de uma abordagem histérica da sua evolugao até o
c6digo RSA, a promogdo de discussoes sobre a relevancia atual do assunto até os nossos dias e o
trabalho com contetidos importantes da mateméatica basica. Com o intuito de aprimorar e avaliar
a proposta, uma pequena aplicacdo numa escola publica foi feita, através de uma oficina, com
resultados bastante satisfatorios. Pretende-se que este trabalho seja mais uma fonte para auxiliar
professores na construgao de novas propostas pedagogicas adaptadas a realidade de cada sala de
aula com olhar motivador, significativo e contemporaneo.

Palavras-chave: Aritmética modular; Criptografia na educagdo basica; RSA.

Abstract

This work, the result of a dissertation dissertation by Profmat PUC-Rio presented in 2016, proposes
the introduction in mathematics classes of the basic school of a theme that adds meaning and
interest to the students. From it, it is possible to develop new and classic mathematics content
relevant to this level of education. The subject in question is cryptography and this choice enabled
the development of a historical approach to its evolution to the RSA code, the promotion of
discussions on the current relevance of the subject to the present day and the work with important
contents of basic mathematics. In order to improve and evaluate the proposal, a small application
in a public school was made, through a workshop, with very satisfactory results. It is intended
that this work is another source to assist teachers in the construction of new pedagogical proposals
adapted to the reality of each classroom with a motivating, meaningful and contemporary look.

Keywords: Modular arithmetic; Encryption in basic education; RSA.

1. Introdugao

O presente artigo é fruto do trabalho de conclusdo de curso (TCC) do Profmat PUC-Rio apre-
sentado em 2016 e intitulado CRIPTOGRAFIA NA EDUCACAO BASICA: DAS ESCRITAS
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OCULTAS AO CODIGO RSA (Silva, 2016). O trabalho original constréi uma trajetéria histérica
que retrata a evolucdo de alguns sistemas criptograficos desde os mais rudimentares até o codigo
RSA; apresenta, descreve e demonstra conceitos matematicos que fundamentam esses sistemas;
propoe uma sequéncia didatica de aplicacoes praticas sobre o tema, pertinentes para uma sala de
aula da educacgdo bésica e, finalmente, analisa alguns resultados das aplicagdes realizadas numa
escola publica do estado do Rio de Janeiro.

Todo o estudo foi pensado procurando aliar pesquisa e fundamentacao tedrica e préatica ao chao
da escola bésica, com a pretensdo de trazer significado e motivacdo ao alunado. Objetivou-se
contribuir para o desenvolvimento do pensamento matematico logico e critico e para a ampliagdao
do repertério histérico e cultural de cada aluno de modo que ele se torne, cada vez mais, um
cidadao capaz de, com autonomia, construir suas estratégias, argumentacoes e conclusdes. No
presente texto, um recorte com um enfoque mais conceitual do trabalho original é apresentado.

2. Justificativa e motivagao

Procurar um assunto contemporaneo, relevante e carregado de significado para os alunos foi um dos
desafios primordiais do trabalho desenvolvido. Com esse olhar, a criptografia foi o tema escolhido,
uma vez que, além de ser um assunto com avancos significativos e relevantes na histéria mundial
e estar presente em importantes aplicacbes do mundo moderno, permite o desenvolvimento de
contetidos matematicos interessantes e possiveis de serem abordados na escola bésica.

Constatamos que muitos alunos desse nivel de escolaridade ainda desconhecem o significado da
palavra criptografia mas ficam curiosos sobre o tema assim que o mesmo lhes é apresentado. Por
outro lado, outros ja experimentaram algum contato com o tema através de séries, filmes, livros
ou noticias. Fazer uso dessas associagoes que partem das vivéncias dos alunos facilita o trabalho
do professor, amplia o arcabouco cultural e académico do alunado e, especialmente, o aproxima da
Matemaética.

Para trabalhar o tema, fez-se necessario desenvolver o estudo da aritmética modular, assunto esse
que nao consta no curriculo minimo da educacao basica, mas que é pertinente e vidvel de ser traba-
lhado neste nivel de escolaridade e certamente auxilia e traz significado a outros contetidos, como
os sistemas de numeracao, critérios de divisibilidade, estudos sobre niimeros primos e resolucao de
equacoes.

O fato de que uma comunicacio possa se estabelecer entre duas pessoas, de modo que uma ter-
ceira pessoa nao consiga compreender o significado da mensagem encaminhada, aliado a notéria
fascinacao desta geracdo pela tecnologia encanta e desperta o interesse e curiosidade de criangas e
adolescentes, possibilitando um solo fértil para o aprendizado.

3. Um passeio historico por alguns sistemas criptograficos

Segundo SINGH (2007), um dos primeiros relatos de escrita oculta foi encontrado no livro As
histérias de Herddoto (485 a.C—420 a.C). Singh relata que Demarato, um grego que teria sido
expulso de sua terra natal, sabendo dos planos de uma possivel invasdo de Xerxes, imperador
Persa de 486 a.C até a data de seu assassinato em 465 A.C, a Grécia, mandou uma mensagem ao
seu povo, raspando a cera de um par de tabuletas, escrevendo os planos de Xerxes nessas madeiras
e em seguida cobrindo-as novamente com cera. Sua mensagem chegou aos gregos de forma segura e
deixou-os preparados para a invasao. Este artificio de ocultar fisicamente uma mensagem recebe o
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nome de esteganografia, derivado do grego steganos, que significa coberto, e graphein, que significa
escrever.

Com o surgimento da criptografia, do grego kriptos que significa oculto, as mensagens nao precisa-
vam mais ser ocultadas fisicamente. Outras estratégias para que uma mensagem enviada por um
remetente a um destinatario nao fizesse sentido para uma terceira pessoa, passaram a ser utilizadas.
De modo geral, essas estratégias dividiram-se em dois grandes grupos de sistemas criptograficos:
a cifra da transposicao e a da substituicao.

Na transposicdo, as letras do texto original s@o misturadas com um determinado critério previ-
amente combinado entre remetente e destinatario, formando anagramas que, especialmente para
textos longos, tornam-se dificeis de serem decifrados. A Cerca de Ferrovia (Figura 1) e o Citale
Espartano (Figura 2) sdo exemplos de criptografias da categoria transposicao.

Na primeira, escreve-se as letras da mensagem original de forma alternada em duas linhas, e a
mensagem cifrada é escrita com as letras da primeira linha seguida das letras da segunda linha.

Vv U E T A A U P U 0]
O M A R S R M O C

Mensagem original: VOU ME ATRASAR UM POUCO
Mensagem cifrada: VUETAAUPUOOMARSRMOC

Figura 1: Cerca de Ferrovia

Ja na criptografia do tipo Citale Espartano, remetente e destinatdrio precisam possuir um bastao
(citale) de madeira idéntico. Uma fita de couro é enrolada neste bastdo pelo destinatdrio e a
mensagem ¢ escrita ao longo do comprimento do bastdo. A fita entdo é desenrolada e enviada
ao destinatario que s6 consegue decifrar a mensagem quando enrola novamente a fita no bastao
idéntico ao do remetente.

Mensagem original:
SEND MORE TROOPS TO SOUTHERN FLANK...
Mensagem cifrada:

STSF...

Figura 2: Citale Espartano

A cifra da substituicdo consiste em trocar cada letra da mensagem original por outra letra do
alfabeto, seguindo um determinado padréo preestabelecido. Segundo SINGH (2007), uma das
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primeiras descrigoes da substituicio data do século IV a.C. A principal fraqueza desse tipo de
codificacdo é que, com uma anélise de frequéncia das letras do idioma aliada a um conhecimento
da sua estrutura, é possivel decifrar a mensagem.

A Cifra de César, muito utilizada pelo imperador Julio Cesar na Roma Antiga, é um exemplo
de uma cifra de substituicdo que utilizava um deslocamento de 3 posi¢oes no alfabeto, conforme
mostra a Figura 3.

alfabeto |a |b|c|d|e|f|g|h|i|j |[k]|l [m|n|o|p|qg|r|s]|t |u|v|w|x]|y]|z
cifra DIE|F|G|H|I[J|K|LIM|N|O|P |Q|R|S|T|U|VIW|[X|Y|Z]|A|B|C
Original: | atacar ao meio dia

Cifrada: |DWDFDU DR PHLR GLD

Figura 3: Cifra de Cesar

O disco de Alberti (Figura 4), formado por dois discos concéntricos com didmetros distintos presos
por um pino, foi criado em 1466. E também um sistema de substituicio em que destinatario e
remetente precisam possuir discos idénticos e combinar uma letra de cada disco para alinhé-las
nos discos e servir de base do sistema. A Figura 4 retrata uma situacdo em que as letras V, do
disco maior, e ¢, do disco menor, foram alinhadas. Neste sistema, também, foi incorporado uma
espécie de diciondrio de cédigos que associa algumas palavras a ntmeros, dificultando ainda mais
a decodificacéo.

Mensagem original: MATAR O REI LOGO
Mensagem cifrada: tsosb n yam gngn

Obs.: supondo que, no dicionario de codigos, a palavra REI esteja

associada ao numeral 124

Figura 4: Disco de Alberti

Por volta de 1518, um grande passo para a criptografia é dado com o surgimento de sistemas
de cifragem que utilizam a chamada Tabula Recta — uma tabela que possui o mesmo ntimero de
linhas e colunas e onde na primeira linha escreve-se o alfabeto na ordem normal e em cada linha
seguinte escreve-se o alfabeto da linha anterior deslocado de uma posi¢ao, conforme a Figura 5.
A cifragem de uma mensagem tem a primeira linha como referéncia para as substituigdes, e a
primeira letra da mensagem é transformada na letra correspondente na segunda linha, a segunda
letra é transformada na letra correspondente na terceira linha e assim sucessivamente.
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Mensagem original: CHEGO NA SEGUNDA
Mensagem cifrada: DJHKT TH ANQFZQO

Figura 5: A Tabula Recta e uma cifragem

A Cifra de Vigeneére é um exemplo de um sistema de substitui¢cdo mais sofisticado que foi apresen-
tado por volta de 1586. Também utiliza a Tabula Recta mas agrega o conceito de chave — usada
para cifrar e/ou decifrar mensagens. Nesse sistema, a chave inicial é uma letra que é usada para
cifrar a primeira letra da mensagem original. Em seguida, a primeira letra da mensagem original
torna-se a chave para cifrar a segunda letra da mensagem e assim sucessivamente. O procedimento
para a cifragem consiste em substituir cada letra da mensagem original pela letra correspondente
ao par ordenado (letra da chave, letra da mensagem original) na Tabula Recta.

Por exemplo, na Figura 6 a seguir, a chave inicial foi a letra b e a mensagem a ser codificada é
ATACAR HOJE. Assim, consultando na Tabula Recta (Figura 5) o par ordenado (chave inicial,
primeira letra da mensagem original)= (b, A), vemos que esse par estd relacionado a letra B,
que se torna a primeira letra da mensagem cifrada. O préximo par ordenado a ser pesquisado
(primeira letra da mensagem original, segunda letra da mensagem original)= (A, T) corresponde
na TabuRecta a letra T, que é portanto a segunda letra da mensagem cifrada. Seguindo com esse
procedimento, os préoximos pares da mensagem exemplificada sdo (T,A) =T, (A,C) = C, (C,A) =
C,(A,R) =R,(R,H) =Y, (HO) = V,(0,]J) = Xe(J,E) = N, finalizando a mensagem cifrada
BTTCCRYVXN.

N

148 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Silva e Costa

Chave h|lA|T|A|C|A RIH|O)| ]I
Mensagemoriginal | A | T| A|C|A| R H|O|J|E
Mensagemcifrada | B | T | T |C | C | R Y|  V|X | N

Figura 6: Cifra de Vigenere

Durante a segunda guerra mundial, diversas maquinas cifradoras foram construidas, entre elas a
japonesa Purple e as alemas Enigma e Lorenz SZ40. Nessa época, havia também um grande esforco
em construir maquinas decifradoras. Para isso, os britanicos contaram com a ajuda de um dos pais
da computacdo, Alan Turing, que em 1938 fazia parte de uma organizacao do governo britanico
responsavel por quebrar cédigos e enigmas, chamada Government Code and Cypher School. Com
o comeco da guerra em 1939, Turing ingressou no Bletchley Park, a instalagdo que reuniu grandes
matematicos e criptégrafos e que teve papel fundamental na interceptagdo de mensagens trocadas
pelos exércitos da Italia, Alemanha e Japao. Nessa instalacdo houve uma intensa cooperagao
de cientistas ingleses, franceses e poloneses para decifrar o cédigo utilizado pelos alemaes e seus
aliados.

Por meio dos estudos de Turing e dos demais pesquisadores desse grupo, foi concebida uma maquina
decifradora conhecida como “bomba eletromecénica” (The Bombe, em inglés), que decifrou o codigo
da maquina Enigma e permitiu que os Aliados tivessem acesso a informacdes privilegiadas ao
longo da guerra. A cada més, cerca de 84 mil mensagens enviadas pelos alemaes via Enigma eram
decifradas. Os britanicos, por exemplo, conseguiram mapear a posi¢do de embarcagoes alemas, e,
dessa forma, desviar a rota das embarcagoes inglesas com antecipagao.

Os estudos de Turing também serviram de base para que a cifra da Lorenz fosse quebrada em
1943, com a maquina Colossus, que se tornou a precursora do computador digital.

Todas essas maquinas trabalhavam com o conceito de chaves simétricas, ou seja, a mesma chave
que era usada para cifrar mensagens também era usada para decifra-las. O principal empecilho,
por muito tempo, para o desenvolvimento da criptografia foi a questdo da troca de chaves, um
problema que chegou a ser considerado sem solu¢do. Ou a chave deveria ser trocada diretamente
entre os correspondentes, o que nem sempre era uma tarefa simples, ou tal tarefa deveria ser
delegada outra pessoa, o que nem sempre era uma tarefa segura.

4. Sobre a aritmética modular

Para os sistemas criptograficos apresentados a partir de agora é importante o entendimento de
algumas defini¢oes, propriedades e resultados relativos a aritmética modular que apresentamos a
seguir.

Sejam a, b e m inteiros com m néo nulo.

Definicao 1. Dizemos que dois ntimeros inteiros a e b sdo congruentes médulo m, se m é um
divisor de a —b. Utilizamos a notagdao: a = b mod m.

Corolario 1. Dizemos que dois nimeros inteiros a e b sao congruentes modulo m, se a e b deizam

0 mesmo resto na divisdo euclidiana por m.
=
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Para efeito de simplificagdo vamos considerar m > 1 uma vez que:

1. E fato que a = b mod m sempre que m = 1 e

2. Se a = b mod m entdo a = b mod —m.

Decorre naturalmente da definicao de congruéncia médulo m, as propriedades enunciadas a seguir.
Considere a, b, ¢, d e m inteiros com m né&o nulo e n um natural.

Propriedade 1. A congruéncia mddulo m é uma rela¢io de equivaléncia sobre o conjunto 7. dos
nimeros inteiros uma vez que satisfaz ds sequintes propriedades:

1. a=a mod m (Reflexiva)
2. Sea=b mod m entdo b =a mod m (Simétrica)
3. Sea=bmod m eb=cmod m entdo a =c mod m (Transitiva)

Propriedade 2. Sea=bmodm e0<b<m entdob € o resto da divisao de a por m. ( Observe
que sempre existe um tunico 0 < b <m tal que a =b mod m.)

Propriedade 3. Se a =b mod m entdo a+c =b + ¢ mod m.

Propriedade 4. Se a =b mod m entdo ac = bc mod m.

Propriedade 5. Se a =b mod m entdo ac = bc mod mc.

Propriedade 6. Se a =b mod m entdo a® = b" mod m.

Propriedade 7. Sea=b mod m e c=d mod m entdo a+c=b+d mod m.

Propriedade 8. Sea=b mod m e c=d mod m entdo ac = bd mod m.

A definicdo de inverso multiplicativo e alguns teoremas que envolvem congruéncias e nimeros
primos também sdo necessarios para um completo entendimento do funcionamento dos sistemas
apresentados nas préximas segoes, e estao listados a seguir.

Definicdo 2. Se existe um inteiro b tal que ab = 1 mod m diz-se que b é o inverso multiplicativo
de a médulo m.

Teorema 1. Se a e m sdo primos entre si, entdo existe o inverso multiplicativo de a modulo m.
Teorema 2. Se p é primo entdo (a + b)P = aP + b” mod p. (Teorema Binomial Facil)
Teorema 3. Se p € primo entdo aP = a mod p. (Pequeno Teorema de Fermat)

Teorema 4. Se p é primo e a ndo é miltiplo de p entdo aP~! = 1 mod p.

Teorema 5. Sejam my,m,,...,my numeros inteiros positivos, dois a dois primos entre si. O
x = a; mod m;

X = a, mod m,

sistema de congruéncias admite uma solucdo simultanea, que é Unica moddulo

x = a, mod my
o0 inteiro m = mym,...my. (Teorema Chinés do Resto - TCR)
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5. Uma troca de chaves mais eficiente: o sistema DHM

Em 1976, foi apresentado por Whitfield Diffie, Martin Hellman e Ralph Merkle uma funcao de
mao unica que resolvia de forma simples o problema da troca de chaves. Eles desenvolveram uma,
fungdo matemadtica facil de ser calculada mas dificil de ser revertida. O sistema ficou conhecido
como sistema DHM, em homenagem a seus criadores, e possibilitou que duas pessoas distintas
conseguissem calcular a chave de um sistema criptografico de forma independente. Essa funcao,
de mao tunica, tem por base conceitos da aritmética modular e possibilita que dois interlocutores
calculem a chave, sem necessidade de compartilha-la diretamente.

Seja a a chave a ser calculada. Os passos a seguir explicam o procedimento para esse calculo.

Suponha que duas pessoas, M e G, desejem calcular uma chave a de um sistema criptografico pelo
sistema DHM.
1. M e G precisam conhecer dois nimeros naturais, Y e P, piblicos.

2. G escolhe um nimero a, calcula o nimero B como sendo o resto da divisao de Y#S por P e
envia B para M.

3. M escolhe um ntimero ayy, calcula o niimero fy; como sendo o resto da divisdo de Y*M por P
e envia By para G.

4. De posse de By, G pode calcular o resto da divisdo de ﬁf\’f por P. Mas, By = Y™ mod
P = Br¢ = Y*M?G mod P.

Y*G mod

5. De modo andlogo, M pode calcular o resto da divisao de ﬁéM por P. Mas, B¢g
P= ,BéM = Y¥G4M mod P.

6. A chave a procurada portanto pode ser calculada tanto por G quanto por M.

A Figura 7 a seguir resume e apresenta um exemplo numérico para os passos do célculo da chave
pelo sistema DHM.

N
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PASSOS EXEMPLO
GeM es.co!he.nl dois nimeros naturais em comum acordo, Y e P, que Y =53eP =170
podem ser piblicos.

. , . = 7. O resto da
G escolhe, sem divulgar, um mimero natural 0. e calcula B ¢ < P tal que G

g d . divisio de 337 por
Y™ = BG mod P . G envia BG a M. 170 & [36 o

O, = 5. O resto da
U ) divisio de 53° por
Y™ =f,, modP.Menvia B,,aG. 1706 By, = 83

M escolhe, sem divulgar, um nimero natural o, e calcula ﬁM < P tal que

C o o
G calcula o < P como o resto da divisdo de BM ¢ por P. O resto da divisio de

7 . 4
Como By, = Y™ modP . B,," =(Y™)% = Y™ =qmodP. | 83 por170¢127

. R Y
M calecula o < P como o resto da divisio de [, “por P. O resto da divisio de

5 . z
Como B, =Y modP, B,™ =(Y")™ =Y"™ = amodP. 77 por 170 ¢ 127

Figura 7: O sistema DHM

Observe que o sistema é ttil quando se trata da comunicagdo entre duas pessoas por vez, o que
nem sempre ¢é satisfatério. Além disso, o cdlculo da chave depende do envio a M do nimero Sg e
do envio a G do niimero B,;. Embora esses niimeros possam ser enviados de forma publica, esse
procedimento possivelmente torna o processo mais lento.

6. Um sistema criptografico importante: o sistema RSA

Em 1977, Ron Rivest, Leonard Adleman e Adi Shamir, pesquisadores do laboratoério de ciéncia da
computagao do Massachusetts Institute of Technology, sofisticaram o DHM incluindo caracteris-
ticas necessdrias para seu funcionamento com chaves assimétricas (chaves distintas para cifrar e
decifrar). Surgia assim o sistema RSA, em homenagem a seus criadores, e que se tornaria a cifra
mais influente da criptografia moderna.

O RSA ficou conhecido como criptografia de chave publica, onde parte dessa chave é um niimero
N, cujo valor é obtido pelo produto de dois nimeros primos (bem grandes), p e q. Nesse caso, o
valor de N pode ser divulgado amplamente, pois tal chave é utilizada para cifrar as mensagens,
mas os valores de p e q devem ser mantidos em sigilo, pois sem esses valores fica impossivel obter
a chave de decifragem. Cabe ressaltar que, teoricamente, conhecendo-se o valor de N é possivel
deduzir os valores de p e g, mas, na pratica, essa ndo é uma tarefa facil. Quando p e q sdo dois
nimeros primos muito grandes, nem mesmo os computadores mais modernos conseguem obté-los
a partir de N, e é ai que se encontra a seguranca do RSA.

Segundo COUTINHO (2015), o RSA Laboratory, que pertence & empresa detentora dos direitos do
sistema, propos desafios que consistiam em fatorar possiveis chaves ptblicas (N). Ainda segundo
o autor, a ultima fatoragdo até entdo, anunciada em 2005, de um ntmero com 193 algarismos,
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utilizou 80 computadores de 2.2GHz cada e, ainda assim, foram necessirios 5 meses para que
todas as contas fossem finalizadas. Mais recentemente, em 2019, foi anunciado um novo maior
numero primo descoberto, que é composto por 24.862.048 algarismos. Esse nimero é o 512 primo
de Mersenne e denominado no meio matematico por M82589933. Tais consideracoes deixam clara
a magnitude da dificuldade da fatoragio, garantindo assim a seguranga do RSA.

Voltando aos personagens M e G, suponha agora que M (remetente) deseje encaminhar uma men-
sagem X cifrada para G (destinatario), utilizando o sistema RSA. Os passos a seguir explicam o
funcionamento desse cédigo.

1. O destinatéario (G) escolhe dois nimeros primos grandes p e q e calcula N = pq.

2. G escolhe um nimero « (chave de codificacdo) tal que mde(a, ¢(N)) = 1 onde ¢(N) = (p-1)(g-1).

3. G divulga N e a (ntmeros que compée a chave publica). Qualquer um que queira encaminhar
uma mensagem para G precisa dessa chave e pode obté-la, j4 que é publica.

4. De posse de N e de a, o remetente (M) calcula o ntimero Y que é o resto da divisdo de X% por
N. Y é o nimero X codificado.

5. M divulga Y.

6. De posse de Y, apenas G consegue decodifica-lo, ji que apenas G conhece p e q. G calcula o
nimero B (chave de decodificagdo) resolvendo a equagao de congruéncia a8 = 1 mod ¢(N).

7. De posse de B, G consegue decodificar Y obtendo X ja que X é o resto da divisao de Y? por N.

A Figura 8 abaixo resume e apresenta um exemplo numérico para os passos da codificacdo (cifragem
— transformar X em Y) e decodificacdo (decifragem — transformar Y em X) pelo sistema RSA.

PASSOS EXEMPLO
G escolhe dois ntimeros primos suficientemente grandes p e q e obtém
N=p.q. O valor de N ¢ amplamente divulgado, mas os valores de p e q sao
mantidos em sigilo.
G escolhe um numero o, chave de codificagdo, tal que mde(o.o(N)) =1 | o=7. Observe que
onde (N) = (p — 1).(q — 1). v também é amplamente divulgado. mde(7,120)=1
Supondo X=19, tem-
se que o resto da
divisdo de 197 por

p=13eqg=11.
Portanto N=143

M tem acesso a N e a a e, entdo, calcula Y=(X)* mod N e envia Y para G.

143 é Y=46
G conhece p e q e, portanto, pode calcular a chave de decodificacdo B tal | B = 103 € solucdo de
que . 0..p =l mod @(N) 7Bp=1mod 120
X=19 é o resto da
G decodifica Y. obtendo X. calculando (Y)f =X mod N. divisao de 46! por
143

Figura 8: O c6digo RSA
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Por que funciona?

Observe que inicialmente G escolhe dois nimeros primos suficientemente grandes p e q e calcula
N = pq. O valor de N entdo é amplamente divulgado (ptblico), mas os valores de p e q sdo mantidos
em sigilo. Apenas o destinatdrio G (que vai decodificar a mensagem) o conhece. Em seguida G
escolhe também um ntimero «, chave de codificagdo, com a tnica restricdo que mdc(a, ¢ (N)) = 1),
onde ¢ (N) = (p-1)(g-1). O valor de a também é amplamente divulgado (publico).

Um destinatdrio (M), interessado em enviar uma mensagem criptografada para G, deve obter os
valores publicos de N e a. E, para codificar uma mensagem X transformando-a na mensagem
codificada Y, basta calcular o resto da divisio de X* por N, ou seja, basta resolver a equacio de
congruéncia Y = X% mod N. M assim envia a mensagem Y, que esté codificada, para G.

G precisa decodificar Y, ou seja, G precisa encontrar a mensagem original X que satisfaz X% =Y
mod N. Para isso, G vai precisar da chave B de decodificacdo que s6 ele pode encontrar, uma
vez que s6 ele conhece os valores de p e de q e, portanto, s6 G conhece o valor de ¢(N). Como
mdc(a, ¢(N)) = 1, sabe-se que existe o inverso multiplicativo de @ médulo ¢ (N) (teorema 1). Esse
numero é justamente a chave B de decodificacdo, uma vez que:

aBf =1mod ¢(N) = af—-1=k(p—1)(q—1), k inteiro = af =1 +k(p—1)(q—1) = X%P =
xIxkla-Dep-1) (Xa)ﬁ - x! (Xk(P*I))qfl ou (Xll)ﬂ — Xl(Xk(Q*l))pfl.

Mas sabe-se que X = X mod p e X = X mod q.
Além disso p e q sdo primos, logo (Xl{((rl))l”1 =lmodpe (Xk(pfl))q’1 = 1 mod q. (teorema 4)

Logo, tem-se que (X%)# = X (X¥4 V)P = X mod p e (X*)# = X (X*PV)ya1 = X mod q. Logo,
pelo teorema 5, tem-se que Y# = X%)# =X mod pa.

Portanto, depois de obter B8, G s6 precisa calcular o resto da divisao de Y? por N.

7. Consideragoes finais

A apresentagdao da evolucdo histérica da criptografia e do funcionamento dos sistemas DHM e
RSA permitem o desenvolvimento de uma série de atividades lidicas com alunos da escola béasica
de diversos niveis que, além de fundamentagoes matematicas importantes, permitem associagdes
interessantes e o desenvolvimento do raciocinio légico. Questoes sobre mensagens sigilosas usando
as cifras de substituicdo ou que envolvam a aritmética do relégio ou dos calendarios sao alguns
exemplos interessantes que podem ser trabalhados desde as séries inciais do fundamental II e
permitem propostas criativas e inovadoras. Além disso, a aritmética modular propicia uma riqueza
de questoes mais elaboradas envolvendo o estudo de niimeros primos, a codificagao e decodificagao
de mensagens, nimeros binarios, divisibilidade e diversos outros temas que podem ser entrelagados
e organizados de forma contemporanea e significativa para o alunado.

Convidamos o leitor a consultar o texto original (SILVA,2016) para que possa observar algumas
atividades construidas nesse sentido e, especialmente, analisar a visdo dos alunos frente as propostas
pedagdgicas que puderam ser aplicadas.

Embora a criptografia seja uma realidade do mundo moderno e tema constante de estudos e publi-
cagoes, ainda é assunto desconhecido por grande parte dos alunos da educagao basica. No entanto,
a simples introducao de conceitos basicos do tema gera motivacao, interesse e envolvimento dos
alunos. O presente trabalho, entdo, pretende ser mais uma semente para que projetos engenhosos
e transformadores estejam cada vez mais presentes na sala de aula da educagao basica.
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Sobre a soma dos angulos planos
de angulos poliédricos convexos

Roberto Ribeiro Paterlini®

Resumo

Uma propriedade muito usada na teoria dos poliedros convexos é que a soma das medidas dos
angulos contiguos a um vértice deve ser estritamente menor do que 360°. Neste texto apresentamos
uma demonstracao para tal resultado, e tecemos comentarios sobre algumas situagdes em que ele
é aplicado.

Palavras-chave: Geometria; n-edros convexos; angulo poliédrico convexo; cone poliédrico con-
vexo; poliedros; soma de dngulos planos.

Abstract

A property widely used in the theory of convex polyhedra is that the sum of the measurements of the
angles containing a vertex must be strictly less than 360°. In this text we present a demonstration
of this result and comment on some situations in which it is applied.

Keywords: Geometry; convex polyhedral angle; convex polyhedral cone; polyhedra; sum of plan
angles.

1. Introdugao

Na classificacao de poliedros convexos é muito utilizada a seguinte propriedade: a soma das medidas
dos angulos planos de qualquer angulo poliédrico convexo é < 360°. Esse resultado é considerado
6bvio e é aplicado sem justificativa formal nos livros didaticos atuais. Encontramos demonstragoes
dessa propriedade em livros diddticos antigos, como em [1], em geral usando uma definigdo de
angulo poliédrico ndo muito conveniente para aplicagdes em poliedros convexos.

Penso ser correto que os livros atuais ndo apresentem essa demonstracdo, por ser propriedade
muito intuitiva, e, dessa forma, forma os autores ndo precisam sobrecarregar os livros didaticos
com detalhes técnicos excessivos. E entretanto bom termos uma redacdo atualizada para ela.

Para exemplificar e tornar mais claras as ideias e os conceitos dos quais estamos tratando, consi-
deremos um vértice do icosaedro truncado com faces regulares. Vemos que a ele concorrem dois
hexagonos e um pentagono regulares, como esté ilustrado na Figura 1. Lembrando que o dngulo
de um hexédgono regular mede 120° e o de um pentagono regular, 108°, a soma dos &ngulos planos
ao redor desse vértice é 2 x 120° + 108° = 348°, portanto < 360°.
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Na Figura 2 vemos que dois hexdgonos e um heptdgono regulares nao formam um vértice de
poliedro. Para isso seria necessério que as trés arestas que concorrem ao vértice formassem um
triedro. Mas as medidas dos dngulos planos de todo triedro devem ser < 360°, conforme veremos.
Nesse caso temos a soma = 2 x 120° + 128,57° = 368,57°, que ultrapassa 360°.

Se

Figura 1: Triedro determinado por la- Figura 2: Dois hexdgonos e um hepta-
dos de dois hexdgonos e um pentagono gono regulares nao determinam um tri-
regulares. edro.

2. Algumas defini¢oes

Comegamos com a definicdo de n-edro e, em particular, de n-edro convexo. Observamos, antes,
que, dados dois pontos A e B, a semirreta de origem A e contendo B serd anotada por AB. O
leitor j& sabe que se C € ﬁ, com C # A, entdo AC = AB. Ainda, um plano « reparte o espago em
trés conjuntos disjuntos dois a dois a, a, e a_, sendo que esses dois iltimos sdo chamados lados
determinados por a. Usaremos a notacdo £ABC tanto para indicar o dngulo como sua medida, e
AB tanto para indicar o segmento quanto sua medida.

Sejam OA;, OA,, ..., OA,, com n > 3, n semirretas (no espac¢o) com um vértice comum O,
consideradas nessa ordem (ou em reordenagdes circulares ou inversas), satisfazendo as seguintes
condigoes: (i) os angulos £A|OA,, 2A,0A5, ..., A, 1OA, e £A OA, tém medidas < 180°; (ii)
os interiores desses 4ngulos sao disjuntos dois a dois; (iii) dois dngulos contiguos quaisquer ndo sao
coplanares.

A uniao dessas semirretas chama-se n-edro. O ponto O é o seu vértice e as semirretas sdo as suas
arestas. Os angulos ZA;0A;;; (1 <i<n-1)e £A,0A,, juntamente com os seus interiores, sao
as faces ou os dngulos planos do n-edro. O n-edro serd anotado por OA;A, ... A,.

Na Figura 3 vemos o desenho de um n-edro. Um caso particular é n = 3, chamado triedro, ilustrado
na Figura 4.

N
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Figura 3: Desenho de um n-edro. Figura 4: Um triedro.

Vejamos agora a definicdo de n-edro convexo.

O n-edro OAA,...A, serd dito ser
convero quando satisfizer a seguinte
condi¢ao: o plano suporte de cada face
deixa o restante do n-edro contido em
um de seus lados. A Figura 5 ilustra
essa ideia. Por outro lado, na Figura 9
podemos ver um 6-edro nao convexo.

Figura 5: Ilustracdo de n-edro convexo.

Na literatura os n-edros sdo também chamados pelos nomes de angulo poliédrico, cone poliédrico
ou espaco piramidal. O nome “angulo poliédrico” lembra-nos de observar que se considerarmos a
defini¢do usual de poliedro, como a que estd apresentada em [5], segdo 19.5, um vértice qualquer,
juntamente com as arestas que a ele concorrem, determinam um n-edro. Se o poliedro for convexo,
o n-edro também é.

3. Uma propriedade basica dos triedros

Notemos inicialmente que todo triedro OABC é convexo. Se a é o plano determinado por ZAOB,
entdo, pela condigao (iii) da definigdo de n-edro, C ¢ a. Assim a semirreta aberta OC — {0} esta
contida em um dos lados de a, e esse é todo o restante do triedro. O mesmo se aplica aos outros
angulos «£BOC e £AOC: seus planos suportes deixam o restante do triedro em um sé lado. Isso
implica também que O ndo pertence ao plano que contém o triangulo ABC.

Propriedade 1. Em todo triedro, a medida de um angulo plano qualquer é menor do que a soma
das medidas dos outros dois.

Demonstragio. Seja OABC um triedro. Vamos demonstrar que £ZAOC < 2£AOB + £BOC, e basta
considerar o caso em que ZAOC > zAOB e £AOC > «BOC.
ran
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Seja D um ponto de AC tal que £ZAOD = ZAOB. Sem perda de generalidade podemos assumir
que OB = OD (movendo o ponto B em sua semirreta, se necessario, o que nao modifica ZAOB e
«BOC). Confira a Figura 6. Portanto AOB = AOD pelo caso de congruéncia lado-angulo-lado.
Disso segue AB = AD. Mas no tridngulo ABC temos AC < AB + BC = BC > AC-AB =
BC > AC-AD = BC > DC.

Comparamos agora os tridngulos BOC e DOC. Eles tém dois pares de lados congruentes. Em
virtude do resultado conhecido com reciproca do Teorema da Dobradica ([5], secdo 9.15) dentre
os dngulos por eles determinados o maior é o que se opoe ao maior lado. Como DC < BC temos
«DOC < «BOC. Portanto

<AOD = zAOB = £AOD + «.DOC = zAOB + «zDOC
= +«,AOC = ZAOB + «.DOC < £AOB + «BOC

Figura 6: Ilustracdo da demonstracdo da Propriedade 1.

O mesmo vale para os outros dngulos planos: a medida de um angulo plano qualquer do triedro é
menor do que a soma das medidas dos outros dois. O

A Propriedade 1 pode ser estendida para n-edros convexos quaisquer, usando o Principio da Indugao
Matematica. Nao vamos usar esse resultado, de modo que deixamos para o leitor conferir isso.

4. Propriedades dos n-edros convexos

Precisaremos da seguinte

Propriedade 2. Dado um n-edro convexo, existe um plano que contém seu vértice e que deiza
todas as suas arestas em um unico de seus lados, com exce¢io do préprio vértice.

Demonstracio. Lembramos que em uma esfera S de centro O, um circulo maximo é a intersecao da
esfera com um plano que contém O. Dois circulos maximos dizem-se perpendiculares quando seus
planos suportes sdo perpendiculares. Dados dois pontos ndo antipodas de S, existe um tinico circulo
maximo que os contém. O arco menor desse circulo ligando os pontos chama-se geodésica com
extremos nesses pontos, e o comprimento desse arco é a distancia entre eles (em S). A distancia de
um ponto de S a um circulo maximo é o comprimento da geodésica determinada pelo arco menor
do circulo maximo, perpendicular ao circulo dado, que passa por esse ponto e o liga a ele. Para
mais detalhes confira as se¢oes 17.6 ¢ 21.2 de [5].

N
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Tendo isso em mente, seja OAjA,... A, um n-edro convexo. Consideremos uma esfera S com
centro em O. Podemos supor, sem perda de generalidade, que os pontos A;, 1 <1i < n, estdo em S.
Seja @ o plano determinado por £A;OA,, e seja C; o circulo maximo determinado por esse plano
em S. C; reparte S em dois hemisférios abertos C;, e C;_. Devido a convexidade do n-edro, os
pontos A;, 3 <j <n, estdo em um deles, digamos que seja em C;,. Confira a Figura 7.

Como £A;0A, < 180° podemos escolher um didmetro AB de C; de modo que A e A, estejam na
mesma semicircunferéncia aberta determinada por esse didmetro. Seja C, o circulo maximo que
contém {A, B} e é perpendicular a C;. Também C, reparte S em dois hemisférios abertos C,, e
C,_, e suponhamos que A; e A, estejam em C,, .

Dado um ponto A; em C;, n C,_, seja g a geodésica que o liga perpendicularmente a Cj.

Seja agora CD o didmetro de C; perpendicular a AB, com C € C,,. Seja C3 o circulo maximo
que contém {C,D} e é perpendicular a C;. Tomemos em C3 um ponto E situado em C;_n C,,
de forma que a distancia de C a E seja menor do que a medida de qualquer g;- Seja C4 o circulo
méaximo que contém {A,B,E}. Esse circulo reparte S em dois hemisférios abertos, e suponhamos
que A; e A, estejam em Cg,. Todos os pontos A; de Ci. N C,, e de C, também estdo em Cyg,.

Vemos que C, intersecta as geodésicas g; fora de A;j, portanto esses pontos A; também estao em
Cyy-

Figura 7: Tlustracdo da demonstragao da Propriedade 2.

Finalmente, seja B o plano determinado por C4. Vemos que B contém O. Ainda, os pontos A;,
1 <1 < n, estdo do mesmo lado desse plano. Assim todas as semirretas OA;, 1 <1 < n, estdo do
mesmo lado de B, com excegao de O. O

Vejamos agora a

Propriedade 3. Dado um n-edro convero, existe um plano que ndo contém seu vértice e que
intersecta todas as suas arestas. Ainda mais, se o n-edro é OA1A,...A,, e indicando por B; a
intersecao de OA; com o plano referido, entdo B;B, ... B, é um poligono convezo.

N
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Demonstracdo. Devido a Propriedade 2 existe um plano a que contém O e que deixa as arestas do
n-edro do mesmo lado, com exce¢do do vértice. Consideremos um plano B paralelo a a e situado
do mesmo lado de ¢ em que esta o restante do n-edro. Nenhuma das arestas do n-edro é paralela
a B (caso contrario seria paralela a a, e como O € a a aresta estaria contida em «a, gerando uma
contradi¢do). Consequentemente a reta (-O_Al) encontra B, e esse encontro tem que ser em 61%_{7 pois
é a parte da reta que estd do mesmo lado de a que B. Assim existem os pontos B; = g n O—A:,
1<i<n.

Observemos que B;B, ... B, é um poligono. De fato, os pontos B; sdo diferentes dois a dois, pois
as arestas do n-edro também sdo. Dois lados contiguos da linha poligonal fechada BB, ... B,, ndo
podem ser colineares, caso contrario as faces do n-edro que os contém seriam coplanares, o que
contraria a condic¢do (iii) da definicdo de n-edro. Devido & condigdo (ii) da mesma defini¢do, os
lados da linha poligonal nao se intersectam a nao ser nas suas extremidades. Portanto BB, ... B,
¢ um poligono.

Aplicando a defini¢do de convexidade de n-edro, vemos que a reta suporte de qualquer aresta de
BB, ... B, deixa o restante do poligono em um tnico lado relativamente ao plano . Dessa forma,
BB, ...B,, é convexo. O

Nota 1. Em livros diddticos antigos, por exemplo [1], os autores definem angulo poliédrico ji
supondo a existéncia do poligono convexo BB, ... B, obtido na Propriedade 3. Com isso os
autores evitam a necessidade de demonstrar as propriedades 2 e 3. Entretanto nossa defini¢ao é
mais atualizada e permite aplicar os resultados aqui obtidos aos poliedros convexos.

Finalmente temos o

Teorema 1. Em qualquer n-edro convero, a soma das medidas dos seus angulos planos é < 360°.

Demonstragio. Seja OA[A, ... A, um n-edro convexo, n > 3. Usando a Propriedade 3 podemos
supor que os pontos A;; 1 < i < n sdo coplanares, e que AjA,...A, é um poligono convexo.
Acompanhemos a Figura 8.

Figura 8: Tlustracdo da demonstragdo do Teorema 1.

Uma forma elegante de demonstrar a afirmacdo é usar repetidamente a Propriedade 1. Temos
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AALA,0 é um triedro = ZAA A, < ZAMA 0+ ZA A0
A,A A50 é um triedro = ZAAA; < 2ZA A0 + £ZA5A,0
AA3A2A4O é um triedro = ZA2A3A4 < ZA2A3O + ZA4A3O
A A, A0 é um triedro = ZAALA, < ZAL A0+ 2A A0

Somando membro a membro as desigualdades, no lado esquerdo temos a soma dos dngulos do
poligono AjA, ... A, portanto essa soma vale (n—2)180°. Do lado direito temos a soma dos
angulos dos vértices A, A,, ..., A, dos tridngulos A;OA,, A,OA5, ..., A,OA,. Logo essa soma
vale n180° — S, em que S é a soma dos dngulos planos do n-edro.

Portanto
(n—2)180° <nl80°-S = S<360°

e terminamos a demonstragao. O
Notemos que o esquema da demonstragao do Teorema 1 funciona perfeitamente para n = 3.

5. Um contraexemplo para o caso nao convexo

Se o poliedro nao for convexo entdao
a soma dos angulos de alguns de seus
n-edros pode ser > 360°. Vemos um 4
exemplo na Figura 9, em que o polie- 1
dro é formado pela juncao de seis cubos.
Esse poliedro é claramente nao convexo.
O vértice destacado, juntamente com
as arestas que a ele concorrem, define
um 6-edro cujos angulos planos medem
90°. Portanto a soma dos angulos pla-
nos desse 6-edro é 6 x 90° = 540°.

Figura 9: Poliedro nao convexo formado
pela juncao de seis cubos.

Nota 2. Aproveitamos para observar que 360° é o melhor valor possivel para o Teorema 1 (isto
é, ndo podemos colocar no lugar de 360° um valor menor). Para constatar isso consideremos os
prismas com todas as faces regulares (um exemplo estd desenhado na Figura 11). Em um vértice
qualquer concorrem dois quadrados e um poligono regular de lado n > 3. Portanto a soma dos
angulos planos em redor de um vértice é S = 90° + 90° + a,, = 180° + a,, em que «,, é o angulo do
poligono. Mas a,, = (n—2)180°/n = 180° - %180° pode ser tao préximo de 180° quanto quisermos
para n suficientemente grande, e assim S é menor do que 360° e é tdo préximo desse valor quanto
quisermos.

6. Aplicagoes a classificagdo de poliedros convexos com faces regulares

O uso do Teorema 1 pode facilitar a classificacdo da familia dos poliedros de Platdo. Sao poliedros
convexos formados por faces regulares de um sé tipo e com todos os vértices de um tnico tipo (aos
quais concorrem sempre a mesma quantidade de arestas).
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Observemos que a um vértice de um poliedro qualquer sempre concorrem pelo menos trés faces.
Em um poliedro de Platao essas faces ndo podem ser hexdgonos regulares, pois seus angulos medem
120° e 3 deles perfazem 360°, o que contraria o Teorema 1. Poligonos com 7 lados ou mais tém
angulos ainda maiores, de modo que um poliedro de Platao sé pode ser formado por triangulos
equilateros, quadrados ou pentagonos regulares.

Dado um poliedro de Platao, seja n a quantidade de lados de cada face, e seja p a quantidade de
arestas que concorrem a cada vértice. Cada vértice forma um angulo poliédrico convexo, ou um
p-edro, de modo que p = 3. J4 vimos que n = 3, oun =4 ou n = 5. Vejamos o que ocorre em cada
caso. Observemos que, dado um poliedro de Platao, se F é a quantidade de faces, A a de arestas
e V a de vértices, entdo a contagem desses elementos fornece-nos duas relagoes:

2A =nF e pV =nF (1)

Lembremos também a relacido de Euler:
V-A+F=2 (2)

Caso 1: n = 5. Como as faces s@o pentagonos regulares e seu angulo mede 108°, a quantidade
de faces que concorre em cada vértice nao pode ultrapassar 3, devido ao Teorema 1. Portanto
n = 5 implica p = 3. As relagoes (1) tornam-se 2A = 5F e 3V = 5F. De V- A +F = 2 temos
6V —-6A + 6F = 12 = 10F - 15F + 6F = 12 = F = 12. Voltando as duas primeiras relacbes vem
2A=5x12=60=> A =30e3V=60=V =20. O dodecaedro regular tem esses valores (Figura
10, desenho da direita).

Caso 2: n = 4. Como as faces s@o quadrados e seus dngulos medem 90°, a quantidade de faces
que concorre em cada vértice nao pode ultrapassar 3, novamente devido ao Teorema 1. Portanto
n = 4 implica p = 3. As relagoes (1) tornam-se 2A = 4F e 3V = 4F. Procedendo de modo analogo
ao caso 1 obtemos F =6, A =12 ¢ V = 8. O hexaedro regular, ou cubo, tem esses valores (Figura
10, segundo desenho da esquerda para a direita).

Caso 3: n = 3. Como as faces sdo tridangulos equilateros e seus angulos medem 60°, o Teorema 1
diz-nos que podemos ter p =3, p =4 ou p = 5. Procedendo de modo anélogo ao caso 1 temos:

Sen=3ep=3obtemos F =4, A=6¢V =4 0 que corresponde ao tetraedro regular.
Sen=3ep=4obtemos F =8 A=12e V =6, o que corresponde ao octaedro regular.
Sen=3ep=>5obtemos F =20, A =30e V =12, o que corresponde ao icosaedro regular.

Esses sélidos estao desenhados na Figura 10. Sua construcdo pode ser feita manualmente, por
exemplo, usando planificagdes, ou através de coordenadas cartesianas ou usando outras técnicas.
Dessa forma podemos constatar que existem e sao tinicos. Em resumo temos a

Propriedade 4. Ezxistem apenas cinco poliedros convexos com todas as faces regulares do mesmo
tipo e todos os vértices do mesmo tipo. Sdo: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro, o icosaedro e o
dodecaedro (todos regulares).

Para estudar mais detalhes sobre os poliedros de Platdao (em particular, sua construgio) confira,
por exemplo, [3], a partir da pdg. 327. Em [6], a partir da pdgina 26, os autores explicam como
construir, com dobraduras, o cubo, o tetraedro, o octaedro e o icosaedro.
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Figura 10: Os poliedros de Platdo. Da esquerda para a direita: o tetraedro, o hexaedro, o octaedro,
o icosaedro e o dodecaedro (todos regulares).

Revista eletrénica

O Teorema 1 auxilia bastante na classificacdo da préxima familia de poliedros convexos, os chama-
dos sdlidos de Arquimedes. Sao poliedros convexos semirregulares que nao pertencem as familias
dos prismas e dos antiprismas. Poliedros semirregulares sdo aqueles que satisfazem as duas condi-
¢Oes seguintes: (i) todas as faces sdo regulares mas nao do mesmo tipo e (ii) todos os vértices tém
a mesma configuracédo ciclica.

Existem 13 sélidos de Arquimedes. Uma classificacdo é apresentada em [6] a partir da pdgina 57.
Confira também [4], a partir da pdgina 181.

Exemplos de prisma e antiprisma podem ser vistos nas Figuras 11 e 12.

Figura 11. Prisma dodecagonal com faces Figura 12: Antiprisma hexagonal com faces
regulares. regulares.

A afirmagdo do Teorema 1 é usada ainda na classificagdo das familias restantes de poliedros con-
vexos cujas faces sdo poligonos regulares. Faremos apenas algumas observagoes parciais, ja que se
trata de um assunto bastante longo.

Ja comentamos que se a um vértice de um poliedro convexo concorrem apenas tridngulos equila-
teros, podemos ter: (i) 3 tridngulos, como no tetraedro regular (desenho da esquerda na Figura
10); (ii) 4 tridngulos, como no vértice da pirdmide de base quadrada (Figura 13); (iii) 5 tridngulos,
como no vértice da pirAmide cuja base é um pentdgono regular (Figura 14).

Levando em conta que as faces laterais de uma piramide sao sempre tridngulos, temos a seguinte
conclusao:

Propriedade 5. FEzxistem apenas trés piramides cujas faces sao regqulares: a de base triangular
reqular (o tetraedro regular), a de base quadrada e a de base pentagonal regular.

As consideragoes acima nos fazem ver ainda que, em qualquer vértice de um poliedro convexo cujas
faces sdo regulares, concorrem no maximo cinco faces. De fato, para obter o maior niimero de faces

N

164 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

m

MATEMATICA
Rttt St i s i Paterlini
Figura 13: Pirdmide quadrada regular. Figura 14: Piramide pentagonal regular.

precisamos considerar a que tem o angulo de menor medida, que é o tridngulo equilatero. Mas ja
vimos que o maximo é 5.

Por outro lado, se a um vértice concorrem 5 faces, pelo menos quatro precisam ser tridangulos
equildteros. De fato, se existirem apenas trés, as outras duas tém angulos > 90°. Assim a soma
dos angulos planos no 5-edro seria

S > 60° + 60° + 60° + 90° + 90° = 360°
e jd vimos que isso nao é possivel.

Portanto, pelo menos quatro faces sdo necessariamente tridngulos equilateros. Essas faces perfazem
4 x60° = 240°. Como 360°—240° = 120°, a quinta face precisa ter &ngulo < 120°. Portanto a quinta
face precisa ser outro tridngulo equildtero, um quadrado ou um pentdgono regular (dngulo de 108°).
Qualquer outro poligono regular com n > 6 lados nao é possivel, pois tem angulo > 120°.

Temos assim a

Propriedade 6. Existem apenas trés tipos de vértices de poliedros converos aos quais concorrem
cinco faces regulares: (i) as cinco faces sio triangulos equildteros; (¥) quatro faces sdo triangulos
equildteros e a quinta é um quadrado; (¥ii) quatro faces sdo tridngulos equildteros e a quinta € um
pentdgono regular.

O tipo (i) comentado na Propriedade 6 ocorre, por exemplo, na pirdmide pentagonal (Figura 14)
e também no icosaedro regular (quarto desenho da esquerda para a direita na Figura 10). As
Figuras 15 e 16 apresentam exemplos para os outros dois tipos.

Consideremos agora um vértice do tipo 4, ao qual concorrem as faces regulares f,, f},, f. e fg,
de tipos a, b, ¢ e d, respectivamente, com a < b < ¢ < d, e dngulos de medida a, B, y e &,
respectivamente. Sabemos que o dngulo do poligono regular de n lados é a,, = (n—2)180°/n. Com
um calculo simples podemos mostrar que n - a,, é crescente. Portanto a < <y < 6.

Em virtude do Teorema 1 temos a + 8+ y + 8 < 360°, e vemos que nem todos esses valores podem
ser > 90°. Portanto f, é um tridngulo regular e a = 3. Como a = 60° temos 8 + y + § < 300°. Mas
esses valores ndo podem ser todos > 108° (dngulo do pentdgono regular), de modo que b = 3 ou
b=4.

Seb =4 temos B =90° e y + 5 < 210°, e esses dois valores ndo podem ser ambos > 108°. Portanto
b =4 implica ¢ = 4. Entdo y = 90° e segue § < 120° com d =4 ou d = 5.

Suponhamos b = 3, com B = 60°. Temos y + § < 240°, e assim ¢ e d ndo podem ser ambos > 6 (o
angulo do hexdgono regular é 120°). Portanto 3 < c <5.
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Figura 15: O cubo aumentado: em cada vér- Figura 16: Dodecaedro aumentado: em cada
tice concorrem quatro tridngulos equilateros vértice concorrem quatro tridngulos equila-
e um quadrado. teros e um pentagono regular.

Se ¢ = 3 temos y = 60°, e a condigdo sobre § é § < 180°. Assim d pode ter qualquer valor d > 3.

Se ¢ = 4 temos y = 90°, e a condi¢do sobre § é § < 150°. Como o angulo do dodecdgono regular
mede 150° obtemos, 4 <d < 11.

Se ¢ =5 temos y = 108°, e a condigdo sobre § é § < 132°. Como o angulo do heptdgono regular
mede ~ 128,57° e o do octdégono regular, 135°, temos 5 <d < 7.

Podemos organizar essas conclusdes da seguinte forma:

Propriedade 7. Suponhamos que a um vértice concorram quatro faces regulares, formando um
4-edro convexo. Temos as sequintes possibilidades:

(i) trés faces sdo triangulos regqulares e a quarta é um poligono regular com qualquer nimero de
lados;

(7i) duas faces sio triangulos requlares, a terceira é um quadrado e a quarta é um poligono regular
com n lados, 4 <n < 11;

(iii) duas faces sao tridngulos regulares, a terceira é um pentdgono reqular e a quarta é um poligono
regular com n lados, 5 <n <7;

(iv) uma face é um tridngulo reqular e as outras trés sio quadrados;
(v) uma face é um triangulo regular, outras duas sao quadrados e a quarta é um pentdgono regular.

Podemos examinar ainda os triedros gerados por faces regulares. Procedendo de forma analoga a
que fizemos acima temos:

Propriedade 8. Suponhamos que a um vértice concorram trés faces regulares, formando um
triedro. Temos as sequintes possibilidades:

(i) trés faces sdo triangulos requlares;
(i) duas faces sao triangulos requlares, e a terceira é um poligono regular com n lados, 4 < n;

(iti) uma face é um tridngulo regular, a sequnda é um quadrado, um pentdgono ou um hexdgono
(regulares), e a terceira é um poligono regular com nidmero de lados maior ou igual do que o da
sequnda face;
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(iv) uma face é um tridingulo regular, a segunda é um heptigono ou um octégono ou um enedgono
ou um decdgono ou um undecdgono (regulares), e a terceira é um poligono regular com nidmero
de lados n satisfazendo, respectivamente, 7 <n <41, 8 <n<23,9<n<17,10<n<14e
11 <n<13;

(v) trés faces sio quadrados;
(vi) duas faces sio quadrados e a terceira é um poligono regular com nimero de lados n >5;

(vii) uma face é um quadrado, a segqunda é um pentdgono ou um hexdgono ou um heptdgono
requlares, e a terceira um poligono regular com n lados satisfazendo, respectivamente, 5 <n < 19,
6<n<lle7<n<9;

(viii) trés faces sdo pentdgonos regulares;

(iz) duas faces sao pentdgonos requlares e a terceira é um poligono regular com nimero de lados
6<n<9;

(x) uma face € um pentdgono regular, outra face é um hexdgono reqular e a terceira é um hexdgono
ou um heptdgono requlares.

Nota 3. Observamos que alguns dos casos descritos acima ja foram obtidos como vértices dos
poliedros de Platao ou fazem parte dos sélidos de Arquimedes. O antiprisma hexagonal (Figura
12) exemplifica o caso (i) da Propriedade 7, e o prisma dodecagonal com faces regulares (Figura
11) exemplifica o caso (vi) da Propriedade 8.

Entretanto varios dos casos descritos nas Propriedades 7 e 8 ocorrem, a principio, apenas como
angulos poliédricos. Muitos deles nao fazem parte de poliedros convexos com faces regulares.
Daremos mais detalhes adiante, na Nota 6.

Nota 4. Norman W. Johnson elaborou, em 1966, uma lista de 92 poliedros convexos com faces
regulares (chamados sélidos de Johnson). Para ver a lista completa desses sdlidos e as referéncias
consulte [7]. Victor A. Zalgaller provou, também em 1966, que ndo existem outros.

Da lista de Johnson nao fazem parte os poliedros de Platao, os sélidos de Arquimedes, os prismas
e os antiprismas. Portanto os poliedros convexos com faces regulares podem ser:

(a) os cinco solidos de Platao (poliedros regulares);
(b) os treze sélidos de Arquimedes;

(c) os prismas com faces regulares (existem infinitos);

(d) os antiprismas com faces regulares (existem infinitos);
(e) os sélidos de Johnson, em nimero de 92.

Sobre as trés piramides mencionadas na Propriedade 5, o tetraedro regular é um sélido de Platao, e
as outras duas sao solidos de Johnson. Os poliedros das Figuras 15 e 16 sdo sélidos de Arquimedes.
Nas Figuras 11 e 12 ja vimos exemplos de prisma e antiprisma.

Por outro lado, na Figura 17 temos o desenho do sélido de Johnson denominado “bipiramide
quadrada giralongada”. Ele é formado pela juncao de duas pirdmides quadradas com um antiprisma
de bases quadradas. Tem 16 faces (que sdo tridngulos equildteros), 24 arestas e 10 vértices, sendo
2 do tipo 4 e 8 do tipo 5. A Figura 18 mostra uma das suas planificagoes, e usa-la é certamente a
forma mais facil para se construir um modelo desse poliedro.
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Figura 17: BipirAmide quadrada Figura 18: Uma planificacdo da bipirdmide qua-
giralongada. drada giralongada.

Nota 5. Vimos que, em um poliedro convexo, a soma s; dos angulos das faces que circundam o
vértice i e que s@o contiguos a esse vértice satisfaz a desigualdade s; < 360°. A diferenga §; = 360°—s;
chama-se deficiéncia do vértice i. Um Teorema de Descartes diz que a soma das deficiéncias em
qualquer poliedro convexo é

61 + 62+ ot 6\/ =720°

O Teorema de Descartes é equivalente a férmula de FEuler V—A + F = 2. Mais detalhes podem ser
lidos em [4], a partir da pag. 172.

Nota 6. Estivemos estudando na Segdo 6 condi¢bes para a existéncia de vértices de certos tipos
em poliedros convexos. E bom observarmos que sao condicoes locais. Constatada a possibilidade
de ocorréncia de um vértice com determinada configuracdo, é necessario examinar se ele combina
com outros vértices para formar um poliedro. Uma forma de fazer isso consiste em obter restrigdoes
adicionais, como o uso de formulas combinatérias e o exame das medidas dos diedros.

A titulo de informagdo complementar, um teorema de Griinbaum e Johnson [2] afirma que os
poliedros convexos com faces regulares, e que nao sejam das familias dos prismas e dos antiprismas,
sdo finitos e neles s6 podem ocorrer como faces tridngulos, quadrados, pentdgonos, hexagonos,
octégonos e decdgonos (todos regulares). Esse teorema ajuda bastante na construgio dos 92 sélidos
de Johnson.
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Montando critérios de divisibilidade diferentes

Bruno Ribeiro © Talysson Paulo da Silva®

Resumo

Critérios de divisibilidade sao tépicos de bastante interesse dos professores e alunos pois servem como exer-
cicios elementares de aritmética, geralmente divertidos e curiosos. Propomos neste artigo a criacdo, demons-
tracdo e exemplificacdo de critérios de divisibilidade diferentes dos usuais, baseados na ideia de “quebrar’” um
nidmero, retirando parte de seus algarismos e manipulando algebricamente essa quebra para formar nimeros
menores, cujas divisibilidades sejam equivalentes a divisibilidade do nimero original.

Palavras-chave: Critérios de Divisibilidade; Nimeros Primos; Aritmética Modular.

Abstract

Divisibility rules are topics of great interest to teachers and students as they serve as elementary arithmetic
exercises, usually fun and curious. We propose in this article the creation, demonstration and exemplification
of divisibility criteria different from the usual ones, based on the idea of “breaking” a number, removing
part of its digits and algebraically manipulating this break to form smaller numbers, whose divisibilities are
equivalent to the divisibility of the original number.

Keywords: Divisibility rules, Modular Arithmetics, Prime Numbers

1. Introducao

Recentemente, foi bastante noticiado na imprensa brasileira e internacional o feito de um menino nigeriano,
Chika Ofili, de 12 anos, que descobriu um novo critério de divisibilidade por 7. Um feito tido por muitos
como fantdstico e surpreendente. Se vocé estd lendo esse artigo numa época préxima a sua publicagio,
podera procurar em qualquer site de busca estas noticias; veja por exemplo em [2, 5]. Caso contrario, ndo
importa. Nosso objetivo ndo € dissertar especificamente sobre tal descoberta e sim mostrar como obté-la (e
vdrias outras que vocg leitor queira criar). O critério desenvolvido pelo garoto Ofili pode ser assim descrito:
pegue um nimero inteiro positivo qualquer, n. Retire dele seu algarismo da unidade e ao nimero resultante
some a quantia de 5 vezes esse algarismo. Com um exemplo: se n = 623 entdo faca 62 + 5 - 3. O resultado,
igual a 77, € um nimero bem menor que o original e mais facil de checar possivel divisibilidade por 7. O
que ele afirmou € que n € divisivel por 7 se e somente se o nimero menor também for (€ o caso af nesse
exemplo). A proposta deste artigo € mostrar que a aritmética bésica aliada a poderosa linguagem notacional
de congruéncia “moédulo n”, introduzida no século 19 por Carl Friedrich Gauss, podem ser usadas para criar
e demonstrar principios e critérios de divisibildade semelhantes para quaisquer primos p que se queira. Por
exemplo, Ofili poderia ter multiplicado por —2 em vez de 5, criando um novo critério (que seria até melhor
pois o nimero resultante ficaria ainda menor). Cabe ressaltar que de maneira alguma os autores pretendem
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diminuir o feito do garoto. Apenas pretende-se mostrar que a Matemadtica em geral, quando bem esclarecida,
€ bem mais simples do que parece.

Este artigo ndo tem pretensdes de originalidade. Resultados semelhantes e ideias equivalentes podem ser
encontrados, por exemplo, em [1]. No entanto, acreditamos que o material € escasso em lingua portuguesa
e vale a pena ser explorado. Avisamos também ao leitor que € necessario o dominio de alguns preliminares
algébricos e aritméticos bésicos, principalmente envolvendo a aritmética modular e a notacao desenvolvida
por Gauss. Para uma boa introducdo a esses conceitos elementares, indicamos os livros do A. Hefez, [3]
e do J. Plinio de Oliveira [6]. Sugerimos também um bom livro introdutério a aritmética modular para se
inserir ja no ensino fundamental, por Kersonowsky [4]. No entanto, colocamos numa se¢ao de preliminares
os principais resultados utilizados, para que a leitura seja tdo autossuficiente quanto possivel.

A ideia central deste trabalho € elaborar critérios para mostrar que um determinado primo p divide um certo
inteiro n se, e somente se, p divide m, um inteiro devidamente construido através de somas de multiplos de
algarismos da unidade (e dezena e centena) retirados de n. Esclarecemos essa ideia nas proximas secoes.

2. Algumas notacées e resultados preliminares

Como mencionado na introdugdo, precisaremos de algumas notacdes e definicdes da aritmética modular
bdsica, bem como alguns resultados elementares, para que a leitura e entendimento dos critérios de divisi-
bilidade que iremos propor sejam bem compreendidos. De qualquer forma, em vez de exigir que o leitor
busque em outras fontes tais conceitos, colocaremos aqui o bdsico.

Definicdo 1. Seja m um inteiro ndo nulo, positivo. Dois inteiros a e b serdo ditos congruentes médulo m se
os restos de a e b por m forem iguais. Quando a e b sdo congruentes médulo m, escrevemos

a=b (modm).

Quando os nimeros ndo forem congruentes, utilizamos a notagdo ébvia a # b (mod m). Um fato crucial
e elementar de se observar € o seguinte: Se a,b,m € Z, tem - se que a = b (mod m) se, e somente se,
a— b é miltiplo de m. Ou seja, em vez de buscar restos da divisdo de a por m e de b por m e compara-los,
podemos fazer a diferenga a — b e verificar se este niimero é miltiplo de m. Por exemplo, 25 = 1 (mod 6)
jdque 6 divide 25-1 =24¢e 15 #5 (mod 4) pois 4 ndo divide 10 = 15 - 5. Além disso, essa notacdo de
congruéncia € compativel com as operacdes elementares de soma e multiplica¢do, de varias maneiras que
elencamos (sem demonstrag@o) abaixo. Para uma prova destas afirmacdes, indicamos [3, 4].

Sejam a,b,c,d,m,n € Z en > 1. Temos que:

1.Sea=b (mod m)ec=d (mod m)entioa+c =b+d (mod m);
2.a+c=b+c¢ (mod m) & a=b (mod m);
3.Sea=b (mod m)ec=d (mod m),entdioa-c=b-d (mod m);

4.Sea=Db (mod m), entdo a” = b” (mod m).

Para efeito de curiosidade, note que nao é verdade a “lei do corte” para a multiplica¢do, analogamente ao
item 2 acima: Se a-c = b - ¢ (mod m) entdo nao necessariamente teremos a = b (mod m). Esse corte
vale caso m e ¢ sejam coprimos, ou seja, nao possuam divisores comuns além do 1 e —1.

Um conceito importante que vamos utilizar nos critérios de divisibilidade que iremos propor adiante € o de
inverso multiplicativo médulo m.
)
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Definicao 2. Seja m um inteiro ndo nulo, positivo e a um inteiro qualquer. Dizemos que x é um inverso
multiplicativo de a médulo m se vale a igualdade

a-x=1 (mod m).

Cabem aqui algumas observacdes importantes: fixado um m > 1, ndo é verdade que qualquer nimero
inteiro possua inverso multiplicativo médulo m. Por exemplo, é impossivel encontrar um x tal que 6 - x = 1
(mod 4). Na verdade, ¢ direto checar que existe inverso multiplicativo de a médulo m se e somente se a e m
forem coprimos. Além disso, inversos multiplicativos médulo m, caso existam, nunca sio tnicos. Veja: 5 é
inverso multiplicativo de 3 médulo 7, assim como também € -2, 12, 19, etc. Todas essas afirmacdes podem
ser verificadas com suas demonstra¢des em [3, 6].

Para finalizar essas preliminares, deixamos aqui uma propriedade fundamental de um nimero primo p, que
iremos usar bastante no decorrer deste artigo:

Afirmacfo: Sejam a, b, p € Z, com p primo. Se p divide o produto a - b e p ndo divide a entdo obrigatori-
amente p divide b.

Isso significa, trazendo para a linguagem de congruéncias, que se a - b = 0 (mod p) e a ndo é miltiplo de
pentiob =0 (mod p).

3. Construindo critérios de divisibilidade

Nesta secdo apresentamos o método geral que utilizamos para desenvolver alguns critérios de divisibilidade
curiosos (e tornar possivel vocé desenvolver seu proprio critério!). Para estabelecer se um dado nimero
natural n € divisivel por um primo p a ideia é reduzir o problema checando a divisibilidade por p de um outro
nimero m construido adequadamente a partir de n, obtido ao retirar-se de n algarismos de sua representacio
decimal. O método mostra-se efetivo porque m tem ordem de grandeza menor do que n e a propriedade de
ser divisivel por p serd equivalente para esses dois nimeros.

3.1. Quebra na unidade

Sejamr > l en = a,a, ja, 5 ...a;an um nimero natural, onde os a; sdo os algarismos da representacdo
decimal de n. Ou seja, esta representacdo significa que os a; sdo algarismos entre 0 e 9 posicionados nesta
sequéncia de acordo com sua ordem de grandeza decimal.

n=a,-10"+a, ;-10"" +a,,-10"" + - +a,-10> +a; - 10 + a.

Assim, por exemplo, o niimero 7340 pode ser escrito como 7340 = 7 - 103 + 3 - 102 + 4 - 10 + 0. Quebrar
n em relagdo a unidade consiste em considerar um nimero da forma m = a,a._ja, 5...a; + X - 3¢ para
algum inteiro x. Assim, para estabelecer a divisibilidade de n por um nimero primo p a ideia é encontrar
um valor para x de tal forma que p divide n se, e somente se, p também divide m. Como a propriedade
de ser divisivel por p, vale para n se, e somente se, vale para m, a existéncia do inteiro x permite repetir o
argumento sucessivamente até obtermos um nimero m cuja relacdo de divisibilidade por p possa ser mais
facilmente verificada.

Temos o seguinte resultado:

Teorema 1 (uma quebra na unidade). Sejam n = a,a, (8, 5 ... a,a a0 um nimero natural, p um niimero
primo (diferente de 2 e 5) e x € Z tal que 10-x = 1 (mod p). Ou seja, x é um inverso multiplicativo de 10
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modulo p. O critério de divisibilidade entdo é o seguinte: se m = a,a,_ja, 5 ... a2 + X - ag entdo p divide
n se e somente se p divide m.

Prova: Anotagdon = a.a, ja, 5...a8,a189 €M = a,a,. 128, »...8a] + X - ag significa que
n=a,-10"+a,;-10"" +a,,-10"" + - +a,-10> +a; - 10 + a,
m=a, - 10" +a, ;- 1052 +a,,-10"3 + .- +a,-10+a;, +x-a,

de onde segue que
n=10-m+(1-10-x) - ag.

Note que como x € um inverso multiplicativo de 10 médulo p, entdo o termo (110 - x) que aparece do lado
direito da equag@o acima € divisivel por p. Portanto, ndo importa quem € a, temos certeza que

n=10-m (mod p). (D

A equagdo acima afirma que n € divisivel por p se, e somente se 10- m também € divisivel por p. No entanto,
como p € primo e p ndo divide 10 (j4 que p ndo € igual a 2 nem 5), entdo temos que p divide n se, e somente
se, p divide m. O

Que tal um critério de divisibilidade por 3 diferente? Tudo bem, é bem verdade que o bom e velho critério
de somar os algarismos € extremamente pratico e melhor que este que apresentaremos, mas fica o registro
(mesmo que por pura curiosidade):

Corolario 1 (divisibilidade por 3). Um niimero natural n = a,a, (a, 5 ...axa a9 € divisivel por 3 se, e
somente se 3 divide m = a,a._ja, 5 ...a,a; + ag.

Prova. De fato, uma vez que 10 - 1 = 1 (mod 3), segue que um inverso multiplicativo de 10 médulo 3 € 1.
Entao basta fazer x = 1 no Teorema 1. O

Exemplos sdo sempre bons: pegue n = 273. Entdo a divisibilidade por 3 desse nimero ocorre pois 27 + 3 =
30 e 30 ¢ divisivel por 3.

Uma observagao curiosa € que esse critério de divisibilidade por 3 acima, quando aplicado sucessivas vezes
até se esgotarem os algarismos do nimero original, € precisamente o critério usual da soma dos algarismos.

Vamos agora para o 7.
Corolario 2 (divisibilidade por 7). Um niimero natural n = a,a, (a, 5 ...ara a9 é divisivel por 7 se, e
somente se, T divide m = a,a,_1a, 5 ...a,a; +5 - ag.

Prova. Note que 10 -5 = 50 = 49 + 1. Dai, segue que um inverso multiplicativo de 10 médulo 7 é 5. Ou
seja, tome x = 5 no Teorema 1. O

Cabe um comentdrio: —2 também € um inverso multiplicativo de 10 médulo 7, portanto, o critério de 7
pode ser com —2 no lugar do 5, caso prefira. Observe ser esse exatamente o critério que mencionamos na
introdugdo deste artigo.

Exemplos? Vamos ld: Serd que 652 € divisivel por 7? Bem, € divisivel caso 65 + 5 - 2 também seja. Mas,
65 + 5 -2 =75 e portanto, 652 nao é mdltiplo de 7.

E 14287 vamos usar o —2 agora. Talvez uma figura com passo a passo ajude, ja que vamos implementar a
ideia de quebra mais de uma vez, nesse caso. Observe a Figura 1.

Como 0 é obviamente multiplo de 7, temos que 1428 também €.
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1428
—|—142 -2:8

126
—|—~12 -2:6

0

Figura 1: Esquema de verificacdo de divisibilidade por 7

Corolario 3 (divisibilidade por 11). Um niimero natural n = a,a, ja, 5 ...axaaq € divisivel por 11 se, e
somente se, 11 divide m = a,a._ja, 5...a,a; —a.

Prova. De fato, desde que 10- 10 = 100 = 9 - 11 + 1, segue que um inverso multiplicativo de 10 médulo 11
€ 10 = -1 (mod 11). Entao basta fazer x = —1 no Teorema 1. O

Poderiamos também escolher x = 10 neste critério, mas o nimero obtido ao quebrar a unidade e soma-lo
com 10 vezes o valor dela fica demasiado grande em comparacio com a escolha do —1.

Vamos verificar se n = 22737 é divisivel por 11. Aplicando o critério de divisibilidade estabelecido acima,
n é divisivel por 11 se, e somente se, m = 2273 -7 = 2266 também €. Como ainda ndo € evidente se m € ou
ndo divisivel por 11, aplicamos o critério novamente agora sobre esse m. O nimero m € divisivel por 11 se,
e somente se, 226 — 6 = 220 também é. Mais uma vez, isso ocorre se, € somente se, 22 — 0 = 22 € divisivel
por 11. Como 11 divide 22, segue que n = 22737 também € divisivel por 11.

O critério de divisibilidade por 11 mais conhecido consiste em fazer uma soma de algarismos trocando
o sinal alternadamente entre as ordens: por exemplo, pode-se comecar somando a unidade, subtraindo a
dezena, somando a centena etc. O resultado obtido € congruente médulo 11 ao nimero original. No caso
acima, n = 22737 fariamos 2 -2 + 7—-3 + 7 = 11, concluindo que este n € multiplo de 11.

Vamos continuar nossa brincadeira formando critérios para outros nimeros primos maiores, mesmo que
corramos o risco de ficar um pouco repetitivo a partir de agora.

Corolario 4 (divisibilidade por 13). Um niimero natural n = a,a,_ja,_5 ... axaaq € divisivel por 13 se, e

somente se, 13 divide m = a,a. ja, »...aa; +4 - a.

Prova. Como usual, tudo que precisamos € tomar um inverso multiplicativo de 10 médulo 13 mais apropri-
ado. No caso, x = 4. O

Cansados de exemplos? S6 mais um: vamos mostrar que n = 15678 € divisivel por 13. De novo, para
quebrar a monotonia dos textos, vamos fazer um esquema mais dindmico com auxilio de recursos graficos.
Veja a proxima figura.

Como claramente 39 é divisivel por 13, segue que 15678também é.

Enfim, vamos fazer o ultimo desses critérios com essa quebra da unidade:
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Figura 2: Esquema de verificacao de divisibilidade por 13

Corolario 5 (divisibilidade por 17). Um niimero natural n = a.a, ja, 5 ... ayaaq € divisivel por 17 se, e
somente se, 17 divide m = a,a,_ja, 5 ...a,a; —5 - a.

Prova. Novamente, basta notar que —5 € um inverso multiplicativo de 10 médulo 17. O

Convidamos o leitor a verificar com exemplos este critério. Poderiamos continuar com critérios para quais-
quer primos seguintes, como 19, 23 etc. Mas acreditamos que o caminho j4 estd claro para todos que queiram
agora desenvolver tais critérios.

Antes de continuar, cabe aqui uma observacdo importante: os critérios baseados no Teorema | sdo apenas
para divisibilidade. Diferentemente de alguns critérios tradicionais, que determinam a congruéncia n = m
mod p, os critérios acima sdo consequéncia da equagdo (1). Isso significa que vérios critérios usuais nao sdo
apenas de divisibilidade mas também servem para calculos de restos quando os niimeros nao forem divisiveis.
Por exemplo, aquele critério usual do 3, de somar os algarismos, ndo sé diz que um nimero ¢ divisivel por
3 quando a soma dos algarismos for, mas também estabelece que o resto da divisdo do nimero por 3 é o
mesmo resto da divisdo desta mesma soma por 3. Em nosso caso, isso ndo € verdade. Se o niimero obtido
pela quebra da unidade, em qualquer exemplo acima, ndo for divisivel pelo primo em questdo, entdo o seu
resto ndo serd igual ao resto do nimero original (note que temos um fator 10 multiplicando a congruéncia
entre n e m). Veja o caso do 652 no exemplo que trouxemos para a divisibilidade por 7 acima. Enquanto
que o resto da divisdo de 652 por 7€ 1, orestode 65 +5-2 = 75¢é5.

3.2. Quebra na dezena

Podemos ampliar a ideia da dltima se¢do. Em vez de quebrar apenas o algarismo da unidade e somar o
nimero quebrado a um multiplo desta unidade, propomos quebrar o nimero nos algarismos da unidade e da
dezena, diminuindo ainda mais a ordem do niimero resultante. Sejamr > 2en = a,a,_1a, 5 ...a;3y Um
nimero natural. De maneira andloga a quebra do algarismo da unidade, consideremos nimeros da forma
m = aa, ja, ..., +y-a; +X-ag para certos inteiros x e y. Agora a “brincadeira” consiste em encontrar
valores para x e y de maneira que a divisibilidade de n por um primo p seja equivalente a divisibilidade de
m por este p.

O leitor atento pode pensar: parece um critério ruim de se aplicar, porque exige uma operacio complexa de
calcular dois multiplos dos algarismos retirados e somar ao nimero quebrado, tornando um pouco dificil o
célculo mental. Nossa resposta a eventual pergunta: o leitor estd coberto de razdo. Ndo € um critério que

= s

S0CiEDADE BRASILEIRA OE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA
Ribeiro e da Silva

poderiamos chamar de prético, mas serve como um exercicio de aritmética interessante e pode ser util para
nlimeros primos relativamente grandes.

Segue o resultado.

Teorema 2 (quebra na dezena). Sejamr > 2, n = a,a, 13, 5 ...a2a13q € P um nimero primo diferente de
2 e 5. Sejam x e y solugdes inteiras das seguintes equagdes de congruéncia:

10-y=1 (mod p)
{ 100-x=1 (mod p). )

Entdo n é multiplo de p se e somente se m = a,a, 18, 5...a, +y-a; +X-ag € miiltiplo de p.

Prova. Considerando o sistema de representacdo decimalden = a,a,_ja, 5...aaj8g€m = a,a, 12, 5 ... ar+
y - a1 + X - ag, podemos escrever

n=a, 10" +a, ;- 10" +a, - 1071+ +ay-102+a,-10+aq

100-m=a,-10" +a, ;- 10" +a, - 10"+ +a,-102+100-y-a, + 100 - x - a,

de onde segue que
n-100-m=10-a; -100-y-a; +a5—-100-x-a5 = (10-100-y) -a; + (1 - 100 - x) - a,.
Assim, uma vez que p divide 10- (1 -10-y) -a; e (1 - 100 - x) - ay (hipétese do teorema), temos que
n=100-m (mod p).

Mas p ndo é 2 nem 5. Ou seja, p ndo divide 100. Sendo assim, o fato de p dividir 100 - m € equivalente a
dividir m. Portanto, p divide n se e somente se p divide m. O

Note que y deve ser um inverso multiplicativo de 10 médulo p e x um inverso multiplicativo de 100 médulo
p.

A tnica restri¢@o para p € ndo ser igual a 2 ou 5. Entdo podemos formar novos critérios para divisibilidade
por 3, por 7 etc, assim como fizemos na secio anterior. Tudo que precisamos resolver sdo as equagdes em
(2) para o primo p em questdo. Por exemplo, para o 3, tomarfamos x = ley = 1. Parao7,x =4ey =35
serveriam (ou x = -3 ey = —2). Como aplicacdo desse teorema, vamos, porém, propor critérios para primos
maiores pois imaginamos que esta quebra sé parece fazer sentido para nimeros grandes.

Corolario 6 (divisibilidade por 13). Um niimero natural n = a,a,_ja,_5 ... axaaq € divisivel por 13 se, e
somente se, 13 divide m = a,a. ja, ,...a, +4-a; +3 - a.

Prova. Verifique que x = 3 e y = 4 resolvem as equagdes (2) no Teorema 2. O

Para ilustrar vamos mostrar que n = 13728 € divisivel por 13. Novamente, apelando para recursos graficos.
Assim, 13728 é divisivel por 13 pois 52 também é.
Continuando nosso passeio por novos critérios, vejamos o primo 17, omitindo a prova desta vez.

Corolario 7 (divisibilidade por 17). Um niimero natural n = a,a, ja, 5 ... axaaq € divisivel por 17 se, e
somente se, 17 divide m = a,a. ja, 5...a,0 —5-a; +8-a.

-
176 h‘ SBM

uuuuuuuu




PROFESSOR DE
MATEMATICA
Ribeiro e da Silva

13728
L 137+4 2 +38
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7 L1446+39
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Figura 3: Esquema de verificagdo de divisibilidade por 13 com duas quebras

Vamos verificar se n = 65792 € divisivel por 17. Aplicando o critério de divisibilidade acima, o nimero n é
divisivel por 17 se, e somente se, 17 divide 657-5-9 + 8 -2 = 628. Este ntimero, por sua vez, € divisivel por
17 se, e somente se, 17 divide6-5-2 + 8 - 8 = 60. Como 17 ndo divide 60, segue que n = 65792 também
nao € divisivel por 17.

Notemos o seguinte: assim como os critérios de quebra da unidade estabelecem equivaléncia de divisibi-
lidade nos nimeros mas ndo dao equivaléncia em seus restos caso ndo sejam, também ocorre 0 mesmo
fendmeno aqui. Observe que o resto da divisdo de 65792 por 17 €2, 628 ¢ 16 e 60 € 9.

Por dltimo segue nosso ultimo critério, também sem demonstragdo.

Corolario 8 (divisibilidade por 19). Um niimero natural n = a,a,_ja,_5 ...aa18q é divisivel por 19 se, e
somente se 19 divide m = a,a,_1a, 5...ap +2-a; +4-ag.

Vamos ver que n = 14991 ¢ divisivel por 19. Aplicando o critério de divisibilidade acima, o nimero n é
divisivel por 19 se, e somente se, 19 divide 149 +2-9 + 4 - 1 = 171. Esse nimero, por sua vez, € divisivel
por 19 se, e somente se, 19 divide 1 +2 -7 +4 -1 = 19. Como 19 divide 19, segue que n = 14991 também
¢ divisivel por 19.

Deixamos para o leitor a busca de critérios para primos ainda maiores.

3.3. Quebra na centena

O objetivo agora € entender um padrdo nessa técnica. Vamos fazer agora trés quebras, nos algarismos da
centena, da dezena e da unidade. Note que se o critério com duas quebras jd parece de pouca praticidade,
com trés entdo, sejamos sinceros, o cdlculo mental ja fica bem mais complicado. No entanto, ao entender o
critério com trés quebras, um padrdo natural e claro surge. Temos nosso tltimo resultado.

Teorema 3 (quebra na centena). Sejamr > 3, n = a,a, ja, o ...axa1aq € p um nimero primo diferente de
2 e 5. Sejam x, y e z solugées inteiras das seguintes equagoes de congruéncia:

10-z=1 (mod p)
100-y =1 (mod p). 3)
1000-x=1 (mod p).

Entdo n é multiplo de p se, e somente se, m = a,a, ja, 5...a3 +Z-a, +y-a + X - ag é multiplo de p.
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Prova. Escrevendo
n=a, 10" +a, ;-10" +a,, 10" + - +a3-10% +a,-10% + a; - 10 + a,
1000-m =a, - 10" +a, ;- 10" + . +a5-103 + 1000 - z - a5 + 1000 - y - a; + 1000 - x - a,
temos que
n-1000-m = (100a, + 10a; + ay) — (1000za, + 1000ya; + 1000xay)
ou seja,
n—-1000m =100 (1-10-2) -a, + 10- (1 -100-y) -a; + (1 - 1000 - x) - ag.

Note que p divide todas as parcelas do lado direito da equagao acima por causa de (3). Sendo assim, temos
que n = 1000 - m (mod p). Mas p ndo divide 1000, ja que p # 2 e p # 5. Portanto, a divisdo exata de n
por p ocorre se e somente se também ocorrer a divisdo de m por p. O

Aqui percebemos o padrao, pois z deve ser um inverso multiplicativo de 10 médulo p, y deve ser um inverso
de 100 e x um inverso de 1000. Ou seja, se quiséssemos continuar com quatro quebras, cinco, ou mais, ja
saberiamos o que fazer, certo?

Entdo, vamos a nosso ultimo critério.

Corolario 9 (divisibilidade por 23). Um niimero natural n = a,a, ja, 5 ... axaaq € divisivel por 23 se, e
somente se, 23 dividem = a,a,. ;---a3+7-a,+3-a;-2-ag

Prova. Tome z = 7,y = 3 e x = -2, pois esses nimeros resolvem as equacdes (3) das hipdteses do
Teorema 3. O

Para terminar, vamos mostrar que n = 9867359812 € divisivel por 23. Aplicando o critério de divisibilidade
acima, o niimero n € divisivel por 23 se, e somente se, 23 divide 9867359 + 7-8 +3-1-2-2 = 9867414.
Esse niimero, por sua vez, € divisivel por 23 se, e somente se, 23 divide 9867 +7 -4 +3-1-2-4 = 9890.
Por sua vez, esse nimero € divisivel por 23 se, e somente se, 23 divide 9+ 7 -8+ 3-9-2-0 = 92. Como
92 ¢ divisivel por 23, segue que n = 9867359812 também ¢ divisivel por 23.
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Resumo

A Matematica Financeira é um tépico da Matematica que merece muita atengao, pois esta direta-
mente ligado ao cotidiano dos cidadaos. O propdsito deste estudo foi analisar os erros e dificuldades
cometidos pelos alunos do terceiro ano do ensino médio técnico em questoes de Matematica Finan-
ceira bésica, em Belém do Pard, em 2017. A metodologia aplicada foi a Qualitativa, com estudo
descritivo. A amostra foi ndo probabilistica, com dezessete estudantes de uma turma do terceiro
ano do ensino médio dessa escola. Para coletar os dados utilizou-se uma prova de dez questoes
discursivas sobre os fundamentos de Matematica Financeira. Os resultados apresentados nesse
estudo parecem demonstrar que os topicos de variacdo percentual e juros compostos foram os de
maior dificuldade apresentados por eles, e os erros predominantes foram devido as dificuldades de
linguagem e a um deficiente aprendizado de fatos, habilidades e conhecimentos prévios.

Palavras-chave: Andlise de erros. Matematica Financeira. Alunos. Ensino Médio.

Abstract

Financial Mathematics is a Mathematical topic that deserves much attention, as it is directly linked
to the daily lives of citizens. The purpose of this study is to analyze the errors and difficulties made
by the students of the third year of technical high school in matters of Basic Financial Mathematics
in Belém do Para in 2017. The applied methodology is the Qualitative with Descriptive study.
The sample is non-probabilistic with seventeen students from a third year high school class. To
collect the data, we used a test of ten discursive questions about the fundamentals of Financial
Mathematics. The results presented in this study seem to demonstrate that the topics of percentage
variation and compound interest were the questions with the most difficulties presented by them
and the predominant errors were due to language difficulties and poor learning of facts, skills and
previous knowledge.

Keywords: Error analysis. Financial Mathematics. Students. High school.
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1. Introdugao

A Matematica Financeira é um tépico da Matemadtica que merece muita atengdo por estar dire-
tamente ligada ao cotidiano dos cidadaos, dos estudantes de qualquer nivel de escolaridade e das
pessoas que nao fazem parte deste contexto.

[6, p.71] afirma “em nosso dia a dia é comum observarmos expressoes como estas: Desconto de até
30% na grande liquidag¢io de verdo; Os jovens perfazem um total de 50% da populagio brasileira;
A inflagio registrada em dezembro foi de 1,93%; O rendimento da caderneta de poupanca foi de
1,99% em dezembro.”

Todas essas expressdes envolvem uma razao especial chamada porcentagem.

A falta desse conhecimento na vida das pessoas traz consequéncias significativas para as familias,
haja vista que desequilibrio financeiro, falta de investimento em educacao, falta de um plano de
saude, nome incluso no Serasa, sdo situagoes administraveis quando o usudrio ou cidadao tem
esclarecimento.

Essa ma-formacao, que implica os resultados obtidos, expoe a falta de conhecimentos bésicos
de Matematica Financeira, demonstrada, inclusive, pelos meios de comunicagdo que expdem um
indice alarmante de mais de treze milhdes de desempregados na sociedade brasileira! atualmente.
Tal lacuna deixada nas pessoas pode vir da familia, que deveriam ter a funcdo de orientar os
filhos para aprender a administrar o dinheiro. Por outro lado, também pode vir da escola, ja
que os professores deveriam possibilitar ao alunos numa boa formagao sobre finangas, mas o que
observamos na pratica é que muitos estudantes demonstram o desconhecimento em Matematica
Financeira, apresentando muitos erros conceituais fundamentais sobre nocées béasicas de financas.

Em [10, p. 116], temos que “A Matemética Financeira é um assunto da Matemdtica muito im-
portante para que os estudantes possam compreender as rela¢oes envolvendo dinheiro no seu dia
a dia. Em todos os momentos, os discentes estdo se envolvendo com porcentagens, juros, taxas,
entre outros elementos que compdem 0s conceitos basicos de Matematica Financeira”.

Pelo apresentado acima, esse trabalho teve como propésito analisar as dificuldades e os erros come-
tidos pelos alunos do terceiro ano do ensino médio técnico em questoes de Matematica Financeira
basica, em Belém do Para, 2017.

2. Marco Teérico
2.1. Ensino de Matematica Financeira

Para [1, p.1]: “a Matemética Financeira trata, em esséncia, do estudo do valor do dinheiro ao longo
do tempo. O seu objetivo bésico é o de efetuar analises e comparagoes dos varios fluxos de entrada
e saida de dinheiro de caixa verificados em diferentes momentos”. Duzentos reais hoje néo terdao o
mesmo valor que duzentos reais daqui a um ano; o poder de compra ja nao é mais o mesmo.

Essas entradas e saidas do dinheiro podem ser entendidas tanto numa empresa quanto no seio
familiar. Administrar o que se ganha é uma tarefa que precisa de conhecimentos bésicos sobre esse
assunto. Nesse sentido, para [3, p.1]: “A Matemdtica Financeira é um segmento da Matemética

IDados disponivel em:
https://www.brasildefato.com.br/2019/05/16/quase-40-dos-desempregados-esta-ha-mais-de-um-ano-sem-trabalho-aponta-ibge/.
Acesso em 17 jul. 2019.
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que retine uma série de conceitos os quais contribuem para que os individuos possam exercer sua
cidadania em um mundo capitalista”.

2.2. O Erro no Ensino de Matematica

Dentro do Ensino de Matematica, o erro aparece permanentemente nas producoes dos alunos
mostrando as dificuldades apresentadas por eles no processo de ensino e aprendizagem.

Segundo [9, p.1] “o erro deve ser considerado como a presenga de um esquema cognitivo do aluno
de forma inadequada e ndo somente a consequéncia de uma falta especifica de conhecimento ou
uma distragao”.

Para analisar os erros provenientes das respostas dos discentes, usaremos a classificacdo de Radatz
(1979), citado por [14, pp. 88-90], que estabelece cinco categorias gerais:

1. Erros devido a dificuldades de linguagem (E1): Determina que o aprendizado dos conceitos,
simbolos e vocabulario matematico é para muitos alunos um problema semelhante ao aprendi-
zado de uma lingua estrangeira. Uma falta de compreensao seméantica dos textos matematicos
é fonte de erros; por isso, a resolugdo de problemas verbais estd especialmente aberta a erros
de traducao desde um esquema seméantico na linguagem natural a um esquema mais formal na
linguagem matematica.

2. Erros devido a dificuldades para obter informagdo espacial (E2): Ainda que se trate de um
campo de estudo cujo desenvolvimento se esta iniciando, é certo que as diferencas individuais na
capacidade para pensar mediante imagens espaciais ou visuais é uma fonte de dificuldades para
muitos jovens e criancas na realizacdo de tarefas matemédticas. Algumas representagoes iconicas
de situagoes matematicas podem supor dificuldades no processamento da informacao; a anélise
e sintese perceptivas implicam uma demanda consideravel para alguns alunos, apresentando
dificuldades e produzindo erros.

3. Erros devido a um aprendizado deficiente de fatos, habilidades e conceitos prévios (E3): Neste
tipo de err incluem-se todas as diferencas de conhecimento sobre contetidos procedimentais espe-
cificos para a realizagdo de uma tarefa matematica. Essas deficiéncias incluem a ignorancia dos
algoritmos, conhecimentos inadequados de fatos basicos, procedimentos incorretos na aplicagdo
de técnicas e dominio insuficiente de simbolos e conceitos matematicos.

4. Erros devidos a associagdes incorretas ou a rigidez do pensamento (E4): A experiéncia sobre
problemas similares anteriores pode produzir uma rigidez no modo habitual de pensamento e
uma falta de flexibilidade para codificar e decodificar nova informacao. Nesses casos os alunos
desenvolvem operagdes cognitivas, que continuam empregando ainda quando as condigoes fun-
damentais da tarefa matematica em questdo tenham se modificado. Persistem na mente alguns
aspectos do conteido ou do processo de solugao, inibindo o processamento de nova informacao.
Dentro dessa classe de erros encontram-se os seguintes:

Erros por perseveracgao, em que predominam elementos singulares de uma tarefa ou pro-
blema.

Erros de associagao, que incluem interagoes incorretas entre elementos singulares.
Erros de interferéncia, em que operacoes ou conceitos diferentes interferem com outros.

Erros de assimilagao, em que uma audicao incorreta produz falhas na leitura ou escritura.
=
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Erros de transferéncia negativa a partir de tarefas prévias, em que pode identificar o
efeito de uma impressao errada obtida de um conjunto de exercicios ou problemas verbais.

5. Erros devido d aplicagao de regras ou estratégias irrelevantes (E5): Esses tipos de erros surgem
com frequéncia por aplicar com éxito regras ou estratégias similares em areas de conteidos
diferentes.

Usaremos essas categorias propostas por Radatz citadas acima para analisar os erros apresentados
pelos discentes nesta pesquisa, levando em consideracao a orientacao dada por [7, p.2] que diz “que
se entenda como erro, na resolucdo de uma questao, o que nao corresponde a produgao esperada
de um aluno (ou professor) que j& deve ter tido contato com os contetidos apresentados na referida
questao ou com estratégias de resolucdo de problemas em Matematica”.

3. Marco Metodolégico

A metodologia aplicada no presente trabalho foi a Qualitativa, pois “a investigacdo qualitativa é
a sondagem com que os investigadores recolhem os dados em situagdes reais por interacdo com
pessoas selecionadas em seu préprio entorno” [12, p.400].

A amostra foi intencional, pois, ao contrario da determinacao de probabilidade, consiste em “sele-
cionar casos com abundante informacdo para estudos detalhados” [12]

Utilizamos uma prova escrita com dez questoes sobre conhecimentos bésicos de Matematica Co-
mercial e Financeira, a saber: razdo, propor¢ao, regra de trés, porcentagem e juros. A prova foi
realizada em uma turma do terceiro ano do Ensino Médio em uma escola técnica estadual em
Belém do Paré, no ano de 2017.

4. Analise e Discussao dos Resultados

Neste estudo, trabalhamos com dezessete estudantes do Ensino Médio Técnico de uma escola
publica em Belém do Pard, sendo 41,18% do sexo masculino e 58,82% do sexo feminino. Esses
discentes serao indicados aqui de D1 a D17.

No dia onze de maio de 2017, antes de iniciarmos o projeto pedagdgico “A importancia da Ma-
tematica Financeira para os alunos do Ensino Médio”, fizemos um estudo exploratério com os
educandos que estdo concluindo o ensino médio. Apresentamos a eles dez questoes discursivas
retiradas dos livros de [2], [13], [8], [11], [4] e [5].

A primeira questao desse teste teve como objetivo calcular a densidade demografica de cada uma
das regides de nosso pais. No caso em questao, seis estudantes resolveram a questao corretamente
e cinco ndo apresentaram nenhuma resolucao para a questao; dois discentes acertaram o calculo
da maioria das regides pedidas, porém erraram o célculo de apenas uma delas. A Figura 1 abaixo
mostra a resolucao de um deles.
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1 Na tabela, temos a 4rea e a populagio aproximada
das regides brasileiras, segundo dados do Anuario

Estatistico do Brasil 2000.

Regido ‘Area (km®) | Populaci

Norte 3850000 :| 12893561 -

Nordeste 1555000 - 47693253

Sud 925000 =| 72297351

Sul 575 000 25 089 783

Centro-oeste 1605000 - | 11616745
Fonte: Anudrio estatistico do Brasil, Rio de Janeiro:

IBGE, 2002.
a) Qual era a densidade demografica de cada regi@o?

Mot = 33,40
Nedsdi- 30,0
sudik 19,85 - .

b) Qual era a regiio de maior densidade

demogréfica? [~ m

¢) Qual era a regido de menor densidade
demografica?

(oot o @0rKT

Figura 1: Protocolo de D10. Fonte: Pesquisa de Campo.

A aluna D10 errou o célculo da regiao Norte e como consequéncia errou a pergunta feita na letra
¢ acima.

Ainda sobre a primeira questdo, quatro estudantes erraram sua resoluc¢do; por exemplo, a aluna
D1, cujo protocolo estd mostrado na Figura ?? abaixo.

1 Na tabela, temos a 4rea e a populagdo aproximada
das regides brasileiras, segundo dados do Anugrio
i do Brasil 2000.
Area (km’) | Populaciio
3 850 000 12 893 561
1555000 | 47693 253

925000 | 72297351

575 000 25 089 783

1605000 | 11616745
- ‘Flmte + Anudrio estatistico do istico do Brasil, Rio de Janeiro:
IBGE, 2002.

a) Qual era a densidade demogrifica de cada regido?
Nty -4, 610,209850, 000
Neoulis - 24 {63008 115,000
Suedufi - ¢ ’$95,019,615, 000
Sud- 4y, qa@ 625,225,00)

Gl - €0 ~ ’\8,6%&75,?&5)000

b) Qual era a regido de maior densidade
deml:,grat'lca‘7

NedaFie .
¢) Qual era a regido de menor densidade

demografica?

4

Figura 2: Protocolo de D1. Fonte: Pesquisa de Campo.

Observamos pela Figura 2 acima, que a aluna, em vez de dividir o niimero de habitantes das regides
ran
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pelas respectivas areas correspondentes, multiplicou esses valores. Ela demonstra nao ter entendido
o conceito de densidade demogréfica, que significa a razao do nimero de habitantes de determinada
regido pela sua area correspondente. Temos que [10, p.121], em sua pesquisa com alunos do ensino
médio regular, encontrou resultado parecido com esse em seu estudo, quando afirma: “Dos outros
vinte e cinco por cento, o estudante multiplicou a drea pela populagdo correspondente, (...) e
no final ainda errou o célculo dessa multiplicacdo” O tipo de erro predominante nesse caso foi
conceitual, o que, de acordo com a categorizacao de Radatz (1979) citado por [14], é o erro (E3).

Na segunda questao de nosso teste, cujo propésito foi de calcular razao direta numa situagdo
contextualizada, somente dois estudantes resolveram corretamente a questao pedida, e sete nao
apresentaram nenhuma resolucdo. Trés resolveram em parte a questdo; entre eles vamos registrar
a resolucao de um desses estudantes.

No vestibular de 2009 da Fundagio
Universitiria para o Vestibular (Fuvest),
L 138.242 vestibulandos disputaram mais de

10.500 vagas.[A carreira mais concorrida-foi
+ a-de oficial da Policia Militar masculino, em
que 2.621 candidatos disputaram 35 vagas]

Z‘L'i‘/”" Uma das carreiras menos concorridas foi a do
Lol curso de Ciéncias da Natureza da USP Leste,

44 com 424 candidatos disputando 120 vagas.
120 Dados obtidos em www.fuvest.com.br

Acesso em: 13 jan. 2009.

v_l_“’,/m a) Qual a razio entre o nimero de vestibulando e o
b7 nimero de vagas do vestibular da Fuvest? Ht =)3 32

b) Qual a raziio entre 0 nimero de candldatos paraa
carreira de oficial da Policia Militar ¢ o olimero de

vagas para esse curso? (7 2. ?11*
—7/ %

Figura 3: Protocolo de D3. Fonte: Pesquisa de Campo.

Na Figura 3 acima, letra a, o aluno parece ter somado o niimero total de candidatos (138242 +
2621 + 424 = 141287) e o total de vagas (10500 + 35 + 120 = 10655) e depois dividiu esses valores,
apresentando, assim, o erro (E1). J& o item b, ele acertou. Contudo, cinco erraram a resolugao
dessa questdo. Entre esses que erraram a questdo, a aluna D17 apresentou erro (E1), isto é, erro
devido a dificuldade de linguagem, como mostra a Figura 4 abaixo.

No vestibular de 2009 da Fundagio
Universitaria para o Vestibular (Fuvest),
138.242 vestibulandos disputaram mais de
10.500 vagas. A carreira mais concorrida foi
a de oficial da Policia Militar masculino, em
que 2.621 candidatos disputaram 35 vagas.
Uma das carreiras menos concorridas foi a do
curso de Ciéncias da Natureza da USP Leste,
com 424 candidatos disputando 120 vagas.

Dados obtidos em www.fuvest.com.br
Acesso em: 13 jan. 2009.

a) Qual a razio entre o nimero de vestibulando e o
niamero de vagas do vestibular da Fuvest?

£ fw @ duer ¢relnirare wooe & PM
b) Qual a razio entre o nimero de candidatos para a
carreira de oficial da Policia Militar e o niimero de
vagas para esse curso?

A Rislis no Pads - E g salirue
ofrada muide da e R,
DDz, w Ay A2 il A
Figura 4: Protocolo de D17. Fonte: Pesquisa de Campo.
ran

185 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Fontes e Fontes

A discente D17 demonstra nédo ter interpretado o comando da questdo corretamente, ou seja, era
para calcular a razao entre os elementos pedidos.

Os demais alunos, ao resolverem a segunda questdo, apresentaram erro conceitual, erro (E3), isto
é, erro devido a um aprendizado deficiente de fatos, habilidades e conceitos prévios, como mostra
a resolucao da estudante D6.

No vestibular de 2009 da Fundagio
Universitaria para o Vestibular (Fuvest),
138.242 vestibulandos disputaram mais de
10.500 vagas. A carreira mais concorrida foi
a de oficial da Policia Militar masculino, em
que 2.621 candidatos disputaram 35 vagas.
Utna das carreiras menos concorridas foi a do
curso de Ciéncias da Natureza da USP Leste,
com 424 candidatos disputando 120 vagas.

Dados obtidos em www.fuvest.com.br
Acesso em: 13 jan. 2009.

a) Qual a razio entre o mitmero de vestibulando e o

niimero de vagas do vestibular da Fuvest?
R=42% %41

b) Qual a razio entre o niimero de candidatos para a

carreira de oficial da Policia Militar e o namero de

vagas para esse curso?

P q-596
Figura 5: Protocolo de D6. Fonte: Pesquisa de Campo.

A Figura 5 acima mostra que a aluna apresentou um erro conceitual, pois em vez de dividir o
numero de vestibulandos pelo niimero de vagas, subtraiu esses valores.

Na terceira questao de nosso teste, cujo proposito foi calcular regra de trés simples; oito alunos resol-
veram a questao corretamente, dois ndo apresentaram nenhuma resolugio para a situagao-problema

e cinco educandos resolveram a questao parcialmente. A Figura 6 abaixo expoe a resolugao de um
deles.

3. Observe o valor ico de alguns ali

Valor energético por por¢do de alguns alimentos |
| Alimento 1 Pgr_gﬁo kgl ;
Mucarela 30g 80 j
Palmito 100g 5
Panetone 7 TO g iso
Sorvete 45g i 130 !

Fonte de pesquisa: Anvisa. Disponivel e

www.anvisa.gov.br/alimentos/rotulos/manual rotuiages:
pdf. Acesso em: 11 abr. 2015.

a) Quantas quilocalorias tém 100 g de palmito?

<

b) Aproxi l;? quantas quilocalorias tém 100
g de Mugarela?
Lagas-diieonela = 43 ;’,?///Lfgmlpm‘qm

(

Figura 6: Protocolo de D13. Fonte: Pesquisa de Campo.

O aluno acertou a resposta da letra a; no entanto, errou a resolu¢do da letra b, como mostra a
Figura 6 acima. Ele ndo conseguiu resolver uma regra de trés simples para esse item, apresentando,

N
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assim, o erro (E3).

E dois estudantes resolveram erradamente a questao. Nesta situacdo, vamos mostrar a resolugao
apresentada por D2, na Figura 7.

3. Observe o valor energético de alguns aliment:
Valor energético por porgao de alguns alimentos |
| Alimento Porgio keal |
Mugarela 30g 80
| Palmito 100g S
- l;netone 80g 150
Sorvete 45g 130 |

Fonte de pesquisa: Anvisa. Disponivel em
isa.gov. br/alimentos/rotulos/manual gem.
pdf. Acesso em: 11 abr. 2015.
a)Quantas quilocalorias tém 100 g de palmito?
Uk &% Lp= 0,05
b) Aproximad ] quil
g de Mucarela?

lorias tém 100

—_—

foc :,:3'?%_ S 2.6
Figura 7: Protocolo de D2. Fonte: Pesquisa de Campo.

Essa aluna apresentou dificuldades na leitura da tabela acima, visto que nao prestou atengao que a
tabela ja fornece a resposta para a letra a, apresentando assim erro (E1), e, para a letra b, bastaria
fazer uma regra de trés simples ou dando continuidade ao que parece que estava pensando, bastava
multiplicar o resultado apresentado por cem.

Tal questao também poderia ter sido resolvida por meio do calculo proporcional, ja que “o conceito
de proporcao tem uma importancia muito grande, ndo apenas em Matematica, como também no
cotidiano” [6, p.15].

A quarta questéo teve como objetivo calcular regra de trés composta. Somente dois alunos resolve-
ram a questao corretamente, treze deixaram em branco e dois estudantes resolveram erradamente,
dentre eles, vamos registrar a resolucao de D3, em que o aluno tentou resolver a questao por meio
de duas regras de trés simples, como mostra a Figura 8 abaixo, encontrando dois valores para a
quantidade de dias procurada. Dessa forma, o aluno demostrou nao saber como resolver uma regra
de trés composta. E como ele ndo inverteu a grandeza ntimero de homens, apresentou o erro (E3).

4. Leonardo Fibonacci foi um dos matematicos
jtalianos mais brilhantes de sua época. Em 1202,
Fibonacci publicou a obra Liber abaci, em que consta
o seguinte problema:
[...] Um certo rei envia 30 homens a seu pomar para
plantar drvores. Se eles podem plantar 1 000 dgrvores
em 9 dias, em quantos dias 36 homens plantariam 4
400 arvores? |...].
EVES, H. Introdugio 2 Historia da matemtica. Trad.
Hygino H. Domingues. Campinas: Editora da
Uricamp, 2004, p. 316.
Resolva esse problema do livro de Fibonacci.

%o gt (20" q 11T T

Bhops—H o= x K q045— /)
i RS 9.36=10%

Y

Figura 8: Protocolo de D3. Fonte: Pesquisa de Campo.
ran
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Ao analisar as respostas dos alunos nessa pesquisa, bem como da experiéncia de sala de aula,
constata-se que um dos problemas enfrentados por alguns estudantes quando chegam no ensino
médio é que para eles todas as grandezas parecem que sao diretamente proporcionais. Eles nao
analisam quando elas sdo diretamente ou inversamente proporcionais para depois armarem a pro-
porcao necessaria para resolver o que foi pedido.

Na quinta questdo de nosso estudo, o objetivo proposto foi calcular a variacdo percentual em um
determinado periodo de tempo. Quinze estudantes deixaram a questdo em branco, e dois alunos a
resolveram erradamente. Entre eles, apresentamos, na Figura 9 abaixo, o protocolo de D10.

5. Leia o trecho extraido de uma reportagem sobre a
cultura de cana-de-agiicar no Brasil e, em seguida,
responda a questiio abaixo.

A cana-de-agiicar tem ganhado cada vez
mais espago nas culturas brasileiras, e os proximos
anos prometem ser ainda mais promissores para 0
setor. Atualmente, o Brasil produz cerca de 480
milhdes de toneladas por amno de cana, e a
expectativa é de que, em 2020, a produgdo chegue a
1 bilhdo de toneladas.

PRZIBISCZKI, Cristiane. Canavidis crescendo em Sio Paulo.

O Eco, 26 set. 2008. Disponivel em: www.oeco.com.br
Acesso em:28 set. 2008.

Para atender a expectativa para 2020, qual
devera ser o percentual de aumento na produgdo
brasileira de cana-de-agiicar?

0M¥BOVex 2020
39,boo?e.

Figura 9: Protocolo de D10. Fonte: Pesquisa de Campo.

Observamos que a aluna parece nao ter compreendido o enunciado do problema, porque tudo
indica que ela dividiu os 480 por 1000 e depois multiplicou pelo ano pedido de projecdo da safra
de cana-de-agticar. Aqui percebemos um erro tipo (E1) por néo ter interpretado corretamente o
enunciado do problema

A sexta questdo de nosso estudo teve como objetivo interpretar e resolver questoes apresentadas
em uma tabela. Dois discentes resolveram a questao corretamente e quatro deixaram a questao em
branco. Todos os demais educandos resolveram a questao parcialmente, acertando o item a dessa
questdo, que era para identificar a resposta entre os dados da tabela. Desses, quatro deixaram em
branco os itens b e ¢, quatro erraram esses itens, um errou o item c e dois apresentaram respostas
que nao condizem com o enunciado. Dentre os que erraram, os estudantes D10 e D14 apresentaram
erro devido a dificuldade de linguagem (E1), como mostra o protocolo de D10, na Figura 10.
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6. Interp do dados com p:

Quando se compra um produto numa loja ou
em um supermercado, parte do valor pago
corresponde aos impostos que incidem sobre aquele
produto. Muitas vezes, esses impostos chegam a
comprometer mais de 40% do prego final de
determinado produto. Observe na tabela abaixo
alguns produtos que compdem a lista de material
escolar e os respectivos percentuais pagos em

Ip em média, em fe iro de 2011.
Produto Porcentagem de impostos
embutidos no prego
‘ Apontzdor 43%
| Bomacha | = #4% |
;‘ Cademo | 3% B
Bt e TSR N (NN
| Caneva 47%
f Cla | mw
éﬁqo para 18p15 - 40%
% Lapis A K 3o
| Mochila | 4% |
[ Papel sulfite B
| Pincel 36%
L Régua 45%
1[» Tinta guache

Fonte: 1t IBPT — Instity
Tributds Dados em:
il oHLbT. Acmem 18 set. 2011

Analise a tabela e responda:

a) Qual produto possui maior porcentagem de seu

prego em impostos? y . _ )

Y17 Condo
b) Se um caderno universitirio custar R$ 11,90, qual’
quantia ¢ paga em impostos?

357
¢) Se uma caneta custa R$ 0,50, quanto desse prego
corresponde a impostos?

Ui

Figura 10: Protocolo de D10. Fonte: Pesquisa de Campo.

A falta de interpretacdo dos enunciados das situac¢es-problema é outro grande problema no en-
sino médio enfrentado por nossos alunos néo apenas em Matemédtica, mas nas demais disciplinas
também, conforme relato de colegas professores.

A escola precisa preparar os estudantes para a vida, pois [8, p. 242] afirma “ao abrir jornais ou
revistas, acompanhar os noticiarios de radio e da televisao ou os jornais na internet, certamente se
encontram muitas situacoes relacionadas a dinheiro”. Para que o cidadao possa entender o que esta
sendo divulgado através dos meios de comunicacao, ele necessita ser preparado para interpretar
tais situacoes.

A sétima questdo teve como propédsito resolver problemas de juros simples. Um aluno resolveu a
questao corretamente e treze estudantes ndo apresentaram nenhuma resolucdo. Trés alunos D3,
D4 e D6 resolveram a questao erradamente. O discente D3 tentou resolver a questao (item a) por
meio de uma regra de trés simples, como mostra a Figura 11 abaixo, entretanto, a resolucao dele
estd incorreta, apresentando, assim, o erro (E1).
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7. Carlos adquiriu uma moto nas seguintes
condigbes: uma entrada de R$ 2.000,00 mais uma
Gnica parcela de R$ 4.500,00, paga 2 meses apés a
compra. Sabendo que o prego 4 vista da moto ¢ R$
6.000,00, responda s questdes:

)///7' AZTS

=2

Yoo - L2350

ioto em exposicio em estande do Saldo Duzs Rods,
S0 Pavio, 2011,

a) Qual a taxa mensal de juros simples do
financiamento? !

foe Sz o>  GEEESE R
< =83/ 2 ke

yf,'rfms‘

b) Ap6s quantos meses da compra deveria vencer a
parcela de R$ 4.500,00 para que a taxa de juro
simples do financiamento fosse de 2,5% ao més?

/ :

Protocolo de D3. Fonte: Pesquisa de Campo.

Fontes e Fontes

Quanto ao item b, este discente D3 ndo conseguiu desenvolver a atividade proposta para o calculo

do tempo pedido.

Ja a estudante D4 parece que pensou em utilizar a férmula do célculo de juros simples, como mostra
a Figura 12, porém utilizou os valores equivocados em sua resolugao. Ela apresentou, assim, o erro

(E1).

7. Carlos adquiriu uma moto, nas seguintes
condiges: uma entrada de R$ 2.000,00 mais uma
tnica parcela de R$ 4.500,00, paga 2 meses apds a
compra. Sabendo que o prego 2 vista da moto é R$
6.000,00, responda as questdes:

Moto em exposisio em estande do Sl Duas Rodas,
o Pauo, 2011,

a) Qual a taxa mensal de juros simples do
financiamento?
21000:4,500 .60= S 5.
0o

b) Ap6s quantos meses da compra deveria vencer a
parcela de R$ 4.500,00 para que a taxa de juro
simples do financiamento fosse de 2,5% ao més?

Protocolo de D4. Fonte: Pesquisa de Campo.
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Observe que ela utiliza o tempo em dias e o problema pede a taxa mensal. Para [1, p.2]: “nas
formulas de Matemaética Financeira, tanto o prazo de operagbes como a taxa de juros devem
necessariamente estar expressos na mesma unidade de tempo”.

Quanto ao item b, a aluna D4 ndo conseguiu desenvolver a resolugdo, como mostra a Figura 12
acima.

A aluna D6, Figura 13, somou o valor & vista da moto com o percentual pedido no texto (item b),
isto é, 6.000 + 2,5% = 6.150. Isso demonstra o erro (E3) na classificagdo de Radazt (1979) apud
[14].

7. Carlos adquiriu uma moto nas seguintes
condiges: uma entrada de R$ 2.000,00 mais uma
Gnica parcela de R$ 4.500,00, paga 2 meses apds a
compra. Sabendo que o prego 4 vista da moto ¢ RS
6.000,00, responda as questdes:

Moto em exposicio em estande do Salio Duas Rodas,
o Paulo, 2011,

a) Qual a taxa mensal de juros simples do
financiamento?

27

b) Ap6s quantos meses da compra deveria vencer a
parcela de R$ 4.500,00 para que a taxa de juro
simples do financiamento fosse de 2,5% ao més?

0

60 £2,57, = £.45°

Figura 13: Protocolo de D6. Fonte: Pesquisa de Campo.

Essa falta de conhecimento prévio tem se tornado um problema para os estudantes se desenvol-
verem em finangas pessoais, ja que, para [11, p.8]: “O conhecimento de operagoes financeiras
simples, como calculo de empréstimos, financiamentos, descontos, taxas de juros e rendimentos de
investimentos, é de grande importancia para o exercicio pleno da cidadania”.

A oitava situacio-problema apresentada teve como objetivo calcular o montante de uma aplicagio
financeira no regime de capitalizagdo composta. Treze alunos nao apresentaram nenhuma resolugao
para a questdo e quatro discentes (D3, D4, D6 e D12) resolveram erradamente a questao. O discente
D3 errou a resolucdo da questao, pois tentou resolvé-la por meio de uma regra de trés simples,
D6 somou o capital ao percentual e o resultado multiplicou pelo tempo; e os estudantes D4 e D12
tentaram resolver essa questdo como se fosse uma situagao-problema de juros simples. Abaixo, na
Figura 14, vamos registrar essa situagdo com a resolucdo de um desses educandos.
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8. Um capital de R$ 5.000,00 é aplicado a juros
compostos, 4 taxa de 2% a.m. Qual o montante se os
prazo de aplicagdio foi de 5 meses?

é: 3,;3’@
C:;‘CQ@O

\ 2/400 =98

Lj: Scoo X 91030(5

Figura 14: Protocolo de D12. Fonte: Pesquisa de Campo.

O calculo de Juros compostos tem se mostrado muito dificil para os discentes na tltima etapa da
educacao bésica. As dificuldades encontradas nesse estudo também foram mencionadas por [10,
p.128] que registrou: “e a questdo com mais alunos sem nenhuma resolugéo foi a questdo niimero
oito, que trata de juros compostos com vinte provas sem nenhuma resolucao” E o fato de tentar
resolver as questoes de juros compostos com as férmulas de juros simples também foi mencionado
pelo autor acima, nesse mesmo estudo. O tipo de erro apresentado aqui foi o (E5).

A penultima questao perguntou se os discentes encontraram dificuldades nessas situacées-problema
propostas a eles, e 94,12% disseram que sim.

As principais dificuldades mencionadas por eles estdo registradas na Tabela 1 abaixo.

’ Dificuldades \ Discentes ‘
Todas D7, D14, D15 e D16
Porcentagem e Juros D2, D6 e D10
Interpretacao D8
Juros D1
Regra de trés e Porcentagem D5
Lembrar o que foi estudado D4, D9 e D13
Falta de uma calculadora D11
Nao sou boa em matemaética D17
Porcentagem D12
Nao tem dificuldades D3

Tabela 1: Dificuldades apresentadas pelos alunos nesse teste.

A Tabela 1 acima demonstra as angustias desses educandos. O tépico de porcentagem é o que
mais foi mencionado por eles, seguido de juros. Esse fato é preocupante, levando em consideragao
que a porcentagem é um tema de fundamental importdncia para a formacao dos cidadaos, ja
que “praticamente todos os dias, ao abrir jornais ou revistas, ouvir radio, assistir a debates ou a
televisao, observamos expressoes matematicas relacionadas & porcentagem.” [13, p. 236].

Apenas um aluno afirmou nao ter dificuldade nesse teste, e um estudante mencionou a falta de
uma calculadora para ajudar na resolugao dessas questoes propostas, entretanto, foi permitido o
uso da maquina de calcular.

5. Consideragoes Finais

Este trabalho teve como propésito analisar os erros e dificuldades cometidos pelos alunos do terceiro
ano do ensino médio técnico em questoes de Matematica Financeira bésica, em Belém do Para,

D)
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em 2017.

Nenhum educando acertou as questoes referentes a variacdo percentual e juros compostos. O
maior indice de questoes sem nenhuma resolucao foi no tépico de variagao percentual, com 88,23%
dos discentes nao apresentando nenhuma resolugao para a situacao-problema apresentada; e logo
depois vieram os problemas de juros simples e de juros compostos, com 76,47% dos estudantes nao
apresentando nenhuma resolugao para o que foi pedido em cada questao. No tépico de juros simples,
somente um aluno acertou a resolugao dessa questao. Esses dados reforcam o que foi comentado
pelos aprendizes quanto as dificuldades apresentadas por eles, isto é, que a porcentagem e o calculo
de juros foram os maiores obstaculos encontrado para resolver as situagoes-problema.

O assunto que os alunos mais acertaram foi a regra de trés simples, com 47,06% deles acertando o
que foi pedido.

Nas questdes de juros compostos, vimos alguns discentes tentando resolvé-las com as férmulas de
juros simples.

Os erros mais frequentes nesse estudo aconteceram devido a dificuldade de linguagem e erros
devido a um aprendizado deficiente de fatos, habilidades e conceitos prévios, mas também foram
encontrados erros relacionados a aplicacao de regras ou estratégias irrelevantes.

Tal situacao desses alunos nao pode continuar, por isso vamos propor uma sequéncia de ensino dos
topicos basicos de Matematica comercial e financeira para ser desenvolvida em sala de aula e, pos-
teriormente, aplicar um teste parecido com esse para verificar se havera uma melhora significativa
entre as duas medigoes.

Finalmente, pensando nos estudantes que estao ingressando no ensino fundamental: que eles pos-
sam, efetivamente, ter acesso aos fundamentos da Matemaética Financeira, com o propdsito de se
educar financeiramente para que nao se tornem os endividados no futuro. Nesse sentido, defende-se
que os topicos de Matematica Financeira facam parte dos contetidos de Matemaética desde o ensino
fundamental.
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Generalizacao de um truque matematico
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Resumo

O intuito do presente artigo é generalizar o truque mateméatico apresentado por Santos e Gontijo
(2018)[1]. Na maégica, o adivinhador disponibiliza para um participante voluntario T, 7 bolinhas
iguais para que o participante escolha uma certa quantidade dessas bolinhas e as distribua em
suas duas maos, tudo secretamente. Depois, informa ao adivinhador o resultado da soma S =
2x + 3y , onde x é a menor quantidade de bolinhas numa méo e y a maior, para que o mesmo
descubra quantas bolinhas o participante escolheu e como elas foram distribuidas em suas maos. Os
coeficientes 2 e 3 sdo chamados de multiplicadores. Nesse artigo sera demonstrado o funcionamento
da magica para o caso mais geral de qualquer quantidade total T de bolinhas, e também quais
devam ser os multiplicadores apropriados. Para a prova, serao utilizados resultados béasicos da
teoria de divisibilidade nos inteiros.

Palavras-chave: Ludico; Magica Matematica; Divisibilidade.

Abstract

The purpose of this paper is to generalize the mathematical trick presented by Santos and Gontijo
(2018)[1]. In this magic, the diviner makes it available to a volunteer participant T, 7 equal balls
for the participant to choose a certain amount of these balls and distribute them in his two hands,
all secretly. Then, he tells the diviner the result of the sum S = 2x + 3y, where x is the smallest
number of balls in one hand and y is the largest, to find out how many balls the participant chose
and how they were distributed in their hands. The coefficients 2 and 3 are called multipliers. This
article will demonstrate how the magic works for the most general case of any total number of
T balls, and also what the appropriate multipliers should be. For the proof, basic results of the
theory of divisibility in integers will be used.

Keywords: Ludic; Mathematical Magic; Divisibility.

1. Introdugao

Os truques matematicos em sala de aula podem ser utilizados como uma importante atividade para
motivar e prender a atengdo dos alunos para que, num segundo momento, o professor possa tra-
balhar os conteiidos mateméaticos presentes nessas magicas. O artigo “Uma Magica Desafiadora”,
de Santos e Gontijo (2018), traz uma instigante atividade lidica, na qual podem ser trabalhados
os conceitos de equagdo do primeiro grau, e sistemas dois por dois.

O enunciado da magica presente no referido artigo é descrito a seguir:
=
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1) Peca para que um aluno voluntdrio sequre 7 bolinhas (ou
qualquer objeto pequeno como tampas ou moedas) e escolha
secretamente um numero w entre 3 e 7, e, também secre-
tamente, distribua essa quantidade de bolinhas nas mdos
(nenhuma mdo pode ficar vazia). Suponha, por exemplo,
que ele tenha escolhido 4 bolinhas, distribuindo 1 numa
mao e 8 na outra. Nenhum desses dados serd informado a
VOCE.

2) Peca que ele mentalmente dobre a mao de menor quan-
tidade e triplique a mao de maior quantidade e informe a
soma z dos resultados. Se a distribuicio das bolinhas tiver
sido igual nas duas maos, continue normalmente. No nosso
exemplo, a soma z serd 2-1+3-3 =11.

3) Vocé jd pode adivinhar quantas bolinhas ao todo ele es-
colheu inicialmente: w = 4, e também como elas foram
distribuidas: 1 e 3. Como? [1]

Neste trabalho, que objetiva generalizar tal truque, o total de bolinhas serd denotado por T (T =7
no referido artigo), os multiplicadores por ue v (u = 2 e v = 3 no artigo citado), a menor quantidade
distribuida numa mao por x e a maior por y, € a soma ux + vy por 3.

Vamos dividir nossa tarefa em trés partes: primeiro, mostrar a unicidade da soma S para qualquer
quantidade total T > 0 de bolinhas, desde que se escolham corretamente os multiplicadores u e v;
segundo, mostrar como é possivel descobrir as quantidades de bolinhas em cada méao e, por fim,
serd dado um exemplo de como proceder a realizacdo do truque em uma situagao particular.

2. Unicidade da soma informada S: prova algébrica

Antes de mais nada, pensamos em quais seriam os multiplicadores adequados que garantem a
unicidade da soma S. Por tentativa e erro, dado T, percebemos que basta os multiplicadores sa-
tisfazerem dois critérios: devem ser coprimos e também maiores ou iguais ao quociente da divisdo
de T por 2. O menor multiplicador multiplica a menor quantidade de bolinhas em uma mao e
o maijor multiplica a maior quantidade na outra mao. Nessas condi¢bes testamos computacional-
mente para centenas de possibilidades, e verificamos a unicidade da soma S em todas elas. Assim,
fomos levados a formular a proposi¢ao seguinte.

Considere inicialmente que o participante 1 escolha Q; = x; +y,; de um conjunto T de bolinhas
tal que 0 < xy < y,, e que um participante 2 escolha Q, = x; +y, de um outro conjunto, também
de T bolinhas, em que 0 <x, <y, .

Teorema 1. Dado T > 0, consideremos N > 0 o quociente da divisio de T por2 e v >u > N,
sendo u e v coprimos maiores do que zero, os multiplicadores. Tomemos (x1,y,) # (X2,¥,) , com
x| £y, exXy £y, naturais tais que Q; =x; +y; <'T , 1= 1,2. Definindo

S;=ux; +vy; 8i=1,2,

entao garante-se que
S, #8S,.
an
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Demonstragio. Suponhamos por contradi¢ao que existam inteiros T, N, u,v,xy,y,,%, ey, que cum-
prem as hipéteses da proposicao e sejam tais que

51 =uxy +vy; =5; = ux; + vy,.

Chegaremos em uma contradigdo, ao final das passagens seguintes. Da igualdade acima, temos:

V(Y —¥a) = ulxy —xq). (1)

Se x; = x, entdo y; = y,, contrariando uma hipdtese da proposicao. Portanto, x; # x, e, como
v>u>0, tem-se que y; #y,.

Como v e u sdo coprimos, conclui-se, por (1) e da Teoria dos Nuumeros, que v deve ser divisor de
X, — X1, OU seja, existe a inteiro nao nulo tal que

Xy — X1 = av.
O inteiro nao nulo a pode ser positivo ou negativo nesta equagao.

Caso 1 Suponha inicialmente que a > 0. O caso a < 0 serd tratado & parte. De (1),
v(y, —y,) = uav,
Y| — ¥, = ua.
De a > 1 e somando x, —x; = av com y; —y, = ua, temos
(%)) +(y; V) =av+uazv+u=2v+N>N+N=2N,
de onde decorre que
Xp ~ X +Y¥; ¥, 22N+ L. (2)

Bem, sabemos que T = 2N + 1 ou T = 2N, conforme T seja impar ou par, respectivamente. De
toda forma, é certo que T < 2N + 1.

Entao, como por hipétese x, —y, < 0, temos:

Xp X +y -y, Sy xSy sT<2N+1 (3)
Logo, de (2) e (3),

Xp—X; +y; ~y, =2N+1, (4)

e as desigualdades em (3) na verdade sdo igualdades. Assim, T = 2N + 1 é impar! As igualdades
em (3) ainda implicam que y, —x; =y, = 2N + 1, o que s6 é possivel se x; = 0. Desta forma, de
(4), xp—-0+2N+1-y, =2N + 1, e dai x; = y,. Logo, av =X, —X; = X, = y,.

O proéximo passo acarretard na contradigdo que queremos. Por esta tltima igualdade, e das hipé-
teses da proposicao, tem-se:

Qy=xp+y,=2av22v22(u+1)=2u+222N+2>2N+1=>T.
ran
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Ou seja,
Q, > T,
uma, contradicao. O

Caso 2 Por outro lado, suponha agora que a < 0 na mesma equagao x, —x; = av. Iremos chegar,
por caminhos ligeiramente semelhantes, na contradicao Q, > T.

De (1), ainda temos

v(y, —y,) = uav,

Y|~ Y, = ua.

Considere b = —a > 0. Desta forma,
X; — Xy = bv

Y, =y, = ub.

De b > 1 e somando x; —x, = bv com y, —y, = ub, temos

(x;-%) +(y,~y;) =bv+ub2v+uz2v+N>N+N=2N,
de onde decorre que
X| Xy +Yy, -y, 22N+ 1. (5)
Lembremos que T = 2N + 1 ou T = 2N, de modo que T < 2N + 1.

Entdo, como por hipétese x; —y,; < 0, temos:

X| - Xp+Y, VSV, X<y, <T<2N+1. (6)

Logo, de (5) e de (6),

X)X +y,—y; =2N+1, (7)
e as desigualdades em (6) na verdade sdo igualdades. Assim, T = 2N + 1.
As igualdades em (6) ainda implicam que y, —x; =y, = 2N + 1, o que s6 é possivel se x; = 0.
Desta forma, de (7), x; ~0+2N+ 1 -y, =2N +1, e dai x; = y,.
Logo, bv =x; —x; = x; = y;.

O préximo passo acarretard na contradigdo que queremos. Por esta tltima igualdade, e das hipé-
teses da proposicao, tem-se:

Q =x;+y;=2bv22v22(u+1)=2u+222N+2>2N+1=>T,

ou seja, Q, > T, uma nova contradigao,

o que conclui, enfim a prova da unicidade de S para todos os casos possiveis para o inteiro nao
nulo a.
=
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3. Como adivinhar x e y

Bem, até aqui vimos como escolher os multiplicadores u e v e também provamos que nao ha
repeticdo de somas S com essas escolhas. Como descobrir, porém, as quantidades x e y a partir
da informacao do valor de S? Certamente ndo serd memorizando todas as possiveis somas S e os
respectivos valores de x e y; afinal, T poderé ser qualquer natural!

Ora, como S = ux + vy, tomando v—u = m, temos:

S=xu+y(u+m)=xu+yu+ym,

entdo, somando xm dos dois lados:

S +xm =xu+yu+ym+xm =
ux+y)+mx+y) =
(u+m)(x+y) =
v(X+y),
S+xm=v(x+y).
Logo, x sera aquele valor que, multiplicado por m e somado a S, resulta em um multiplo de v , o
que teoricamente enseja a descoberta de x .

Analogamente, se subtrairmos ym dos dois lados na férmula de S:

S—-ym=xu+y(u+m)-ym=u(x+y).

Assim, y serd aquele valor que, multiplicado por m e subtraido de S, resulta em um multiplo de u.

Nao parece ser simples encontrar x ou y por estes dois critérios. No entanto, se u e v forem
consecutivos positivos (logo coprimos), entdo m = 1 e daf y serd o niimero que subtraido de S
resulta em multiplo de u, o que torna as operac¢des mais faceis.

4. Um exemplo

Enfim, analisemos uma situagao concreta por meio de um didlogo, com T = 200, entre o adivinhador
e participante. Os multiplicadores escolhidos serdo os nimeros inteiros consecutivos e coprimos
u = 100 e v = 101, maiores ou iguais & metade de 200, como manda a proposi¢ao; sendo assim,
m = 1 e y serd o nimero que subtraido de S resulta em um multiplo de 100:

Adivinhador: Vamos jogar? Escolha uma quantidade de bolinhas entre 0 e 200.
Participante: Escolhida.

Adivinhador: Distribua nas duas méos. Multiplique a menor quantidade por 100 e a maior por
101.

Participante: Feito.
Adivinhador: Some os resultados. Quanto deu?

N
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Participante: Deu 9.580.

Adivinhador: Entao, das 200 bolinhas, vocé escolheu 95, sendo 15 em uma mao e 80 na outra.
Participante: Como vocé descobriu?

Adivinhador: Vamos 1la4: S = 9.580. Entdo, y é o valor que, subtraido de 9.580, resulta num
multiplo de 100. Como 9.580 — 80 = 9.500, entdo y = 80 é a maior quantidade que vocé escolheu
distribuir numa das maos.

Logo, isolando x em S = 9.580 = 100x + 101 - 80, tenho que

9.580 - 101 - 80
X=—-=

100 15.

Esta é a menor quantidade escolhida. Vocé escolheu, portanto, um total de 95 bolinhas.

Ainda pode ficar uma duvida. Caso pegassemos outro valor para y que subtraido de 9.580 também
resultasse em um multiplo de 100, por acaso ndo teriamos uma solucido diferente, contrariando
a proposicdo que ora provamos? A unicidade mostra ser isto impossivel, porém, vejamos o que
ocorreria nesse exemplo, a titulo de ilustragao.

Se y = 180, portanto, teriamos 9.580 — 180 = 9.400, também um multiplo de 100. O problema
ocorre agora, ao tentarmos encontrar x:

9.580—-101 - 180
X=—— =

100 -86.

Isto é, x seria negativo, o que ndo condiz com a mégica e tampouco com as hipéteses de nossa
proposicao.

5. Consideragoes no ensino

Naturalmente, a demonstracao algébrica da validade do resultado é um tanto quanto complexa para
ser mostrada a alunos de Ensino Médio, a menos que seja feita em alguma atividade extraclasse.
No entanto, de posse do resultado, vale a aplicagao da magica aqui apresentada por despertar no
estudante o espirito de investigacdo e questionamento do porqué de ela funcionar, servindo, quem
sabe, como motivagdo para que o proprio aluno busque uma prova, com auxilio do seu professor.
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Sobre a soma dos termos de progressoes
geométricas e métodos numéricos para
determinar autovalores e raizes de polinémios

José Claudinei Ferreira®

Resumo

Este texto traz uma breve apresentacao da evolucao de algoritmos para a aproximagcao de raizes de
polindémios e de autovalores de matrizes, a partir de relagoes de recorréncia, fungoes geradoras e da
expressao para a soma dos termos de uma progressao geométrica. Com isso, pretende-se mostrar que
ideias simples, quando analisadas por tempo suficiente, podem levar a resultados impressionantes,
principalmente se aliadas ao pensamento e ao poder de processamento computacional. Para ilustrar
os resultados incluimos um apéndice no texto, com alguns exemplos implementados em linguagem
de programacao R.

Palavras-chave: Relagoes de recorréncia; Modelagem matematica; Métodos numéricos; Algorit-
mos.

Abstract

This article deals with a brief discussion about the origins of some algorithms to find approxima-
tions to roots of polynomial equations and the eigenvalues of matrices, using recurrence relations,
generating functions, and the expression to the sum of all terms of geometric series. The basic idea
is to show that, sometimes, a simple argument can give us a very interesting and profound answer,
when we think about it for a long time, and use the computational power to do many calculations.
To help us to understand what we mean, we have included an appendix with some examples, and
R language implementations of algorithms.

Keywords: Recurrence relations; Mathematical Modeling; Numerical methods; Algorithms.

1. Introdugao

Considere um nimero real r e um nimero real a; e defina a sequéncia a, = a, i1, para cada nimero
natural n. A sequéncia a, é conhecida como progressiao geométrica e é um dos dois exemplos clas-
sicos de relacio de recorréncial (ou sequéncias recursivas) apresentados nas aulas de Matematica,
desde o Ensino Fundamental. Outro exemplo é o de progressdo aritmética. Cabe destacar que o

IN&o posso deixar de mencionar que o termo recorréncia pode ser usado para trabalhar com a geragio de belas
imagens fractais relacionadas com o trabalho de Benoit Mandelbrot e com o conjunto com seu nome!
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trabalho com relac¢des de recorréncia e algoritmos tem sido incentivado pela Base Nacional Comum
Curricular.

Um exemplo comum, e 1til no dia a dia das pessoas, é o uso de progressao geométrica em aplicagoes
financeiras, em que r é uma taxa de juros e ag é uma aplicacio inicial (ou mensal fixa, por exemplo).

Podemos definir uma nova relagao de recorréncia, que é a soma dos termos da progressao geométrica

Sy =ag+a;+--+a, =ag(l+r+12+13 + - +17)
ou, por exemplo, o montante apés n + 1 aplicagdes mensais iguais a ag, com taxa de juros mensais
igual a r.

Imagine agora a multiplicagdo de s, por r e subtraia s, do resultado. Deve notar que
1Sy — Sy = Sp(r—1) = ag(r™ —1).

Isso produz a conhecida expressao para a soma dos termos iniciais de uma progressao geométrica

como
1*1‘n+1
sn:aoﬁ, HZO, 1,

Com um pouco mais de imaginagdo, caso |r| < 1, vemos que a soma de todos os termos da

progressao é
1 +o0

_ 2,3, ..\ 4
17r—1+r+1r +1° 4+ ;)r, (1)

que é o ponto de partida para o que queremos discutir neste texto.

O problema torna-se um pouco mais complicado quando a taxa de juros nao é conhecida. Uma
forma de determinar a taxa é encontrar as raizes de um polinémio. Vejamos um exemplo disso a
seguir.

Um amigo fez um empréstimo de R$ 1.200,00 de um outro conhecido nosso, para auxiliar nos
gastos da festa de aniversdrio da filha. Esse valor deve ser pago em seis parcelas mensais de R$
300,00, sem entrada. Meu amigo veio logo me contar do negécio e eu perguntei de imediato: Qual
é a taxa de juros compostos mensais vocé vai pagar nesse empréstimo? O meu amigo ficou quieto,
disse que nem pensara sobre isso.

Pensei que uma forma de responder a essa pergunta seria observar que, ap6s um més do empréstimo,
o meu amigo teria uma divida de dgy(1 + 1), sendo r a taxa de juros cobrados e dy = 1.200, 00 reais.
Fazendo o pagamento de 300 reais a divida restante seria de d; = dg(1 + r) — 300 reais. Quando
n meses tivessem passado, o meu amigo teria uma divida d, = d,_;(1 + r) — 300 reais, mas nao
ficaria devendo apds o sexto més. Bastaria resolver a equagdo polinomial dg = 0, de grau seis na
variavel r. Pensei, mas achei melhor nao explicar isso para o meu amigo, que nao gosta muito de
falar em matematica com letras, com nimeros ele suporta uma conversa, quando nao tem jeito de
fugir dela.

Um raciocinio semelhante ao desse exemplo pode ser aplicado a outros problemas, como no que
segue.

Um amigo negociava a compra de um terreno no valor de R$ 114.900,00. Ele, porém, nao dispunha

do valor total e, sendo assim, a proposta em negociacao era a seguinte: seria feito o pagamento

de R$ 11.000,00 como entrada, com cheque para o dia 12 de agosto de 2019, um cheque de R$
N
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30.000,00 pré-datado para o dia 12 de setembro de 2019. O restante do valor deveria ser pago em
96 parcelas fixas de R$ 1.159,00 com vencimento no dia 12 de cada més, com inicio no dia 12 de
outubro de 2019.

Quando meu amigo estava fazendo a negociagao, ele perguntou a si mesmo: Qual é a taxa de juros
compostos mensais cobrada pelo vendedor? E a taxa anual? Quanto eu ainda estarei devendo em
agosto de 20257

Problemas como esses podem ser relacionados a outros mais gerais, como o de lidar com relagoes de
recorréncia, determinar raizes de polindmios e resolver equagoes diferenciais e que exigem métodos
numéricos. O ponto de partida para esses métodos parece ter sido influenciado pela Expressao (1).

Atualmente existem varios softwares para lidar com tais problemas e alguns dos algoritmos usados
surgiram do conceito de funcao geradora. Por isso, discutimos de forma breve neste texto algumas
propriedades dessas fungoes e suas aplicagcoes em problemas que envolvem a determinagao de
autovalores e raizes de polindmios. Ilustramos isso com o uso da linguagem de programacao R em
alguns exemplos como Apéndice do texto.

2. Funcgoes geradoras

Lembramos que uma sequéncia de ntimeros reais é uma funcdo a : N - R que denotamos como
a(n) = a,. Vamos associar essa sequéncia ao que chamamos de fun¢iao geradora (veja [6]), dada
por

G(X) = a0+alx+a2x2 +a3x3 + .- (2)

sem a preocupacao com a convergéncia da série e nem preocupacao com o que é o dominio de G(x).
O interesse principal é no caso em que a, é uma relagdo de recorréncia que depende linearmente
Ap_1s +-v» an,j.

Vejamos isso em uma situacao real, em que desejamos saber a quantidade de formas possiveis para
fazer uma faixa 1 x n utilizando ladrilhos de tamanho 1 x1 e 1 x 2.

O diagrama da Figura 1 relaciona a sequéncia ag = 1, a; = 1 e a, = a,_| + a,5, para n =
2, 3, ..., conhecida como sequéncia de Fibonacci, com o problema de contar formas de se obter os
ladrilhamentos.

Figura 1: Ladrilhamento 1 x n, com pegas 1 x 1 e 1 x 2. Fonte: [2]
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Isso quer dizer que, para se obter o valor de a or exemplo, precisamos conhecer todos os a
) 100> ) n»
para n entre 2 e 99. Nesse caso, temos a fun¢do geradora

1 +x+2x% +3x3 + 5x* + -

+0o0
= 14+x+ ) (ay g +a,)x" (3)
n=2

+oo_ +00
— n 2 n
= 1+XZanX +Xx Zanx
n=0 n=0

= 1+xG(x) +x2G(x)

G(x)

Segue que, a menos de indeterminagdes ou polos, temos que

1
Gx) = —.
l1-x—x2
Como 1 -x—x% = (x—17)(X—T,), sendo sdo r; = 7‘/571 er, = %, utilizando fragoes parciais
obtemos
B B
G(X) = 21 + 22
XTIy X—Ip
Ay Ar
= 1 xt1-x
o T

+00 1 n 1 n
= Z (Al (—) +A2 (—) )Xn.
n=0 I I
Uma comparagao com a Expressdo (3) produz a igualdade
1\? 1\"
wed () +aa(5)

em uma forma nao recorrente. Observe que obtemos uma representacdo de a, como uma com-
binagao linear de termos de uma progressao geométrica e que para isso utilizamos a Expressao

(1).
3. Resolucgoes de recorréncia lineares

O exemplo que acabamos de discutir sugere que podemos utilizar as m raizes da equacao polinomial

(13))
p(x)=1- Z bix! =0, (4)

com a, dado (e ndo nulo) e a; = 0, se j < 0.
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Isso de fato ocorre, e para verificar rapidamente o procedimento, consideramos a fungao geradora
G(X) =a0+b1aox+ (bla] +b2a0)X + (b1a2+b2a1 +b3a0 (Zbam 1)X + -

Rearranjando os termos em funcao de b; concluimos que
G(x) = ag + b;xG(x) + byx?>G(x) + - + b, x™G(x),

e segue que

a
G(x) = Tolbxi'
Supondo ainda que
pP(x) = c(x—1)(x—Tp) - (X—Tp), r; # 15, i,j=1,2,..,m, (6)
e tendo em mente a Expressdo (1) mais uma vez, podemos escrever
Gx) = 1A1X + 1A2X + e lAm (7
T ) ST

+0oo n n n
Z(Al(i) + A, (l) +--~+Am<L) )Xn.
n=0 I L] I'm

Isso produz uma representacao para a,, dada por

1\" 1\" 1\"
an:Al (a) +A2(6) ++Am(r—) . (8)

Esse raciocinio levou a grandes avancos na elaboracao de algoritmos para determinar as raizes de
p(x) =0, ou os polos de G(x), uma vez que estd demonstrada a nao existéncia de métodos diretos
para a resolucao de equacgoes polinomiais de grau maior que 4 e que Gauss demonstrou a existéncia
dessas raizes em 1799.

Se puder, veja um breve histérico do estudo de equagdes polinomiais em [5, 7, 15] e leia sobre o
trabalho de Jacob Bernoulli (1654-1705). Cabe notar que as relacoes de Girard foram publicadas
em 1629.

Observagao 1. Para o caso em que ag = a; = -+ = a, | = 0, com a, # 0, pode ser facilmente
resolvido colocando o termo xP em evidéncia na expressdo de G(x) e procedendo como fazemos
anteriormente para a fungio geradora G(x)/xP no lugar de G(x).

O caso em que algum r; = rj, na Expressao (6), ele pode ser tratado usando expressoes um pouco

mais complicadas que a Expressao (7), mas vamos omitir isso neste texto.

Note que, se
beml )
e A; =171, entdo, q(4;) = 0, uma vez que x™p(x 1)— q(x).

Por fim, como G(x) é uma fungéo racional, ndo é dificil verificar que existem todas as derivadas
GY (x ), para j =0, 1, 2, ..., quando p(x) # 0. Isso quer dizer que a série de Taylor (veja [13]) de
G(x) é da forma

’ (n)(0)
G2$O)X2+---+Gn‘ x4 (10)
! ! -

G(x) = G(0) + G'(0)x +
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Em particular, segue que

G(n)(o) m
>

n!

3.1. Sistemas de equagées a diferencgas lineares
Muitas vezes temos problemas envolvendo uma relacao de recorréncia vetorial linear, e podemos
aplicar a ideia de fungoes geradoras. Neste texto apresentamos apenas um exemplo.

Considere a relagao de recorréncia que estd relacionda com um problema de ladrilhamento 2 x n
(veja [2]),

T, = 2T, ,+T,,+2R,
Rn = Tnfl + 1:{nfl

TO = 1

Tl = 2

RO = 1

R, = 1

Podemos observar que T, - T, » =2(T, ; + R, ;) = R, e isso quer dizer que

T, = 3T, 1 +Tho-Ths
TO = 1
Tl = 2
T2 = 7
2

Basta determinar as rafzes da equagdo 1-3x—x? + x> = 0 para determinar T, e R, (veja [12]).

4. Equacoes diferenciais ordinarias

Equacoes a diferenca ou relagées de recorréncia sao usados para problemas discretos. Para pro-
blemas descritos no tempo continuo é comum o uso de equagoes diferenciais (veja [1] para um
tratamento numérico).

Um caso particular desse tipo de equacao contém derivadas de ordem até m > 1 e pode ser escrito
como

1m
y® (1) =) by@i(t) =0, n=m, m+l,.. (11)
i=1
em que b;, t € R, sendo y©@(t) = y(t) e yV(t) a derivada (ou taxa de variacio) de y& D (t) no

tempo t, para i = 1, 2, ..., m. Esse tipo de equagdo é 1til em circuitos elétricos, por exemplo.
Notou alguma semelhancga com a Expressao (5)?

Denotando y(t) =y, (t), y'(t) = y,(t), ¥y (t) = y5(t), ..., y™ D (t) =y, (t), segue que

vy () 0 1 0 .. 0 y;(t)

v, (t) 0 0 1 .. 0 ¥, (t)

: =1 : : : DR : . (12)
Y1 0 0 0 1 Y1 (£)

Ym (t) bm bmfl bm72 bl Ym (t)
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A matriz A, desse sistema de equagoes é a matriz companheira do polindémio p(x) dado em (4).

Podemos notar agora que o sistema de equagoes diferenciais (12) produz uma nova relagdo de
recorréncia dada por

YD (6) = AY™ (6) = A"Y(0),  n=0,1 ..., (13)

em que n denota a ordem da derivada. Note que aqui basta que a matriz A, seja real ou
complexa. Uma aplicagdo dessa equacio é na modelagem matematica simplificada do movimento
de péndulos.

Tomando a série de Taylor da func¢ao Y(t), e denotando a matriz identidade n x n por I, temos

’ ’7 (t*to)z (m)
Y(tg) +Y (bg)(t—tg) +Y (tg)—57— + -+ Y (tg)

2!
_ 2 _ m
(I + A(t—tg) + AZW e+ Am% + ) Y (tg)

(t—tp)™
m!

Y(t)

Com vislumbres da série de Taylor de e® definimos a expressio

2
eAt:I+At+A2%+-~-+Am%+--~ (14)

E, se conhecermos o vetor Y (tg), obtemos uma solugdo da Equagdo (13) como
Y(t) = eAtt) Y (ty).
Com um pouco mais de manipulacoes, dado algum vetor v, podemos resolver também a equagao

YD (4) = AY™ (t) = A"Y(t) + v.

Note ainda que a jungao das expressoes (11) e (13) produz a expressao

Anfz“biAmi =0, n=m,m+1, .. (15)

i=1

que é uma versao particular do teorema de Caylay-Hamilton, de 1858, cuja demonstragao completa
foi feita em 1878 por Ferdinand Georg Frobenius. Esse teorema garante que, para toda matriz A,
com coeficientes reais ou complexos, existem by, b,, ..., by, tais que a Equagéo (15) seja verdadeira.
Isso produz o polindmio (9), chamado de polinémio caracteristico de A (veja [3] para um pouco
da teoria existente sobre esse tema).

Podemos usar as Identidades de Newton, que seguem das relagdes de Girard, para determinar os
coeficientes b; da Expressao (15). Para isso, defina

—
—_

sendo tr(A) o trago de A, que é a soma dos elementos da diagonal principal, e 4; uma raiz do
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polinémio (9), chamado de autovalor de A. Dessa forma, definimos

dO = 1
o= ldop,+d
dz - Opz‘;‘ 1P
d _ (d0p3+d1p2+d2pl ) (16)
3 - o\ 3
;:1 _ 7 (d()pm*’dlpnrl*»“'*»dm 1Py )
m - m
para qualquer que seja a matriz A, ., (veja o Toerema de Newton em [4]). Tome b; = —d;, para
i=1,2,..., m (veja um exemplo no Apéndice A.3).

Segue das expressoes (14) e (15) que
eAt = co () + Acy (t) + A2y (t) + -+ A™ Te (1),

em que ¢;(t) é um nimero complexo que depende de t e das raizes de p(x). Essa expressao segue
do calculo funcional, que permite escrever

fi(z) = e” = p(2)q, (2) +5¢(2),

sendo s;(z) um polinémio em z e de grau menor que p(z), que pode ser determinado pelas re-
lacoes f (1;) = ettt = s¢(1;). Isso determina as fungdes c;(t) e cria mais uma motivacdo para
determinarmos os valores de 1;, uma vez que f,(A) = et = s, (A).

Outra motivacao, bem mais conhecida, é dada pela resolucao de equagoes diferenciais por meio da
transformada de Laplace, fra¢oes parciais e a soma (1).

5. Métodos iterativos para aproximacgio de raizes de polinémios

Quando observamos a Expressao (8) para a,, dada em fungdo da raizes do polinémio p(x), podemos
justificar o método de Bernoulli, que pode ser formalizado pelo resultado seguinte ([7, 10, 15]).

Teorema 1. Seja

[V
=}
|
NgE
o
[
=]
L
|
=
=)
V
=

i=1
com agy dado (e ndo nulo) e a; = 0, para j < 0. Se
pP(x) = c(xX—11) (X 1) - (X~ Tpy),

com |ry| < |rp| < -+ < |ry|. Entdo,

N

209 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://en.wikipedia.org/wiki/Holomorphic_functional_calculus
https://en.wikipedia.org/wiki/Laplace_transform_applied_to_differential_equations
http://eqworld.ipmnet.ru/en/auxiliary/inttrans/LapInv2.pdf
https://core.ac.uk/download/pdf/96491.pdf

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Ferreira

Demonstracdo. Basta observar que, nas condi¢des do enunciado e para n grande,

<I ) ( (I ) o (I ) ) (I ) '
1 2 m 1
D

Jacques Hadamard (1865 - 1963), em sua tese de doutorado de 1892, demonstrou uma versio desse
resultado que pode fornecer uma forma de aproximar todas as raizes de p(x) ao mesmo tempo.

Corolario 1. Defina Hy = 1, H} = a, e Hy como determinante de Hankel

an ant+l 7 @pik-1
HE _ | @n+1 Ap42 o Apgk k=23 m
- . . . . ) — &y PRERRY .
An+k-1  Qn+k 7 @n42k-2
i) Se |ry| < |ris1|, entdo,
Hp! 1
o N n — +o0o.
Hk riry...T
i) Se |rq| < |ri| < [riq1], entdo,
1 n
HYYY HPL 1
no ko kl o g, n - +oo.

qx = I
He ] orx

Ideia da Demonstragao: Para concluir esse resultado, precisamos utilizar a Expressdo (8) e pro-
priedades do determinante que define Hy;. Apresentamos aqui apenas uma ideia da demonstracao,
supondo, por simplicidade, que m = 2 e que |r{| < |r;|, segue da Expressdo (8) que

Hrzlz an An+1
An+l  An42
e, assim,
n_ 2
Hy = ajago—a5,
1 Iy n Al Iy n+2 A2
= o (AmrAon () ) o
ity ) Iy \I )
1 I n+1 Iy n+1
L (A +A (—) A (—) FA
1 2 1 2
rlil+1rg+l r2 r]
! AA (r] + 2 +2)
= oriansrimife |\ oot o .
I.Ill+1r1£+1 I'2 rl
Logo,
Hy*! 1
HY MR
2 112

O
N
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A presenca do determinante sugere que esse método é computacionalmente complexo e caro, o que
é verdade. Pode-se ainda verificar que esse método é bastante sensivel a pequenas perturbacoes nas
raizes do polindémio, e é, entdo, numericamente instavel. Entretanto, Hadamard obteve também
uma relagio de recorréncia (nfo linear) para Hy;, que reduz muito o custo computacional do método,
mas nao deu muita importancia a ela, talvez porque nao houvesse computador naquela época e as
calculadoras mecanicas eram pouco desenvolvidas.

Como o determinante de uma matriz surge de um processo de andlise combinatoéria, ndo é estranho
que resultados envolvendo Hy, e os resultados finais desta segio tenham sido demonstrados mais de
100 anos depois por meio de uma interpretagio combinatéria envolvendo fracoes continuas (veja
[14] e referéncias).

Teorema 2. Se Hy, € definida como no Teorema 1, entdo,

(Hi)? - Hi 'H™ + Hig Hicp =0,

Essa relacao foi redescoberta na década de 1920 por Aitken, que estava trabalhando no problema
de determinagao de raizes de polindmios (veja [7]). Ela nos ajuda a calcular Hy, usando apenas os

termos aj, sem a necessidade do célculo de determinantes, através da tabela
1
1 HY
1 HI H
1 H} H) HY
1

HT H3 HY HY

cujo preenchimento da coluna k pode ser feito usando as colunas k—1 e k—2, ou seja,
-1 1
Hlkl _ HE HE+ — (Hﬂ)z
k+1 — 1 >
Hy

caso Hﬂ:ll # 0, que é um quociente de uma diferenca.

Heinz Rutishauser?, na década de 1950, manipulou a relacio na forma anterior e na forma

n n+2 n+1.\2
oY . = Hi Hied — (Hyed)
k+2 — Hn >
k

para obter um método mais estavel e mais leve computacionalmente, o que deu origem ao método
quociente de diferencas (veja [8, 14]). Ele introduziu o termo
1
n _ H{(Ij] . Hﬁ+1
O OHR  Ept!

e observou que o Corolario 1 pode ser reescrito, e produz um algoritmo mais estavel.

2Para ver mais sobre a importancia de Rutishauser no surgimento e desenvolvimento da analise numérica e da
computagao leia o texto "My years with Rutishauser”, de Friedrich L. Bauer.
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Teorema 3 (o algoritmo qd). Suponha que b; # 0. Seja q(l) = fb—ml, ey = ey = qﬁ = 0, para
— 0 _ bm—k—l — ~
k=2,3,..,m, eey = o bara k=1,2,.., m—1. Entao,
1%
n+1 n+l _ .n n n+1 _ ,n_tk+1
apt! +ept| = qp +ep, eptl =ep e
k

Se e convergir para 0, entdo, i converge para Ay.

O que é mais interessante e surpreendente no trabalho de Rutishauser é que ele observou que os
valores de qj propostos por Hadamard (sessenta anos antes) poderiam ser calculados utilizando o
processo de decomposi¢ao LU (ou LR em Alem&o) de uma matriz

An = Lan = Rn,an,l, n= 1, 2, ey (17)
sendo
1 0 - 0 0 qr 1 - 0 0
et 1 0 0 : O :
I R 0 BTl o0 Lo,
0 0 .. ep; 1 0O 0 .. 0 ay

Isso permite também uma estimativa de 1; através do simples belo teorema dos circulos de Gersh-
gorin.

O algoritmo qd pode ser usado na determinacao de polos de fungoes e de autovalores generalizados,
em problemas de interpolacao, entre outros, como pode ser visto no trabalho [9], de 2007, e em
suas citagoes.

5.1. O problema de determinagao de autovalores

A Expressao (1) pode ser usada para o cdlculo aproximado da matriz inversa de uma dada matriz
A «m, quando os seus autovalores possuirem médulo menor que 1. Isso pode ser feito através da
identidade

+o0
I-A) ' =T+A+A?+ A+ = ) A"
n=0

em que I, denota a matriz identidade. Isso permitiu a anélise do problema de determinar os

autovalores de A sem a determinacao do polinémio caracteristico, tanto por Hadamard quanto
. . . A s t An+1

por Aiken e Rutishauser. Para isso eles trabalharam com a sequéncia a, = u*A™" v, para algum

u,v € R™ e com a funcdo geradora

Fx) = utI-xA)ly,

em que u® denota o vetor coluna u. Isso é uma forma de obter uma a explicacdo para o método
das poténcias para determinagdo de um autovetor de A, o que ajuda no entedimento do Algoritmo
PageRank do Google. Note que quando A for uma matriz simétrica, com um autovalor dominante
A1, entao,

anil WAy

L AN
ay utAv
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Rutishauser também descobriu uma evolugao do algoritmo qd para matrizes, que, em alguns ca-
sos, os autovalores de A poderiam ser determinados pela Expressao (17), iniciando com a matriz
tridiagonal

ap 1 0 0
ﬂl a, ... 0 0
0 0 ... ayg 1
0 0 .. Bni1 Qan

que pode ser obtida de A por processo de eliminagdo de Gauss (veja também o algoritmo de
Lanczos para a determinacido de autovalores de A). Em muitos casos isso funciona aplicando a
Expressao (17), tomando Ag = A. E claro que isso pode ser usado para a matriz companheira de
p(x) ([7]).

Enquato trabalhava na programacgdo de um agoritmo computacional para aproximar autovalores
de matrizes (para simulagdes de avides), adaptando as ideias de Rutishauser, John Francis criou
em 1959, a partir do método LR, o algoritmo QR, e o algoritmo QR com shifts, para o célculo de
autovalores complexos usando apenas aritmética real. Esse tultimo esta entre os 10 mais importantes
algoritmos da Anélise Numérica que ainda estd em uso e ainda gera discussoes sobre o porqué do
seu funcionamento. As tentativas de explicacoes utilizam as mais avancadas ferramentas de Algebra
Linear disponiveis (veja [15], de 2011).

Com a criacdo do algoritmo QR e o avango nas aplicagoes de autovalores e autovetores (sugiro
leitura sobre a LAPACK - Linear Algebra PACKage), a determinagéo de raizes de polindémios,
sem o uso de matrizes, ficou em segundo plano, mas tem grande valor historico e gera muitas
ideias!

Autores como [7] acreditam que novos argumentos e técnicas envolvendo computagio paralela
podem fazer com que os algoritmos LR ou qd tornem-se mais vantajosos que os ligados ao algoritmo

QR.

5.2. O calculo de autovalores como um problema de valor inicial

Um outro olhar para o problema de determinagéo de autovalores aparece no trabalho [11], de 1985.
Esta se¢do é dedicada a tal forma. Para isso, considere uma matriz L., = L(t) com entradas
reais e continuas reais ou complexas, para t ntimero real, e denote por L* a sua adjunta, que no
caso € a sua transposta conjugada. Defina

B =B(t) = L*(t), - L(t)_,
em que A, denota a parte triangular superior e A_ denota a parte triangular inferior de uma matriz
A, sem a diagonal principal. Segue que B* = -B.
Considere agora a equacao diferencial matricial dada por

dv _

o -BU.  UO-=L (18)

em que I denota a matriz identidade de ordem n x n.

Podemos utilizar o teorema do ponto fixo de Banach para garantir que existe uma tnica fungao
U(t) que satisfaz a equagao diferencial (18), para todo nimero real t > 0.

N

213 LAl


https://en.wikipedia.org/wiki/Lanczos_algorithm
https://en.wikipedia.org/wiki/Companion_matrix
https://en.wikipedia.org/wiki/Companion_matrix
https://en.wikipedia.org/wiki/QR_algorithm
https://addi.ehu.es/bitstream/handle/10810/26427/TFG_Erana_Robles_Gorka.pdf?sequence=1&isAllowed=y
http://www.netlib.org/lapack/
https://en.wikipedia.org/wiki/Banach_fixed-point_theorem

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Ferreira

Utilizando a regra do produto temos que

AU*U  [dU\* ,dU S . R
= (E) U+ UG = (BU)*U + U'BU = -UBU + U"BU =0,
e segue que U*(t)U(t) = U'(0)U(0) = I, ou seja, U(t) e Q(t) = U*(t) sdo matrizes limitadas e

ortogonais (unitdrias) definidas para todo niumero real t > 0.

Isso garante que a equacao diferencial

dL

T =BL-LB, L) =L, (19)

tem solugdo tinica dada por
L(t) = Q" (t)LoQ(t)
para U satisfazendo a Equacao (18). Em particular, L(t) é limitado, para todo t > 0.
A Equagéo (19) produz uma forma de aproximar autovalores de matrizes autoadjuntas (veja [11]).
Teorema 4. Seja Ly uma matriz autoadjunta. Entao, a funcdo L(t) possui os mesmos autovalores

que L e converge para uma matriz diagonal, quando t cresce.

Demonstragao. Como L(t) é solucao da Equacao (19), vemos que é limitada, autoadjunta e uni-
formemente continua. Alguns célculos mostram que

dek_zZZ|LkJ|2 2ZZ|LkJ|2 22 Z ILyl?, 1<k<m

k=1 k=1 j=i+1

Disso, e da integragao de ambos os lados da expressdo anterior, segue que

FILg®Pdt < Y (Ligels) - Lig(0) < M < +oo.
k=1

Isso implica que
lim Ly i(t) = 0, k+#j.

t—>+o0

Entao, a derivada de Ly, (t) converge para 0 e Ly, (t) converge, quando t - +co. O

Com argumentos um pouco mais sofisticados podemos mostrar que, se k autovalores de L tiverem
a forma Re(1;) > Re(1,) > -+ > Re(ly), entdo, para [t| grande, a menos de permutacio na
diagonal,

A1 .
Lw = | 0% 2
0 0 Ly ()

Esses argumentos podem ser usados em uma interpretacao para a convergéncia ou nao do algoritmo
QR, em alguns casos ([11]).
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Revista eletronica da

6. Comentarios finais

Este texto tem um tema definido pelo seu titulo, mas o tema nao é o que mais importa para o
autor. Na realidade, o que se pretende é discutir como ideias simples podem evoluir para ideias re-
voluciondrias, se investirmos nelas e as deixarmos seguir os caminhos aleatorios que surgem quando
da sua divulgacdo e analise. Muito do que gostaria de dizer aqui tem a ver com a necessidade de
mais flexibilidade e abertura para ideias novas ou diferentes, além de conhecimento e cultura ma-
tematica, as quais um estudante ou pesquisador da drea de matemaética precisa ter, principalmente
se estiver interessado no que chamam por ai de Matematica Aplicada. A matematica sempre esteve
ligada aos cédlculos que surgem no dia a dia, depois nos modelos matematicos e nos computadores
(que eu vejo como um modelo matemético também). Enfim, escrevo este texto com muita coisa
que parece matemadtica pura, mas quero que busquem voltar o olhar, sempre que possivel, para
o fato de que alguém construiu toda a tecnologia que usamos, o GeoGebra, o WolframAlpha, o
Google (e o PageRank), o Facebook,...., e antes de construirem, eu garanto, fizeram muitos calculos
e projetos e usaram muitos teoremas, mas o que fez e faz a coisa funcionar sdo os algoritmos.
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A. Exemplos numéricos

Tlustramos os temas discutidos no texto com o uso da linguagem de programagdao R em alguns
exemplos.

A.1. Resolucao numérica do Problema do empréstimo

Apo6s um més do empréstimo, o meu amigo terd uma divida de dg(1 + r), sendo r a taxa de
juros cobrados e dy = 1200 o valor inicial da divida. Fazendo, entdo, o pagamento de 300 reais, a
divida restante sera de d; = do(1 +r) —300. De forma andloga, o meu amigo vai ter uma divida
d, =d, ;(1+r)—-300, quando n meses tiverem passado. Quando, porém, pagar a sexta prestagdo
j& nao ficarda mais devendo, ou seja, dg = f(r) = 0.

Segue o cédigo em linguagem R da fungdo f(r), que descreve o valor de sua divida dg, em funcio
do valor da taxa de juros mensal r. Essa funcdo é um polinémio de grau 6 escrito como

f<-function(r){ p=1200*(1+r)-300; for ( i in 1:5){p=p*(1+r)-300};p }

Figura 2: Gréfico da fungéo f(x), gerado pelo comando curve (f-2,0.15).

Como r é uma taxa de juros, observamos que 0 < r < 1. Utilizando o método da bisseccao

a=0; b=1; i=1; while(f(a)*f(b)<0){ i=1+i; r=(a+b)/2;
if (f(@)*f(r)<0){b=r} else{a=r}; if (i==100){break}}; r; f(r)

obtemos r ~ 0.12978 e dg ~ 0. Pode-se dizer que taxa de juros mensal é aproximadamente 13%.

Se preferir pode copiar e colar os comandos em linguagem R em https://rextester.com e fazer
as simulacbes mais simples online. Se precisar de muitas iteragdbes pode ser necessario istalar o
software R, disponivel em https://www.r-project.org/.
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A.2. Resolugao numérica do problema da compra do terreno

O raciocinio nesse problema é bem parecido com o do problema anterior. Aqui temos dg = 103900
e d; =dg(1+1)—30000, e a partir dai vale a relagdo d,, = d,_;(1 +1)—1159, paran = 2, 3, ..., 98,
sendo que dgg = f(r) = 0, que é uma equagao polinomial de grau 98. O cédigo de f(r) é

f<-function(r){p=103900; p=p*(1+r)-30000; for ( i in 1:97){p=p*(1+r)-1159};p}

Aplicamos o método da bissecgdo novamente para descobrir a raiz de f(r) entre 0 e 1. Segue que a
taxa de juros cobrada pelo vendedor é r ~ 0.8982% mensal e (1 +1)!? —1 = 11.32% anual.

Para determinar o valor da divida depois de 72 meses reescrevemos a funcao f trocando o argumento
r, pelo nimero de meses n, e assim definimos a fungao g(n). O valor da divida sera g(72) = 27677.82
reais.

g<-function(n){p=103900; p=p*(1+r)-30000; for ( i in 1:(n-2)){p=p*(1+r)-1159};p}

A.3. O teorema de Newton

Aplicamos a Expressao (16) para determinar os coeficientes do polindémio caracteristico da matriz

8 1 1 0 2
09 2 1 1

A=|l2 111 2 0 (20)
32 8 1
21 2 3 10

O cédigo de entrada da matriz é dado por

c=c(8, 1, 1, 0, 2, 0, 9, 2, 1, 1, 2, 1, 11,2, 0, 3, 2, 1, -8, 1, 2, 1, 2, 3, 10)
A=matrix(c,5,5, ,byrow=TRUE); A

Definimos a funcdo que calcula a soma dos elementos da diagonal principal ou o trago de uma
matriz como

tr<-function(A){p=0; n=length(A[1,]); for ( i in 1:n ){p=p+A[i,il}; p}
O célculo dos coeficientes do polinémio é feito através das linhas de comando em R:
coef<-function(A){ n=length(A[1,]); a=0%1:(n+1);s=0*1:n; s[1]=tr(A)
al1]l=1;a[2]=-s[1]; B=A; for ( i in 2:n){B=BY%*%A; s[il=tr(B); gq=0

for (j in 1:i){g=q+aljl*s[i+1-j1}; ali+1]l=-q/i;}; a=(-1)"n*xa;a}; coef(A)

Os valores determinados pelo algoritmo sao -1, 30, -219, -1164, 19532, -59758. Portanto,

px) = —x> 4+ 30x* —219x3 — 1164x2 + 19532x — 59758.
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A.4. Implementacao do método de Bernoulli

Apresentamos um exemplo de aplicagdo do método de Bernoulli para aproximar a menor raiz do
polinémio
p(x) = 128x* - 256x3 + 160x> — 32x + 1.

Utilizamos os coeficientes de p(x) para definir a relagdo de recorréncia do Teorema 1.

a=0%*1:4; al[4]=1; n=50; for (i in 1:n){
ali+4]=-(128*a[i]-2566*a[i+1]+160*a[i+2]-32*a[i+3])}; a; b=al[n-1]1/aln]; b; p(b)

Obtemos r; = 0.038060233744356624. Trocando agora p(x) = 0 por X4p(1/x) = 0 temos

a=0%1:4; al[4]=1; n=50; for (i in 1:n){ ali+4]=-(-256%a[i+3]+160*a[i+2]-32*a[i+1]
+ali])/128}; a; b=al[n-1]/aln]; print(b, digits=22); p(1/b)

Isso produz r, = 1.0395660380719571. Para as demais raizes veja método de Newton Bairstow em
[4, 10].

A.5. Aproximacgao pelo método de Hadamard

No que segue implementamos a ideia de Hadamard para determinar raizes isoladas do polinémio

p(x) = 24— 50x + 35x2 - 10x3 + x*.
Para obter a sequéncia recorrente e os determinates de Hankel usamos o cédigo a seguir

m=50; a=0%*1:(m+4); al4]=1

for (i in 5:(m+3)){al[i]l=-(-50*a[i-1]+35*a[i-2]-10*a[i-3] +al[i-4])/24}
a=a[4: (m+3)]; a; H=matrix(0,m,5); q=0%*1:4; q[1]l=a[m-1]/a[m]

for ( i in 1:m){H[i,1]=1}; H[,2]=a

for (k in 1:3){ for (n in 1:(m-3)){H[n,k+2]=(H[n+2,k+1]*H[n+1,k+1]
-H[n+3,k+1]17°2) /H[n,k]1}; qlk+1]=H[n-1,k+2]/H[n,k+2]; m=m-3 }

for ( k in 2:4){qlk]l=qlk]l/q[k-11}; q

Verificamos que q?o =1, qgo =2e qio = 3.92143242853595408 =~ 4 sao aproximagoes para raizes de
p(x), e que o método ndo aproxima a quarta raiz, que é 3. A propagacao de erros de arredondamento
faz com que o método nao produza resultado para n > 63 porque H?4 fica muito préximo de 0.

Adaptamos esse codigo para o caso em que a, = u*A"u, sendo A a matriz companheira de p(x).
Nesse caso, apenas a raiz de maior médulo foi aproximada corretamente.

A.6. O algoritmo qd

Aplicamos o algoritmo qd ao mesmo polindémio do Apéndice A.5, e nesse caso obtemos uma 6tima
aproximagao para as quatro raizes. Segue o c6digo em linguagem R:
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a=c(24,-50,35,-10,1); n=length(a); e=0%*1:n; g=e; ql[2]=-al[n-1]/a[n]
for (i in 2:(n-1)){elil=aln-il/aln-i+1]}; for (j in 1:100){

for (i in 2:n){qlil=el[il-e[i-1]1+q[il}

for (i in 2:(n-1)){elil=qli+11*e[i]l/q[i]1}}; ql[2:n]; e[2:n]

A.7. O método LR

Implementamos uma versao do algoritmo LR aplicado diretamente na Matriz (20), mesmo conhe-
cendo o seu polinémio caracteristico. Grande parte do cédigo é para obter a fatoracdo LR de A,
que é simplesmente o processo de eliminagao de Gauss, sem trocar linhas ou colunas:

LR<-function(A){ n=length(A[,1]); B=diag(l,n,n); for (j in 1:(n-1)){

for (i in (j+1):n){ m= A[i,jl1/A[j,j]; A[i,]=A[1i,]1-m*A[j,];A[i,j]1=0; Bli,jl=m }}
C=matrix(0,n,2*n);C[,1:n]=B;C[, (n+1):(2*n)]=A; C}

n=length(A[,1]); for (i in 1:1000){C=LR(A);L=C[,1:n];R=C[, (n+1):(2%n)];A=R%*%L};A

Os elementos da diagonal da matriz Aggo aproximam os autovalores de A, com 7 digitos exatos,

sendo
13.82553 2.498656 9.705029 —0.3816629 2.0000000

0 9.644720 -24.76705 1.186106 —0.9752351

Ajgoo=| O 0 —8.249550 0.7496636  —1.1952827
0 0 0 7.921257 —-25.3361919
0 0 0 0 6.8580457

A.8. Um problema de valor inicial para determinar autovalores

Para terminar este texto utilizamos método Runge-Kutta de ordem 4 ([1]),

RungK4<-function(f,u0,b,n){h=b/n; m=length(ul); Y=uO; for (i in 1:n){ ki1=£(Y)
k2=f (Y+h*k1/2); k3=f (Y+h*k2/2); kd=f (Y+h*k3); Y=Y+( ki+ 2%k2 + 2xk3+ k4)*h/6}; Y}

para resolver as Equagdo (18), e obter uma aproximagao para L(20), com condico inicial

8§ 1 1 0 2
209 2 1 1
Ly = 21 11 2 0],
3 2 -8 1
21 2 3 10

para a Equacao (19). Usamos os comandos

f<-function(U){ m=length(U[,1]); B=U%*%A%*%t(Conj(U)); C=0%B
for( i in 1:m){ for( j in i:m){C[i,jl=Conj(B[j,il); C[j,i]l=-B[j,i]1};C[i,i]=0}
p=C%*%U; p} ; Y=RungK4(f,diag(1,5,5),20,10000); Y/*%A%*%t(Conj(Y))
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e obtemos
16.04517 4.610904 -3.075265 16.24276. 0.6358197
0 8.563399 2.827115  -7.692009 -2.5597661
L20)=]| 0 -0.03971360 8.918768  3.321055 0.7019277
0 0 0 4781560 1.2611216
0 0 0 -0 —8.3088918

Observamos que essa matriz ndo é triangular superior. Isso sugere que Ly possui dois autovalores
complexos.

Escolhemos, aleatoriamante, ¢ = 1 + 1 e trocamos Ly por aly no nosso coédigo. Isso faz com
que al ndo possua autovalores com parte real igual e os valores 16.045166, 8.741083+0.284083i,
8.741083-0.284083i, 4.781560 e -8.308892 como aproximagdes para a diagonal de L(20)/a, que sdo
aproximagoes para os autovalores de Ly.
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Um Método Geométrico para
Construcao de Ternos Pitagoricos

Joao Francisco da Silva Filho® Matheus de Oliveira Bandeira®

Resumo

No presente trabalho, apresentamos um interessante método geométrico para a construcao de ternos
pitagoricos, cujas construgoes geométricas descritas nos seus passos podem ser reproduzidas usando
apenas régua (nao graduada) e compasso. Convém salientar que o método supracitado fornece
uma interpretagdo geométrica para as expressoes de Euclides e permite-nos obter todos os ternos
pitagéricos (primitivos e secundérios).

Palavras-chave: Tridngulos Pitagéricos; Ternos Pitagéricos; Construgoes Geométricas.

Abstract

In this work, we present an interesting geometric method for construction of Pythagorean triples,
whose geometric constructions described in its steps can be reproduced by using only straightedge
and compass. It should be point out that this method provides a geometric interpretation for the
Euclid’s formulae and allows us to obtain all Pythagorean triples (primitive and secondary).

Keywords: Pythagorean triangles; Pythagorean triples; Geometric Constructions.

1. Introdugao

Os triangulos pitagoricos sdo tridngulos retangulos constituidos por lados com medidas inteiras,
enquanto ternos pitagdricos sao ternos de nimeros inteiros positivos, que correspondem as medidas
dos lados de um mesmo tridngulo pitagérico. De maneira equivalente, podemos afirmar que ternos
pitagoricos sdo ternos de nimeros inteiros positivos que satisfazem a equacgao

x2 = y2 + 72,
que é oriunda do Teorema de Pitdgoras (cf. [2] e [5]). Dados um terno pitagérico (x,y,z) e um
numero p € N, verifica-se diretamente que (px, py,pz) é um novo terno pitagorico, e, nesse caso,
dizemos que os referidos ternos sao equivalentes.

Devemos ressaltar que um terno pitagoérico é chamado de primitivo, quando suas coordenadas
sdo formadas por inteiros positivos relativamente primos; caso contrario, o terno é chamado de
secunddrio. Na obra Os Elementos, Euclides (ca. 300 a.C.) caracterizou os ternos pitagoricos,

N
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mostrando que existe uma infinidade deles e apresentando uma forma simples de construi-los.
Mais precisamente, Euclides verificou que tomando nimeros m,n € N com m > n, tem-se que

x = m? + n2, y =m? —n? e z=2mn

constituem um terno pitagérico, e tais expressdes geram todos os ternos pitagoéricos primitivos
possiveis (cf. [3] e [4]).

Nesse sentido, desenvolvemos aqui um método geométrico para construir os ternos pitagoricos,
estruturado em construgoes geométricas elementares, tais como: divisdo de segmento de reta em
partes iguais, construgao de reta perpendicular, transportes de segmento de reta e de angulo etc.
Por fim, mostramos que o método descrito estd relacionado com as expressoes de Euclides, e, a
partir dessa relacgdo, concluimos que todos os ternos pitagoéricos podem ser obtidos através desse
método geométrico.

2. Resultados Preliminares

Nesse momento, vamos enunciar e provar os resultados que irdo fundamentar o método geométrico
a ser apresentado na nossa proxima se¢ao. Diante do exposto, daremos inicio com uma proposic¢ao,
que se constitui no resultado chave do trabalho.

Proposigao 1. Considere um tridngulo retangulo ABC com dngulo interno A reto, tal que
—~ n
med(B) =260 e tanf = —,
m
onde m,n € N. Suponha que AB = p(m?2 —n2) para algum p € N, entdo,
AC = 2pmn e BC = p(m2 +1n2),
em particular, ABC € um triangulo pitagorico.

Demonstracio. Primeiramente, vamos ilustrar o tridngulo ABC, conforme descrito no enunciado,
denotando as medidas dos lados BC, AC e AB por a, b e ¢, respectivamente (cf. Figura 1).

C

B ¢ A
Figura 1: Tridngulo retangulo ABC.
Na sequéncia, vamos tracar a bissetriz BD do angulo interno B e denotar por d a medida do
segmento de reta AD (cf. Figura 2).

N
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B ¢ A
Figura 2: Bissetriz do 4ngulo B.

Observando a Figura 2, aplicamos o Teorema da Bissetriz (cf. Barbosa [2]) e deduzimos que

bfd:g, (1)

a C

depois disso, usamos as medidas dos catetos de ABD e a hip6tese tan § = n/m para obter
d

n
c m’

Decorre das igualdades (1) e (2) que
na =m(b—d) = mb-nc

ou, equivalentemente,
mb =n(a+c). (3)

Devemos lembrar que o Teorema de Pitdgoras estabalece a relacao
a2 =b’+ c2, (4)
que junto com a identidade (3) fornece-nos

m2a? = m2b? + m2¢2 = n2(a + ¢)? + m3c?

ou,ainda,

(m? —n?)a? —2n%ac— (m? + n?)c? = 0. (5)

2—1n?) com a igualdade (5), chegamos em

Combinando a hipétese ¢ = p(m
a? - 2pn?a— (m* - n*)p? =0,

que pode ser reescrito na forma

(a—pn2)? = m*p2.
Da tltima igualdade, obtemos a expressao
a= p(m2 +1n?), (6)
entdo, substituindo-a em (4) junto com ¢ = p(m? —n?), vamos ter
b = 2pmn; (7)
daf basta notar que (6) e (7) equivalem a BC = p(m? +n?) e AC = 2pmn, respectivamente. O
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Como aplicagdo da Proposigdo 1, obtemos um resultado que nos fornece informagdes adicionais,
no mesmo contexto da proposicao citada.

Corolario 1. Considere um triangulo retangulo ABC com dngulo interno A reto, tal que
med(ﬁ) =20 e tanf = B,
m

onde m,n € N. Dessa forma, valem as sequintes afirmagoes:
a) Se AC = 2pmn para algum p € N, entdo, AB = p(m? —n2) e BC = p(m? + n?).

b) Se BC = p(m? + n2) para algum p € N, entio, AB = p(m? —n2) e AC = 2pmn.

Demonstracao. Inicialmente, vamos considerar um triangulo retdngulo ABC, conforme enunciado,
e em seguida:

« Marcamos um ponto A’ sobre a semirreta ﬁ, tal que A'B = p(m?2 —n?);
« A partir do ponto A’, tracamos um segmento de reta A’C’, paralelo ao lado AC e com C’
pertencente a semirreta BC (cf. Figura 3).

a

B R R —— Py

;>:
g
N

B A A B
Figura 3: Construcao do segmento A’C’.

Observagio 1. Na Figura 3, foram ilustrados os dois casos possiveis em que A’ € AB e A’ ¢ AB,
respectivamente.

Podemos afirmar que o tridngulo A’BC’ (cf. Figura 3) satisfaz as condigbes da Proposigao 1,
portanto,

A'C’=2pmn e BC =p(m?+n?), (8)
entdo, passamos a trabalhar cada item separadamente:

a) Observe que os tridngulos retangulos ABC e A’BC’ sdo semelhantes (cf. caso A.A. em [2] e [5]),
entdo, combinando essa informagdo com a hipdtese AC = 2pmn, temos que
B AC
A’B AC
logo AB = A’Be A = A’. Dessa forma, podemos afirmar que os tridngulos ABC e A’BC’ coincidem,
consequentemente

s

E:m:p(mzfnz) e mzmzp(m2+n2).
N
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b) De modo anslogo, usamos a hipétese BC = p(m?+n?) junto com a semelhanca de ABC e A'BC’
para obter

AB BC _ |
AB BC
dai basta repetir os mesmos argumentos aplicados ao item anterior para concluir a prova. O

3. Construcao Geométrica de Ternos Pitagéricos
Na presente se¢do, vamos descrever um método geométrico para construir os ternos pitagéricos,

que pode ser reproduzido usando apenas régua (ndo graduada) e compasso. Nessa perspectiva,
vamos considerar n,k € N na descri¢cdo dos passos que compdem o referido método geométrico.

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

B A

Figura 4: Segmento de reta BA

BA.

2° Passo: Divida BA em m = n + k partes iguais e adote a unidade de medida u = %

Figura 5: Divisdo do segmento BA

Observagao 2. Por simplicidade, vamos omitir a unidade de medida u nas demais figuras da secao,
ficando subentendido que os comprimentos serdao sempre expressos em termos dessa unidade.

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com
medida AC = nu.

C

B A

Figura 6: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o triangulo retangulo ABC.

C

B A
Figura 7: Tridngulo retangulo ABC
ran
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5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

D

Figura 8: Construcio do angulo CBD

6° Passo: Sobre a semirreta BA, marque pontos A A,, ..., A | e A’ distintos entre si e ndo
pertencentes a BA, tais que AA; = ACe BA; = AjA, = = A A

D

Al R Ak—l Aa

Figura 9: Construgdo do segmento BA’

Observagio 3. Sabendo que os angulos ABC ¢ ACB, internos ao tridngulo ABC (cf. Figura 9)
opdem-se a lados com medidas n e m = n + k, respectivamente, entdo, ABC é menor que ACB.
Nessas condigoes, vale a desigualdade

med(ABD) < med(ABC) + med(ACB) = %,

garantindo assim que ABD ¢ um angulo agudo.

7° Passo: Partindo do ponto A’, construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertence a semirreta BD e sua existéncia decorre da Observagao 3.
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/m ,H n IT
B A A Aj A’

Figura 10: Tridngulo retdngulo A’BC’

Conclusao: Desde que BA’ divide-se em k = m —n segmentos congruentes que medem (m + n)u,
obtemos

BA’ = (m—n)(m +n)u = (m?—n?)u,

implicando pela Proposicao 1 que
A’C’ = 2mn)u e BC = (m2+n?)u,

portanto, o tridngulo A’'BC’ (cf. Figura 10) é pitagérico, e as medidas dos seus lados formam um
terno pitagérico.

Diante da conclusao anterior, observa-se que as medidas dos lados do tridngulo A’BC’ sdo dadas
pelas expressoes de Euclides, e, como tais expressoes fornecem todos os ternos pitagdricos primitivos
(cf. Hefez [4]), consequentemente todos os ternos pitagéricos primitivos podem ser obtidos a partir
do método geométrico apresentado. Sabendo que homotetias podem ser aplicadas a tridngulos
através de construgoes geométricas elementares (cf. Secao 5.4 em Wagner [6]), concluimos que os
ternos pitagoricos secundarios podem ser obtidos aplicando homotetias aos tridngulos pitagéricos
construidos ao final dos passos descritos pelo nosso método geométrico.

4. Alguns Exemplos

Para melhor compreensao do método geométrico apresentado, essa se¢ao apresenta dois exemplos
com a construgdo geométrica de ternos pitagéricos, partindo da bisseccdo e da trisseccdo de um
segmento de reta.

Exemplo 1. Construindo um terno pitagérico a partir da bisseccao de um segmento de reta.

Solugao: Conforme os passos do método geométrico descrito na se¢do anterior, procedemos com
a solucao do exemplo.

N

228 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

ot i e Mttt Silva Filho e Bandeira

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

B A

Figura 11: Segmento de reta BA

BA.

2° Passo: Divida BA em 2 (duas) partes iguais e adote a unidade de medida u = %

B u u A

Figura 12: Divisdo do segmento BA

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com
medida AC = u.
C

2u

B A

Figura 13: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o tridngulo retangulo ABC.

C

B A
Figura 14: Tridngulo retangulo ABC

5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

D

B A
Figura 15: Construcao do angulo CBD
-
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6° Passo: Sobre a semirreta ﬁ, marque um ponto A’ ndo pertencente a BA, tal que AA’ = AC.

Figura 16: Construcao do segmento BA’

7° Passo: Partindo do ponto A’, construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertence a semirreta BD.

C/

A?

Figura 17: Tridngulo retangulo A’BC’

Conclusao: As medidas dos lados do tridngulo retdngulo A’BC’ sdo dadas por
BA’ =3u (por construgao), A’'C’=4u e BC’ =5u (cf. Proposicio 1),

que correspondem a um terno pitagérico.
Exemplo 2. Construindo ternos pitagéricos a partir da trisseccdo de um segmento de reta.

Solugao 1: De modo anilogo ao Exemplo 1, seguimos os mesmos passos executados anteriormente.

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

N
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B A

Figura 18: Segmento de reta BA

2° Passo: Divida BA em 3 (trés) partes iguais e adote a unidade de medida u = *BA.

1
3

-+

B u u u A

Figura 19: Divisdo do segmento BA

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com

medida AC = u.
u
3u -1

B A

Figura 20: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o tridngulo retangulo ABC.

B A
Figura 21: Tridngulo retdangulo ABC

5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

Figura 22: Construcio do angulo CBD

6° Passo: Sobre a semirreta ﬁ, marque dois pontos A; e A’ distintos e ndo pertencentes a BA,
tais que AA; = ACe BA; = A A
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4u

Ay A

Figura 23: Construcéo do segmento BA’

7° Passo: Partindo do ponto A’, construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertence & semirreta BD.

C‘)

Figura 24: Tridngulo retangulo A’BC’

Conclusado 1: As medidas dos lados do tridngulo retdngulo A’BC’ sdo dadas por

BA’ = 8u (por construgao), A’C’ =6u e BC’ = 10u (cf. Proposicao 1),

que correspondem a um terno pitagorico.
Solucao 2: Novamente, vamos repetir os mesmos passos usados nas solugoes anteriores.
]

1° Passo: Considere um segmento de reta BA.

B A

Figura 25: Segmento de reta BA
ran
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2° Passo: Divida BA em 3 (trés) partes iguais e adote a unidade de medida u = %ﬁ

-+

B u u u A
Figura 26: Divisao do segmento BA

3° Passo: A partir do ponto A, construa um segmento de reta AC perpendicular a BA e com
medida AC = 2u.

C

B A
Figura 27: Construcdo do segmento AC

4° Passo: Trace o segmento de reta BC, formando o tridngulo retangulo ABC.

C

B A
Figura 28: Tridngulo retangulo ABC

5° Passo: A partir do ponto B, construa um angulo CBD congruente e adjacente ao angulo ABC.

D

Figura 29: Construcio do angulo CBD

i
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6° Passo: Sobre a semirreta ﬁ, marque um ponto A’ ndo pertencente a BA, tal que AA’ = AC.

D

A A

Figura 30: Construcao do segmento BA’

7° Passo: Partindo do ponto A’ construa um segmento A’C’ perpendicular ao segmento BA’,
onde C’ pertenca a semirreta BD.

C?

A7

Figura 31: Tridngulo retangulo A’BC’

Conclusao 2: As medidas dos lados do tridngulo retdngulo A’BC’ sdo dadas por
BA’ =5u (por construgdo), A’C’=12u e BC’ =13u (cf. Proposigio 1),

que correspondem a um terno pitagérico.

N
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Cadeias de Markov: Uma introducao apresentavel ao
ensino médio com aplicacao ao soneto “Amor é fogo que
arde sem se ver”

Alicia Maria do Nascimento Amorim® Anna Karla Barros da Trindade® Francisco de Paula
Santos de Araujo Junior®

Resumo

O presente trabalho tem por objetivo apresentar alguns conceitos e problemas bésicos sobre cadeias
de Markov, bem como os contetddos diretamente ligados a esse tema, mostrando que ele pode
ser explorado desde o ensino médio. Esse tépico acaba sendo uma aplicagao da &dlgebra linear a
probabilidade, por esse motivo ha duas segoes de contetidos preliminares neste artigo que expressam
conceitos sobre matrizes e probabilidade. Para mostrar a interdisciplinaridade que as cadeias de
Markov podem proporcionar, foi feita a anélise do poema “amor é fogo que arde sem se ver” —
assim como fez Andrey A. Markov na obra Fugene Onegin. Procuram-se padroes de vogais e
consoantes, visto que o soneto de Camoes é um marco na literatura portuguesa, assim como a obra
supracitada foi marcante na literatura russa.

Palavras-chave: Cadeias de Markov; Probabilidade; Matrizes; Soneto.

Abstract

The present work aims to present concepts and basic problems about Markov chains, well as the
content directly linked to this topic, showing that this can be explored already in high school. This
topic ends up being an application linear algebra and probability, for this reason there are two
sections of preliminary content in this article that express concepts about matrices and probability.
To show the interdisciplinarity that the Markov chains can provide, the analysis of “love is fire that
burns without seeing” will be made - just as did Andrey A. Markov in the “Eugene Onegin” work.
Search for standards of volwels and consonants, since the sonnet of the Camoes is a landmark in
Portuguese literature, as well as the above-mentioned work was striking in Russian literature.

Keywords: Markov chains; Probability; Matrices; Sonnet.

1. Introdugao

A teoria sobre cadeias de Markov teve inicio em 1883 quando Andrei Andreyevich Markov (1856-
1922), de acordo com Magela (2015), analisou a sequéncia de vogais e consoantes na obra FEugene
Onegin. Durante este processo verificou as probabilidades relativas entre vogais e consoantes. Essa
andlise feita por Markov passou a ser conhecida como cadeias de Markov.

ran
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De acordo com Ramos (2017), uma cadeia de Markov é um processo estocastico (Definigao 2)
no qual a distribuicdo de probabilidade dos passos futuros depende apenas do estado presente.
Através das cadeias de Markov é possivel prever algum evento probabilistico apenas observando o
que ocorre no presente, desconsiderando tudo o que aconteceu nos estados anteriores.

A ideia principal deste trabalho é apresentar os principais elementos tedricos sobre as cadeias de
Markov, exemplificando de maneira acessivel sempre que for possivel. Assim, acredita-se que este
material possa ser trabalhado por professores ja no ensino médio como um complemento do estudo
de matrizes e probabilidade, servindo como forma de facilitar o estudo de probabilidade j& que, por
Magela (2015, p.12), as cadeias de Markov podem ser apresentadas como um método de resolucao
de problemas em diversas areas do conhecimento. Algumas destas areas sao: administracao,
biologia, genética, sociologia, meteorologia e teoria de Jogos.

Segundo o Parametro Curricular Nacional (PCN) referente & matemética no ensino médio: ,

O curriculo do Ensino Médio deve garantir também espaco para que os alunos pos-
sam estender e aprofundar seus conhecimentos sobre numeros e dlgebra, mas nao
1soladamente de outros conceitos, nem em separado dos problemas e da perspectiva
socio-historica que estd na origem desses temas. Estes conteudos estao diretamente
relactonados ao desenvolvimento de habilidades que dizem respeito a resolucdo de
problemas, a apropriacdo da linguagem simbdlica, & validacdo de argumentos, a
descricao de modelos e a capacidade de utilizar a Matemdtica na interpretacdo e
intervengao no real. (MEC, 1999, p.44)

Para auxiliar o entendimento, esse artigo foi dividido em 7 seg¢oes: Introducao; Estudo e conceitos
a respeito de probabilidade, onde se encontram defini¢oes e problemas envolvendo este contetdo;
Matrizes, no qual hd apenas conceitos bédsicos mas necessarios para que o leitor compreenda a
tematica do texto; Cadeias de Markov, em que apresenta-se conceitos e exemplos sobre esse tema;
Cadeias de Markov e o soneto: “Amor é fogo que arde sem se ver”; Trabalhos relacionados, onde
sao citados artigos que tratam do mesmo tema, porém com abordagem diferente; Consideragoes
finais.

Durante a Segao 5, apresenta-se uma recriacao da andlise feita por Markov utilizando um famoso
soneto de Luis Vaz de Camoes.

2. Estudo e conceitos a respeito de probabilidade

Apresenta-se nesta se¢ao a teoria de probabilidade necesséaria apenas para a compreensao do prin-
cipal topico deste artigo, o qual é o objeto de estudo neste trabalho. O leitor interessado em mais
detalhes sobre tal contetido pode recorrer & bibliografia em Lipschutz (1993) ou Julianelli (2009).

Segundo Magela (2015), o estudo de probabilidades comegou a ter destaque no século XVII, através
de debates sobre problemas de jogos de azar entre Blaise Pascal (1623-1662), Pierre de Fermat
(1601-1665) e Antonie Gombaud (1607-1684).

A seguir, veja algumas defini¢des dadas por Lipschutz (1993).

Definicao 2.1. (Espago amostral) Eo conjunto S = {s1,so,...} de todos os resultados possiveis de
um experimento, sendo S = {s1,82,...,8,} se 0 evento possuir um ndmero n (finito) de pontos.

Definicao 2.2. (Ponto amostral) E um resultado particular do espago amostral. Portanto, é um
ponto de S.
-
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Defini¢ao 2.3. (Evento) E um conjunto constituido pelos resultados do espago amostral. Assim
sendo, é um subconjunto de S.

Ha4 trés tipos de eventos: O elementar (ocorre quando o espago amostral possui um tnico elemento
a € S), Evento impossivel (simbolicamente representado por 0) e o evento certo (quando o evento
é constituido do préprio espago amostral S). Sendo A o evento “sair cara na face de cima da
moeda”, se isso ocorrer s vezes dentre um total de n maneiras equiprovdveis — que apresentam a
mesma chance de ocorrer — entao a probabilidade de ocorréncia do evento A é dada por

S
P=P(A)=—. (1)

n
Exemplo 1. Imagine agora o lancamento de um dado comum. Ou seja, considere o experimento
aleatério chamado: resultado obtido com o lancamento de um dado. H& o seguinte conjunto de
resultados possiveis: S = {1,2,3,4,5,6}. A probabilidade de ocorrer o evento “sair 3 na face

superior do dado” é 5

Definigao 1. (Probabilidade Condicional) Considere E um evento qualquer em um espago amostral
S, com P(E) > 0, ou seja, com a probabilidade de ocorrer o evento E maior que zero. A probabi-
lidade de ocorrer um evento A, também pertencente ao espaco amostral S, uma vez que E tenha
ocorrido é dada por
P(ANE
P(A[E) = P(ANE)
P(E)

Observe agora um importante teorema, cuja demonstracao é consequéncia da definicao de proba-
bilidade condicional, em que se consideram os eventos A e E de um espaco amostral S.

P(ANE
Teorema 1. (Multiplicagao para Probabilidade Condicional) Dada a igualdade P(A|E) = ﬁ,

que define a probabilidade condicional de A dado E, entao, P(EN A) = P(E) - P(A|E).

Definicao 2. (Processo Estocastico Finito) E uma sequéncia finita de experimentos em que cada
um deles tem um numero finito de resultados com uma certa atribuicao de probabilidade.

Para descrever um processo estocastico e calcular a probabilidade de qualquer evento, é muito
simples e 1til a utilizagao do diagrama de arvore que, como o préprio nome ja diz, assemelha-se
aos galhos de uma arvore. Cada um desses “galhos” traz consigo a probabilidade de determinado
evento ocorrer. Veja no exemplo a seguir.

Exemplo 2. (NOGUEIRA, 2009) Uma seguradora possui trés tipos de seguros (A, B, C) para
automdéveis no primeiro momento de vendas. As probabilidades de escolha desses pacotes sao 50%
para a opgao A, 30% para a opcao B e 20% para a opgao C, sendo obrigatério que o cliente use
o mesmo tipo de seguro por pelo ou menos um més. Apds o primeiro més de contrato foram
constatadas as seguintes informacoes:

e Das pessoas que escolheram a opgéo A, 10% migram para a opgao B e 20% para a opcao C;

e Das pessoas que escolheram a opc¢ao B, 40% migram para A e 10% para a opgao C;

e Das pessoas que escolheram a opcao C, 10% migram para a opgao A e 10% para a op¢ao B.

Se essa mesma seguradora quer saber qual a probabilidade de um cliente, ap6s o primeiro més, ter
escolhido as opcoes de seguro A, B e C, o que deve ser feito?

" sBm
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Devemos seguir as informagoes dadas no problema. Assim, perceberemos que se, inicialmente, um
cliente escolheu a opgao A (que possui 50% de chance de escolha em um primeiro momento), apds
um més ha 10% de chances de ele migrar para o tipo de seguro B e 20% de chance de migrar para
o seguro C restando 100% — (10% + 20%) = 70% de chance de permanecer usufruindo do seguro A.
Veja abaixo, no diagrama de arvore da Figura 1.

Figura 1: Diagrama de arvore do seguro A.

Dai, utilizando a definicao de probabilidade condicional, ao observar os clientes que escolheram o

tipo de seguro A, notamos que apds o primeiro més 100°100 = 35% continuam com o seguro A,
10 50 20
100" 100 = 5% passam a usar o seguro B e 100°100 = 10% migram para o tipo C.

Seguindo a mesma légica acima para os clientes que escolheram inicialmente B (que possui 30%
de chance de escolha em um primeiro momento) e C (que possui 20% de chance de escolha em um
primeiro momento), obtemos que hé, respectivamente:

° %% =15% de chanciode ?())Ocliente permanecer usando o seguro B, %% = 12% mudam
par;oo t2igo de seguro A e 100°100 = 3% escolhem C; i

. 100°100 16% de chancleodeQ(()) cliente permanecer usando o seguro C, 100°100 2% mudam
para o tipo de seguro A e 100" 100 = 2% escolhem C.

Observe agora a partir dos diagramas da Figura 2 como foi indicada cada probabilidade.

A A
V "/
B2, B c %, B
0,1 0,8

C C

Figura 2: Diagramas de arvore dos seguros B e C.

Assim, ap6s um més, as probabilidades de escolha de A, B e C s@o a soma de cada uma delas
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dadas acima, ou seja:
P(A) = 0,5%x0,7+0,3x0,4+0,2%x0,1=35%+12% + 2% = 0,49 = 49%;
P(B) = 0,3x0,5+0,5x0,1+0,2x0,1=5%+15%+2% =0,22 = 22%;
P(C) = 0,2x0,8+0,3x0,1+0,5%0,2=16%+10% +3% = 0,29 = 29%.

Podemos, ainda, representar essas probabilidades de transicao entre os tipos de seguro conforme
consta no Grafo 1 e na Tabela 1.

Grafo 1: Probabilidades de transicao entre os tipos de seguro.

A[B]|C

A|0,7]0,1]0,2
B|0,4/0,5]0,1
Cl0,1]0,1]0,8

Tabela 1: Probabilidades de transigao entre os tipos de seguro.

Definicao 3. (Vetor de Probabilidade) Considere o vetor u = (uy,us,...,u,). Diz-se que u é um
vetor de probabilidade se suas componentes u; sao nao negativas e, quando somadas, resultam em
1.

3. Matrizes

Segundo Medeiros (2017), ha aproximadamente 150 anos os matematicos Joseph Sylvester e Arthur
Cayley foram os precursores do estudo de matrizes, cabendo ao segundo maior aprofundamento
em relagao as demonstragoes e aplicabilidades quanto a mesma.

As aplicacgbes de matrizes envolvem varias ciéncias; a Matematica é apenas uma delas. Economia
e Estatistica a utilizam muito por sua capacidade de armazenar dados. Alguns exemplos do uso
de matrizes em diversas atividades humanas sao computagao grafica, jogos eletronicos, sistema de
rede elétrica, previsoes climdticas, armazenamento de informacoes, confecgoes de tabelas (como as
tabelas de dupla entrada muito utilizadas para calcular a probabilidade de determinado evento),
entre outros.

Definigao 4. (Matriz) Uma matriz, representada arbitrariamente pela letra maitscula A e generi-
camente por Apx, ou A = [aij]mxn € um retdngulo formados pelos elementos a;j, como se pode
ver abaixo

a1l a12 a13 a1n
ag1 a2  agy a2n

A = . 9
aml am2 am3 *tt Amn

sendo composto por m-n-uplas horizontais chamadas de linhas, e m-n-uplas verticais denominadas
colunas.

" sBm
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Defini¢ao 5. (Matriz quadrada) E toda matriz M tal que o ntmero de colunas é igual ao niimero
de linhas.

Definicao 6. (Matriz estocastica) E uma matriz quadrada M tal que cada uma de suas linhas é um
vetor de probabilidade, ou seja, a soma dos elementos da i-ésima linha é sempre igual a 1 e todos
0s seus componentes sao0 nao negativos.

Se todas as entradas de alguma poténcia M" sao positivas e nao nulas, diz-se que M é uma matriz
estocastica regular.

Teorema 2. O produto de duas matrizes estocdsticas é uma matriz estocdstica.

A demonstragao nao serd feita por nao ser o objetivo do trabalho. Mas, temos como consequéncia

do Teorema 2 que se A é uma matriz estocastica, entao, para todon e N, A* = A-A-...-Aé
—_———

n vezes
uma matriz estocastica.

4. Cadeias de Markov

Ressalta-se que Andrei Andreyevich Markov, matematico russo e amante da poesia, é especialmente
lembrado pelos seus estudos sobre cadeias de Markov. Essa teoria tem a capacidade de interligar
probabilidade a matrizes, dando uma aplicacao direta para esse segundo caso. A mesma surgiu
durante a andlise, feita por Markov, das alteracoes de vogais e consoantes do romance FEugene
Onegin, escrito em forma de poema por Alexander Pushkin.

Esse romance foi considerado por muitos russos, inclusive Dostoievski, uma obra de arte de forga
criadora, o inicio da grandeza da lingua russa. Entao, neste artigo foi selecionada para fazer uma
recriacao simplificada da andlise feita por Markov uma das mais conhecidas obras de Luis Vaz de
Camoes, um dos autores mais importantes da lingua portuguesa, o soneto “Amor é fogo que arde
sem se ver”.

Veja a seguir as definigoes pautadas em Costa (2017) e Lipschutz (1993).

Definigao 7. (Cadeia de Markov) Considere uma sequéncia de experimentos cujos resultados que
possuem uma certa atribuicao de probabilidade sao x1,xs,.... Diz-se que esse processo estocéastico
é uma Cadeia de Markov finita, se cada x;, i € N, satisfaz as propriedades a seguir:

(I) Cada x; pertence a um conjunto finito de resultados, {s1,s2,83,...,sn}, denominado espago
dos estados do sistema;

(IT) O resultado de qualquer experimento depende no maximo do resultado do experimento ime-
diatamente anterior, independentemente de qualquer resultado anterior a esse.

Em suma, uma cadeia de Markov é um processo estocéstico, no qual a distribuicao de probabili-
dade dos passos futuros depende apenas do estado presente. Uma definicao mais formal pode ser
encontrada em Oliveira (2017).

Diz-se que o sistema encontra-se no estado s; no instante m se o resultado da m-ésima tentativa é

Sy.

N
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Cada par de estados (s;, sj) estd associado & probabilidade condicional P;; de que s; ocorre imedi-
atamente apds s;, ou seja, Pj; é a probabilidade de o sistema passar do estado s; para o estado s;
em apenas uma etapa.

As probabilidades Pj;, chamadas de probabilidade de transi¢ao homogéneas — pois nao dependem
do tempo — podem ser dispostas em uma matriz quadrada de ordem m (m linhas e m colunas).
Essa matriz chama-se matriz de transigao e segue representada abaixo.

Pyy Py Pz -+ Pim

Py1 Poy Poz -+ Py
P= . ) ) . .

Pml Pm2 PmS e Pmm

Cada linha da matriz acima é denominada Vetor de Probabilidade, onde cada estado s; corresponde
a i-ésima linha, (P, Pj2, -, Pim), de P que representa as probabilidades de transicao entre os
estados num intervalo de tempo discreto, e

Pi1: representa a probabilidade de transicao do estado i para o estado 1;

Pis: representa a probabilidade de transicao do estado i para o estado 2.

E assim por diante. Essa matriz é sempre quadrada, pois, se o espago de estados do sistema possui
3 elementos, teremos que indicar a probabilidade de o estado 1 se manter no estado 1, e de esse
mesmo estado passar para o estado 2 e 3. Analogamente, os estados 2 e 3 devem passar pelo
mesmo processo, o que fard a matriz ser sempre quadrada, pois terd 3 X 3 = 9 elementos.

Teorema 3. A matriz de transicao P da cadeia de Markov é uma matriz estocdstica.

Demonstra¢do. Por definigdo, a matriz de transi¢do é uma matriz quadrada de ordem m. Além
disso, cada linha é um vetor de probabilidade. Consequentemente, a soma Pj; + Pio + -+ - + Py
é igual a 1. O que caracteriza a matriz de transicao P da cadeia de Markov como uma matriz
estocéstica. O

Para exemplificar, veja agora um problema adaptado de Lipschutz (1993).

Exemplo 3. Joao vai diariamente para o trabalho de carro ou 6nibus. Ele, porém, nunca utiliza
o onibus por dois dias seguidos. Mas, se vai de carro para o trabalho, é tao provavel que véa de
transporte publico quanto no seu carro no dia seguinte.

Nesse exemplo, note que o espago de estados do sistema é o conjunto {C (carro), O (dnibus)}.
Além disso, esse processo possui a propriedade markoviana, ou seja, é uma cadeia de Markov
pois o transporte que Joao usarad no dia seguinte sé depende do que ele usou no dia imediatamente
anterior. Assim, as probabilidades de ele ir de carro ou 6nibus ao trabalho podem ser representadas
pela Tabela 2, de duas entradas.

O] C
ol 0| 1
Cl0,5]05

Tabela 2: Probabilidades de transicao entre os tipos de transporte.

E a matriz de transigao da cadeia de Markov é
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0 1
0,5 0,5 |

A primeira linha da matriz contém as probabilidades Poo € Poc. A primeira referente & proba-
bilidade de ele tomar 6nibus, tendo usado esse transporte para ir ao trabalho no dia anterior. A
segunda refere-se a probabilidade de ir de carro ao trabalho tendo ido de 6nibus no dia anterior.

Considerando um experimento que possui a propriedade markoviana, em que as observagoes ou
tentativas sao representadas por meio de distribuicoes das probabilidades dos estados, diz-se que
uma cadeia de Markov é regular quando, para qualquer poténcia da sua matriz de transigao, as
probabilidades de transigao (seus elementos) sdo estritamente positivos.

Considere uma matriz P de transicao da cadeia de Markov.
Teorema 4. A matriz de transicdo em n etapas € igual & n-ésima poténcia de P, ou seja, P™ =P,

Teorema 5. Se p = (py,Pa;---,Dy) € a distribuicdo de probabilidade do sistema em algum instante

arbitrdrio, entdo, p- P € a distribuicao de probabilidade do sistema na etapa sequinte e p-P" € a
distribuicdo de probabilidade do sistema apds n etapas sequintes. Ou seja,

pW = p@ . p p@ —p . p ) Z O pn

Exemplo 4. Voltemos para o Exemplo 2. Note que, devido a cada tipo de seguro adquirido depender
apenas do que foi escolhido anteriormente, esse processo de escolha é uma cadeia de Markov. Pode,
portanto, ter suas distribuigdes de probabilidade dispostas em uma matriz de transicao.

Imagine agora que a seguradora quer saber a probabilidade de escolha dos clientes para cada
um dos seguros A, B e C apds 4 meses. Para tal deverfamos fazer o mesmo processo realizado
anteriormente, mais trés vezes, certo? Além de cansativo, é um processo demorado, porém pode
ser facilitado usando a teoria sobre cadeias de Markov. Para isso foram apresentados os teoremas
supracitados, que nao foram demonstrados por nao ser esse o objetivo deste trabalho.

Entéo, como p® = (0,5,0,3,0,2), sendo p'? a distribuicao inicial dos seguros A, B e C respecti-
vamente, e a matriz de transicao da cadeia de Markov desse dada por

0,7 0,1 0,2
P=|04 05 0,1
0,1 0,1 0,8

)

Apoés 4 meses, a probabilidade de escolha de cada seguro é dada por

4

) )

) )

p@ = p@pt=105 03 02].

o O O

7
4
1

coo
A
coo
o~ N

)

0,43 0,1624 0,4076
[ 0,5 0,3 0,2 ].] 0,4564 0,188 10,3556 | =[ 0,412 0,17008 0,41792 |.
0,3004 0,1624 0,5372

) )

Portanto, a probabilidade de escolha dos pacotes de seguro A, B e C apds o quarto momento é
respectivamente 41,2%, 17,008% e 41,792%.

Note que P é uma matriz estocastica e, consequentemente, P" também sera.
R
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Em alguns casos, quando n é muito grande, as linhas da matriz de transicao tendem a se estabi-
lizar. Ou seja, elas convergem para uma certa probabilidade. Uma distribui¢ao de probabilidade
deste tipo é conhecida como medida invariante e pode ser visto no Exemplo 2.1 em Souza Junior
(2016). Tal conceito é fundamental para a realizagdo de previsoes a longo prazo sobre o processo
markoviano.

Exemplo 5. (COSTA, 2017) Toda quarta-feira & noite, Mikael assiste jogo do campeonato brasileiro
de futebol da série A ou vai ao cinema, de modo que ele nunca assiste futebol duas quartas seguidas.
Entretanto, se ele decidir ir nessa quarta ao cinema, a probabilidade de ir novamente ao cinema
na préxima quarta é de 1/3.

i. Esse processo de escolha, por depender apenas do local que Mikael fez na quarta-feira ime-
diatamente anterior, é caracterizado como uma cadeia de Markov onde o espaco dos estados
do sistema é representado pelo conjunto {C (Mikael ir ao cinema), F (Mikael assistir jogo de
futebol)}. Desse modo, a Tabela 3 que representa as probabilidades de transi¢ao assim como a
matriz de transicao P dada abaixo.

P:[ 1/3 2/3}

10

C[F
Cl1/3]2/3
F[ 10

Tabela 3: Probabilidades de transigao.

ii. Podemos afirmar que a cadeia de Markov é regular, pois sao positivos todos os elementos da
matriz de transicao. Ou seja, qualquer poténcia de P possui elementos positivos.

iii. Utilizando o Teorema 5 podemos descobrir, apds 3 quartas-feiras, qual a probabilidade de Mikael
estar assistindo futebol ou estar no cinema.
11
Note que p? = (5, 5), ou seja, a distribuigao de probabilidade do sistema no instante inicial
é 50% para cada estado. Como queremos saber a probabilidade apés 3 quartas-feiras, devemos
encontrar p® = p(©® P3  onde P? é o produto da matriz estocdstica P por ela mesma trés vezes.
Assim, obtemos:

(3

. 1/3 2/3 13/27 14/27]

3
[1/2 1/2].[ 52 ] [ 1)2 1/2].[ o
[ 17/27 10/27 | =] 0,6296 0,3704 |.

Portanto, apGs 3 quartas-feiras, a probabilidade de Mikael estar assistindo futebol é de 62,96%,
enquanto a probabilidade de ele estar no cinema é de 37,04%.

5. Cadeias de Markov e o soneto: “Amor é fogo que arde sem se ver”

Um poema é um género textual dividido em estrofes e versos. E uma obra literaria que pertence ao
género da poesia. Esse tipo textual é fortemente ligado a musica, arte e beleza. Ja o soneto é um
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poema, porém apresenta-se de forma fixa, composta por quatro estrofes, sendo as duas primeiras
com 4 versos (quartetos) e as duas ultimas com 3 versos (tercetos).

Analisa-se o seguinte soneto de Luis Vaz de Camoes (1524-1580):

Amor é fogo que arde sem se ver

Amor é fogo que arde sem se ver,
é ferida que doi e nao se sente;
é um contentamento descontente,
¢é dor que desatina sem doer.

E um ndo querer mais que bem querer;
é um andar solitario entre a gente;
é nunca contentar-se de contente;

é um cuidar que se ganha em se perder.

E querer estar preso por vontade;
é servir a quem vence, o vencedor;

7

é ter com quem nos mata lealdade.

Mas como causar pode seu favor
nos coragoes humanos amizade,
se tao contrario a si é o mesmo amor?

CAMOES, Luis de. Lirica.
Sao Paulo, Edusp, 1982.

Dada uma letra qualquer no texto, verificaremos qual a probabilidade de a letra seguinte ser vogal
ou consoante. Isso s6 dependerd da definigao dessa letra, ou seja, vai depender se ela é vogal ou
consoante, nao importando as letras anteriores a ela. Tal processo estocéstico é, entao, uma cadeia
de Markov.

Para encontrar tal probabilidade foram seguidos os seguintes passos:

Unem-se todos os versos e pardgrafos do texto, ignorando os espagos entre palavras e pon-
tuagoes. Observe abaixo.

Amorefogoqueardesemsevereferidaquedoienaosesenteeumcontentamento descontenteedorquedesati-
nasemdoerEumnaoquerermaisquebemquerere umandarsolitarioentreagenteenuncacontentarsedecon-
tenteeumcuidar queseganhaemseperderEquererestarpresoporvontadeeserviraquemvence ovencedo-
retercomquemnosmatalealdadeMascomocausarpodeseufavornoscoracoeshumanos amizadesetaocon-
trarioasieomesmoamor

Contamos o numero de vogal seguida de vogal; o nimero de vogal seguida de consoante; o
numero de consoante seguida de consoante; e o nimero de consoante seguida por vogal.

Apés a contagem verificou-se que hd um total de 366 letras nesse soneto, sendo 177 vogais e 189
consoantes. Além disso, ha 42 vogais seguidas de vogal, 135 vogais seguida de consoante, 54 conso-
antes seguidas de consoante e 135 consoantes seguidas por vogal. Conseguimos a probabilidade de

N
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cada estado através da definicdo de probabilidade e das informacoes sobre a quantidade de letras
presentes. Ou seja,

42 135 135 54

e -_".p =" eP _
T77 Ve = Tt oy e Pcc

Pyy = Sl
ViV 189 189

Representamos na Tabela 4 de duas entradas as probabilidades de transigao desse sistema que tem
como espago de estados o conjunto {V (vogal), C (consoante)}.

V C
V 0,237 [ 0,763
C 10,286 | 0,714

Tabela 4: Probabilidades de transicao

Essa tabela também pode ser representada pela matriz de transicao P, vista no inicio desta secao.
Assim terd a seguinte representacio:

0,237 0,763
[ 0,286 0,714 ] '

A probabilidade de distribuicéio do sistema no instante inicial é dada pelo vetor p(® = (0, 4836; 0, 5164)

onde foram tomadas as taxas de vogais e consoantes presentes em todo o soneto. Assim, se quiser-

mos saber a distribuicao de probabilidade do sistema na préximo etapa, ou seja, a probabilidade de

a préxima letra ser uma vogal ou consoante, é sé resolver a multiplicacio de matrizes p(* = p(© P.

Entao teremos o seguinte resultado:

0,237 0,763

1 — L0 p_
pM = pOP=104836 075164]'[0,286 0,714

] = [ 0,2623036 0, 7376964 ] .

Portanto, a probabilidade de a préxima letra do poema ser uma vogal é de 26,23036% e ser
consoante é de 73,76964%. E temos, entao, mais uma aplicagao das cadeias de Markov mostrando
a interdisciplinaridade fornecida por esse contetido, nesse caso voltada para a area de linguistica.

Além dessa, ha muitas outras aplicagoes desse ramo da matematica. A segao seguinte traz algumas
delas.

6. Trabalhos Relacionados

Ao fazer uma pesquisa utilizando o Google vocé ja percebeu que ele apresenta no topo as
paginas da web mais relevantes sobre o assunto pesquisado? O motivo pelo qual isso ocorre é a
existéncia de um algoritmo chamado Page Rank. Ele é mais uma aplicagao das cadeias de Markov.
Podemos encontrar mais detalhes sobre ele na dissertagdo de Magela (2015). Além desta, hd a
dissertagdo de mestrado em estatistica de Mariana Pereira de Melo (IME/USP), 2009, sob titulo
“Ordenagao das paginas do Google - Page Rank”, que descreve com detalhes o algoritmo de busca.

Um trabalho também interessante sobre essa Teoria, que pode atrair a atencao dos alunos, é o
de Sousa Junior (2016), que fala sobre o Monopoly, um dos jogos de tabuleiro mais populares
do mundo. Nesse artigo é analisada a dinamica do jogo pelo modelo de uma Cadeia de Markov,
utilizando como objeto de estudo uma versao mais simples do jogo em questdao. Outros artigos
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que podem servir como um complemento deste sdao Cadeias de Markov: Uma aula para alunos do
ensino médio, de Rodrigues (2013), Aplicagdes de Cadeias de Markov no Ensino Médio, de Ramos
(2017) e Cadeias de Markov regulares: Uma abordagem para alunos e professores do ensino médio,
de Costa (2017).

7. Consideragoes finais

O artigo apresentado possui como objetivo mostrar aos alunos do ensino médio, de modo
simples e direto, algumas aplicacoes das cadeias de Markov no cotidiano. E possivel, ainda, ver
neste trabalho a interagao entre matrizes e probabilidade.

Apresentar cadeias de Markov pode causar um impacto positivo na aprendizagem dos alunos, e na
préatica de ensino do professor, pelo fato de revisar de forma enfdtica probabilidade e apresentar
uma utilizagdo de matrizes, mostrando que esse ultimo nao é apenas um conteido puramente
tedrico.

Portanto, visto como este surgiu, e a reconstituicao do seu surgimento na Secao 5 através da
andlise feita no famoso soneto “Amor é fogo que arde sem se ver”, de Luis Vaz de Camdes, fica
claro que o mesmo abrange areas diversas do conhecimento que possuem uma certa atribuicao de
probabilidade, cujos eventos futuros dependem apenas do evento imediatamente anterior. Pen-
sando nisso, uma sugestao de um possivel trabalho apds a exposicao desse tema seria propor aos
alunos a andlise de textos ou obras literarias. Isso podera proporcionar o trabalho conjunto entre
os professores de portugués e matematica, sendo o primeiro responsavel por indicar as obras para
leitura e o segundo pela orientacao da andlise probabilistica dessas.

Poderiamos realizar o trabalho supracitado através de oficinas. Entao, como um trabalho fu-
turo, poderiamos verificar com um pré-teste e um pos-teste se houve uma melhora no ensino de
probabilidade e matrizes apds essas oficinas, e apresentar o resultado de tal pesquisa em um artigo.
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Modelos populacionais e censo no ensino médio

José Rafael Santos Furlanetto® Ligia Liani Barz®

Resumo

Este trabalho tem como objetivos oferecer uma proposta alternativa de ensino de conteudos de
matematica do ensino médio relacionando-os com temas atuais, e mostrar a importancia de manter
ou atingir um nivel de exceléncia nos cursos de formagao de Licenciados em Matematica. Para isso,
como 2020 é um ano bastante importante para o Brasil, pois sera realizado o censo demografico da
populacdo brasileira, escolhemos trés modelos de crescimento populacional, para fazer um estudo
comparativo com os dados oficiais do IBGE. Como os modelos envolvem teoria de equagoes dife-
renciais ordindrias do ensino superior, foram discretizados pelo Método de Euler, estabelecendo,
dessa forma, uma ligacao com os contetidos do ensino médio.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Ordinarias; Método de Euler; Modelos Populacionais; En-
sino de matemadtica.

Abstract

This work aims to offer an alternative proposal for teaching high school mathematics content
relating them to current topics and to show the importance of maintaining or achieve a level
of excellence in the training courses of Graduates in Mathematics. For this, as 2020 is a very
important year for Brazil because the demographic census of the Brazilian population will be
carried out, we chose three models of population growth to make a comparative study with the
official data from IBGE. As the models involve theory of ordinary differential equations in higher
education, they were discretized by the Euler Method, thus establishing a connection with the
contents of high school.

Keywords: Ordinary Differential Equations, Euler “s Method; Population Models; Mathematics
Teaching.

1. Introdugao

Entre agosto e outubro de 2020 ocorrerd mais uma vez a coleta de dados populacionais do Brasil
referentes ao censo organizado pelo IBGE. Portanto, julgamos ocasional propor através deste
trabalho uma atividade didatica na qual o professor possa estimar a populagao brasileira com seus
alunos, bem como gerar a oportunidade para que se discutam itens como a precisao de modelos
cientificos, como ¢ feita a estimativa oficial dada pelo IBGE, o alcance e o que realmente é ciéncia,
e, claro, proporcionar a chance de que o professor contextualize e aprimore o entendimento dos
conceitos matematicos envolvidos no processo. Para isso, escolhemos trés modelos populacionais
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amplamente conhecidos e, de certo modo, um tanto simplificados também, em comparacdo ao
método oficial adotado.

O primeiro modelo tratado foi o Exponencial, seguido do modelo Logistico e, por fim, o modelo de
Gompertz, que matematicamente sdo descritos pelas Equagdes Diferenciais Ordindrias,

dP
E ial: — =rP
xponencia e
dP P
Logistico: —=r(l-=]|P
ogistico el ( K)
dP K
Gompertz: P rPln (F)

Discretizamos cada uma delas pelo Método de Euler, e utilizamos os dados populacionais brasileiros
dados na Tabela la para gerar os respectivos fatores r’s de cada periodo que surgem nas expressoes
desses modelos e estao ligados a taxa de crescimento da populacao brasileira. Com as tabelas desses
fatores de cada modelo, calculamos valores médios para r através de médias aritmética e harmonica,
e adotamos tais valores para estimar a populagao brasileira de 2020, 2030, 2040, 2050 e 2060, que
é até onde vai a estimativa oficial do IBGE conforme a Tabela 1b.

Este é um trabalho voltado ao professor e, portanto, cabe a ele moldar o que considerar necessario
a atividade didatica que serd exposta aqui nas proximas paginas. Daremos sugestoes sobre como
implementéa-la em sala de aula, mas sabemos que apenas o professor conhece a sua turma. Desse
modo, estimulamos fortemente que outras formas de aplicar sejam pensadas.

Sendo assim, o trabalho esta dividido da seguinte forma. Inicialmente falamos um pouco sobre o
Censo que ird ocorrer neste ano de 2020. Trata-se de uma segao apenas ilustrativa, e se houver a
necessidade de informagoes mais profundas, entao, o préprio website do IBGE pode ser acessado
e deverd bastar. Na segunda parte expomos a matemaética utilizada na atividade, desde o método
de Euler, passando pelos modelos escolhidos até a compilacao dos dados em tabelas e figuras.
Na parte final, além de concluirmos a proposta de atividade didéatica, discutimos e propomos
reflexoes sobre temas associados como modelos cientificos e seu alcance, a necessidade da formagao
sélida em matematica avangada para alunos da Licenciatura em Matematica e passos adicionais
no aprimoramento da atividade em si.

1.1. Censo Brasileiro

Como jé citado anteriormente, em 2020 ocorre mais uma contagem da populacdo brasileira. Na
realidade tal processo ji comecou e trata-se de algo de suma importancia para o pais, uma vez que
a precisao desses dados fornece parametros sélidos para tomadas de decisoes em politicas publicas
e demais investimentos tanto privados como por parte dos governos municipais, estaduais e federal.

Como cita o proprio website do IBGE, o recenseamento é constituido de multiplas etapas, o que
deixa a mostra a complexidade do processo, com algumas delas acontecendo desde o ano de 2018.
As etapas sdo:

e Discussao interna.

e Consulta publica.

e Consulta a usudrios.

e Consulta & Comissao Consultiva.

N
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e Testes de questionario.

e Teste de preenchimento pela internet.
e Primeira Prova Piloto.

e Segunda Prova Piloto.

e Censo Experimental.

e Censo Demografico 2020.

e Divulgacao dos Resultados.

E apenas na etapa Censo Demografico 2020 que a populagao, de um modo geral tem contato com
os recenseadores, etapa essa prevista para ocorrer entre Agosto e Outubro de 2020. As demais sao
preparatérias e/ou de teste com pequenas parcelas da populagao. Para saber mais, visite o website
do IBGE [7].

As Tabelas 1a e 1b contém informagoes de censos demograficos da populagao brasileira obtidos do
website do IBGE, cujos dados foram usados para comparar com os resultados dos modelos propostos
neste trabalho. A primeira refere-se aos censos demograficos de 1872 a 2010, e a segunda, trata de
estimativas realizadas pelo IBGE no periodo de 2020 a 2060.

h Ano Populagao

1872 9.930.478
18 1890 14.333.915
10 1900 17.438.434
20 1920 30.635.605
20 1940 41.236.315
10 1950 51.944.397
10 1960  70.992.343

h  Ano Populagio
10 2020 211.755.692
10 2030 224.868.462
10 2040 231.919.922
o 1070 sase s I 2050 28203270
10 1980 121.150.573 —

11 1991 146.917.459 (b)
9 2000 169.590.693
10 2010 190.755.799

(a)

Tabela 1: (a) Censo demografico da populagdo brasileira. (b) Estimativas do IBGE para a po-
pulacao brasileira. Fonte: IBGE

2. Estimando a populagao brasileira
2.1. O Método de Euler

H& uma razao bastante relevante para fazermos uma abordagem discreta desses modelos de cres-
cimento populacional: o fato de que temos dados disponiveis de recenseamento em intervalos de
alguns anos, como pode ser visto na Tabela la. Dessa forma, podemos descrever o tamanho
da populagao por uma sequéncia {P,} com Py denotando a populacao inicial, P; o tamanho da
populacao depois de um tempo t; e assim por diante.
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O método de Euler (ou método da reta tangente) é o mais antigo e mais simples dentre os métodos
numéricos que visam aproximar a solugdo de uma dada Equacao Diferencial Ordinédria em deter-
minados pontos-chave de interesse no seu dominio de funcionamento.

Resumidamente, ele pode ser descrito a partir da EDO

y =f(ty) (1)
com uma aproximagao da derivada y’ por
Y (tns1) —y (n)
tne1 —tn
e subsequente substitui¢do na Equagao (1), gerando

y (tn+1) -y (tn)

=1 (tn,y (tn)),
—— (tn,y (tn))

onde t, e ty41 s@o pontos determinados no dominio de atuacao da equacao diferencial. Assim,
fazendo y(t,) =y, obtemos

Yot1 = Yo + (ngr —tn) - £ (tn, ) -

Chamando o tamanho do passo no dominio entre os pontos-chave, de hy, temos
hy =the — tn,
e obtemos o formato final usado neste texto:

Yn+1 = Yn + hn -f (tl’layn) . (2)

Para uma descrigao suficientemente adequada desse método, sugerimos o Capitulo 8 da referéncia

[2].

2.2. Modelos Exponencial e Logistico

O modelo de crescimento exponencial comeca com a hipdtese de que

% =1P
{ P(0) = P, 3)

onde P representa o tamanho de uma populacao no tempo t, Py é a populacao inicial, e a constante
r representa a velocidade especifica de crescimento, quando r > 0, ou decrescimento, quando r < 0.
Em outras palavras, r = a—p representa a taxa liquida da populagao definida como a diferenga entre
as taxas de nascimento a e 6bito 8, com a e B constantes. O valor de r é, em geral, calculado para
que as taxas de crescimento sejam comparadas em diferentes perfodos de tempo (anos, décadas
etc.).

A Solucao Geral do modelo exponencial é dada por
P(t) = Pye™. (4)

Neste modelo, a suposicao de que a populagao aumenta a uma taxa proporcional ao nimero dessa
populagao em cada instante de tempo (3) implica que a popula¢do aumenta exponencialmente com

N
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|\

Figura 1: Esbogo da Solugdo Geral da equagdo exponencial para r > 0.

o tempo (4), como mostrado na Figura 1. Ou seja, o modelo prevé um crescimento ilimitado da
populagao se r > 0, a extingao se r < 0 ou nenhuma alteragao se r = 0.

Uma das primeiras tentativas de se modelar matematicamente o crescimento da populagao humana
foi feita pelo socidlogo e economista inglés Thomas Robert Malthus (1766-1834) e por esta razao
o modelo exponencial também é conhecido como modelo de Malthus. Seu primeiro artigo sobre
populagoes, intitulado An FEssay on the Principle of Population [9], é de 1798, e foi publicado
anonimamente. Em 1807, o artigo [9] é novamente publicado, com Malthus assumindo a autoria.

Esse modelo é simples mas falha ao desconsiderar outros fatores que podem influenciar o cresci-
mento ou o decrescimento da populagdo humana, tais como limitagoes de espaco e suprimento de
alimentos, doencas, imigragao e emigracao. No entanto, ele foi razoavelmente preciso na previsao
da populagao dos Estados Unidos durante os anos de 1790 a 1890 [10]. Esse modelo funciona bem
para modelar o crescimento de populagoes de bactérias em uma placa de laboratério, e um 6timo
exemplo de aplicacao em sala de aula é o trabalho [4].

Uma vez que tais limitagoes ocorrem, pode-se pensar em um modelo que nao considera um cres-
cimento exponencial indefinidamente. A versao mais simples é obtida quando a constante r é
substituida por uma fungao f(P) que dependa do tamanho da populagao

dpP

— ={(P)P. 5

=) o)
A escolha de f(P) é feita de modo que f(P) ~ r > 0 quando a populagao for pequena, que decresca
com o crescimento de P, e que seja negativa quando a populagdo for suficientemente grande. A
forma matematica mais simples com essas caracteristicas é a fungao linear

f(P)=r—-aP, (6)

sendo a uma constante positiva. Substituindo a Equacao (6) na Equagao (5) e com alguma mani-
pulacao algébrica, obtemos

dt

P(0) = Py (7)
onde K = 1 > 0 é denominada capacidade de carga da populagao, e representa o tamanho da
populagao que pode ser suportado pelos recursos disponiveis. A EDO em (7) é conhecida como
equagao Logistica ou equagao de Verhulst. Foi em 1838 que o mateméatico belga Pierre-Francois
Verhulst (1804-1849) introduziu a Equagao (7) como modelo de crescimento da populagdo humana
[11].

(Fsru-pr
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A Solugao Geral do modelo de Verhulst (7) é
Pg

Po _Poort
T +(1 K)e

P(t) = (8)

e podemos visualizar o comportamento dessa familia de solugoes na Figura 2 nos intervalos onde
0<Py<¥ & <Py<KePy>K

t

Figura 2: Esbogo da Solucao Geral da equacao logistica.

Esse comportamento esta de acordo com o comportamento observado de muitas populagoes. Dessa
forma, tal modelo de crescimento populacional com recursos limitados serve de base para muitos
modelos em ecologia.

2.2.1 Discretizacao da equagao exponencial

Aplicando o modelo de Euler (2) na equagdo diferencial do modelo Exponencial (3), obtemos
P(n+1) =P(n) (1 +hyry), (9)
que pode ser escrita na forma
1 (P(n+1) 1 (10)
h=—|——-1].
h, \ P(n)

Note que aqui adotamos r, em vez de r pois haverd dependéncia do passo n em cada caso. Com
a Equagao (10) e os valores de h e P da Tabela la, calculamos os valores de r,, cujos resultados
encontram-se na Tabela 2 no final desta subse¢do. Usando esse modelo, para fazer uma previsao
do nimero de habitantes que o Brasil terd em 2020, devemos encontrar um valor para r que sirva
para o perfodo de 2010 a 2020. Como nao podemos usar a Equagéo (10), pois ndo sabemos qual
é a populagao em 2020 (é exatamente o que queremos determinar), vamos estimar um valor para
r usando todos os valores anteriormente calculados e lancando mao, aqui e nos demais modelos
tratados, da média aritmética (i) e da média harmonica (ii). Assim,

11

IR
() Tma = S5 = 2278 = 0,0249;

N
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.. _ 11
(i) Twh = 7 = g536e7 = 00223

Usando o valor de hja = 2020 - 2010 = 10 e o modelo Exponencial discretizado (9),
P(12) =P(11) (1 + hyo1), (11)
obtemos as seguintes projecoes da populagao para 2020:

(i) P(12) = 238.253.993 habitantes com a média aritmética,

(ii) P(12) = 233.294.342 habitantes com a média harmonica.
A Tabela 1b com a estimativa do IBGE [7] para 2020 diz-nos que a populagdo deve ser de
211.755.692 habitantes. Vemos, portanto, que o modelo exponencial estd superestimando o cres-

cimento da populagao brasileira. Mais adiante faremos um paralelo percentual entre todos os
modelos em relacao as previsoes oficiais.

2.2.2 Discretizacao da equagao logistica

Aplicando o modelo de Euler (2) na equagao diferencial do modelo Logistico (7), obtemos
P
P(n+1) = P(n) + hyr, (1 (n))P( ) (12)

que, com alguma manipulagao algébrica, é escrita na forma

K P(n+1) ]
hn<KP<n>>( P(n) )

I'n = (13)
Com a Equagao (13) e os valores de h e P da Tabela 1a, calculamos os valores de ry, cujos resultados
encontram-se na Tabela 2. Consideramos, nesse caso, a capacidade de carga K = 235.000.000

habitantes. Estamos supondo que os recursos no Brasil suportam uma populacao até esse valor de
K.

Com esses valores podemos obter uma estimativa da populagdo brasileira em 2020, usando: (i) a
média aritmética dos valores de r, e (ii) a média harmoénica dos valores de r,. Assim,

() Tma = 232 = 0,0376.

Com o modelo Logistico discretizado (12),

P(12) —P(11)+h12r(1%)}>(11), (14)

obtemos as seguintes projecoes da populagao para 2020:

(i) P(12) = 204.259.540 habitantes com a média aritmética,
255 = SBM
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(i) P(12) =203.038.457 habitantes com a média harmonica.

Nesse modelo, com o valor de K usado, o nimero de habitantes fica abaixo da estimativa do
IBGE com ambas as médias. Se mudarmos o valor da capacidade de carga K, por exemplo,
K = 280.000.000, e refizermos todos os calculos acima, obtemos P = 212.826.003 habitantes com a
média aritmética e P = 211.306.017 habitantes com a média harmoénica. Esses valores aproximam-
se mais do valor estimado pelo IBGE. Isso mostra também que tal modelo é bastante sensivel ao
valor de K.

rn, ~ Modelo Exponencial Modelo Logistico

T 0,0246 0,0257
Iy 0,0217 0,0231
I3 0,0378 0,0409
r4 0,0173 0,0199
r5 0,0260 0,0315
re 0,0367 0,0471
- 0,0331 0,0475
rg 0,0282 0,0472
ro 0,0193 0,0399
10 0,0171 0,0457
o 0,0125 0,0448

Tabela 2: Valores de ry,.

2.3. Modelo de Gompertz

Considere a seguinte hipdtese:
“A resisténcia de uma pessoa & morte diminui conforme sua idade aumenta”.

Parece uma suposicao bem aceitavel, nao? Pois foi justamente a partir dela que Benjamin Gom-
pertz (1779-1865), um atudrio inglés, desenvolveu e publicou, em 1825, seu trabalho intitulado
On the Nature of the Function Expressive of the Law of Human Mortality, and on a New Mode
of Determining the Value of Life Contingencies [5] sobre crescimento populacional e mortalidade
humana. Ele realizou esse estudo ante a necessidade de se determinarem valores mais precisos para
os seguros vendidos por sua companhia de seguros.

A expressdao matematica resultante desse trabalho ficou conhecida como “Lei de Gompertz”, e é
dada por

—rt

P (t) = Keln(3)e (15)

onde P é a populacdo no instante t e Py é a populagao inicial. As constantes r e K sao positivas
vinculadas as particularidades da populagao em estudo e ao meio onde a populagao estd inserida.
A Lei de Gompertz surge como solucao do problema de valor inicial

(i)

P(0) = Py (16)
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que, na verdade, trata-se de certo modo de um refinamento do modelo de Malthus (Exponencial).
Ver isso é uma tarefa simples, pois através da mudanca w = In (%) chegamos facilmente a

P’ =-Puw’,

e substituindo na EDO em (16) conclui-se que
W' =-rw,
que é o modelo Exponencial.

Cabe comentar que Gompertz inicialmente “publicou” seu artigo como uma carta pessoal para
Francis Baily e, ao construir sua lei, considerou apenas a mortalidade humana advinda do fator
idade e, por essa razao, é um modelo chamado de dependente da idade (age-dependent model).

Posteriormente, Willian Matthew Makeham (1826-1891) incluiu no modelo de Gompertz fator nao
dependente da idade, incluindo acidentes por exemplo. Dai surgiu entdao um dos mais completos
estudos sobre a mortalidade humana que acabou conhecido como a Lei de Gompertz-Makeham,
que descreve com muita acuracia a mortalidade humana entre as idades de 20 a 80 anos.

O trabalho de Makeham que completou Gompertz foi intitulado On the Law of Mortality and the
Construction of Annuity Tables [6].

Podemos visualizar o comportamento da familia das solugoes da equagao diferencial (16) na Fi-
gura 3.

t

Figura 3: Esboco da Solugao Geral da equacao de Gompertz.

2.3.1 Discretizagao da Equagao de Gompertz

Aplicando o modelo de Euler (2) na equagao diferencial de Gompertz (16), obtemos

P(n+1)=P(n)+h,r,P(n) ln(P( )) (17)
e com manipulagoes algébricas elementares podemos escrever
_ P 1H)-P
_ P+l P )

" h,P ()l (P(n))
257 = SBM
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Assim, com a Equacdo (18) e os valores de h e P da Tabela la, calculamos os valores de r,, cujos
resultados encontram-se na Tabela 3. Note que, aqui e nos outros modelos anteriores, consideramos
a capacidade de carga como sendo K = 235.000.000. Trata-se de uma valor de dificil determinacao,
e adotamos tal valor pois as estimativas da populacao brasileira fornecidas oficialmente pelo IBGE
[7] que estao na Tabela 1b tendem a ter um teto ndo superior a 235.000.000.

Como anteriormente, utilizamos média aritmética e média harmonica para chegar a dois valores
de r, e, entao, estimarmos a populagao brasileira para 2020 e adiante. Assim, com o modelo de
Gompertz discretizado (17),

K
P(12) = P(11) + hyorP(11) 1 19
(12) = P(D) + P s ) (19)
obtemos as seguintes projecoes da populagao para 2020:

(i) P(12) =202.133.586 habitantes com a média aritmética,;
(ii)) P(12) =199.321.631 habitantes com a média harmonica.
As estimativa do IBGE para a populagao brasileira em 2020 é de 211.755.692 individuos. Note que,

assim como o caso Logistico, Gompertz estimou um crescimento mais timido do que as previsoes
oficiais.

Modelo de Gompertz
0,0075
0,0075
0,0140
0,0081
0,0141
0,0228
0,0255
0,0279
0,0253
0,0300
0,0292

— = -
TS © 000Ut s WS

Tabela 3: Valores de r,,.

2.4. Visao geral dos dados

Esta subsecao visa apenas compilar os dados dos trés modelos em um tunico local para facilidade
de analise.

Comegamos com as estimativas populacionais. Note que, semelhantemente ao calculo feito para
estimarmos a populagao em 2020, fizemos os respectivos calculos para 2030, 2040, 2050 e 2060.
Utilizamos, no entanto, em cada modelo, os mesmos valores de r que foram utilizados para calcular
a estimativa 2020.

258 " sBm

sssssssssssssssssssssssssssss



PROFESSOR DE

m

MATEMATICA
Rttt St i s i Furlanetto e Barz
l Modelo Exponencial I Modelo Logistico I Modelo de Gompertz
Ano IBGE ma mh ma mh ma mh

2020 211.755.692  238.253.993  233.294.342  204.259.540 203.038.457  199.426.046  196.887.442
2030  224.868.462  297.579.237  291.384.633  214.305.992  212.482.637  206.558.828  202.256.268
2040 231.919.922 371.676.467 356.363.406 221.401.752  219.445.682  212.365.023  206.932.979
2050  232.933.276  464.223.907  435.832.445  226.218.834  224.413.164  217.051.638  210.988.878
2060  228.286.347  579.815.659  533.023.080 229.397.178  227.870.748  220.809.280 214.493.174

Tabela 4: Estimativas da populacao do IBGE e modelos de 2020 a 2060, com média aritmética
(ma) e com média harménica (mh).

As préximas duas figuras sao gréaficos de pontos traduzindo os valores constantes na Tabela 4.
Separamos em dois gréaficos pois o modelo Exponencial é muito discrepante em relagao aos outros
conforme o tempo passa, e a visualizacao ficaria prejudicada devido ao tamanho.

Inicialmente, na Figura 4, comparamos os dados oficiais com os resultados do Modelo Exponencial.

595.000.000
545.000.000
495.000.000
445.000.000
395.000.000

WIBGE

345.000.000 # M. Exponencial (ma)
M. Exponencial (mh)

Populagao
*

295.000.000 *
245.000.000 *

195.000.000 .
2015 2020 2025 2030 2035 2040 2045 2050 2055 2060 2065

Ano

Figura 4: Estimativas com dados do IBGE e modelo Exponencial.

Para completar os graficos de pontos, na Figura 5 comparamos os dados oficiais com os resultados
dos modelos Logistico e de Gompertz.

235.000.000

™ |
230.000.000 .
225.000.000 L ] :
220.000.000 :
g 215.000.000 mIBGE
% T : > @ M. Logistico (ma)
§ 210.000.000 L) > M. de Gompertz (ma)
> A M. Logistico (mh)
205.000.000 % » M. de Gompertz (mh)
>
200.000.000
>
195.000.000

2015 2020 2025 2030 2035 2040 2045 2050 2055 2060 2065

Ano

Figura 5: Estimativas com dados do IBGE e modelos Logistico e de Gompertz.

E, por fim, adicionamos a Tabela 5 com comparativos percentuais de cada modelo relativamente
as previsoes oficiais. Note que os sinais negativos sao devidos ao fato de que tanto o modelo
Logistico quanto o de Gompertz, em geral, subestimam a populagao, enquanto que o Exponencial
superestima.
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[ Modelo exponencial | Modelo logistico I Modelo de Gompertz
Ano ma (%) mh (%) ma (%) mh (%) ma (%) mh (%)

2020 125 10,2 3,5 4,1 5,8 7,0
2030 32,3 29,6 34 -5,5 8,1 -10,1
2040 60,3 53,7 4,5 5.4 8,4 -10,8
2050 94,3 87,5 2,9 3,7 6,8 9.4
2060 1540 133,5 0,5 0,2 3,3 -6,0

Tabela 5: Diferenca percentual em relacao aos valores do IBGE, com média aritmética (ma) e com
média harmonica (mh).

3. Proposta de atividade e consideragoes

Este contetido como apresentado oportuniza iniimeras possibilidades de atividades com turmas de
Ensino Médio. Uma delas, que nos parece bastante 6bvia e comum e que por isso deve se encaixar
em praticamente toda turma, é a de que o professor separe seus alunos em grupos e distribua
os modelos entre esses grupos. Para esclarecer e facilitar, as atividades podem ser divididas em
etapas.

e Inicialmente pega um trabalho superficial sobre censo onde os grupos deverao buscar e reunir
num unico trabalho geral informagoes sobre cada etapa do censo brasileiro.

e Numa segunda etapa o professor deverd indicar a cada grupo o modo de operar com a res-
pectiva equagao, passando os detalhes matemédticos no bom e velho esquema de giz e saliva, e
instruindo-os como utilizar a calculadora ou o computador. Note que essa é uma parte traba-
lhosa do processo, uma vez que cabe ao professor explicar o respectivo modelo para cada grupo
individualmente. Antes disso, sugerimos que haja uma breve explanagao sobre a origem dessas
férmulas. Neste momento o professor nao precisa (e nem deve) explanar sobre equacoes dife-
renciais mas apenas citar ser esse um conteudo que se aprende 14 nas faculdades de ciéncias
exatas e que ali os modelos ja foram discretizados. Trata-se de uma boa oportunidade para citar
conteidos estatisticos associados as médias e percentuais, probabilidade, graficos de fungdes e ir
além das famosas progressoes aritméticas e geométricas e introduzir outros tipos de sequéncias
numéricas. Isso s6 pra falar das associagoes ébvias.

e A terceira etapa seria a compilagido desses dados em gréficos e tabelas e, embora simples, aqui
pode haver alguma dificuldade se a escola nao prover as ferramentas computacionais necessarias.
Essa etapa é autoexplicativa e requer apenas acompanhamento de perto por parte do professor,
ao contrario da etapa anterior, que requer acompanhamento muito de perto pelo professor.

e A quarta etapa poderia ser a compilagao dos resultados em cartazes e a exposi¢ao dos dados em
algum ambiente com acesso dos demais alunos da escola. Se os resultados forem apresentados
na iminéncia da divulgagao dos dados oficiais, havera, inclusive, um fator motivacional agregado
nessa tarefa o que sabemos facilitar muito o trabalho do educador.

e Na quinta, e opcional, etapa o professor poderia indagar a turma sobre a maneira oficial adotada
pelo IBGE para contar e estimar a populacao brasileira. Trata-se de uma etapa dificil, que
ird requerer um bom estudo adicional por parte do professor para entender e, de certo modo,
dominar o Método das Componentes Demogrdficas (MCD) que pode ser acessado em [8].
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Sabemos, no entanto que, em geral, professores de educacao bésica dispdem de pouco tempo
para si e que essa etapa ¢é de dificil implementagao no que tange tempo, contetdo programético
e interesse dos alunos. Por isso a colocamos como opcional.

Claro, vale lembrar que tudo isso sao apenas sugestoes de como proceder com o contetdo aqui apre-
sentado. Sem sombra de duvidas, o professor é incentivado a implementar esse material alterando
totalmente o plano de acao em sala de aula.

Dando sequéncia as nossas consideracgoes acerca desse tema gostarfamos de falar um pouco sobre
todo o conteido mateméatico que se pode chamar a atencao e destacar nesta atividade. Note
que inicialmente o professor ja comecga citando equagoes diferenciais. Claro que nao vai falar em
detalhes, pois nem caberia, mas o simples citar é de fundamental importancia, uma vez que ¢ dificil
o interesse por algo do qual sequer ouviu falar.

Adicionalmente, note que é uma excelente maneira de se contextualizar diversos conteidos utili-
zados e tratados no Ensino Médio ou anterior, como sequéncias numeéricas, fungoes, porcentagem
e médias.

Outro fator de importancia muito atual e que é tratado de forma no minimo insuficiente na educagao
brasileira sao as aproximagoes numeéricas.

Além dos contetdos matematicos citados, note também que uma outra alternativa de discussao
apresenta-se diante do professor e sua turma: O que é ciéncia? O que sdo modelos cientificos?

Diante do histérico de desenvolvimento dos modelos populacionais, os resultados aproximados e a
diferenca do método adotado hoje e suas previsoes, pode-se levantar a pergunta sobre a evolugao
dos modelos e concluir que ciéncia nao é atividade pronta e incontestdavel mas sim o contrario;
indagar, questionar e duvidar s@ao etapas essenciais na confecgao do conhecimento cientifico que
realmente levam a evolucao.

E de nossa firme opinidao que nao se deve ensinar ciéncia, em especial matematica, como um
conjunto imutavel de conhecimento com férmulas prontas, e criar o receio de contestar, nem tam-
pouco associar a essa disciplina a nogao de que a origem do que se trata é mentalmente intangivel.
Infelizmente isso é pratica comum em nossas salas de aula.

Sendo assim, para cada um desses assuntos associados, o professor precisa tragar uma estratégia de
abordagem, considerando modo e profundidade no tratar. E é justamente através dessa ultima frase
que entramos em mais um topico ao qual gostariamos de apresentar algumas ideias: a formagao
basica de Licenciados em Matematica.

Segundo a BNCC [1], para o ensino médio, o educador deve atuar para desenvolver habilidades
que possam favorecer a interpretacao e compreensao da realidade pelos estudantes, através da
aplicacao de conceitos de diferentes campos da matemadtica na interpretagao de situacoes em di-
versos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das ciéncias da natureza e humanas, das
questoes socioecondmicas ou tecnoldgicas de modo a contribuir para uma formacgao geral sélida.

A pergunta que fazemos é: Como pode um professor de matematica desenvolver (e aprimorar)
uma atividade como essa proposta neste artigo sem jamais ter tido uma boa fundamentagao em
Anélise Matematica e Equacoes Diferenciais? A resposta é bem simples: nao pode!

Sendo assim, esperamos também chamar a atengao sobre o fato de que nao se ensina o nao sabido,
e que, portanto, é fundamental que universidades proporcionem uma formagao técnica sélida para
seus licenciandos (no caso, em matemadtica). E preciso que licenciados em matemaética tenham
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conhecimentos em matemadtica avangada: Andlise, Geometria Diferencial, Topologia, Algebra e
Logica. E que saibam para que tais dreas servem e onde se aplicam. Nesse sentido, é oportuno
também incentivar, e dar o devido tempo, para que professores aprimorem seus conhecimentos
matematicos e cubram eventuais lacunas de formagao. Acreditamos que manter um processo per-
manente e constante de aperfeicoamento de conhecimentos necessarios as atividades dos educadores
proporciona um ensino de qualidade aos estudantes.

Assim, esperamos que este artigo desperte e contribua com a real necessidade de uma Licencia-
tura em Matematica forte no que se refere a formacgao de um educador competente, dotado de
espirito critico e criativo, capaz de compreender e relacionar a matematica com outros segmentos,
colaborando de fato para o desenvolvimento humano da regiao na qual esta inserido. Que esse
professor atue com uma visao abrangente do papel da matemética como campo de conhecimento,
elabore propostas alternativas para a sala de aula, e que se convencga de que os conceitos de ma-
tematica superior, abordados neste artigo, permitem-lhe aprofundar os conhecimentos e o ensinar
dos programas do ensino médio para que possa transmitir uma visao da importancia dos tépicos
que esteja lecionando. Esperamos que este trabalho contribua para mostrar aos educadores e es-
tudantes como utilizar estratégias, conceitos e procedimentos matematicos para interpretar uma
situacao-problema, construir modelos e determinar solucdes analisando a coeréncia dos resulta-
dos obtidos de modo a construir uma argumentagao consistente e, no fim, realmente aprimorar o
educar.

3.1. E doravante?

O trabalho nao acaba por aqui. Sugerimos que vocé, professor, adote outros modelos populacionais
com sua turma, faca a devida pesquisa quanto a origem, autor, por qual razao foi proposto e, claro,
discretize-o.

Um modelo que segue naturalmente os propostos no texto e que pode ser adotado em adicao ou
em substituicao a eles é o de crescimento Logistico com Limiar,

{ a=t(l-p)(1-g)P
P(0) = Py,

onder>0e0< T <K, que introduz o limiar T e faz com que % fique negativo quando P fique
grande, o que ird proporcionar decréscimo populacional, como observado na Tabela 1b oficial do
IBGE.

Para um tratamento mais completo e sugestao de novos modelos para incluir na atividade reco-
mendamos o livro [3].
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Experiéncia didatica com o aplicativo Euclidea

Carlos Magno Martins Cosme®

Resumo

Neste artigo é compartilhada uma Experiéncia Didética (ED) com o aplicativo Euclidea, desenvol-
vida em uma turma do Mestrado Profissional em Rede Nacional Profmat do Cefet-MG, ao longo
do segundo semestre de 2019, na disciplina Geometria. O aplicativo é um jogo para smartphone
e computador em que o jogador resolve problemas geométricos por construcao com régua e com-
passo. Ao fim do semestre, com a atividade encerrada, os alunos foram convidados a responder
um questiondrio sobre a ED. Com base nas respostas obtidas e nas observagoes que foram sendo
acumuladas ao longo do semestre, o artigo discute as implicagoes para o aprendizado e para a
experiéncia didatica dos estudantes que participaram da ED, bem como faz alguns apontamentos
de como a atividade pode ser levada para a sala de aula dos outros niveis de ensino.

Palavras-chave: Geometria Plana. Fuclidea. Construgdo Geométrica. Régua. Compasso.

Abstract

In this article is shared a Didactic Experience (DE) with the application Fuclidea, developed in
a class of Profmat/Cefet-MG, during the second semester of 2019, in the discipline Geometry.
The application is a game for smartphone and computer in which the player solves geometric
problems by building with a ruler and compass. At the end of the semester, with the activity
closed, students were asked to answer a questionnaire about DE. Based on the answers obtained
and the observations that have been accumulated throughout the semester, the article discusses
the implications for the learning and didactic experience of the students who participated in the
DE, as well as making some notes on how the activity can be carried out to classroom at other
levels of education.

Keywords: Plane Geometry. Euclidea. Geometric Construction. Ruler. Compass.

1. Introdugao

Com a popularizagao dos smartphones em curso nos ultimos anos, a educagao tem diante de si um
grande desafio, uma vez que é cada vez mais dificil a nao utilizacao desses dispositivos eletronicos
pelos estudantes em uma grande parte de nossos estabelecimentos de ensino. Nesse contexto, cabe
ao educador decidir utilizar ou nao a ferramenta em sala de aula. Seja qual for a decisao, hd uma
série de questoes subjacentes que devem ser abordadas e avaliadas, que nao serao discutidas aqui.
O leitor interessado nesse tema pode encontrar uma rica discussao em [5, 6]. Entretanto, uma vez
que se opte pela utilizacdo, como aproveitar o potencial desses dispositivos a favor do ensino é
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uma questao crucial para os educadores, apontada por intiimeros estudos, como as “Diretrizes de
politicas para a aprendizagem mdvel’, da Unesco [4].

Dentre as véarias formas de se explorar o potencial desses aparelhos, provavelmente o acesso a
informacao via internet é o mais difundido. Isso pode ser feito acessando artigos e livros, visitando
um museu ou laboratério de pesquisa, utilizando um software, dentre tantas outras formas de
conteudo online disponivel. Uma outra forma de exploracao é a utilizacdo de jogos eletrdnicos,
2, 3]. E nesse contexto que se insere esse artigo ao descrever a utilizacao do aplicativo (APP)
FEuclidea nas atividades didaticas da disciplina Geometria, cursada no segundo semestre de 2019,
por uma turma do Profmat-Cefet/MG. O principal objetivo da ED foi explorar de forma nao
usual, através de um jogo, os conceitos de geometria plana. Além de contribuir com a formagao
matematica dos alunos, a atividade também serviu para mostra-lhes uma ferramenta que pode
ser levada para as suas salas de aula de matemadtica, uma vez que os alunos que participaram da
atividade sao também professores, e foco principal do Profmat é a formacao docente.

A utilizagdo do APP permitiu aos estudantes explorarem vdrias possibilidades de construgoes
geométricas para um mesmo problema, sempre com o objetivo de encontrar as solugoes solicitadas
pelo jogo. Posteriormente, essas construgoes foram exploradas do ponto de vista tedrico, sendo
solicitado aos alunos que demonstrassem que tais construgoes efetivamente resolviam o desafio
proposto, exercitando os elementos apreendidos da disciplina que estavam cursando.

No que segue, o texto desenvolve-se da seguinte forma: na Secao 2, o aplicativo é descrito, bem
como a forma do jogo. Na Secao 3, a ED e seus objetivos sao apresentados e, na segao seguinte,
sao mostrados alguns dos problemas abordados da ED, com as respectivas solugoes apresentadas
pelos alunos. Na Secdo 5, sdo discutidas algumas questoes relativas a ED, abrindo espago para
os apontamentos que os alunos fizeram no questionario sobre a experiéncia, e, na Segao 6, sao
apresentadas as conclusoes do artigo e alguns apontamentos futuros.

2. O Aplicativo

Nessa Secao sera feita uma apresentagao nao minuciosa do APP Fuclidea. Para o leitor interessado
em uma descrigdo completa do jogo recomenda-se a pégina online do APP Fuclidea [7], bem
como a Dissertagao de Mestrado do Profmat-UFC intitulada Construgoes Geométricas Utilizando
o Aplicativo Euclidea de Souza Filho [1].

Euclidea é um jogo eletronico de desafios matematicos envolvendo construcoes geométricas planas
com régua e compasso. A Figura 1 mostra sua tela inicial. O APP foi desenvolvido e langado pela
desenvolvedora HIL - Horis International Limited [8] — em 2016, estd disponivel gratuitamente
para as plataformas Android e 10S, além de poder ser jogado diretamente no computador. E um
dentre véarios jogos de desafios mateméticos da empresa. O leitor interessado encontrard a lista
completa dos aplicativos na prépria pagina do Fuclidea [7].
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Figura 1: Tela inicial do APP .

EUCLIDEA

Néo existe caminho nobre para a
geometria.

Fonte: APP Fuclidea.

2.1. As Fases do Jogo

Bem ao estilo de iconicos jogos eletronicos como Super Mario Bros e Sonic, Fuclidea é um jogo
dividido em fases, cada uma delas constituida de vérios desafios a serem superados. Nesse caso,
desafios bem diferentes dos jogos eletronicos comuns, por se tratar de um problema geométrico
de construcao com régua e compasso. No total sao 15 fases, enumeradas pelas letras gregas
a,B,v,6,6,{,m,0,1,k, A, u,v,& e o (6micron), sendo cada uma delas composta por entre 7 e 10
problemas. A Figura 2 mostra todas as fases do jogo, enquanto a Figura 3 mostra os problemas
propostos para a fase inicial @. O nivel de dificuldade dos problemas propostos aumenta & medida
que se avanca nas fases. Em cada uma das fases, o nivel de dificuldade também é gradativo,
inciando com problemas mais simples e avancando para situagoes mais complexas.

N

266 ‘.-u SBM
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

Cosme

Figura 2: Montagem com todas as fases do APP .

36/36

. il Alfa = 2.Beta 1. Lambda
30/30

= 3. Gama

5. Epsilon

11. Lambda

Fonte: APP Euclidea/Autor..

Além dos problemas propostos, cada fase traz alguns tutoriais sobre as ferramentas de construgao
geométrica disponiveis a partir daquele nivel do jogo. Isso pode ser visto na Figura 3, que apresenta
os tutoriais para a intersecao de dois elementos e para a construgao da mediatriz de dois pontos.

Figura 3: Montagem com todos os problemas da fase a.

v/

Losango dentro do Retangulo

——>

Triangulo Equilatero Tutorial: Mediatriz

Centro do Circulo

Angulo de 60° Ponto Médio

0
\

Tutorial: Ferramenta de

m Circulo dentro do Quadrado
Intersegdo

Quadrado Inscrito

Fonte: APP Euclidea/Autor.

A evolugao no jogo da-se pela completa resolugao de todos os problemas da fase, conquistando o
numero total de estrelas em cada problema do nivel. A contagem das estrelas serd discutida na
préoxima segao. O APP da ao jogador a opgdo de avancar de fase sem conquistar todas as estrelas,
mediante a compra do pacote para avancar de nivel. Cada problema conta com dicas para sua
resolucao e um histérico das tentativas de resolucao realizadas.
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2.2. Como Jogar?!

Como ja foi dito, Fuclidea é um jogo de construgao geométrica com régua e compasso. Portanto,
seu primeiro objetivo é resolver um determinado problema. Mas nao somente isso. Cada solugao
é avaliada de duas formas, de acordo com o tipo de construcao empregada. O tipo L, para linhas
retas e/ou curvas, como a reta ligando dois pontos, a mediatriz de 2 pontos, um circulo etc. Nesse
caso, esses elementos sao ferramentas de construcao disponiveis no jogo, sendo que o conjunto
inicial consiste de reta e circulo. O segundo tipo de construcdo, F, para construgoes elementares
feitas diretamente com régua e compasso. Além disso, uma determinada construgao pode levar
a duas solugoes do mesmo problema. Isso também serd contabilizado para a pontuagao final da
resolucao do desafio.

Assim, o objetivo do jogo pode ser entendido da seguinte forma: 1 - resolver o problema; 2 - resolver
o problema com um niimero minimo de construgoes L e E ; 3 - caso seja possivel, encontrar todas
as variagoes de solugao que uma mesma construgao pode dar. Em algumas situagoes, uma mesma
construcao é capaz de obter a solucao com o nimero minimo L e E . Mas a situagdo mais comum
no jogo é aquela em que duas construgoes sejam necessarias, uma para cada objetivo. O jogador
recebe uma estrela para cada subobjetivo alcancado e a tarefa estard completamente respondida
se todas as estrelas do problema, veja Figura 4, forem obtidas.

Figura 4: As estrelas que servem como pontuagao do jogo.
4 O desafio foi resolvido.

L O objetivo L foi alcangado.

E O objetivo E foi alcang¢ado.

v Todas as variantes (V) de resposta
foram encontradas.

Fonte: Autor.

Vejamos, entdo, um tipico problema do APP para entender sua dinamica. Serd considerado o
problema 5 do nivel inicial @, denotado por P — @.5. Ele consiste em inscrever um paralelogramo
num retangulo, de modo que os poligonos compartilnem uma diagonal. A Figura 5a mostra a
tela inicial do problema. Nela chama-se a atengao para o retangulo inicial onde sera construido
o paralelogramo e outros trés elementos apontados pelas setas enumeradas. A seta 1 indica o
elemento onde se deve clicar para obter a descricdo do problema. Ao fazé-lo, mostra-se a Figura
5b. Esse elemento ainda traz a informacgao de qual é a quantidade de movimentos minima de tipo
L e E (3L 5E nesse exemplo) para o problema. A seta 2 aponta para os comandos que o jogador
utiliza para realizar as construgoes. Da esquerda para direita temos as seguintes ferramentas de
construgdo: mover, ponto, reta/segmento, circulo, mediatriz e interse¢ao. Ao clicar sobre o icone,
a ferramenta é selecionada para uso. A utilizacdo das ferramentas mover, ponto e intersecdo nao
sdo contabilizadas na contagem do jogo. A construgdo de uma reta ou de um circulo contam 1L
e 1FE, enquanto uma mediatriz conta 1L e 3F . A medida que se avanca nas fases do jogo, outras
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ferramentas vao sendo liberadas, cada uma com sua contagem. Por fim, ainda em referéncia a
Figura 5a, a terceira seta indica um menu contendo diversas opc¢oes importantes que veremos mais
a frente.

Figura 5: Telas do problema P — a.5.

(a) Tela inicial do problema. (b) Descri¢io do problema.
1.5 =
7 1
T -y
/ 3 1.5 Losango dentro do Retangulo X
3L 5E

Inscreva um losango dentro do retangulo de modo
que eles compartilhem uma diagonal.

Objetivo: 3L 5E o

Ol e/

Fonte: APP /Autor.

Voltando a atencao para a Figura 5b, o botao com a interrogacao, indicado pela seta, traz as
definicoes matemadticas referentes ao problema proposto. Ao clicar sobre ele é mostrada a tela
da Figura 6a. Nela temos uma lista de links para as defini¢gbes matemédticas necessarias para o
problema. A Figura 6b mostra a tela com a defini¢do para os poligonos inscritos. Aqui é importante
ressaltar que, do ponto de vista didatico, isso mostra a preocupagao dos desenvolvedores para o

aspecto ligado ao aprendizado que o aluno pode ter ao jogar.

Retornando a Figura 5a, a terceira seta, no canto superior direito, aponta para o menu do aplicativo
dedicado ao problema em resolucao. Ao clicar sobre ele, sdo mostradas as opgoes contidas na Figura
7a. Nele, destacamos os links para o histérico de solugoes anteriormente dadas para o problema,
sempre disponivel para o jogador, e para as dicas que podem ser obtidas para auxiliar a resolucao.
Esse item possui um dispositivo que impede que mais de uma dica seja obtida num intervalo de
tempo de 1 hora. Caso o jogador deseje, pode comprar acesso ilimitado as dicas. As telas do
Histérico e de Dicas sao mostradas nas Figuras 7b e 7c.

Por fim, uma vez que o jogador inicie as suas tentativas de solucao, ele pode consultar qual a figura
geométrica objetivo do problema clicando sobre o elemento indicado pela seta na Figura 8a. Na
tela exibida, o paralelogramo solugao é destacado em amarelo. Na Figura 8b é mostrada a tela
com a solucao dada pelo jogador. Nesse problema, com uma tnica solugao foi possivel atingir os
dois objetivos 3L e 2FE | embora possam ser obtidas solugdes intermedidrias que cumpram um e
nao o outro. Ainda nessa figura, atente-se para a contagem que aparece logo acima do menu de

N

269 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

Cosme

Figura 6: Telas do problema P — a.5.

(a) Defini¢oes matemadticas para o problema. (b) Definigao de poligono inscrito.

Glossério Poligono Inscrito

Poligono Inscrito

Losango

Retangulo

Diagonal

Ajuda

FAQ

Um poligono é inscrito em uma figura (um
circulo ou outro poligono) se todos os seus
vértices ficam sobre a figura.

Fonte: APP /Autor.

ferramentas, indicado pela seta. Este contador é atualizado a cada nova construcao que o jogador
introduz. Finalmente, a Figura 8c exibe as duas variantes possiveis para a solugao. Na Secao 4
nos voltaremos a abordar esse problema exibindo o passo a passo para a sua solucao.

3. Descricao da ED com o APP Fuclidea

Nesta secao serd descrita a atividade desenvolvida na disciplina Geometria do Profmat/Cefet-MG,
ministrada no segundo semestre de 2019, envolvendo o APP Fuclidea. O objetivo é dar a outros
professores de Geometria um insight de como introduzir o uso de smartphones e jogos eletronicos
nessa disciplina, seja ela ministrada no ensino bésico, superior ou, até mesmo, na pés-graduacao,
como foi o nosso caso.

A experiéncia consistiu em uma atividade escolar extra, valorada em 10% da nota total da disci-
plina, que foi desenvolvida durante todo o semestre letivo. No primeiro dia de aula, os alunos foram
apresentados ao APP e a forma de como jogé-lo. Puderam baixa-lo em seus smartphones e tiveram
um contato inicial com o mesmo. Também nesse momento, foi descrita a forma como a atividade
seria desenvolvida, ressaltando as suas trés etapas: 1- Jogar; 2- Descrever e 3- Demonstrar. A
seguir apresentaremos detalhadamente cada uma delas.

3.1. Jogar

Nessa primeira etapa, como o proprio nome diz, os alunos tiveram que jogar o jogo. Entretanto
o fizeram coletivamente. O objetivo era avangar o maximo possivel nas fases, resolvendo o maior
nimero de problemas, por isso a proposta de jogo coletivo. Para essa etapa foi dado o prazo de
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Figura 7: Telas do problema P-1.5.
(a) Tela do Menu. (b) Item Histérico. (c) Item Dicas.

1 _ e

3LSE Dica SESE
-

Fato util

Histérico.
-

28/11/2018 18:34 6L 10E

28/11/2018 18:03 7L 1ME

28/11/2018 18:03 v

Fonte: APP /Autor.

1 (um) més, a contar da primeira aula do semestre. Para que todos tivessem acesso ao desenvol-
vimento no jogo, foi criada uma conta de e-mail coletiva no Gmail por onde todos podiam logar
no APP e contribuir jogando. Como alguns problemas propostos possuem construgoes bastante
complicadas, foi aconselhado aos alunos consultarem a internet quando se deparassem com um
problema que estivesse exigindo muito tempo, a fim de nao emperrar o andamento da atividade.

Também foi permitido que os alunos pudessem jogar pelo computador, e isso se mostrou bastante
interessante, pois jogando pelo computador, mesmo que uma fase nao fosse completamente con-
cluida, conquistando todas as estrelas, mas se todos os seus problemas fossem resolvidos, os alunos
passavam a ter acesso a fase seguinte.

Ao fim dessa etapa, os alunos conseguiram resolver todos os problemas das fases @ até a v (1 a 13),
sendo que apenas nas fases k e ¢ (10 e 12) néo conseguiram obter todas as estrelas, faltando uma
em cada, referente a solugoes miltiplas de um mesmo problema. Isto é, todos os problemas foram
resolvidos, atingindo os objetivos minimos L e E . Ainda resolveram alguns poucos problemas da
fase & (14) e ndo conseguiram chegar a fase final o (15).

3.2. Descrever

Nas etapas subsequentes os alunos foram divididos em 5 grupos de 3 alunos e um com 2 alunos.
Para cada um dos grupos com 3 (2) alunos foi selecionado um conjunto de 12 (8) problemas,
distribuidos entre todas as fases resolvidas na etapa Jogar. Cada grupo trabalhou com pelo menos
um problema de cada fase. Tais fases estenderam-se até o fim do semestre, uma vez que poderiam
ser desenvolvidas concomitantemente.

A etapa Descrever consistiu em descrever o passo a passo da solucao dada a cada problema
selecionado para o grupo. Como cada questao poderia ter até trés solugoes distintas optou-se pelo
seguinte esquema: para os problemas das fases 1 a 4, deveria ser descrita a solugao dada para
alcancar o objetivo F . Para os demais problemas, descreveram a solucao para o objetivo L. Esta
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Figura 8: Telas do problema P — a.5.

(a) A solucao exibida pelo APP . (b) A solugao obtida pelo jogador. (c) Variantes da solugéo

‘2 7 7

T /N 4

» Contador
-

3L 5E 6L 10E

Fonte: APP /Autor.

claro que a atividade seria muito mais completa se todas as solugbes fossem descritas, mas isso
poderia gerar uma sobrecarga indesejada nos estudantes.

Para ilustrar o que deveria ser desenvolvido nessa etapa, vamos voltar ao Problema P—a.5 abordado
na se¢ao anterior. A sequéncia de figuras 9a a 9c exibe graficamente a solu¢ao. Os alunos deveriam
apresentar algo similar a:

1. Construa a mediatriz do segmento AC determinando os pontos E e F sobre os lados AB e CD,
respectivamente;

2. Construa o segmento AF;

3. Construa o segmento EC. O quadrilitero AECF é obtido como solugao do problema.

N
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Figura 9: Sequéncia com a solugao do problema P — a.5.

(a) Passo 1. (b) Passo 2. (c) Passo 3.

15 15 1.5

i -/ A

D F C
A E B

L 3E 2L 4E 3L 5E

o
m
o
o
m
(2]

Fonte: APP /Autor.

3.3. Demonstrar

A ultima etapa da atividade consistiu em demonstrar que o passo a passo descrito para a solucao de
cada problema, efetivamente, construia a figura solicitada. Tomando como referéncia o problema
P — .5, os estudantes deveriam dar uma prova como a seguinte: ,

Considere o retangulo ABCD e a mediatriz da diagonal AC, que determina sobre
AB e CD os pontos E e F, respectivamente. Afirmamos que o quadrilitero AECF
é o paralelogramo desejado. De fato, AC é diagonal comum do retdngulo ABCD
e do quadrilatero AECF. Como E e F estao sobre a mediatriz de AC, segue que
AE = CE e AF = CF, o que implica que os tridngulos AGE = CGE e AGF = CGF
pelo caso de congruéncia LLL, onde {G} = AC N EF. Em particular, AEG = CEG
e AFG = CFG. Por outro lado, como AB e CD, sao paralelos, segue que AE e CF
sao paralelos e FEA = EFC, o que nos permite concluir que AFE = CEF. Portanto,
EC e AF sao também paralelos e concluimos que AECF é paralelogramo. [

Do ponto de vista do conteido matematico, essa foi a etapa que os alunos mais puderam utilizar os
elementos apreendidos na disciplina, ao se deparar com a necessidade de apresentar demonstragoes
para um grande nimero de problemas. Além disso, como nao estavam compartimentados em uma
lista de exercicios de um certo capitulo do livro, os estudantes depararam-se com a dificuldade
adicional de identificar qual o tema apropriado para a demonstracao daquela propriedade.

4. Problemas Abordados

Nesta secao serao apresentados 4 problemas resolvidos pelos alunos. O texto sera fiel, o quanto
possivel, ao que foi apresentado por eles na conclusdo da atividade ao fim do semestre letivo.
Nada serd modificado em relagdo ao texto produzido pelos estudantes, apenas as figuras serao
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reposicionadas para melhor distribuicao no corpo do artigo. Essas figuras foram obtidas, em sua
maioria, dos préprios relatérios apresentados.

Problema 1 (P—1v.7). A Figura 10a mostra o enunciado dado pelo APP .

Figura 10: Figuras mostradas na solugao de P —y.7.
(2) Enunciado. (c) Construgao final.

3.7 Angulo de 45° X e
(b) Construcao inicial.

Construa um angulo de 45° com o lado indicado.

Fonte: APP /Autores.

Os alunos responderam da seguinte forma:

e Descrigao:
1. Trace uma circunferéncia o qualquer, de tal maneira que r seja secante a 0. o Nr = {T,P}
sendo QQ o centro de o.
2. Trace o segmento @, que possui s como reta suporte.
3. Sendo U # P, tal que UP = s, trace o segmento TU, que possui v como reta suporte.
4. Trace a circunferéncia y = (T,ﬁ).
5. Sendo y Nv = {A, B}, temos que os angulos TOA e TOB sio angulos de 45.
e Demonstracio: Ao tracarmos o segmento TU, podemos afirmar que o tridgngulo TUP é retangulo

em T, uma vez que o angulo UTP é um angulo inscrito na circunferéncia o, logo, vale metade
do arco UP, que por sua vez mede 180. Logo, UTP = 90.

Ao tragarmos a segunda circunferéncia y, podemos afirmar que o angulo AOT ¢ inscrito na
circunferéncia vy, e portanto é metade do dngulo central UTP, ou seja, AOT = 45.

De maneira andloga, prova-se que BOT = 45.
]

Problema 2 (P—¢.5). A Figura 11 mostra o enunciado dado pelo APP . Na sequéncia apresentamos
a solucao dada pelos alunos.
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Figura 11: Problema P — €.5.

5.5 Cerquilha X

Construa uma linha passando pelo ponto indicado
em que dois pares de linhas paralelas cortam
segmentos de linha iguais.

Fonte: APP FEuclidea.

Figura 12: Figuras mostradas na solugao de P — €.5.

) Passo 1. ) Passo 2. ) Passo 3.

TR

Fonte: APP /Autores.

e Descrigao:

1. Sejam o ponto e os dois pares de linhas paralelas abaixo: (Figura 12a);

2. Trace a reta suporte da diagonal do quadrilatero, cujos lados sejam os segmentos determinados
por cada par de linhas paralelas e uma das linhas do outro par: (Figura 12b);

3. Trace, pelo ponto dado, uma reta paralela a reta suporte da diagonal mencionada. (Figura
12¢);
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e Demonstragao: Observemos, inicialmente, que o quadrildtero determinado pelos pares de retas
paralelas é um paralelogramo, ja que seus lados opostos sao paralelos. Ao tragarmos uma linha
paralela, que passa pelo ponto dado a reta suporte da diagonal construida, obtemos dois outros
paralelogramos, e que possuem dois lados paralelos cuja medida é igual a diagonal construida.

Problema 3 (P —«.4). A Figura 13 traz o enunciado da questao e os passos da construgao.

e Descricao:

1. Construa a circunferéncia ¢ com centro no ponto C e passa pelo ponto A;
2. Construa a circunferéncia 8 com centro no ponto A e passa pelo ponto C;

3. Marque os pontos D e E de intersecao entre as circunferéncias ¢ e 8. Em seguida, construa a
circunferéncia 6 com centro no ponto E e que passa pelo ponto A;

4. Marque o ponto G de intersecao entre as circunferéncias ¢ e . Em seguida, construa a medi-
atriz dos pontos E e G e marque o ponto H de intersegao dessa mediatriz com a circunferéncia
¢. Esse ponto H ¢ a rotacao de 90° do ponto A em relagao ao ponto C;

5. Construa a circunferéncia @ com centro no ponto C e passando pelo ponto B;
6. Construa a circunferéncia w com centro no ponto B e passando pelo ponto C;

7. Marque os pontos K e J de intersecao entre as circunferéncias 8 e @. Construa a circunferéncia
A com centro no ponto K e que passa pelo ponto B;

8. Agora marque o ponto M de intersecao entre as circunferéncias A e @, em seguida, construa
a mediatriz do segmento KM e marque o ponto N, que é a intersecao dessa mediatriz com a
circunferéncia 4. O ponto N é a rotacao de 902 do ponto B em relacao ao ponto C. Logo, o
segmento HN ¢ a rotacao de 90° do segmento AB em relacao ao ponto C.

e Demonstragao: Construa a circunferéncia ¢ com centro no ponto C e passando pelo ponto A.
Construa a circunferéncia 8 com centro no ponto A e passando pelo ponto C. Marque os pontos
D e E de intersecao entre as circunferéncias ¢ e B. O triangulo ACE é equilatero, logo, o
ponto E representa a rotagao de 60 do ponto A em relagao ao ponto C. Em seguida, construa a
circunferéncia 6 com centro no ponto E e que passa pelo ponto A. Marque o ponto G de intersecao
entre as circunferéncias ¢ e 6. O triangulo ECG ¢ equilatero, logo, o ponto G representa a rotagao
de 120° do ponto A em relacao ao ponto C. Em seguida construa a mediatriz dos pontos E e
G e marque o ponto H de intersecao dessa mediatriz com a circunferéncia ¢. Esse ponto H é a
rotagao de 90° do ponto A em relagdo ao ponto C. Analogamente, repita o procedimento acima
para o ponto B em relagao ao ponto C; tem-se ai o ponto N, que representa a rotagao do ponto
B em relacao ao ponto C. Ligando-se os pontos H e N, temos a rotacao de 90° do segmento AB
em relagao ao vértice C.

Problema 4 (P —v.6). O desafio é dado na Figura 14a.
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Figura 13: Imagens do problema P — «.4

(a) Enunciado do Problema.
(c) Passo 2.

10.4 Rotagdo de 90° X (b) Passo 1.

/ o\ 90° n

B sl

(f) Passo 5.

Gire o segmento de linha 90° no sentido
anti-horario em torno do ponto indicado.

(d) Passo 3.

@!’

(i) Passo 8

Fonte: APP /Autores.
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Figura 14: Problema P —v.6.

(a) Enunciado.

(b) Solugao do problema P —v.6.

13.6 Circulo Tangente a Dois Pontos e X
Tangente a Linha

Construa um circulo que passe pelos dois pontos
indicados e seja tangente ao circulo indicado.

Fonte: APP /Autores.

e Descrigao:

1. Trace a reta s, definida pelos pontos A e B, e seja C=rnNs. Trace t por C tal que t L r.

2. Trace Cy = Circ(C, AC) e Cy = Circ(C,BC) e sejam os pontos D e G em lados opostos dos
que r determina tais que D € C; Nt e G € Cy Nt. Assim, determine M, ponto médio de DG,
e trace Cz = Circ(M, MD), e sejam os pontos H e I as intersecgoes dessa circunferéncia com a
reta r.

3. Construa as mediatrizes de AB e Al e seja Oy sua intersecgao, e também a mediatriz de AH,
e seja Oz sua intersecgdo com a mediatriz de AB.
Afirmamos que O; é centro da circunferéncia procurada, assim como Os é centro de outra
circunferéncia com a mesma propriedade: ambas contém os pontos A e B e s@o tangentes a r.

4. Assim, para determind-las, basta fazer @; = Circ(O1,01A) e ag = Circ(O4z, 02A).

e Demonstragao: Para provar a construgao acima, precisamos de dois resultados muito usados,
consequéncias de semelhanca de triangulos, que nao provaremos aqui:
Teorema 1. Seja um triangulo retangulo de altura h relativa a hipotenusa, e a e b projegoes
ortogonais dos catetos na hipotenusa. Entao:

a-b=h?

Teorema 2. Seja uma « circunferéncia qualquer, uma corda AB, r uma reta tangente a circun-
feréncia no ponto I, tal que a reta por AB corte r no ponto C. Entéao:

AC.-BC=CT

Assim, na nossa construcao temos que CB = CG, pois pertencem & Cy, cujo centro é o ponto C.
Analogamente, CA = CD. Além do mais, note que D e G estao em uma reta perpendicular a reta
D
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r. Perceba que qualquer ponto em Cg diferente de D e G, forma com esses um triangulo retangulo,
pois DG ¢ diametro de C3. Logo, em particular os triangulos DGI e DGH sao retangulos em
I e H respectivamente. Entao, seja CG = b, CD = a e CH = h. Assim, pelo Teorema 2,
temos que a - b = h%. Portanto, pelo Teorema 2, H deve ser o ponto de tangéncia de uma
circunferéncia tangente a reta r que passa por A e B. Analogamente, temos que I também deve
ser. Assim, temos que A, B e H estdo em uma mesma circunferéncia, assim como A, Bel, e
para determind-las basta tragar as mediatrizes de dois desses segmentos, determinando o centro
de cada circunferéncia, O; e O, e depois tragando a; = Circ(O1,01A) e as = Circ(O2, O2A).

e Observagao: Note que consideramos o caso em que a reta s, definida pelos pontos A e B, intersecta
r, o que poderia nao ser verdade. Ou seja, poderiamos considerar o caso em que r || s. Mas
perceba tratar-se de um caso mais simples, pois, assim, o raio de @ que toca r no ponto P, é
perpendicular a AB. Logo, como o centro de @ pertence a mediatriz de AB, t, temos P =tNr.
Agora basta tracar a mediatriz de AP ou de BP, determinar sua interseccdo com t, obtendo-se
o centro O de @, que pode ser determinada fazendo-se Circ(O, OA).

5. Discussao sobre a ED

Sao muitas as questoes suscitadas pela ED que merecem um olhar mais cuidadoso, e, por certo,
nao serao todas esgotadas nesse trabalho. A essa altura é preciso ser bastante franco com o leitor:
a maioria dessas questoes ndo eram sequer vislumbradas de inicio; foram surgindo & medida que a
atividade foi se desenvolvendo, e evoluiram, até certo ponto, com a anélise das respostas coletadas
de um questionario aplicado aos alunos ao fim do semestre. Até por isso, as reflexoes que serao
feitas aqui podem carecer de um maior aprofundamento, quem sabe mais bem discutidas em uma
dissertacao do Programa e em trabalhos futuros.

Os estudantes foram convidados a responder, voluntaria e anonimamente, a um questionario rela-
cionado ao trabalho desenvolvido. Esse questionario foi apresentado via Formuldrios do Google e
consistiu de 8 perguntas, sendo 4 com resposta em escala linear de concordancia e as outras 4 em
formato de resposta livre. O formuléario e as respostas dadas pelos alunos podem ser consultados
em: https://forms.gle/sHbFDEcLREx1XXsMS8, abaixo listamos as perguntas.

1. Vocé considera que a atividade foi valida para o seu aprendizado na disciplina?
Resposta: de 1 (Contribuiu em nada) a 5 (Sim, foi muito valida)

2. Vocé considera que a atividade foi vélida para a sua pratica em sala de aula como docente?
Resposta: de 1 (Contribuiu em nada) a 5 (Sim, foi muito valida)

3. Como vocé classifica o grau de dificuldade da atividade?
Resposta: de 1 (Muito facil) a 5 (Muito dificil)

4. Vocé considera utilizar o aplicativo como ferramenta diddtica em sua pratica docente?
Resposta: de 1 (Em hipétese alguma) a 5 (Com toda certeza)

5. Relativo a questao anterior, caso considere utilizar o aplicativo com seus alunos, que ajustes e
cuidados deveriam ser tomados para a atividade?
Resposta livre.
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6. Em sua opinido, qual o aspecto mais negativo sobre a atividade?
Resposta livre.

7. Em sua opinido, qual o aspecto mais positivo sobre a atividade?
Resposta livre.

8. De maneira geral, qual a sua avaliagdo sobre a atividade?
Resposta livre.

Ao fim do semestre, 15 alunos concluiram a disciplina, e, desses, 12 responderam ao questionario.
Na sequéncia as respostas dadas serao analisadas, ao mesmo tempo que serao tecidas algumas
consideragoes.

5.1. Anadlise das Respostas do Questionario

Comegando pelas 4 primeiras questoes, a Figura 15 apresenta as suas respostas num tnico grafico
de barras. A primeira delas, sobre o quao positiva foi a atividade para o aprendizado, traz um
resultado muito satisfatorio, pois a totalidade das respostas atribui pontuagao maior que ou igual
a 4, sendo que 9 alunos pontuaram em 5. Se os dados da Questdo 1 forem interpretados em
conjunto com a Questao 3, sobre a dificuldade da atividade, vé-se que os alunos tiveram que se
empenhar para superar um trabalho que a maioria (75%) considerou bastante dificil. Ou seja,
foi realmente necessario um esforgo de estudo para cumprir a tarefa e isso é um aspecto muito
positivo, pois o ganho de conhecimento foi efetivamente conquistado devido a isso. Ainda sobre
a dificuldade apontada na Questao 3, nota-se que ela é de dois tipos: a dificuldade do jogo, de se
obter as solugoes solicitadas, e a dificuldade tedrica presente nas duas etapas finais. Voltaremos a
essa discussao mais a frente.

Também o par de Questoes 2 e 4 pode ser analisado em conjunto, uma vez que objetivaram entender
a percepcao dos estudantes sobre como a ED implicava sua préatica em sala de aula. Essa reflexao
fard mais sentido se a atividade foi/for proposta numa turma como a do Profmat ou em uma turma
de graduacao em licenciatura em matemadtica, por exemplo. Sobre a andlise das respostas, aqui
observamos um maior espalhamento, sendo que 1/3 dos estudantes néo consideraram a experiéncia
tao significativa para sua pratica como professor. Embora nenhum aluno tenha dito que a atividade
foi totalmente inttil nesse sentido, um alerta é dado. Para que a atividade atinja o objetivo de dar
ao aluno-professor subsidios para a sua pratica docente, algo precisa ser modificado, melhorado.
O foco da ED nao pode ser apenas o conteudo matemaético.
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Figura 15: Respostas as Questoes 1 a 4.

B W Q2 Q3 B Q4

Fonte: Autor.

Chegando as questdes de resposta aberta, a de nimero 5 ainda explora o aspecto da atividade
relacionada & préatica docente dos alunos da turma. Observa-se, da maioria das respostas, a
percepcao de que a atividade deve ser remodelada para sua aplicacdo em turmas da Educagao
Basica, restringindo-se a problemas mais simples, previamente escolhidos e que estejam de acordo
com o conteudo da série em que serd trabalhada. Uma segunda percepgao observada em um nimero
significativo de respostas é referente ao aspecto pratico da utilizacao do aplicativo, apontando para
a necessidade de ser mais bem explicado como jogar.

As trés ultimas questoes pediam uma avaliacao geral da atividade, apontando seus aspectos mais
positivos e negativos. Nao poderiam ser mais diversas as respostas, mas em geral os alunos consi-
deraram a atividade muito significativa para o seu aprendizado. Mas comegando pelo que nao foi
bem, de maneira geral, os alunos apontaram aspectos negativos relacionados ao jogo em si, sendo o
mais recorrente deles que varios problemas dados no A PP tinham solug¢oes muito dificeis de serem
obtidas. Muitas vezes essas solugoes nao faziam sentido para os alunos, como no relato: “Algumas
construcoes que vocé precisa praticamente adivinhar os passos devido a sua dificuldade.”. Essas
observacoes devem nortear estratégias para o desenvolvimento de novas experiéncias com o Eucli-
dea, a fim de mitigar tais problemas. Por exemplo, uma melhor preparagao dos alunos em relagao
a atividade, bem como propondo a resolucao em conjunto de alguns problemas cujas construgoes
apresentadas como solu¢ao nao deixem O6bvio como, efetivamente, resolvem o problema.

Outro ponto negativo apontado por um aluno foi: “Ser trabalho sem feedback”. Nao houve tempo
para dar o retorno aos alunos sobre a atividade, principalmente por um planejamento inicial mal
feito. Como ja mencionado, muito da atividade foi sendo desenvolvida ao longo do semestre e, ao
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fim, j4 ndo havia tempo hébil. Sem divida esse foi o aspecto mais falho na ED.

Voltando-nos para o que de positivo foi apontado, felizmente a lista é grande e abrange tanto
aspectos concernentes ao jogo, por ser desafiador, por seus problemas, jogabilidade e praticidade
e a satisfacdo em resolver um problema dificil, como disse um aluno: “A alegria e o prazer ao
consequir resolver e discutir belas construcoes geométricas.”; quanto a parte mais instrutiva da
ED, relacionada a etapa das demonstraces e também a utilizagdo de uma ferramenta nao usual
para aprender/ensinar geometria, como pode ser extraido das respostas: “A wutilizagcdo do jogo como
alternativa para se pensar problemas de construcao geométrica.” e “Dindamica na resolugdo, fugindo
do modelo teorema, exemplo, exercicio.”. Todas essas observagoes corroboram a expectativa de
que o emprego de estratégias apoiadas no uso das tecnologias que estao a disposicao, de forma
particular, de um jogo como Fuclidea, pode ser muito benéfico para o aprendizado de certos temas
abordados em sala de aula, servindo como elemento inovador e entusiasmante para os estudantes.

5.2. E o que mais?!

Além das observacoes apresentadas a partir das respostas dos alunos ao questionario, outras re-
flexbes merecem ser abordadas nesse texto, a comecar pelo fato de a ED ter se baseado em um
jogo para ser desenvolvida, o que confere a atividade caracteristicas peculiares. Destacam-se: a
capacidade de atrair a atencao dos alunos; a competitividade inerente ao jogo e os diferentes tipos
de dificuldade encontradas.

Para uma geracao de alunos que vem tendo acesso aos meios eletronicos desde muito cedo, a pers-
pectiva de aprender matematica utilizando um aplicativo para smartphone deve ser, no minimo,
instigante. Nao cabe, nesse estdgio, fazer afirmacgoes cabais sobre esse elemento de reflexao, mas
se mesmo para os estudantes que participaram da ED, todos adultos, em sua maioria com idade
proxima ou acima dos 25 anos, a experiéncia trouxe-lhes o sentimento da novidade, do instigante,
da provocagao, pode-se projetar uma expectativa muito positiva para intervengoes desse tipo nas
salas de aula do ensino basico ou da graduagao.

Na ED, a competitividade, nao necessariamente entre um jogador e outro, algo intrinseco ao ato
de jogar, foi substituida pela colaboragao entre todos os alunos da turma, uma vez que na etapa
inicial da ED, os alunos jogaram juntos em uma mesma conta, com o objetivo de avancar o
maximo possivel nos niveis. Feita essa escolha, algo que se deve ter em mente é que algum aluno
pode colaborar mais (talvez muito mais) que outro, e, da forma como foi conduzida a atividade,
nao se controlou esse elemento. Numa turma de pés-graduagao isso tende a ser uma questao menor,
mas ao se pensar em levar a experiéncia a outros niveis de ensino, sem duvida, deve-se remodelar
a atividade, incluindo em alguma medida o aspecto da competitividade como fator de estimulo e
controle para a participagao efetiva de todos, sendo isso uma caracteristica natural do jogo em si,
facilmente implementavel.

Ainda relacionado ao jogo/ED, um tema que chama a atengéo é seu grau de dificuldade. Vérias
respostas do questionério colocam essa questao em destaque, como ja abordado na se¢ao anterior,
mas é importante avancar um pouco na reflexao. Primeiro entendendo que hé aqui uma certa
confusao, pois, como j& foi dito, hé dois tipos de dificuldades a se considerar: a dificuldade do jogo,
no que diz respeito a obtengao da solucao; e a dificuldade tedrica, proposta pela atividade, em que
se deve demonstrar que a construgdo geométrica obtida, efetivamente é a solugdo. Compreender
cada uma delas é essencial para aqueles que estejam interessados em aplicar essa atividade em
sua turma. Para um professor do ensino bésico, modular os problemas, escolhendo-os de acordo
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com o conhecimento de geometria que seus alunos ja possuem deve ser o foco principal, sendo essa
estratégia mais voltada a primeira dificuldade. Em outra ponta, por exemplo, numa turma de
licenciatura ou bacharelado em matemaética, embora as questoes ligadas a primeira dificuldade nao
possam ser negligenciadas, o aspecto preponderante na atividade devera estar ligado a segunda.

Outro fato que merece discussdo é que, ao resolver os problemas propostos pelo APP | o jogador
depara-se com a necessidade de encontrar nao uma tunica solu¢ao, mas varias. Em determinados
casos, obrigatoriamente, devem ser encontradas pelo menos 3 solugdes. Nao é necessario dizer
que, do ponto de vista do aprendizado, lidar com varias solu¢oes para um mesmo problema é
extremamente relevante, e, no contexto da utilizacdo do APP como ferramenta didética, isso é
implementado de maneira muito natural, uma vez que faz parte do jogo em si. Essa caracteristica
ainda se relaciona com outro aspecto tedrico importante, que é o de lidar com as demostragoes
dessas propriedades. Embora nos tenhamos restringido a exigir dos alunos a demostragao de apenas
uma das construgoes, a ED permite que o aluno seja levado a exercitar as varias demostragoes
possiveis para o mesmo problema. Isso pode ser explorado regrando-se os problemas abordados,
em todos os niveis de ensino, dando aos estudantes a oportunidade de amadurecer essa competéncia
precocemente.

Por fim, cumpre observar que o APP FEuclidea vem se somar, como ferramenta de ensino de
geometria, a outros softwares ja consolidados na literatura, como o GeoGebra, [9]. Um vislumbre
interessante seria resolver os mesmo problemas propostos pelo APP via GeoGebra. Isso permitiria
explorar as propriedades algébricas das construcgoes e terfamos uma maneira interessantissima
de abordar os mesmos problemas do ponto de vista da Geometria Analitica. Quantas outras
possibilidades!

6. Conclusao

A primeira coisa a ser dita nessa conclusao é que a ED foi muito positiva em vérios aspectos,
tanto para os estudantes, quanto para o professor. Uma oportunidade de aprendizado mutuo
muito enriquecedora e valorosa. E curioso notar como uma brincadeira — foi assim que descobri o
Euclidea— pode se converter em algo tao instigante.

Embora, nas consideragoes inicias deste trabalho, tenha sido dito que nao abordariamos a questao
do deve-se ou nao utilizar o smartphone em sala de aula, tudo que foi desenvolvido até aqui é,
sem duvida, uma defesa da utilizagdo desse tipo de tecnologia. Seria um contrassenso afirmar o
contrério. E, porém, importante chamar a atencao para o fato de que, mesmo aqueles que nao
queiram utilizar o APP em sala de aula, podem remodelar a atividade para que seus alunos a
desenvolvam em laboratérios de informatica, em computadores, usando a versao para desktop.

H&a que se ter em mente os pontos falhos da atividade e isso devera nortear novas aplicagoes da
mesma. E lugar comum dizer que, antes de inciar o trabalho, um planejamento detalhado do mesmo
deva ser feito, a fim de evitar problemas como os apontados pelos estudantes. Esse planejamento
deve incluir um cronograma detalhado especificando a duracao de cada etapa, reservando tempo
para dar retorno aos alunos. E também imprescindivel fazer uma selecao das fases e problemas
que serao abordados com o objetivo de adequar a atividade ao grupo e conteidos que devam ser
abordados. No entanto, pode-se optar por deixar alguns problemas como desafios extras, uma
espécie de easter eegs' a serem desvendados.

10 termo easter egg significa ovo de pdscoa, em inglés, mas também é o nome dado a segredos escondidos em
programas, sites ou jogos eletronicos, [10]. O termo também tem sido empregado no mundo cinematografico, [11].
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Ao finalizar esse texto, uma série de temas interessantes colocam-se a nossa frente para serem
explorados. Quais as expectativas para a utilizagdo do Fuclidea na educacao basica? Em uma
turma de licenciatura em matemaética como deveria ser remodelada a proposta da experiéncia e
que resultados esperar? Como explorar o aplicativo em conjunto com o GeoGebra? Todas essas e
outras questoes, se bem exploradas e desenvolvidas, podem ser temas para 6timas dissertacoes do
Profmat. Abriu-se uma pequena janela.
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