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Construcoes geométricas de poligonos
regulares e aplicacoes a trigonometria

José Gilvan de Oliveira® Moacir Rosado Filho ® Domingos Sévio Valério Silva ®

Resumo

No presente trabalho, apresentamos constru¢des geométricas de alguns poligonos regulares, dentre eles, o
pentdgono e o decdgono, usando apenas régua (ndo graduada) e compasso. A partir dessas construgdes,
obtemos a célebre razdo durea e as razdes trigonométricas dos angulos 18°, 36° e 72°, que nos permitem
ampliar os estudos em Trigonometria com novas aplicagdes envolvendo esses dngulos. Também apresenta-
mos uma relagdo entre a construcao do pentdgono regular e a do icosaedro regular. Os ingredientes usados
no texto sao aqueles encontrados na Geometria Plana e sdo bem poucos, restritos a intersecdes de retas e
circunferéncias, propriedades de tridngulos e o Teorema de Pitdgoras.

Abstract

In the presente work, we present geometric constructions of some regular polygons, among them, the penta-
gon and the decagon, by using only straightedge (ruler with no marks) and compass. From these construc-
tions, we obtain the famous golden ratio and the trigonometric ratios of the angles 18°, 36° and 72°, which
allow us to expand our studies in Trigonometry with new applications involving these angles. We also pre-
sent a relationship between the construction of the regular pentagon and that of the regular icosahedron. The
ingredients used in the text are those found in Basic Geometry and are very few, restricted to intersections
of lines and circles, properties of triangles and also the Pythagorean Theorem.

Palavras-chave: Construcdes geométricas; Pentdgono; Decdgono; Razdes trigonométricas.

1. Introducao

O objetivo principal deste artigo € abordar as constru¢des do pentdgono e do decdgono regulares, juntamente
com o célculo das principais razdes trigonométricas dos correspondentes angulos centrais. Nos livros dida-
ticos, os exemplos e exercicios envolvendo razdes trigonométricas sdo normalmente restritos aos chamados
arcos notaveis dos angulos 30°, 45° e 60°. Embora esses angulos nio sejam o objetivo principal do presente
artigo, eles serdo abordados porque os ingredientes usados nesses casos s3o exatamente 0s mesmos que
usaremos para construir o pentdgono e o decidgono regulares. A diferenca para as construgdes desses dois
ultimos fica restrita apenas ao niimero de etapas necessarias durante todo o processo de construcao. Assim
procedendo, pretendemos mostrar ao leitor que € possivel ampliar o estudo da Trigonometria, abordando no-
vas aplica¢des e exercicios, por exemplo, com os angulos 18°, 36° e 72°. Os ingredientes usados no texto sao
aqueles encontrados na Geometria Plana e sdo bem poucos, restritos a intersecdes de retas e circunferéncias,
propriedades de tridngulos e o Teorema de Pitdgoras.
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Para cada ntimero inteiro n > 3, seja %, um poligono regular de n lados inscrito em uma circunferéncia de
raio unitario e centro O, considerados em um plano estabelecido. Sejam ¢,, o comprimento do lado de %,
e seja 6,, o angulo central interno em O de um tridngulo com vértices em O e dois vértices consecutivos
de %,,. Entdo, como a circunferéncia de raio unitério estd dividida em n arcos de mesma medida, o angulo
central 6, é dado por 6, = 360°/n, e, dai, conforme a Figura 1, temos sen (6,,/2) = €,/2 e, portanto,
sen (180°/n) = €,, /2. Uma questdo que vamos estudar é como efetivamente dividir a circunferéncia unitaria
dessa forma, ou seja, em n partes iguais. O objetivo principal desse artigo € apresentar resposta para os casos
n =5en = 10, isto é, construir o pentdgono regular %5 e o decdgono regular % . Faremos isso repetindo
as mesmas técnicas dos dois casos precedentes n = 3 e n = 4. Como consequéncia diretamente relacionada
com a construcao do pentdgono regular, obteremos também os casos n = 10 e n = 20.

A

3A2

Figura 1: Poligono regular de n lados

1.1. Caso n=3

Neste caso, temos 65 = 360°/3 = 120° e sen (03/2) = sen60° = €3/2. Considere a Figura 2 abaixo.
Dado o segmento de reta AA’, determinamos o seu ponto médio O, obtido a partir da interse¢do das duas
circunferéncias de centros nas extremidades do segmento AA’ e mesmo raio r maior ou igual a metade do
comprimento de AA’. Os dois tridngulos com lado comum OA sio isdsceles e congruentes, pelo caso LLL
de congruéncia de tridngulos. De modo andlogo, considerando o segmento OA, obtemos seu ponto médio
C. Além disso, C é o ponto médio do segmento BB’. Em particular, se r = OA, entfo os dois tridngulos
sdo equildteros, a medida do dngulo & € 60° e os dois triangulos com lado comum OC sdo congruentes, pelo
caso LAL. Portanto, eles sdo também tridngulos retdngulos. Finalmente, como temos ¢ como um angulo
externo do tridngulo A’OB, a medida dos angulos da base desse tridngulo isGsceles € a /2 = 30°. A mesma
conclusdo vale para o tridngulo A’OB’. Isso permite concluir que A'B'B éum tridngulo equilatero e, logo,
o angulo £(OBC) éigual a a / 2 = 30°. Além disso, considerando o segmento OA unitario, pelo Teorema

de Pitdgoras aplicado ao tridngulo retdngulo OCB, concluimos entdo que sen 30° = 1/2, sen 60° = V3 /2e
que o lado ¢5 do triangulo equildtero A'B'Bé 03 = V3.
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Figura 2: Constru¢do do tridngulo equilatero

Vale destacar que o procedimento descrito, tomando-se a interse¢do de duas particulares circunferéncias,
permite efetivamente dividir uma circunferéncia em trés partes iguais e, assim, construir o poligono regular
%P5. O processo pode ser resumido em duas etapas: a) Dado o segmento AA’ determinamos seu ponto médio
O; b) Em seguida, a partir de O determinamos os pontos B e B’ de intersecio da mediatriz do segmento
OA com a circunferéncia de centro O e raio OA. Outro destaque é que o método permite efetivamente
obter a mediatriz de um segmento qualquer e, portanto, bissetriz, mediana e altura, em relagdo a base, de um
tridngulo isOsceles qualquer. Isso serd usado nos outros casos considerados a seguir. No caso da Figura 2
temos esses conceitos destacados, por exemplo, tanto para o tridngulo OAB quanto para o tridngulo A'B'B.
Assim, o ponto C é ponto médio com relagio ao segmento OA, bem como com relagio ao segmento BB'.

1.2. Caso n=4

Neste caso, temos 6, = 360° /4 = 90° e sen (04/2) = sen45° = ¢, /2. Considere a Figura 3 abaixo.

Figura 3: Construgdo do quadrado

Dado o segmento de reta AA, seguindo o procedimento descrito no caso anterior, determinamos o seu
Z 1 . . . ~ ’ . . 4

ponto médio O. Em seguida determinamos os pontos de intersecdo B e B’ da mediatriz de AA" com a

circunferéncia de centro no ponto O e raio OA. Obtemos assim o tridngulo retingulo AOB. Como esse
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tridngulo é também isésceles, considerando OA como sendo unitdrio e usando o Teorema de Pitdgoras,

obtemos assim de maneira efetiva o quadrado inscrito 4. Além disso, sen45° = \/5 /2ely = \/E

2. Pentigono e Decagono Regulares

2.1. Caso n=5

Neste caso, temos 05 = 360°/5 = 72° e sen (05/2) = sen36° = {5/2. Dai, a partir da soma dos angulos
internos de um tridngulo e das igualdades 180° = 36° + 2 x 72° e 180° = 36° + (36° + 36°) + 72°, isso
sugere a existéncia de dois tridngulos isdsceles semelhantes com bases € e 1 — €, como na Figura 4 abaixo,
onde a = 36°. Tais tridngulos serdo posteriormente obtidos de maneira efetiva e, nesse caso, € é o lado ¢;,
do poligono regular . Segue, da semelhanga desses tridngulos, que ¢ = ¢/1 = (1 —€)/¢, e, portanto,

0= (‘/g, 1)/2, que é a célebre razéo durea ([1] e [4]).

2a 2a
1-1
Figura 4: Razao 4urea

Com conhecimento desses fatos, vamos construir a seguir, de forma efetiva, o poligono regular %5, ou seja,
o pentdgono regular. Considere a Figura 5 abaixo.

Figura 5: Constru¢ao do pentdgono regular

Dado o segmento de reta AA’ determinamos, a partir do procedimento detalhado no primeiro caso tratado
(n = 3), sua mediatriz contendo o ponto médio O de AA’ e também a circunferéncia com centro O e raio
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OA. Em seguida, determinamos o ponto B da mediatriz mencionada de forma que OB € a metade do raio
da circunferéncia. Admitindo-se que o segmento OA seja unitdrio, pelo Teorema de Pitdgoras aplicado ao
tridngulo retdngulo AOB, temos AB = \/5/2 Portanto, OC = AB-1/ (2 = ((‘/g, 1)) /2), que é arazdo
durea, onde C é um dos pontos de intersecdo da mesma mediatriz com a circunferéncia com centro B e raio
AB. O ponto D é a intersecdo do segmento OA com a circunferéncia de centro O e raio OC. Finalmente, os
pontos F e F sdo os pontos de intersecio da circunferéncia de raio 1 e centro O com a mediatriz do segmento
OD. Como o tridngulo OFD € is6sceles, com dois lados unitarios e com base igual & razdo durea, entdo ele é
congruente ao tridngulo isésceles da Figura 4, com Angulos da base ¢ iguais a 72°. Assim, os pontos F', A e
F sdo trés pontos consecutivos de 5. Os pontos restantes de %5 séo os pontos G e G’ obtidos da intersecio
da circunferéncia unitaria de centro O com as circunferéncias de mesmo raio AF e centros nos pontos F e
F’. Além disso, como os dngulos da base do tridngulo isésceles OFD sdo iguais a 72° e a altura FM desse
tridngulo em relacdo ao vértice F é a metade de FF’, segue do Teorema de Pitdgoras que

sen72° = FM = \j(s +5)/8 = V(10 + 245) /4,
FF' = V(10 + 245)/2,

e, usando a bissetriz do tridngulo OFD em relagéo ao vértice F, temos

sen 18° = OM/OF = (y5-1)/4.

Figura 6: Razdo durea

Em seguida, calculando a altura do tridngulo OFD em relago ao vértice D por meio do Teorema de Pitdgoras
(veja Figura 6), obtemos

sen36° = DH/DF = \/(5— V5)/8 = V(10— 2¢5) /4.

Dai, os lados do pentdgono regular %5 e do decagono regular % sdo, respectivamente,

05 =V(10-2v5) /2 e €9 = (V5 1)/2.
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Outra propriedade interessante a ser destacada do pentdgono regular, como se pode verificar das informacdes
acima, € a razdo durea como quociente do comprimento do lado pela diagonal do pentdgono regular. Em
particular, usando o caso LLL de semelhanga de tridngulos, se o lado AF na Figura 5 € 1, entdo a diagonal

FF’ ¢ (1 + V5)/2 (Ver [4]).

A partir dos resultados anteriores e da relacdo cos? 6 + sen” # = 1, obtemos as tabelas.

0 [ 30° | 45 [ 60° |
senf | 1/2 | V2/2 | V3/2
cosO | V3/2 | V2/2 | 1)2

o [ 18 | 36 | 727 |

sen § V51 V1025 | 10+2¢5
4 4 4

cos 60 IOZZ‘E @ @

Exemplo 1. O Plano Diretor de certo municipio litoraneo, para garantir a adequada insolacdo da praia em
certa data e hordrio do ano, estabelece que a altura das edifica¢cdes nao poderd ultrapassar o angulo de 36°,
medido a partir do cal¢addo segundo uma linha horizontal, até o ponto mais elevado da fachada, conforme
a Figura 7 abaixo. Admitindo que a distancia do cal¢addo até a base de uma edificacdo € igual a 21 metros,
qual ¢ a altura méaxima h da edificagdo?

o 21 m 36°

Figura 7

Solugdo: Para a altura maxima h da edificagdo, temos

h/21 = tg36° = sen36°/cos36° = V(10— 2v5) /(1 + V5).

Logo, h = 15, 25. Portanto, a edificagdo devera ter altura maxima de aproximadamente 15, 25 metros. Con-
siderando que, na construcdo civil cada pavimento tem altura média de 3 metros, essa edificagdo corresponde
a um prédio de aproximadamente 5 pavimentos.
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Retornando a construgdo do pentdgono regular aqui apresentada, vemos que o ponto C na Figura 5 é um
dos pontos de intersecdo da reta contendo os pontos B e O com a circunferéncia de centro B e raio igual
a AB. Considerando entio o outro ponto de interse¢do, digamos C’, obtemos o chamado retingulo dureo

determinado pelos vértices consecutivos A, O e C’, com medida dos lados 1 e ((1 + \/g )) /2 (Ver [1], [4]).
Um destaque importante desse retdngulo, com relag@o a construgdo do pentdgono regular, € a construgdo de
Luca Pacioli para o icosaedro regular, descrita a seguir (Ver [3], p. 8). Ela € obtida a partir da intersecdo
de trés retangulos dureos perpendiculares, dispostos em particular posi¢do de simetria destacada na Figura
8a. Para cada um dos doze vértices desses retingulos dureos perpendiculares existem outros cinco vértices
que, juntamente com o vértice inicial, formam cinco tridngulos equildteros. Mais ainda, esses cinco pontos
sdo0 coplanares e determinam um pentdgono regular. O poliedro determinado por todos os doze vértices € o
icosaedro regular (Figura 8b), que € um dos cinco poliedros regulares, Gnicos existentes, e que foram todos
descobertos pelos matemadticos gregos antigos.

2|
>
2 I|_ o h\“\.\ \\\“\\
AN D>
s - LR
\\\ .:'I'I-_ . >
L) /< 5
L 5
c - d
//// ~J
Figura 8a: Retangulos dureos perpendiculares Figura 8b: Icosaedro regular

3. Conclusao

No caso tratado do tridngulo equildtero, Figura 2, foi tomada a mediatriz do segmento OA. Um procedimento
andlogo pode ser feito tomando a mediatriz de A’O. Esses dois procedimentos simultaneos produzem o
hexdgono regular %¢. Da mesma forma, no caso do pentdgono regular, Figura 5, o ponto D foi tomado no
segmento OA dentre as quatro possiveis interse¢des da circunferéncia de centro O e raio OC. O mesmo
procedimento poderia ser feito usando a interse¢ao com A’O. Essas duas escolhas simultineas produzem o
decagono regular &, enquanto todas as quatro alternativas simultdneas produzem o icosdgono regular %,.
Cada um desses casos leva-nos as razdes trigonométricas relativas aos angulos 72°, 36°, e 18°, assim como
ao angulo 54°, que € o dngulo complementar de 36°. Mais ainda, como estimulo ao leitor, lembrando que um
angulo inscrito em uma circunferéncia € a metade do seu correspondente dngulo central (Figura 2), temos até
mesmo a constru¢do do dngulo 9° e do seu complementar 81°, enriquecendo ainda mais as possibilidades de
aplicagdes. Também, usando as férmulas de adi¢do, € possivel calcular as razdes trigonométricas do angulo
3°, a partir das razdes trigonométricas dos angulos 18°, 30° e 45°.

Uma curiosidade natural € saber o que ocorre sobre a efetiva constru¢cdo de %, se n € maior do que 5.
Podemos separar a questdo em duas situacdes, dependendo da paridade de n. Se n é par, digamos n = 2k,
entdo o método usado anteriormente, considerando a mediatriz do lado ¢, pode ser aplicado admitindo-se
que ja é conhecido o resultado para o poligono regular %.. Caso contrdrio, se n € impar, entdo jd paran = 7 é
conhecido que o método ndo pode ser aplicado. No caso geral, uma resposta foi dada por Gauss, dependendo
da fatoragdo de n em ntimeros primos: %, é construtivel se, e somente, sen = 2" xp, x...xp,,onder € N
€ Py, ..., Py sdo distintos primos da forma p; = 227 4 1,1 <i <k, s € N (veja por exemplo [2]). Os

= s
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nimeros primos dessa forma sdo conhecidos como nimeros primos de Fermat. Sdo conhecidos apenas os
cinco primeiros primos de Fermat, a saber: 3, 5, 17, 257 e 65.537. Sabe-se que vdrios nimeros da forma
22" + 1, n € N, ndo sio primos. Por exemplo, Euler foi a primeira pessoa a alertar sobre isso, mostrando
que o nimero 22° + 1 tem 641 como fator primo e, logo, ndo é primo.
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Uma abordagem para o principio da casa dos pombos no
Ensino Fundamental através da resolugao de problemas

Simone da Silva Martins® Luciane Gobbi Tonet® Fabiane Cristina Hépner Noguti®

Resumo

Este trabalho apresenta os resultados da aplicacdo de uma sequéncia didatica, criada a partir de
trés atividades, que utilizam a Resolucao de Problemas como forma de abordar o Principio da
Casa dos Pombos no nono ano do Ensino Fundamental. A dificuldade das questdes elaboradas
aumenta gradativamente, de forma que a primeira atividade utiliza material concreto, a segunda
apresenta questoes relacionadas ao cotidiano dos alunos e que exigem abstracdo, e a terceira e
ultima atividade é um desafio bem mais complexo adaptado do Banco de Questdes da Obmep.
O objetivo desta proposta é mostrar como o estudo deste principio, de enunciado tdo simples,
pode trazer beneficios para a aprendizagem dos alunos, especialmente no que diz respeito ao
desenvolvimento do raciocinio légico. Este artigo é proveniente da dissertacdo de mestrado de
Martins (2019) [8] pelo Profmat — Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Principio da Casa dos Pombos; Resolucdo de Problemas

Abstract

This paper presents the result of the application of a didactic sequence, created from three ac-
tivities, which use Problem Solving as a way to approach the Pigeonhole Principle in the ninth
grade of Elementary School. The difficulty of the proposed activities increases gradually increases
so that, the first activity uses concrete material, the second is related to students’ everyday issues
and require abstraction, and the third and last activity is a much more complex challenge. The
goal of this work is to show how the study of this principle, with such a simple statement, can
bring benefits for students’ learning, especially with regard to the development of logical reasoning.
This is a paper from the master’s dissertation of Martins (2019) [8] from PROFMAT - Professional
Master in Mathematics on National.

Keywords: Math Education, Pigeonhole Principle, Problem Solving

1. Introdugao

O Principio da Casa dos Pombos normalmente nao é um contetido trabalhado no Ensino Basico,
ficando restrito ao Ensino Superior e cursos preparatérios para concursos. No entanto, Brasil
(2018) [4] apresenta como competéncia da disciplina de matemaética o desenvolvimento do raciocinio
l6gico, o espirito de investigacdo e a capacidade de argumentagao, habilidades essas que podem ser
desenvolvidas por meio desse contetudo.

ran
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Além disso, a simplicidade de seu enunciado, aliada & inexisténcia de férmulas complexas, torna-o
uma poderosa ferramenta para a resolugdo de problemas dos mais variados niveis de dificuldade.
Por esse motivo, acredita-se que esse contetido possa ser utilizado para despertar o interesse do
aluno pela matematica, desmistificando um pouco a disciplina e auxiliando no desenvolvimento
das habilidades previstas para esse componente curricular.

Para tanto, este trabalho apresenta uma proposta de atividade que utiliza a Resolucao de Proble-
mas e a manipulacgao de material concreto com o objetivo de desenvolver gradualmente a compre-
ensao do Principio da Casa dos Pombos com alunos de Ensino Fundamental.

De acordo com os Parametros Curriculares Nacionais [3], a Resolucdo de Problemas deve ser
considerada como uma orientagdo para o ensino, ja que possibilita a aprendizagem de conceitos,
procedimentos e atitudes matematicas. Através dela o aluno constréi conceitos articulados com
outros conceitos, dando um maior sentido ao conteiido estudado.

Neste trabalho foi dado um enfoque especial ao ensino da matemética no Ensino Fundamental,
apresentando, além de uma proposta de estudo para o Principio da Casa dos Pombos através da
Resolucdo de Problemas, uma anélise dessa execucao. Tal perpspectiva retrata um diferencial, pois,
analisando as dissertacOes apresentadas até o momento ao Profmat — Mestrado Professional em
Matematica em Rede Nacional, que abordam o Principio da Casa dos Pombos, é possivel perceber
que a maior parte delas apresenta propostas de atividades ou relatos de experiéncias direcionados
aos contetidos do Ensino Médio, como pode ser observado em [16, 1, 11, 5, 13]. Outras trazem
diferentes aplicagoes do principio, servindo de suporte a professores que desejam abordar o contetido
em suas aulas, como em [14, 9].

Este artigo estd estruturado da seguinte forma: na segunda se¢ao o Principio da Casa dos Pombos é
enunciado, e, na sequéncia, encontra-se um breve relato histérico sobre a Resolu¢ao de Problemas.
Na terceira se¢ao sao descritas a metodologia adotada e as trés atividades elaboradas para o nono
ano do Ensino Fundamental com o propdsito de explorar o Principio da Casa dos Pombos através
da Resolugdo de Problemas. Na quarta secao sdo expostas algumas resolugoes dos problemas
propostos, bem como os resultados das aplicacoes das atividades. A quinta secdo reproduz as
consideragoes finais nas quais implementam-se sugestoes para futuras aplicagoes da proposta.

2. Referencial Teoérico

Nesta se¢do, apresenta-se a fundamentagio teérica do Principio da Casa dos Pombos e um breve
estudo sobre o ensino através da Resolucao de Problemas.

2.1. Principio da Casa dos Pombos

O Principio da Casa dos Pombos, o qual serd denominado daqui em diante por PCP, também é
conhecido como Principio das Gavetas de Dirichlet, Principio das Gavetas ou até mesmo Principio
de Dirichlet. De acordo com [6], 0 matemaético aleméo Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1839)
tem seu nome associado ao principio por ter sido o primeiro matematico a utilizar esse método
para resolver problemas nao triviais.

Segue, entdo, seu enunciado:

Teorema 1. Dadas n casas e n+1 pombos pode-se afirmar que se forem distribuidos os pombos nas
casas, pelo menos uma casa ficard com mais de um pombo.

" sBm
398 - DIV



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Martins, Tonet e Noguti

A seguir, um dos problemas que constituem a proposta deste trabalho ilustra sua aplicacao.

Exemplo: Em uma caixa héa cinco bolas azuis, trés amarelas, trés vermelhas e duas verdes mistu-
radas. Retirando uma bola de cada vez, quantas bolas devem ser retiradas no minimo para que se
possa afirmar que pelo menos duas tém a mesma cor?

Nesse caso, considera-se que o nimero de casas é igual ao nimero de cores, isto é, n=4. O nimero
de pombos corresponde ao nimero de bolinhas. Como se quer uma repetigdo, deve-se ter n+1=5
pombos. Portanto, retirando-se cinco bolinhas é possivel afirmar que, pelo menos, duas serao da
mesma Ccor.

O resultado a seguir apresenta o Principio Geral da Casa dos Pombos. Neste caso, basta considerar
k=1 para retornar ao PCP usual.

Teorema 2. Dadas n casas e nk+1 pombos, pode-se afirmar que em pelo menos uma das casas
haverd k+1 pombos.

Na maioria das vezes, a grande dificuldade em se resolver questoes que envolvam o PCP esta em
distinguir o que deve ser considerado como “casa” e o que deve ser considerado como “pombos”.
Apés feita essa identificagdo, praticamente ndo hd maiores problemas em se aplicar o principio.
Como exemplo, outro problema que constitui essa proposta é apresentado.

Exemplo: Na nossa escola ha 13 turmas dos anos finais do Ensino Fundamental. Sera realizado
um sorteio para selecionar 40 desses alunos para representar a escola em uma gincana. A partir
de qual sorteado serd possivel afirmar que hé pelo menos dois alunos sorteados de uma mesma
turma?

O fato de uma das informacoes fornecidas néo ser relevante para a resolucao do problema pode gerar
confusao na identificacdo de “casas”e “pombos”, considerando o publico-alvo das atividades. Neste
caso, o numero de casas é dado pelo niimero de turmas, ou seja, n=13. Os pombos representam os
alunos. Como se quer dois em alguma das casas, sdo necessarios, pelo menos, n+1 = 13+1 = 14
pombos. Portanto, a partir do 14° sorteado é possivel afirmar que havera pelo menos dois alunos
de uma mesma turma.

2.2. Resolucao de Problemas

Baseada na Teoria Significativa, de Willian Brownell, a partir da segunda metade da década de
1930 a énfase do ensino de Matemética passou a ser sobre o desenvolvimento da aprendizagem e nao
somente sobre o resultado final, como era considerada anteriormente. Neste sentido, a Resolugao
de Problemas comegou a despontar como uma teoria que vai ao encontro dessa demanda. Ela foi
desenvolvida, inicialmente, pelo matematico e pesquisador George Polya, que a difundiu através
do livro A arte de resolver problemas. Esta obra foi publicada em 1945 e é um dos livros mais
vendidos do mundo moderno [10, 15].

No entanto, foi somente a partir de 1980 que a Resolugdo de Problemas passou a integrar os curri-
culos como uma proposta de aprendizagem, inicialmente nos Estados Unidos e apds expandindo-se
para outros paises ao redor do mundo. Foi nesse mesmo ano que o NCTM ! dos EUA publicou
um documento chamado “An Agenda for Action: Recommendations for School Mathematics in
the 1980’s”, contendo recomendacoes para o ensino da matematica, dentre as quais indicava que a
resolucdo de problemas deveria ser o foco da matemaética escolar durante a década de 1980 [3, 2, 10].

INational Council of Teachers of Mathematics (Conselho Nacional dos Professores de Matematica)
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Na metodologia de ensino através da Resolucao de Problemas, os contetidos mateméticos sdo
trabalhados a partir de um problema previamente escolhido pelo professor com a finalidade de
motivar a aprendizagem. Neste tipo de abordagem, os contetidos tornam-se ferramentas para a
resolucao do problema proposto, o qual atribui mais sentido ao que estd sendo estudado.

Segundo Onuchic e Allevato (2011, p.80)[12] “Nessa concepgdo, o problema é visto como ponto de
7 )

partida para a construgdao de novos conceitos e novos contetidos; os alunos sendo coconstrutores

de seu préprio conhecimento, e os professores, os responsaveis por conduzir esse processo”.

Propiciar ao aluno a oportunidade de se tornar ativo e responsavel pelo préprio aprendizado au-
menta sua autoestima. Ao resolver o problema, o aluno apropria-se de suas habilidades matema-
ticas, ocorrendo entdo um empoderamento em relagdo a disciplina.

De acordo com a BNCC, a Resolucdo de Problemas é uma estratégia para a aprendizagem que pode
ser implementada ao longo do Ensino Fundamental como forma de auxiliar no desenvolvimento de
competéncias como o raciocinio légico, representacao, comunicagao e argumentagao.

Da mesmo forma, os PCN [3] apresentam a Resolugdo de Problemas como um dos caminhos
possiveis para “se fazer matematica” em sala de aula, atribuindo ao aluno o papel de protagonista
na construgao de sua aprendizagem.

Por acreditar nos beneficios advindos desse tipo de estratégia, no que se refere a esta proposta,
as atividades elaboradas com a finalidade de estudar o PCP estao baseadas no ensino através da
Resolucdo de Problemas, atendendo a demanda dos documentos norteadores da educagao béasica
brasileira.

3. Metodologia

Esta pesquisa foi realizada na forma de um estudo de caso no qual as atividades elaboradas foram
aplicadas em uma turma do 32 ano do 32 ciclo, correspondente ao 9° ano do Ensino Fundamen-
tal, da Escola Municipal de Ensino Fundamental Vereador Antonio Giudice, localizada em Porto
Alegre/RS. Ela integra a dissertagdo de mestrado de Martins (2019) [8], defendida em agosto do
mesmo ano da publicagdo, na Universidade Federal de Santa Maria, e na qual é possivel encontrar
mais detalhes sobre aplicacdo realizada.

3.1. Descrigao dos Sujeitos da Pesquisa

A escola onde ocorreu a aplicagdo da proposta atende, em grande maioria, alunos de baixa renda,
muitos deles em situagdo de vulnerabilidade social.

As atividades foram desenvolvidas em uma das turmas regulares da primeira autora deste artigo,
composta por 32 alunos que frequentavam as aulas no turno da manha. Salienta-se que um deles
era portador de necessidades educativas especiais devido ao comprometimento cognitivo causado
pelas crises de epilepsia que sofreu quando ainda era bebé.

Quase todos os estudantes ja haviam sido alunos regulares da professora em anos anteriores, o que
garantia um vinculo afetivo entre os mesmos. Era habitual a perda de alguns minutos no inicio
das aulas devido & conversa entre os alunos. Entretanto, eles costumavam se comprometer com as
atividades propostas nas aulas de matematica, apresentando boa producao.
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3.2. Propostas de Atividades

Na primeira atividade foram propostos problemas que envolviam o PCP e que eram passiveis de
representacdo por meio de material concreto. Os alunos formaram grupos de trés a quatro inte-
grantes. Neste contato inicial, ndo havia exigéncia de rigor matematico relacionado ao contetdo.
No decorrer da aula, composta por 2 periodos de 45 minutos, era esperado que os alunos con-
seguissem responder as perguntas propostas através da manipulacdo do material e da interagao
entre eles préprios e que, no decorrer do processo, comecassem a realizar abstracdes, diminuindo
a necessidade de manipular material concreto.

Na segunda atividade, os problemas propostos abordavam temas relacionados com a realidade dos
alunos, tais como data de nascimento e dias da semana. Nesta etapa, ndo foram mais utilizados
materiais concretos e mantiveram-se os grupos formados na aula anterior. Almejava-se que depois
da primeira aula utilizando o material concreto, os alunos conseguissem abstrair e generalizar a
estratégia de resolugdo, respondendo a problemas mais complexos.

Na terceira atividade foi proposto um problema que exigiu abstracao e compreensao do PCP. Era
esperado que, apds as duas primeiras aulas, os alunos conseguissem, dessa vez sem a interacao em
pequenos grupos, solucionar uma questao mais complexa, proposta no sentido de desafio.

Em cada uma das atividades foi entregue uma folha, contendo o enunciado dos problemas, para que
os alunos pudessem registrar suas respostas individualmente. Durante a aplicacdo, a professora
circulou pela sala, tentando auxiliar na resolugdo por meio de perguntas, instigando, mas sem
fornecer o resultado. A avaliacdo foi realizada no decorrer da aula, a partir da observacdo da
acao dos alunos mediante os problemas propostos e também posteriormente, através da andlise
dos registros de cada aluno. Considera-se que a atividade foi positiva, pois os alunos mostraram-
se motivados e conseguiram aplicar o PCP em diferentes situagdes do cotidiano, respondendo a
maioria dos problemas propostos corretamente. A seguir serdo descritos os problemas que foram
disponibilizados aos alunos.

3.2.1 Problemas Propostos para a Atividade 1

Salienta-se que os problemas aqui destacados foram especialmente elaborados para esta atividade.

A) Dentro de um estojo hd quatro canetas pretas, cinco canetas azuis, duas vermelhas e uma
verde. Distribuindo aleatoriamente as canetas desse estojo para que um grupo de pessoas assine
um cartao de aniversario para um amigo, e considerando que nao havera trocas de canetas e cada
um assinara com a cor que receber, quantas canetas devem ser distribuidas, no minimo, para se
ter certeza de que duas dessas pessoas assinarao o cartdo com a mesma cor?

B) Quantas cartas devem ser retiradas aleatoriamente de um baralho embaralhado, para se ter
certeza de que pelo menos trés das cartas retiradas tenham naipes iguais?

C) No refeitério da escola estao sendo oferecidas trés opgdes de fruta para lanche, banana, maca e
melancia. Em uma das turmas vai um aluno de cada vez retirar seu lanche. Quantos alunos devem
ir ao refeitério para que se possa afirmar que dois alunos, pelo menos, escolheram a mesma fruta?

D) Em uma caixa hé cinco bolas azuis, trés amarelas, trés vermelhas e duas verdes misturadas.
Retirando uma bola de cada vez, quantas bolas devem ser retiradas no minimo para que se possa
afirmar que pelo menos duas tém a mesma cor?
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E) Em um envelope hé cartoes verdes e laranjas. Quantos cartoes devem ser retirados do envelope
para que se tenha pelo menos trés cartoes da mesma cor?

F) Uma escola dispde de quatro cores de tintas para pintar suas salas de aulas, rosa, amarelo,
azul e lildas. Cada sala de aula sera pintada na cor mais votada por cada turma. Para conferir
a pintura, a diretora farad vistoria sala por sala. Em quantas salas ela deverd entrar, no minimo,
para encontrar duas salas pintadas com a mesma cor?

G) Em uma loja hd camisetas de duas cores distintas para serem vendidas (branca ou preta).
Quantas camisetas devem ser vendidas, no minimo, para que seja possivel afirmar que foram
vendidas trés camisetas da mesma cor?

A Figura 1 ilustra os materiais utilizados para esta atividade.

Figura 1: Material utilizado para ilustragdo dos problemas da atividade 1

Para a ilustragdo do problema A foi disponibilizado um estojo com o mesmo nimero e cores de
canetas mencionadas no enunciado. Para o problema B, um baralho de cartas. Para a ilustragao
do problema C foram disponibilizadas figurinhas com desenhos das frutas oferecidas no refeitorio.
Para o problema D, uma caixa com bolinhas nas mesmas cores e quantidades mencionadas no
enunciado. Para o problema E foi disponibilizado um envelope contendo diversos cartoes verdes
e laranjas. Para o problema F, uma planta baixa do prédio da escola e quatro cores de tintas
diferentes, e, para o problema G, diversas miniaturas de camisetas brancas e pretas confeccionadas
em papel.

3.2.2 Problemas Propostos para a Atividade 2

Novamente, destaca-se que os problemas aqui listados foram especialmente elaborados para tal
atividade.

1) Conte o nimero de alunos presentes na sala hoje.

a) Quantos alunos, no minimo, é possivel afirmar que fazem aniversario no mesmo més?
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b) Quantos alunos, no minimo, é possivel afirmar que fardo (ou ja fizeram) aniversario em um
mesmo dia da semana neste ano?

2) Se for realizada uma votacao para escolher o professor conselheiro da turma, em um grupo
de dez professores, quantos alunos devem votar, no minimo, para que se possa afirmar que um
professor recebeu dois votos?

3) Em um grupo de trés alunos é possivel afirmar que hé, no minimo, quantas pessoas do mesmo
sexo?

4) Quantas pessoas deveriam ter na sala para que se possa afirmar que, pelo menos, duas nasceram
em um mesmo dia? (ndo necessariamente no mesmo més. Exemplo: 17 de agosto e 17 de janeiro)

5) Ser4 feita uma gincana na escola. Havera cinco equipes nas quais os alunos poderao se inscrever.
Supondo que ordenadamente os alunos da turma escolham a sua equipe, a partir de qual aluno
serd possivel afirmar que haverd dois alunos da turma em uma mesma equipe?

6) Na nossa escola hd 13 turmas dos anos finais do Ensino Fundamental. Serd realizado um sorteio
para selecionar 40 desses alunos para representar a escola em uma gincana. A partir de qual
sorteado serd possivel afirmar que ha pelo menos dois alunos sorteados de uma mesma turma?

3.2.3 Problema Proposto para a Atividade 3

O problema proposto nesta atividade foi adaptado da Questao 10 do nivel 3 do Banco de Questoes
da Obmep de 2016.

Uma urna contém k bolas marcadas com k, para todo k=1, 2, ... , 2019. Ou seja, ha uma bola
com o numero 1, duas bolas com o nimero 2 e assim sucessivamente. Qual é o nimero minimo
de bolas que devemos retirar, sem reposi¢ao e sem olharmos as bolas, para termos certeza de que
teremos 12 bolas com o mesmo niumero?|?]

4. Resultados e Discussao

Na sequéncia sao expostas algumas resolugoes apresentadas, bem como um relato da aplicacdo das
atividades descritas na secao anterior.

4.1. Atividade 1

No dia em que a atividade 1 foi aplicada, 28 alunos estavam presentes. A maioria escutou com
atencao as orientagdes e se mostrou empolgada com a proposta. O tempo planejado de dois
periodos para a execugao da atividade foi suficiente, embora alguns alunos nao a tenham finalizado.
Ressalta-se que, nestes casos, foram a falta de comprometimento e distracdo que prejudicaram o
andamento da tarefa.

Alguns alunos destacaram-se na aula, compreendendo rapidamente o raciocinio necessario para
a resolucdo dos problemas e auxiliando os demais colegas. Ao longo da aula, a necessidade da
manipulagdo do material concreto foi diminuindo, o que atendeu a expectativa das autoras para
esse momento. No final da mesma, muitos alunos mostraram seu progresso ao descartar o uso do
material concreto e realizar abstragoes sobre as situagoes propostas nos problemas.
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Dezesseis alunos responderam todas as questoes, o que representa pouco mais da metade da turma.
A maioria dos 12 alunos remanescentes entregou a folha de respostas faltando poucas questoes.
Apenas dois alunos entregaram a atividade em branco. Um deles afirmou nao ter compreendido que
cada aluno deveria entregar a sua atividade individualmente. O outro, portador de necessidades
educativas especiais, ndo estava disposto nesse dia, embora tivesse condi¢oes de responder os
problemas que estavam sendo propostos.

A seguir é realizada uma analise dos resultados apresentados pelos alunos. A Figura 2 ilustra uma
das respostas fornecidas para o problema A.

Figura 2: Resposta apresentada para o problema A

O aluno afirma que a resposta é “5 porque tem 4 cores, impossivel ndo repetir 2x na 52”. Mui-
tos alunos apresentaram justificativas semelhantes, o que demonstra que, embora nao tenham sido
apresentados formalmente ao PCP, eles conseguiram compreender a sua légica através da manipula-
¢ao do material concreto, da interagao entre os colegas dentro dos grupos e pelos questio-namentos
da professora.

Na Tabela 1 sdo apresentadas informagoes quantitativas sobre o éxito dos alunos em suas resolugoes.

Problema | Numero de alunos | Numero de respostas | Percentual de acerto entre os
que responderam corretas que responderam

A 21 21 100%

B 20 16 80%

C 26 25 96,1%

D 21 18 85,7%

E 21 18 85,7%

F 26 26 100%

G 21 17 80,9%

Tabela 1: Dados quantitativos das respostas apresentadas na atividade 1.

Durante a aplicacdo da atividade 1, observou-se que os alunos apresentaram mais dificuldades
nos problemas B, E e G, todos relacionados com o Principio Geral da Casa dos Pombos. Isso
se confirma quando analisamos os resultados apresentados na Tabela 1. Além disso ressalta-se a
grande dificuldade apresentada pelos alunos no que se refere a justificar adequadamente a solugao
para esses problemas, como ilustra a Figura 3.
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Figura 3: Resposta apresentada para o problema B

O aluno afirma que sdo “9, pois para a gente ter certeza que teremos 3 cartas do mesmo naipe,
a gente terd que ter 2 de cada.. Embora o resultado esteja correto, sua justificativa é bastante
confusa, situagdo recorrente nesses problemas.

Nos problemas A e F os alunos apresentaram mais facilidade, respondendo-os corretamente. Ambos
abordam o caso usual do PCP.

Considerando os percentuais de acerto apresentados na Tabela 1, é possivel afirmar que os alunos
apresentaram bom desempenho na atividade 1.

Houve uma boa receptividade dos alunos a aula, percebida inclusive pelos comentarios de “muito
legal essa aula” no final do periodo.

4.2. Atividade 2

Muitos alunos iniciaram a aula questionando se uma continuidade & aula anterior seria dada.
Estavam presentes 26 alunos neste dia. Novamente, dois alunos nao entregaram a atividade, nao
sendo os mesmos da aula anterior. Todos os demais responderam-na completamente, e a grande
maioria mostrou-se empenhada. O tempo planejado de dois periodos para a atividade foi suficiente
e adequado.

Mais uma vez, alguns alunos destacaram-se e responderam rapidamente quase sem auxilio da
professora. Outros alunos tiveram mais dificuldades, especialmente na primeira questdo, a qual
abordava o caso geral do principio.

Em diversos momentos, foi necessario que a professora auxiliasse com questionamentos que favo-
recessem a compreensdo. Por exemplo, para auxiliar na resolu¢do do problema 1 (a), a professora
indagou se era possivel que, em um grupo de 12 pessoas, cada uma delas fizesse aniversario em
um més diferente das demais. Na sequéncia, os alunos eram questionados sobre o que acontece-
ria se houvesse uma pessoa a mais nesse grupo. Dezenove alunos responderam corretamente este
problema e a Figura 4 ilustra uma das justificativas apresentadas.

Figura 4: Resposta apresentada para o problema 1(a)
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O aluno afirma que séo necessdarias “3 pessoas, pois em algum dos meses, se a gente distribuir cada
aluno em um més, vai ter um més com 3.”. Esse exemplo confirma a dificuldade apresentada pelos
alunos em justificar adequadamente as soluges dos problemas relacionados com o Principio Geral
da Casa dos Pombos.

Os problemas 3, 5 e 6, abordando o caso usual do PCP, foram respondidos corretamente por todos
os alunos. A Figura 5 ilustra uma das respostas apresentadas para o problema 5.

Figura 5: Resposta apresentada para o problema 5

Neste caso o aluno responde “6 porque s6 tem 5 equipes, impossivel ndo repetir no 6” o que
demonstra boa compreensao e clareza na justificativa.

A Tabela 2 apresenta informagoes quantitativas das respostas observadas na aplicacdo da atividade
2.

Problema | Nimero de alunos | Numero de respostas | Percentual de acerto entre os
que responderam corretas que responderam

1A 24 19 79,1%

1B 24 12 50%

2 24 22 91,6%

6 24 24 100%

4 24 19 79,1%

5 24 24 100%

6 24 24 100%

Tabela 2: Dados quantitativos das respostas apresentadas na atividade 2.

Embora nao houvesse a obrigatoriedade de responder os problemas na ordem em que apareciam,
a maioria dos alunos assim o fez. Como o nivel de dificuldade era similar, é possivel pressupor que
o nivel de compreensédo foi aumentando no decorrer da aula, ja que as ultimas duas questoes nao
apresentaram erros.

Conforme a Tabela 2, o problema 1, versando sobre o caso geral do PCP, apresentou o menor
indice de acerto. Ressalta-se que nos problemas 1 e 3 sdao fornecidos os dados necessarios para se
determinar o nimero de repeti¢cdes decorrentes, o que os difere dos demais problemas propostos.
No entanto, o problema 3 aborda o PCP usual e, todos os alunos que responderam o fizeram
corretamente. Essa andlise reforca a dificuldade apresentada pelos alunos relacionada ao caso
geral do PCP.

No geral, os alunos apresentaram muitas davidas no inicio da aula, mas evoluiram bem no decorrer
da mesma e, no final, ji conseguiam responder as perguntas corretamente e sem auxilio, demons-
trando compreensdo da légica presente nos problemas. Com excegdo do item b do problema 1, é
possivel afirmar que os alunos apresentaram bom desempenho na atividade 2.
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4.3. Atividade 3

A aula iniciou retomando as questoes das aulas anteriores, enfatizando que todos os problemas
trabalhados, inclusive o desafio que seria proposto na sequéncia, abordavam a mesma légica. A
fim de auxilid-los na resolucdo do desafio, perguntou-se: quantas pessoas sdo necessirias em um
grupo para que se possa afirmar que, pelo menos, quatro delas fazem aniversario em um mesmo
més?

No quadro, foram descritas todas as possibilidades de meses. Imaginando um grupo formado por
)

12 pessoas, distribuiu-se cada uma em um més diferente e se questionou se aquela situacido seria
)

possivel. O grupo foi ampliado de tal forma que cada més ficasse com exatamente trés pessoas. No

que segue, discutiu-se sobre o que aconteceria se esse grupo tivesse uma 372 pessoa. Concluiu-se

que o numero de pessoas necessarias em um grupo para que se possa afirmar que, pelo menos,

quatro delas facam aniversario em um mesmo més é

37=36+1=123+1 (1)

Na sequéncia, a professora leu o enunciado do desafio para a turma, informando que ele era
realmente mais complexo que os demais, necessitando, possivelmente, de mais empenho por parte
de cada um. A maior parte da turma encarou o desafio com seriedade e tentou resolvé-lo. Tanto
que o tempo de 1 periodo estipulado inicialmente para a atividade precisou ser ampliado para 2
periodos.

Explicou-se o que o problema pedia e um desenho ilustrativo das bolinhas, semelhante ao da
Figura 6, foi feito no quadro.

O,
®® Nao possuem
@@@ quantidade suficiente
@@@@ para as 12 repeti¢des
o
[

solicitadas

259880908007

000 ooo
@ 000 ooo

Figura 6: Ilustracdo do desafio feito no quadro

Foi explicado que as primeiras bolinhas nao tinham quantidade suficiente para serem repetidas 12
vezes, N0 que se sugeriu separar o exercicio em dois casos. As bolinhas de 1 a 11, que ndo poderiam
se repetir 12 vezes, seriam o primeiro caso e, as bolinhas de 12 a 2019, que poderiam se repetir
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12 vezes, o segundo caso. Reforgou-se que o célculo do segundo caso era semelhante ao exemplo
inicial da aula.

Nove alunos entregaram a atividade em branco, o que nao é considerado ruim, dada a complexidade
do problema proposto e que alguns desses fizeram isso apds algumas tentativas inconclusivas.
Ressalta-se que mais de um aluno pediu que a resolucao do desafio fosse explanada na aula seguinte.

Dos 16 alunos que entregaram algo escrito, seis respostas destacaram-se. Trés chegaram muito
perto do resultado, apresentando um raciocinio préprio ou seguindo as dicas dadas. Outros trés
acertaram o problema completamente, dois deles seguindo as dicas e um terceiro usando uma
estratégia prépria. A Figura 7 ilustra uma das respostas apresentadas ao desafio.

Figura 7: Resposta correta apresentada ao desafio

Percebe-se que, neste caso, o aluno contou as bolinhas com numeragio inferior a 11 e aplicou o
PCP nas bolinhas com numeracio superior, seguindo assim a sugestdo da professora para obter o
resultado correto.

Outro aluno que apresentou resultado correto utilizou uma estratégia propria bastante interessante,
conforme ilustra a Figura 8.

Figura 8: Resposta correta apresentada ao desafio
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Esse aluno explicou sua estratégia oralmente, na qual se baseia a descri¢io a seguir. Suponha
que sejam retiradas todas as primeiras bolinhas de todos os nimeros. Isso corresponde a 2019
bolinhas. Depois retiram-se todas as segundas bolinhas de cada. Como a bolinha 1 nao possui
segunda bolinha, sdo 2018 segundas bolinhas. Apds retirar todas as 2017 terceiras bolinhas de cada
numero, repete-se esse processo até que sejam retiradas todas as 11 bolinhas de todas as bolinhas,
que serdo 2009. A préxima bolinha a ser retirada certamente sera a 122 bolinha de alguma das
bolinhas. O resultado sera entdo a soma de todos esses valores de bolinhas retiradas.

2019 + 2018 + 2017 + --- + 2009 + 1 = 22155 (2)

Em geral os alunos solicitaram bastante auxilio no decorrer da aula. Nesses momentos eram
informados se estavam no caminho certo ou se mudangas em suas estratégias faziam-se necessarias.
Essa orientacdo sempre era feita através de questionamentos.

Considerando a complexidade do problema e que originalmente o mesmo era destinado a alunos
do Ensino Médio (Nivel 3 — Obmep) avalia-se que os resultados apresentados foram bastante
satisfatorios.

5. Consideragoes Finais

O proposito desse artigo consiste em apresentar uma maneira de introduzir o Principio da Casa
dos Pombos no Ensino Fundamental, de forma a valorizar o aprendizado desses alunos e tornar a
aula de matematica mais interessante.

O grande diferencial dessa pesquisa estd no fato de que a sua aplicagdo ocorreu em uma turma
regular do Ensino Fundamental e ndo em um grupo de estudantes selecionados formando uma sala
de aula irreal. Isso fez com que aparecessem situacoes adversas e muito comuns em qualquer sala
de aula, tais como os alunos que entregaram a atividade em branco, os que ndo compreenderam a
proposta e nao expuseram suas dividas e os que faltaram e perderam a sequéncia do trabalho.

No entanto, mesmo com as dificuldades, avalia-se que a aplicacdo da proposta foi muita positiva.
Os alunos mostraram-se motivados e a interagdo dentro dos pequenos grupos favoreceu a resolucao
dos problemas que eram propostos. Por isso, considera-se que a Resolucdo de Problemas foi uma
Otima estratégia de ensino.

Durante a aplicacao das atividades uma dificuldade maior foi percebida nos exercicios que envol-
viam o caso geral do Principio da Casas dos Pombos, para os quais os indices de acertos foram
menores. Com base nisso, sugere-se que, em uma proxima aplicagdo, a primeira atividade seja
dividida em duas partes. A primeira parte destinada somente a exercicios sobre o caso usual do
principio, para que assim os alunos consigam fixar melhor o conceito antes de executar os exer-
cicios sobre o caso geral, para o qual seria dedicada a segunda parte da atividade. Para tanto,
recomenda-se acrescentar outros exercicios em cada uma dessas partes, ampliando o tempo de
aplicacao da proposta. Também sugere-se finalizar a atividade 2 com o problema inicial, ja que
este é o0 tnico que aborda o caso geral do Principio da Casa dos Pombos nessa atividade.

Embora a proposta tenha sido elaborada para um nono ano, acredita-se que ela possa ser executada
em outros anos do Ensino Fundamental.

Tendo em vista a andlise apresentada, considera-se que a proposta de atividade presente neste
trabalho atingiu os objetivos almejados, conseguindo estimular os alunos ao aprendizado e sendo
muito gratificante aos envolvidos.
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Pensamento algébrico nos anos iniciais do Ensino
Fundamental: uma proposta de aplicativo

Vagner Campedo!® Tlio Oliveira de Carvalho®

Resumo

Neste artigo, apresentamos um produto para o desenvolvimento do pensamento algébrico: o apli-
cativo Algebrizar. Sua construcao baseou-se nas competéncias e habilidades requeridas pela Base
Nacional Comum Curricular para os Anos Iniciais do Ensino Fundamental, aliadas a Estratégia
de Investigacio Matemética. As situagoes ludicas sdo contempladas, pois o aplicativo possui o
formato de um jogo, guiando o aluno através de trilhas e pontuagoes. O aplicativo procura incen-
tivar a participagao dos alunos nos momentos de reflexdo, uma vez que, dentro do préprio jogo, ele
precisa refletir e responder a algumas questoes criadas com a intencdo de promover um momento
de dialogo e discussdo em sala, situagdo que sera conduzida pelo professor durante a investigacao.

Palavras-chave: Pensamento Algébrico; Anos Iniciais do Ensino Fundamental; Investigagdo Mate-
matica.

Abstract

We report on an applet for the development of algebraic thinking, named Algebrizar. Its cons-
truction was based on the competences and skills required by the official Base Nacional Comum
Curricular for the early years of elementary school, combined with the strategy of Mathematical
Investigation. The playful situations, which are also essential in the early years, are met through
the use of the Algebrizar applet, which may be viewed as a game, guiding the student through
trails and scores. Algebrizar is designed to encourage participation in moments of reflection, since
within the game itself the student needs to reflect on and answer some questions created with the
intention of promoting a moment of dialogue and discussion in the classroom, a situation that will
be conducted by the teacher during the investigation.

Keywords: Algebraic Thinking; Early Years of Elementary School; Mathematical Investigation.

1. Introdugao

Por meio da observagao constante da natureza é que o homem construiu a Matematica ao longo dos
séculos, analisando o seu cotidiano e considerando problemas afetos a sua sobrevivéncia. A partir
da necessidade de solugoes, foram sistematizados registros, analises e estudos que enfim levaram a
uma linguagem com simbolos préprios.

1Bolsista da Coordenacio de Aperfeicoamento Pessoal de Nivel Superior - Capes durante o curso de Mestrado
em Matemética pelo Programa Profmat.
D
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A acéo pedagogica no campo da matematica ndo tem sido satisfatoria nos ultimos anos, quando
observamos os indices oficiais tais como o Indice de Desenvolvimento da Educacio Bésica (Ideb)
apontando 71% de insuficiéncia na disciplina [1], posicionando-nos no 72° posto de um total de
79 paises no Programa Internacional de Avaliagdo de Estudantes (Pisa) [3]. A pratica docente
também permite a percepcao da desmotivacdo e a desvalorizagao desta disciplina, tantas vezes
sendo considerada muito dificil e para poucos. Isso se intensifica quando os temas da Algebra sdo
tratados, nos quais os alunos precisam lidar com o formalismo matemaético e com simbolos.

Nesse estudo, partimos de uma andlise da historia do ensino da algebra na Educacao Basica. Por
muito tempo, ela era inserida nos Anos Finais do Ensino Fundamental. Estudos recentes apontam
que esse campo da matemédtica poderia ser tratado nos Anos Iniciais do Ensino Fundamental
recorrendo ao desenvolvimento do pensamento algébrico para, posteriormente, estar preparado
para a semeadura da linguagem algébrica.

Em [7, p.40], descrevendo o ensino da &dlgebra no decorrer do tempo, os autores relatam que
este esteve associado a memorizacao de férmulas, ou mesmo de regras mecénicas que solucionam
expressoes algébricas sem aplicabilidade e sentido. No ensino da matematica na Educacao Bésica,
a algebra foi inserida nos curriculos de forma isolada e sem ligacdo com as demais dreas que ja se
estudavam: geometria e aritmética. O ensino era de cardter mecénico, reprodutivo e sem clareza.
Os autores afirmam:

o modo como a maioria dos professores ainda trabalha a dlgebra — de forma mecanica
e automatizada, dissociada de qualquer significacdo social e légica, enfatizando sim-
plesmente a memorizacdo e a manipulacdo de regras, macetes, simbolos e expressoes
— tal como ocorria hd vdrias décadas, mostra que seu ensino nao tem recebido a
devida atengdo. [7, p.40]

Mais recentemente, reporta-se em [4, p.4] a entrada conturbada da algebra nos curriculos escolares,
no advento da Matematica Moderna, e que seu ensino desconexo tem causado repidio nos alunos
desde entdo. A resisténcia observada nos alunos quando o assunto é dlgebra, principalmente por
causa de sua linguagem, terd aqui uma proposta para ser contornada.

Este artigo propoe apresentar o aplicativo de nome Algebrizar, desenvolvido pelos autores, aliado
a Investigagdo Matematica, a fim de encaminhar reflexées que promovem o desenvolvimento do
pensamento algébrico nos anos iniciais do ensino fundamental alinhado a Base Nacional Comum
Curricular (BNCC) por meio das suas habilidades e competéncias do campo da algebra. Os
objetivos deste artigo sdo os seguintes:

e compreender as demandas de aprendizagem dos anos iniciais do ensino fundamental, 1° ao 5°
ano, pautadas nas competéncias e habilidades da BNCC;

 explorar estudos a respeito do pensamento algébrico como requisito para a linguagem algébrica;

e propor a Metodologia de Investigacdo Matematica aliada ao uso das tecnologias, como forma de
alcancar o pensamento algébrico, ja que este requer didlogo e trocas;

 propor as tarefas e modos de uso do aplicativo Algebrizar, criado com a intencdo prioritaria de
desenvolver o pensamento algébrico por meio de discussoes e levantamento de hipéteses.

N

413 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Campedo e Carvalho

2. Fundamentacao Teérica e Aspectos Metodolégicos

Segundo [14, p.3], a dlgebra é um conjunto de afirmagdes que caminham na produgdo de um sig-
nificado em termos de nimeros e operacoes aritméticas. E usada para expressar fatos genéricos,
utilizando simbolos e codigos préprios manipulaveis, sendo essa uma de suas principais caracteris-
ticas. A leitura de uma expresséo algébrica exige esforgo para o entendimento do uso de simbolos,
com vistas ao desenvolvimento do pensamento algébrico. O autor conclui que o que fortemente
diferencia a algebra da aritmética sdo os objetivos. O da aritmética estd na resposta unica e

numeérica e o da dlgebra é uma resposta geral afirmével para varios valores numéricos.

Um tragado da histéria do ensino da algebra, separado em trés concepgoes, pode ser encontrado
em [5, p.83]:

Linguistico-pragmadtica: desde o século XIX até metade do século XX, a dlgebra foi apenas um
instrumento de resolucao de problemas. Eram procedimentos mecéanicos representados pelos trans-
formismos algébricos 2 e isso era considerado suficiente para que o aluno adquirisse a capacidade
de solucionar problemas matemaéticos.

Fundamentalista-estrutural: a algebra passa a ser a base de todos os outros campos da matema-
tica. Tal concepcdo requereu que as estruturas e propriedades das operacdes, que justificam o
transformismo algébrico, fossem ensinadas, acreditando que a partir dai o aluno teria aptidao para
transpor esta habilidade a qualquer novo contexto que surgisse.

Fundamentalista-analdgica: HA um retorno da &algebra como instrumento para a resolugdo de
problemas, o que lhe atribui um valor préatico, mas sem descartar a sua fundamentacdo, s6 que
dessa vez recorrendo a geometria, ou seja, as justificativas das identidades algébricas pautaram-
se em demonstragoes geométricas, acreditando-se que a “algebra geométrica” era didaticamente
superior & abordagem simbdlica.

A intencdo de modificar o atual cenério do ensino da dlgebra nas escolas brasileiras mostra-se pre-
sente em estudos e em regulamentos recentes, nos quais foram aprovadas mudangas na organizacgao
dos curriculos. Atualmente, o documento norteador no Brasil é a BNCC - Base Nacional Comum
Curricular. Esse documento tem ambito nacional e estabelece diretrizes para a educagdo nacional
nas escolas publicas e privadas em carater normativo.

Os anos iniciais do Ensino Fundamental, foco deste estudo, compreendem do 1° ao 52 ano, de 6 a
10 anos de idade. Nessa fase, segundo a BNCC, valorizam-se as situagoes lidicas de aprendizagem
com progressiva sistematizacdo dessas experiéncias. Nessa etapa também se inicia a assimilagao
de novas formas de relacdo com o mundo, quando a crianga experimenta o desenvolvimento das
relagOes consigo mesma e com 0s outros.

A conexdo entre a aquisicdo do conhecimento e o uso da fala, quando esta é oportunizada nas
aulas, é defendida em [13]. A verbalizacdo conecta a linguagem, o conhecimento, as experiéncias e
as experiéncias de outros alunos com a mateméatica. “E preciso promover a comunicacio pedindo
aos alunos que esclarecam e justifiquem suas respostas, que reajam frente as ideias dos outros e
que considerem pontos de vista alternativos.”

A comunicagio estabelece a troca de conhecimento entre alunos e entre alunos e professor. Cabe ao
professor possibilitar situagoes para essas trocas, através de sua mediacao, e isso sb ocorre através

2Transformismo algébrico, segundo [5], refere-se & manipulagio dos termos de uma expressio, com regras validas,
para a obtencado de outra expressao equivalente.
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de um planejamento de tarefas, configurando um ambiente em sala de aula que a favoreca, segundo
8, p.74].

Nesses estudos sobre o ensino de matematica [8, 13], a comunicacdo é vista como fator essencial
para a apropriacdo dos conhecimentos matematicos, através do ouvir o outro, do compartilhar
experiéncias, inclusive do erro. A prépria BNCC ja prevé ambientes que favorecam tais trocas nos
anos iniciais do ensino basico, principalmente.

O advento da BNCC traz a algebra como novidade para os professores dos anos iniciais. Anteri-
ormente, ela era mencionada somente nos anos finais do Ensino Fundamental até o Ensino Médio.
E vélido destacar que a presenca da élgebra ji nos primeiros anos nio pode e nio deve requerer
o formalismo ou as representagoes simbodlicas, por mais simples que sejam. Essa unidade temé-
tica restringe-se a ideias de regularidades, generalizagoes de padroes e propriedades da igualdade,
sendo, por exemplo, esta tltima definida da seguinte forma:

A relagao de equivaléncia pode ter seu inicio com atividades simples, envolvendo a
igualdade, como reconhecer que se 2 + 3 =5e b =4 + 1, entdo 2 + 3 = 4 + 1.
Atividades como essa contribuem para a compreensio de que o sinal de igualdade
ndo € apenas a indicagio de uma operagio a ser feita. [1, p. 270]

A algebra é trazida como um elemento de um tipo de pensamento: o pensamento algébrico, que,
segundo a BNCC, é “essencial para utilizar em modelos matematicos na compreensao, represen-
tacdo e andlise de relagoes quantitativas de grandezas e estruturas matematicas”. Dentre algumas
habilidades, prevé que o aluno seja capaz de identificar regularidades, padroes em sequéncias nu-
méricas e ndo numéricas, estabelecer leis que expressem relagoes entre grandezas, bem como criar,
interpretar e transitar entre as diversas representacgoes graficas e simbdlicas.

Em [5], apds exporem vérios exemplos de problemas, mateméticos e fisicos, os autores defendem
que o pensamento algébrico caracteriza-se pela “percepgao de regularidades, percepgao de aspectos
invariantes em contraste com outros que variam, tentativas de expressar ou explicitar a estrutura
de uma situagdo-problema e a presenga do processo de generalizagdo”. Consequentemente, a cons-
trugdo do pensamento algébrico nao seria realizada de modo isolado, mas na articulacao entre os
campos da matematica, e dessa com outras areas de conhecimento.

Distinguindo a dlgebra do pensamento algébrico, [8] caracteriza esse tltimo como sendo as habi-
lidades que possibilitam o uso de modelos algébricos, manipulagao de expressoes e aplicacdo de
estruturas, chamando de pensamento analitico o que faz o aluno ser capaz de generalizar, abstrair
relacoes e manipular a linguagem algébrica. Defende, portanto, que para constituir o pensamento
algébrico é preciso tempo, o que pressupoe que isso deva ser induzido ja no inicio da escolarizagao
e gradativamente ganhar maior complexidade.

A necessidade do trabalho do desenvolvimento do pensamento algébrico logo nos primeiros anos
de escolaridade é defendida em [4]. Estes autores trazem o ponto de vista de que o pensamento
algébrico estd relacionado a capacidade de aplicagdo de generalidade, variabilidade e estrutura.
Em suma, o uso de simbolos, muito presente na algebra, deve ser dominado pelo estudante, como
também os significados, nos diversos contextos em que sejam aplicados, para que, enfim, esteja
alcancado o pensamento algébrico.

Recorre-se, novamente, & BNCC para tornar clara uma competéncia geral do ensino fundamental,
a Cultura Digital, que serd subsidio para justificar a concepcao do aplicativo:
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Compreender, utilizar e criar tecnologias digitais de informacdo e comunicagido de
forma critica, significativa, reflexiva e ética nas diversas praticas sociais (incluindo
as escolares) para se comunicar, acessar e disseminar informagoes, produzir conhe-
cimentos, resolver problemas e exercer protagonismo e autoria ma vida pessoal e
coletiva. [1, p. 9]

A BNCC cita que o advento da cultura digital trouxe mudancas na sociedade. Com o facil acesso
ao computador, telefone, celular e tablet, os jovens tém se tornado elemento principal nessa cultura,
de modo que a interacgdo social mididtica os tem envolvido e de forma cada vez mais répida [1, p.
61].

Na competéncia “Cultura Digital”, o texto traz a diretriz de que, além de consumir essa tecnologia,
é preciso tornar os alunos competentes em produzi-la, ao passo que também prevé que o aluno a
compreenda de forma critica, significativa, reflexiva e ética. Em outras palavras, as tecnologias na
educagao devem ir além do seu uso, chegando & produgao e a& compreensao.

Partindo dessa premissa, a escola atualiza-se em um novo papel.

E importante que a instituicdo escolar preserve seu compromisso de estimular a
reflexdo e a andlise aprofundada e contribua para o desenvolvimento, no estudante,
de uma atitude critica em rela¢do ao contetudo e a multiplicidade de ofertas mididticas
e digitais. [1, p. 61]

Por outro lado, o mundo digital tem conduzido a sociedade ao imediatismo de respostas e a um
quadro de informagoes passageiras, o que leva a andlises superficiais, segundo a BNCC. Portanto,
a escola deve ressignificar os modos de comunicagao e as linguagens para que, entdo, “eduque para
usos mais democraticos das tecnologias e para a participacao consciente na cultura digital”. E dessa
forma de significar a presenca e o uso das tecnologias na educacdo que a escola pode, conforme
a BNCC [1, p. 61], “promover situagdes de aprendizagem, a interacdo e o compartilhamento de
significados entre professores e estudantes”.

Considerando o proposito de criar e manter um ambiente de trocas, didlogos para o desenvolvi-
mento do pensamento e da linguagem, a Metodologia de Investigacdo Matemética coloca-se como
uma escolha natural: “Afinal, quem investiga estd a procurar aprender, e quem aprende pode
ter muito interesse em investigar” [10, p. 1]. O autor diz que ndo deverfamos separar o apren-
der do investigar. Ele ainda pontua que o “investigar” nao é mais do que procurar conhecer e
encontrar solugdes para os problemas que surgem, elevando a investigacdo a uma capacidade de
primeira importancia para os cidadaos que, portanto, deve estar presente na escola. Na definicdo
do “aprender”, especificamente em matematica, seu estudo diz que é

O desenvolvimento integrado e harmonioso de um conjunto de competéncias e ca-
pacidades, que envolvem conhecimento de factos especificos, dominio de processos,
mas também capacidade de raciocinio e de usar esses conhecimentos e processos em
situagoes concretas, resolvendo problemas, empregando ideias e conceitos matemd-
ticos para lidar com situagées das mais diversas, de modo critico e reflexivo. [10,

p.3]

Aqui vale especificar como é uma atividade de investigacdo matemdtica. Em [11, p.20], os autores
descrevem momentos dentro desse tipo de atividade, que constam no Quadro 1.
ran
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Exploragdo e formulagdo de questées | Reconhecer uma situagao problema, explorar a situagdao
problema e formular questoes

Conjecturas Organizar dados e formular conjecturas
Testes e reformulacao Realizar testes e refinar uma conjectura
Justificacdo e avaliagdo Justificar uma conjectura e avaliar o argumento e sua
conclusao

Quadro 1: Momentos na realizagdo de uma atividade. Fonte: [11, p.20]

O ato de investigar em matemaética deve considerar que uma atividade deva englobar a identificacio
de questdes, a formulacao, o teste e a prova de conjecturas, a argumentacao, a reflexdo e a avaliagao
do préprio trabalho [12, p.20]. Esse tipo de abordagem ainda é pouco encontrado nos livros
didaticos, como atestam os estudos [6, 9], por exemplo.

Em resumo, o contexto historico do ensino da matemaética coloca a algebra no ensino regular
como fonte de preocupacio, visto que a sua abordagem tardia pode causar falhas na aprendizagem
desse campo da matematica. Para que o ensino da dlgebra possa acontecer desde os anos iniciais
do ensino fundamental, deve-se lembrar que se evite o formalismo simbdélico das representagoes
algébricas. O desenvolvimento do pensamento algébrico requer, antes, o didlogo e a interacao,
além da criacdo de um ambiente pedagdgico propicio para a discussdo de conjecturas, testes e
levantamento de hipdteses, momentos tais que o simbolo, a ideia de generalidade e regularidade
poderao dar espaco para uma cognicao que torne o aluno preparado para a algebra, tal como ela
deve acontecer nos anos finais do Ensino Fundamental e Ensino Médio.

A Cultura Digital é hoje vista como uma das competéncias gerais da Educacdo Bésica, marcada
pela presenca da tecnologia e as mudangas causadas por esta na comunica¢do, bem como na
sociedade. Este trabalho vai ao encontro de tal diretriz ao propor situacdes matematicas aliadas
ao uso das tecnologias. No que tange ao ambiente de trocas e franca comunicacao, conduzido pelo
professor, lembramos que os estudos analisados [8, 13] refor¢am que a comunicacdo na aprendizagem
de matematica é essencial, justificando o uso da estratégia de investigacdo matematica, aliada a
tecnologia. Entendemos que as atividades de investigacado matematica promovem oportunidades de
explorar conceitos matematicos importantes, desenvolvem a capacidade de encaminhar processos
matematicos e possibilitam a inclusdo de alunos com diferentes graus de aprendizagem, respeitando
seus ritmos.

3. O aplicativo Algebrizar

Para o cumprimento da proposta deste artigo, um aplicativo foi criado pelos autores na intencéo de
mediar o trabalho do professor nos momentos de investigacao. Tal estratégia pressupoe o didlogo e a
participagao sistemética dos alunos, que devem propor solugdes, conjecturar e questionar. Frente
ao desafio dos educadores de promover a participacao de todos os estudantes, o aplicativo tem
também o papel de incentivador promovendo, ao mesmo tempo, o uso da tecnologia nas praticas
pedagdgicas objetivando o protagonismo e a autonomia dos alunos na prépria aprendizagem.

O aplicativo de nome Algebrizar é uma coletdnea de problemas fundamentada nas habilidades e
competéncias da BNCC em formato de jogo, guiando o aluno na aquisi¢ao de conceitos e reflexdes
sobre regularidade, variagdo e generalizagdo, principalmente no estudo de sequéncias, padroes e
igualdades. Na sua funcéo enquanto jogo, o Algebrizar tem a proposta de monitorar o desempenho
dos alunos no entendimento dos conceitos, que podem ou nao ser previamente trabalhados pelos
professores. Como uma ferramenta pedagdgica, sua proposta visa estimular o pensamento algébrico
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que, antecedendo a linguagem algébrica, requer didlogo, discussdo, levantamento de hipdteses e
conclusoes individuais ou coletivas.

Relata-se a seguir como foi a producgao e concepgao do aplicativo para uma melhor compreensao da
sua relagdo com o pensamento algébrico e dos beneficios do seu uso quando aliado a investigagdo
matematica. A programagdo necessiria para a sua produgio foi executada exclusivamente pelo
primeiro autor.

Uma vez que o foco da proposta sao os alunos dos anos iniciais do Ensino Fundamental, o aplicativo
precisava ter uma caracteristica lidica (cores, imagens e sons), fragmentada e progressiva (fases,
pontuagoes e telas), o que exigia um produto que estivesse em constante interagdo com o aluno
durante o seu uso. Para atingir essa demanda o aplicativo faz uso de trés plataformas: Kodular,
phpMyAdmin e paginas PHP.

O Kodular é um ambiente de desenvolvimento de aplicativos para celulares Android em forma
de blocos encaixéveis e programaveis. Sua plataforma é aberta e de uso livre, tem a intencao de
disseminar a criagdo de programas para leigos ou de conhecimentos avangados.

O phpMyAdmin é um banco de dados, local onde ficardo as informagdes sobre pontuagdo, nivel
de desempenho dos alunos, cadastros de usudrios e as observagoes feitas pelos alunos durante o
uso do Algebrizar. O que motiva a escolha dessa plataforma é que as informacoes nao ficarao
armazenadas no celular do usudrio, portanto podem ser alteradas com o tempo. Por exemplo, as
perguntas motivadoras que garantirdo o momento de investigagdo podem ser modificadas quando
se tornarem obsoletas, sem que haja a necessidade de instalar novamente o aplicativo ou fazer uma
atualizacao.

As pdaginas PHP constituem uma linguagem de programagao voltada para o desenvolvimento de
paginas web. No aplicativo, seu uso € intercalado com o processamento do celular. Informagoes
como pontuacao, questionamentos, observagoes e desempenho que estarao fora do celular do usuario
sdo processadas nestas paginas.

Outra ferramenta usada na producéo do jogo é o de reconhecimento de fala e conversdao em texto
(e de texto em voz) nativo nos celulares, uma ferramenta da empresa Google. Na intengdo de
preservar a caracteristica de fala, simulando um ambiente de conversa, o jogo anuncia as fases
pelas quais o aluno vai passar, da explicagdo as regras da atividade e felicita as conquistas. Por
outro lado, quando ¢é exigido do aluno uma resposta ou um comentario, esse momento também é
de conversa, ou seja, o aluno fala e, através dessa ferramenta, o dudio é convertido em texto.

Com esse conjunto de plataformas e ferramentas de producao, o aplicativo Algebrizar pode ser
instalado em um celular ou tablet cujo sistema operacional seja Android. Seu uso requer uma
conexao com a internet.

A ferramenta encontra-se disponivel na loja de aplicativos do Google para download. Utilizando o
aplicativo Play Store 3, deve-se procurar pelo jogo Algebrizar. Sua licenca de uso é gratuita.

A usabilidade do Algebrizar segue por meio de cadastros simples. O professor é o usudrio que
guiard o fluxo do jogo. Inicialmente, o professor precisa fazer o seu cadastro. A tela é mostrada
na Figura 1.

3Aplicativo de propriedade da empresa Google responsavel pelo repositério de jogos e aplicativos do sistema
Android, local onde estd disponivel o jogo Algebrizar.
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Somente algumas informagoes

Nome: Digite seu nome completo
Instituigao: Digite 0 nome da escola que leciona
Cidade Digite 0 nome da cidade gue trabalha

Estado Digite 3 sigla do estado

Figura 1: Tela de cadastro de professor. (Fonte: do autor)

Trata-se de uma coleta simples de informagoes. O jogo ndo exige e-mail nem confirmacido do
usuario, pois considera-se ndo haver a necessidade de seguranca de dados, e que a finalidade do
aplicativo é educacional, ndo fazendo uso de informagoes sigilosas nem pessoais. Ao final de um
cadastro os futuros acessos dos professores serdo realizados através de cédigos numéricos, e esses
serao informados no ato do cadastro.

Em seguida, os professores precisam cadastrar suas salas e vincular os seus alunos a elas. A tela
é mostrada na Figura 2. Esta acdo gerara os coédigos numéricos dos alunos, que passarao a ser
usuérios do aplicativo (deverdo ser informados os nomes dos alunos e as salas em que estudam).

o,

Aluno: Digite o norme do sluno

Sala:

Figura 2: Tela de cadastro de alunos. (Fonte: do autor)

Os professores deverdao divulgar aos alunos os cddigos de acesso para o inicio do jogo, que estardo
em sua posse apés os cadastros. Os filtros de acessos através de codigos de usuarios tornam-se
necessarios para que o professor faca o acompanhamento do desempenho dos alunos nas atividades
propostas, bem como observar os comentérios deixados por eles nos momentos de reflexao, fazendo
a identificagdo dos alunos e suas agdes, situagdo que nao é possivel em aplicativos de jogos usuais,
sem cadastros prévios.

E funcdo do professor liberar as habilidades que ele deseja permitir que os alunos joguem. Neste
caso, ele pode permitir ou bloquear fases do jogo conforme seu objetivo e usar tal ferramenta
durante o ano nos momentos em que desejar propor o trabalho com a dlgebra, sem que as propostas
do jogo esgotem-se logo de inicio.

Para o professor, as op¢oes disponiveis estdo representadas na Figura 3:

N
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Cadustiar Sala _ Acompanhar Desempenho
ﬁ) 4l
] ]

A Cadastrar Aluncs = Momenta de imestgagia

k1
g Ustade Cddgos dos Alnos

&l

Sair

Figura 3: Tela de opgdes dos professores. (Fonte: dos autores)

Os alunos ingressarao no jogo através do cdédigo de acesso fornecido pelo seu professor e, diante das
habilidades liberadas pelo mesmo, iniciardo as atividades. A Figura 4 a seguir descreve as opgoes
disponiveis para os alunos:

Iniclar o joga n Coma jogar

Vet i desempenho Sair

4 L

Sala: Professor: Vagner

Figura 4: Tela de opgoes de alunos (Fonte: do autor)

O Algebrizar segue um roteiro dividido em fases, denominadas jornadas e trilhas. A proposta do
jogo esté diretamente ligada as habilidades de Matemética da unidade temética Algebra descritas
na BNCC. Cada jornada representa uma habilidade e as trilhas representam o caminho que o aluno
seguird no jogo para finalizar esta jornada; em outras palavras, para alcancar a habilidade.

Cada trilha consiste de uma série de problemas que explorarao os conceitos por tras das habilidades.
Os alunos s6 avancam para a trilha seguinte ao alcancar 250 pontos. Ao final de cada trilha o
aluno é levado para uma se¢ao de investigagdo, momento em que se depara com uma pergunta que
pretende induzi-lo a fazer conclusoes, observagoes, analises e conjecturas, ndo havendo respostas
certas ou erradas. Por fim, quando todas as trilhas forem concluidas a jornada é dada como
finalizada.

Baseado no planejamento do professor e na realidade local, o jogo pode ser usado dentro da sala
de aula como também em casa, adequando-se ao seu objetivo. Entretanto, o uso do Algebrizar nas
aulas nao pode estar limitado a realizagdo dessas atividades na tela de um celular. Nesse sentido
trata-se apenas de uma coletdnea de problemas, o que nao basta para alcangar o pensamento
algébrico.

Na organizagido de uma proposta de investigagio matemética, conforme [11], o aplicativo encami-
nhard parte desse processo, promovendo momentos de exploragao, contato com diversas situagoes
e problemas para resolver, seguido de um momento para refletir, organizar e fazer conjecturas. No
caso especifico da algebra, esses momentos levam o aluno a reconhecer padroes e analisar variagoes
de quantidades, com a meta de descrever tais situagoes com generalidade.

N
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De posse desses levantamentos, o professor deve analisar as respostas com a intencédo de agrupar
os diferentes niveis de alcance da habilidade e criar um ambiente de didlogo e discussao com essas
observagoes realizadas durante o jogo, validando-as ou nao, por meio de testes. Nesse ambiente,
refinar um argumento valido, justificar os posicionamentos e avaliar as conjecturas que os alunos
formularam torna-se possivel. Considerando que todos os alunos que participam do jogo tiveram
acesso as mesmas questoes durante as trilhas, destaca-se o papel de mediador do professor, ao
acolher as diversas interpretagoes e formulagoes surgidas. O Quadro 2 descreve a sintese do processo
de investigagdao proposto:

Exploracao e formulacao de questoes | Realizacdo das tarefas, baseadas nas habilidades da
BNCC, através do jogo Algebrizar, conquistando pon-
tos e vencendo as trilhas.

Conjecturas Momento de reflexdo no Algebrizar com uma pergunta
motivadora em que o aluno é levado a concluir regras ou
levantar hipéteses sobre determinada situacao tratadas
no momento de exploragao.

Testes e reformulagao A partir das respostas, o professor precisa agrupar e
analisar os niveis de comentarios e promover um mo-
mento de didlogo e trocas na sala, encaminhando a
turma para uma conclusdo colaborativa, promovendo
o pensamento algébrico.

Justificacdo e avaliagdo Analisar as conclusdes a que chegarem, fazendo uma
avaliacao do processo e das conclusoes.

Quadro 2: Agdes da Investigacio Matemédtica com o uso do aplicativo Algebrizar e mediagdo do
professor.

Para exemplificar as trilhas e jornadas do aplicativo, serda abordada a jornada nimero um do quarto
ano do Ensino Fundamental, intitulada “A ordem dos multiplos”. Essa jornada possui trés trilhas
que levarao o aluno a alcancar a habilidade que estd ilustrada na Figura 5:

EF04MA11 — Identificar regularidades em sequéncias numéricas compostas por multiplos
de um numero natural.

[Felipe Cavalcante

Jornada 01 - Entendendo os miiltiplos

Figura 5: Tela inicial da jornada "Entendendo os Multiplos”. (Fonte: do autor)

A primeira trilha é chamada “Observe as mudangas” e tem o objetivo de fazer o estudante observar
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o comportamento de uma sequéncia quando se altera o padréo que a forma. Ela é caracterizada por
uma situacdo onde o aluno escolhe um nimero natural qualquer e digita-o para formar sequéncias.
Ao geré-la, os primeiros dez miltiplos desse nimero (incluindo o zero) se apresentardo em uma
sequéncia crescente, podendo ainda ser estendida com os dez multiplos seguintes, pressionando
o botdo disponivel. E interessante mencionar a facilidade que o aplicativo terd em fornecer as
sequéncias, mesmo para numeros com dois ou mais algarismos, o que contempla uma grande
diversidade de exemplos para a sala de aula. A cada formacdo de sequéncia distinta, o aluno
aumenta seus pontos para concluir essa trilha. Finalizados os 250 pontos dessa trilha o aluno
serd parabenizado e encaminhado para a tela de reflexdo que possui algumas perguntas, como as
ilustradas na Figura 6:

o Existe algum nimero que esteja em todas as sequéncias?
o Cada niimero gera uma sequéncia totalmente diferente?

e Serd que existe alguma sequéncia composta por todos os nimeros?

Felipe Cavalcante

MULTIPLOS DE: =

0, 28, 56, 84, 112, 140, 168, 196, 224, 252, 280,
308, 336, 364, 392, 420,

Trilha 01 - Observe as mudangas

Figura 6: Tela da trilha um: Observe as mudangas. (Fonte: do autor)

A trilha dois, “Completando sequéncias”, possui o objetivo de completar sequéncias através da
regra de formagao dada. De forma inversa a trilha um, nessa etapa o aluno precisa descobrir e
seguir a regra de formagcao da sequéncia, apontando quais termos faltam. Os ntimeros que geram as
sequéncias sao aleatérios (entre 1 e 100) e podem iniciar por qualquer termo (ndo necessariamente
do zero). As trés primeiras sequéncias dadas terdo o seu padrdo de formagao identificado (por
exemplo, multiplos de 2, miltiplos de 7), enquanto as demais exigirao estratégias dos alunos para
identificar e completar. Em todas as sequéncias o aluno tera trés lacunas para preencher, conforme
mostra a Figura 7, e ir pontuando até 250, momento em que sera levado para as seguintes reflexoes:

o Como vocé faz para encontrar um nimero em uma sequéncia de multiplos?

e Vocé é capaz de descobrir qualquer um deles?
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Felipe Cavalcante

MULTIPLOS DE 55

550, 605, 660| 770,825, 935,

RESPONDER

Trilha 02 - Completando sequéncias

Figura 7: Tela da trilha dois: Completando sequéncias. (Fonte: do autor)

Para encerrar essa jornada, a trilha trés, “Observe com atencao”, cujo objetivo é adquirir uma nog¢ao
mais consolidada do padrao progressoes aritméticas, leva o aluno a refletir sobre as caracteristicas
dos ntimeros que as compoem, observando os miiltiplos, como indicado na Figura 8. Espera-se
que identifique que os ntmeros miiltiplos de dois sao todos pares, que os miltiplos de dez sao
terminados em zero e que os multiplos de seis constam nas tabuadas do niimero dois e trés. A cada
nocao adquirida de caracteristicas comuns a pontuagdo vai aumentando até a pontuagdo méxima
e, por fim, para as questoes

e Que caracteristicas os miiltiplos de 5 tém em comum?
e E os multiplos de 47

o E 0s de 117 (escreva no seu caderno suas observagoes)

Felipe Cavalcante

MULTIPLOS DE 2

0,2,4,6,8,10,12,14, 16, 18, 20, 22, 24,26 ...
TODOS 0S NUMEROS SAO PARES

REVELAR O SEGREDO

Trilha 03 - Observe com atengao

Figura 8: Tela da trilha trés: Observe com atencdao. (Fonte: do autor)

Apés as trés trilhas, a jornada é finalizada e entdo o momento de investigacdo deve ser conduzido
em sala de aula, lembrando que o professor terd acesso s observacoes feitas pelos seus alunos. B
importante que cada trilha tenha um momento de discuss@o e trocas em sala e que o professor
separe os levantamentos feitos por nivel de entendimento.

As perguntas de cada trilha tém a intencéo de conduzir o aluno a ser capaz de fazer generalizagoes;
nesse caso, a respeito de sequéncias em progressao aritmética.

Por fim, cabe mencionar a possibilidade, dentro do aplicativo, para os professores enviarem fe-
edbacks das questoes de investigacdo. Nessa tela os professores podem enviar sugestoes de novas
questoes ou reformulagoes. Trata-se de um movimento colaborativo, o que faz o aplicativo estar
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em permanente construcao, trazendo ainda a possibilidade de evoluir sua aplicabilidade em sala
com o uso dos professores a quem o aplicativo se destina.

4. Consideragoes Finais

A Matematica, por possuir sua propria simbologia e representacoes, exige muitas vezes um elevado
grau de abstracdo. Careceria sentido iniciar a linguagem algébrica no Ensino Fundamental, por
volta do 7° e 8° anos, sem que o aluno tenha os principios do pensamento que lhe poderao garantir
o dominio dessa linguagem.

E acreditando na importancia de iniciar a Algebra nos primeiros anos de aprendizagem, a fim de
minimizar as grandes dificuldades encontradas pelos professores e alunos quando iniciam assuntos
como equacoes ou produtos notaveis, que se apresenta uma proposta de pratica docente que pro-
mova o desenvolvimento do pensamento algébrico. Generalizar, identificar padroes, usar simbolos e
perceber variagdo nao sao alcangados somente por meio dos problemas neste estudo; momentos de
didlogo que promovam trocas de ideias sdo requisitos para a exploragdo da algebra, principalmente
nessa etapa de ensino em que a crianga experimenta o desenvolvimento das relagées consigo e com
0s outros, o que torna a Investigacdo Matemaética ideal para esse objetivo.

Com o jogo, pretendeu-se valorizar situacoes ludicas de forma a incentivar a participacao dos alunos
diante de questionamentos que poderao servir de subsidio para a Investigacdo Matematica, que
traz em seu bojo o questionamento, o levantamento e a formulagio de hipoteses e, mediados pelos
professores, a concluséo.

Durante a producao do aplicativo foram formulados problemas ligados as habilidades contidas
na BNCC, que sao priorizadas pelas trilhas em um caminho pelo qual o aluno pode explorar
e percorrer para dominar tal habilidade, seguido de um momento de reflexdo e elaboragao de
conjecturas. Justamente por isso, sugere-se aos professores que priorizem os momentos de testes e
avaliacao, analisando detidamente as observacoes deixadas pelos alunos durante o jogo, pois elas
deverao ser as norteadoras da investigacao em sala.
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A chakana: dimensao historica e interdisciplinaridade
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Resumo

O presente trabalho é baseado em pesquisas bibliogréficas e relatos de alguns arquedlogos e tem
por objetivo apresentar uma breve resenha histérica sobre o simbolo andino conhecido como cha-
kana, explorando alguns conceitos matematicos através da andlise dos aspectos geométricos deste
simbolo, com a intengdo de estimular os professores do Ensino Bésico a criar e recriar sua pra-
tica de ensino e aprendizagem pautados nos principios de interdisciplinaridade. E sugerido que o
professor oriente os alunos em uma pesquisa sobre a historia da chakana, a localizacdo geografica
das antigas culturas que a utilizavam, além de analisar a Arte e Matematica dos povos andinos
e principais culturas da América do Sul antes da colonizacdo. Vestigios arqueoldgicos mostram
a precisdo matematica nas construgdes de templos, utensilios cerimoniais e principalmente a cos-
movisao desses povos andinos. Com isso, esperamos agudizar a curiosidade do leitor, justificando
as diversas formas de producdo matemadtica nas antigas culturas, contribuindo assim, para um
despertar dos nossos alunos, relacionado aos conceitos de Matematica do Ensino Bésico de forma
contextualizada com as descobertas de nossos ancestrais.

Palavras-chave: Geometria; Interdisciplinaridade; Teorema de Pitagoras; chakana.

Abstract

The present work is based on bibliographic research and reports by some archaeologists and aims
to present a brief historical review of the Andean symbol known as chakana, exploring some
mathematical concepts through the analysis of the geometric aspects of this symbol, with the
intention of encouraging teachers Basic Education to create and recreate their teaching and learning
practice based on the principles of interdisciplinarity. It is suggested that the teacher guide students
in researching the history of chakana, the geographical location of the ancient cultures that used it,
in addition to analyzing the Art and Mathematics of the Andean peoples and the main cultures of
South America before colonization. Archaeological remains show the mathematical precision in the
construction of temples, ceremonial utensils and especially the worldview of these Andean peoples.
With this, we hope to sharpen the reader’s curiosity, justifying the various forms of mathematical
production in ancient cultures, thus contributing to an awakening of our students, related to the
concepts of Mathematics in Basic Education in a contextualized way with the discoveries of our
ancestors.

Keywords: Geometry; Interdisciplinarity; Pythagorean theorem; chakana.
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1. Introdugao

Estamos em um mundo de formas. Para qualquer lugar que se direcione o olhar, as formas
geométricas estdo presentes, seja na natureza, nas artes, na arquitetura ou em outras areas do
conhecimento.

De acordo com a BNCC [3], “Reconhecer, comparar e nomear figuras planas (circulo, quadrado,
retangulo e tridngulo), por meio de caracteristicas comuns, em desenhos apresentados em diferentes
disposigoes ou em solidos geométricos”é uma habilidade que os alunos devem desenvolver. Desta
forma, temos os conceitos basicos da geometria como um dos conteiidos mais importantes para o
Ensino Bésico.

Segundo Andrade [1] explorar a matemética em simbolos de civilizagbes antigas apresentando
sua historia e mistérios e estudar os costumes desses povos, em especial os latino-americanos,
pode agucar a curiosidade dos alunos e estabelecer conexoes da Matemédtica com outras dreas do
conhecimento como Geografia, Historia, Ciéncias e Arte.

Conectar a geometria e a historia das civilizagoes antigas fornece uma variedade de situagoes inter-
disciplinares a serem exploradas, tais como: pinturas artisticas (em tecidos e cerdmica), construgoes
arquitetdnicas de templos, terracas' e a construcdo das cidades com pedras angulares de encaixes
perfeitos que suportavam a agio do tempo e forgas da natureza, como terremotos, ver Motta [7],.

Neste artigo abordamos um simbolo utilizado nas antigas civilizagdes andinas, conhecido pelo nome
de chakana como ponto principal para a interdisciplinaridade.

2. A Chakana

Nossos ancestrais, eram movidos pela curiosidade observando os padroes na natureza, em especial
os movimentos dos astros, ver Amaral [9]. Para esses povos tal observagio era uma prética comum
e nao foi diferente para o povo andino: eles se inspiraram na constelacdo do Cruzeiro do Sul,
composta pelas estrelas de Magalhdes, Mimosa, Rubidea, Palida e Intrometida, conforme pode ser
visto na Figura 1, e criaram a chakana. Para Bazan, Villena e Ramos [2, 8, 10], ela é o simbolo
base da cosmovisao andina.

ITécnica agricola em terrenos muito ingremes, permitindo o seu cultivo e o controle da eroséo.
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Figura 1: Constelagdo do Cruzeiro do Sul (adaptado)

Fonte:
http://prensalibrepueblosoriginarios.blogspot.com /2012 /04 /la-chakanaherencia-de-nuestros.html

Villena [8] menciona que entre o dia 2 e 3 de maio a constelagio mencionada forma uma cruz
perfeita, em posicdo vertical em relacdo ao Polo Sul. No dia 3 de maio, alguns povos andinos
celebram o Dia da Chakana, agradecendo a colheita e cultivo de alimentos, [12].

A chakana “é uma figura geométrica usada hd milhares de anos pelo povo andino que a nomeia.
No fundo é uma forma geométrica que representa quatro escadarias de trés degraus cada, com um
circulo dividido ao meio na parte central do simbolo”, [6].

De acordo com Ramos [10], como a chakana esteve presente em varias culturas andinas antigas
antes da colonizacdo europeia, ela assume algumas variantes em sua forma geométrica, sendo
moldada e adaptada para cada uma dessas culturas. Porém essas variantes conservam como base
uma cruz quadrada e escalonada, conforme sao apresentadas na Figura 2.

O & o0

(a) (b) (c) (d)

Figura 2: Algumas variagoes estilisticas do simbolo da chakana

Fonte:
http://prensalibrepueblosoriginarios.blogspot.com/2012/04/la-chakanaherencia-de-nuestros.html
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Para o trabalho neste artigo utilizaremos figura geométrica da chakana ilustrada na Figura 2a.

De acordo com Bazén, Villena, Ramos e Rengifo [2, 8, 10, 11], algumas das culturas pré-incas que
usaram a chakana sdo: Caral, Chavin, Chincay, Mochica, Paracas, Chiribaya e Tiauanaco, sendo a
cultura inca ou Tahuantinsuyo (tahua significa quatro) a ultima que usou este elemento simbdlico.
Os 4 lados maiores correspondem & divisdo do império inca em 4 suyos (estados): Chinchaysuyo,
Antisuyo, Collasuyo e Contisuyo. O circulo central representa Cuzco, o umbigo do mundo.

Segundo Lajo [4], a Qhapag Nan, é consistente com a geometria da chakana. E uma estrada em
linha reta que passa por varias cidades do império inca como Cajamarca, Cuzco, Tiahuanaco, Oruo
e Potosi, como podemos observar na Figura 3.
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Figura 3: Trajetéria descrita pela Qhapaq Nan

Fonte: https://etoiles.noblogs.org/post,/2015/07/07 /wiphala/

No trabalho de Bazan [2] sdo exibidas diversas figuras de vestigios arqueoldgicos de algumas culturas
pré-incaicas onde aparece a chakana. Como exemplo, a Figura 4 mostra parte do obelisco Tello da
cultura pré-incaica Chavin (1200 a.C - 400 a.C.) desenvolvida no norte de Peru.
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Figura 4: A chakana esculpida no Obelisco Tello

Fonte: Extraido de Bazén [2] p. 220

Segundo Lambert [5], a chakana ou chaka hanan significa ponte ao alto/escada, representa diversos
conceitos e principios, segundo seu uso. De acordo com Villena [8], simbolo com importantes
fungdes para os andinos em varios aspectos: astrondmico, agricola, espiritual, arquitetonico e
matematico. Cada um dos seus degraus representa os meses do ano, a parte superior, inferior e
laterais representam as quatros estagoes do ano, servindo como um calendario agricola para as
épocas de plantio e colheita, conforme mostra a Figura 5.
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Figura 5: Utilidades da chakana

Fonte:
http://prensalibrepueblosoriginarios.blogspot.com/2012/04 /la-chakanaherencia-de-nuestros.html

3. A Geometria na Chakana
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Com a figura geométrica da chakana podemos demonstrar o Teorema de Pitadgoras e estudar
conceitos geométricos importantes como circunferéncia, didmetro, raio, quadrados inscritos e cir-
cunscritos, diagonais, ponto médio, area e perimetro.

3.1. Construgao geométrica da chakana

Para dar inicio & construcao geométrica da chakana, primeiramente vamos apresentar uma expan-
sdo de quadrados utilizando as diagonais e circunferéncias.

Na Figura 6 é apresentada uma sequéncia de desenhos geométricos em que cada quadrado tem o
lado com mesma medida da diagonal do quadrado anterior.

Considere:

1. um quadrado inicial A;B;C;D; de lado unitério e uma circunferéncia €; de centro O, inscrita
neste quadrado de diametro igual a uma unidade;

2. uma circunferéncia %, com didmetro de comprimento V2 circunscrita ao quadrado A;B;C;Dy;

3. o quadrado A,B,C,D, de lado medindo \/E, circunscrito a €, de modo que os vértices do
quadrado A;B;C{D; s@o os pontos médios do quadrado de seus lados;

4. uma circunferéncia 5 com didmetro de comprimento 2 circunscrita ao quadrado A,B,C;D5;

5. um quadrado A3;B;C3D3 de lado medindo 2, circunscrito a %3 de modo que os vértices do
quadrado A,B,C,D, sdo os pontos médios de seus lados;

6. uma circunferéncia €, com didmetro de comprimento 242 circunscrita ao quadrado A;B;C3Ds;

7. um quadrado A4;B4,C4D, de lado medindo 242 circunscrito a %3 de modo que os vértices do
quadrado A3;B3C3D3 s@o os pontos médios de seus lados;

8. finalmente, uma circunferéncia €5 com didmetro de comprimento 4 circunscrita ao quadrado

N
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Figura 6: Expansao de quadrados

Vamos utilizar o principio da expansao de quadrados apresentado na Figura 6 para dar inicio a
construgao da Chakana:

e Vamos interromper a expansdo dos quadrados no quadrado A3;B3;C3D3 e na circunferéncia €4
que circunscreve este quadrado (Figura 7).

Figura 7: Quadrado A3B5;C3D5 inscrito na circunferéncia €4
o Prolongando os lados do quadrado A;B;C;Dy, obtemos os pontos E;,F, G, H;, 1, J1, Ky, Ly,

intersecoes dos prolongamentos com %, (Figura 8).
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Figura 8: Prolongamento dos lados do quadrado A;B;C;D,

e Ap6s o prolongamentos dos lados do quadrado A{B;C;D;, obtemos a forma geométrica ilustrada
na Figura 9.

Gy H;

Figura 9: Figura geométrica formada

e A chakana é o simbolo geométrico inscrito na circunferéncia €, com um buraco no centro
representado pela circunferéncia € (Figura 10).
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Figura 10: A Chakana

3.2. Explorando o teorema de Pitagoras na chakana

Utilizando da mesma forma geométrica daChakana construida na Figura 9 e ndo levando em
consideragao o pequeno circulo central, vamos explorar o teorema de Pitagoras, enunciado a seguir.

Teorema 1. Em todo triangulo retangulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa € igual a soma
dos quadrados dos comprimentos dos catetos, isto é, dado um triangulo retingulo de catetos com
comprimentos b e ¢ e hipotenusa a, vale a relagdo:

a2 =b% + 2
Demonstragio. Considere o quadrado A3B3;C3D5; da Figura 9 dividido em pequenos quadrados.

No interior do quadrado A3;B;C3D5 construimos o quadrado ABCD com lados de comprimento a
e A3A = B3B = C3C = D3D = ¢, DA; = AB; = BC3 = CD3 = b, conforme Figura 11.

|
[N
J NI/

Figura 11: Teorema de Pitagoras na Chakana
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Dessa forma, pode-se afirmar que os lados do quadrado A3B3;C3;D5 tém comprimento (¢ + b) e
que sua area serd igual a soma das areas dos quatro triangulos retdngulos congruentes de catetos
de comprimentos ¢ e b e hipotenusa de comprimento a, com a area do quadrado ABCD.

Portanto, temos que

41)76+a2=(b+c)2:2bc+a2=b2+2bc+cz.

Logo,
a2 =b>+c2

Assim fica demonstrado o teorema de Pitagoras.

3.3. Area da chakana e comprimento de sua fronteira
Utilizaremos a chakana construida na subsecao 3.1 para determinarmos sua area e o comprimento
do sua fronteira.

Observe que podemos dividir a chakana em quatro retdngulos congruentes, sendo um deles o
retangulo G3G;H{H3 e o quadrado A3;B3;C3D3 e na circunferéncia €, de centro no ponto O,
conforme mostra a Figura 12.

Gl H1

A 3 Bs

Figura 12: Quadrado A3;B;C3D5 e quatro retdngulos congruentes

Denotemos por L o comprimento do lado do quadrado A3B;C3Ds3, entdo suas diagonais terdo

comprimento L\/E

Na Figura 13, observe que o quadrado A3B5C3D;5 pode ser dividido em 16 outros quadrados
L .

menores, assim o que o raio da circunferéncia %; tem comprimento 70 ° raio da circunferéncia

135 ass
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Ly2 A
% 4, circunscrita ao quadrado A;B3C3;D3 mede —‘/— unidades, portanto no tridngulo AOPH;, reto

2
em P, temos que OP = % e OH, = %5
Az
Cy
Ds

Figura 13: Comprimentos dos raios de € e de €,

Vamos determinar o comprimento do segmento H; P pelo teorema de Pitdgoras. Tem-se

+HP =HP =5 =1 =HP=

(LT‘/E):(L)Z N R N R R [ — L\/_

Como H3P = L

5> segue que H{H; = - 5°

Portanto,
- 072)
1443 = 4 . (1)

Proposicao 1. A fronteira da chakana, F .1, é dada por

chak—%(4\/_+7f)

Demonstra¢ido. A fronteira da chakana é composta por: 8 segmentos congruentes a Hz;Bs, de

L -
comprimento —, 8 segmentos congruentes a H3H;, cujo comprimento é dado na Equacao (1), 4

e . L . .
segmentos congruentes a G{H;, de comprimento 5 e o perimetro de uma circunferéncia central

L
€, de raio 7R desse modo temos:

436 " sBm
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L(V7-2)

L L L
Fchak=8(1)+8T+2ﬂ(z) +4( ) wm.

Reduzindo os termos algébricos do Equacao

(2
Fenak = % (4\/_+ 77) u.m.

Proposicao 2. A drea da regido definida pela chakana, A, .x, € dada por

Achak = % (8\/5737) u.a

), a fronteira da chakana é dada por:

Demonstragdo. A area da chakana é dada pela adi¢do da area do quadrado A;B;C3D; com as

areas dos quatro retangulos congruentes, subtraindo a area do pequeno circulo central de raio —.

Denotemos por A; a area do quadrado A3;B3;C3Dj5, assim,

A; = (A3B;3)(B;C;) = L? ua.

Denotemos por A, as areas dos retangulos, logo

:4(ﬁ)(m:4(g) (E) (V7 2) = L; (V7 -2) na.

L
Por ultimo, denotemos por A; a area do pequeno circulo central de raio — logo

2
Az = % u.a.

Assim, das Equagoes (3), (4) e (5), temos:

L2 L2 L2y7-2L2 L2
Acar = L2+ 2 (VT -2) - Fo = 12+ == T

Simplificando os termos da Equagao (6), a area da chakana é dada por

Aok = Il'—z (8\/77 77') u.a

437
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4. Interdisciplinaridade

A histéria das civilizagoes antigas, utilizada no ambiente escolar pode estimular a pesquisa e
permitir que varias disciplinas trabalhem em conjunto.

De acordo com Bazdn [2] hd uma possivel ligacdo histérico-cultural entre os povos andinos pré-
colombianos e a cultura Kadiwéu do Brasil por meio da simbologia da chakana nas diversas ex-
pressoes artisticas.

E previsto na BNCC [3] as habilidades: “Identificar os espagos territoriais ocupados e os aportes
culturais, cientificos, sociais e econémicos dos astecas, maias e incas e dos povos indigenas de
diversas regides brasileiras”’e “Identificar algumas constelagoes no céu, com o apoio de recursos
(como mapas celestes e aplicativos digitais, entre outros), e os periodos do ano em que elas sdo
visiveis no inicio da noite”.

Nesta secao apresentamos sugestoes de algumas disciplinas que podem ser envolvidas nesse con-
texto.

4.1. Histéria

O professor de Historia pode solicitar pesquisas sobre o uso da chakana e a agricultura, e a relacdo
entre os povos andinos e o povo Kadiwéu?. Algumas dessas relacdes manifestam-se no simbolo da
chakana, como ilustrado na Figura 14.

2Povo indigena brasileiro. Lutaram pelo Brasil na Guerra do Paraguai.
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(a) Obelisco Telles da cultura Chavin (b) Arte Kadiwéu (Brasil) (Séc.
(Peru) (1220 a.C - 200 a.C) XVII)

(¢) Vaso cerimonial: Arte na cultura (d) Arte Kadiwéu (Brasil) (Sec.
Moche (Peru) (200 a.C - 500 d.C) XVII)

Figura 14: Semelhanca entre a cultura andina e a Kadiwéu

Fonte: Extraido de Bazén [2] p. 180

4.2. Artes

O professor de Artes pode explorar o artesanato, pinturas em cerdmicas. Na Figura 15 sdo ilustra-
das algumas formas de arte em que a chakana estd presente, como arte téxtil de Nazca (300 a.C
- 800 d.C) com cruzes quadradas, Figura 15a; a cerAmica da cultura La Tolita com representacao
da cruz quadrada, Figura 15b; a imagem de um vaso em cerdmica em forma de cabeca com uma
chakana desenhada na testa, Figura 15¢; e a arte Kadiwéu ilustrada nas figuras 14b e 14d.
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(c)

Figura 15: Chakana na arte da cultura pre-incaica Nazca

Fonte: https://peregrinadanza.wordpress.com/2015/10/10/las-cruces-cuadradas-chavin/

4.3. Geografia

O professor de geografia pode abordar a civilizagdo inca na América do Sul e explorar a localizacio,
extensdo, exibida na Figura 16a, e o caminho Qhapaq Nan [4], Figura 3, o relevo dos Andes, falhas
geoldgicas, e resisténcia das construgoes arquitetonicas. Na Figura 16b é vista uma parte do sitio
arqueolégico de Machu Picchu, uma cidade inca localizada a 2400 metros de altitude, no Peru.

(a) sy

Figura 16: Mapa e relevo

Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Imp%C3%A9rio Inca

4.4. Ciéncias com astronomia

O professor de Ciéncias pode solicitar que os alunos observem o céu noturno e estrelado e identifi-
quem algumas estrelas como as do Cinturdo de Orion (Trés Marias), visualizadas na Figura 17a, e
as estrelas da constelagdo Cruzeiro do Sul, visualizadas na Figura 17b, e relacionar essa constelagao
com a chakana que era usada como orientacao espacial dos Incas.

_
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(a) Cinturdo de Orion (b) Cruzeiro do Sul

Figura 17: Constelagoes

Fonte: http://www.astropt.org/

5. Conclusao

A Histoéria da Matematica pode ser utilizada como elemento motivador em particular para o estudo
da geometria, mostrando aos alunos como ela se desenvolveu em diferentes culturas de civilizagoes
antigas.

A geometria e sua conexao com a historia das antigas civilizacbes é uma pratica metodolédgica
interdisciplinar, a qual pode nos fornecer uma variedade de situagdes conextualizadas a serem ex-
ploradas em sala de aula, tais como: seus costumes, construgoes arquitetonicas e pinturas artisticas,
além de favorecer a alfabetizacdo cartografica e com isso estimular a interdisciplinaridade.

Os conhecimentos historicos, a importancia da geometria e curiosidades presentes nesses assuntos
sao elementos que podem despertar no aluno um senso mais critico e uma maior capacidade para
pesquisar sobre as raizes de seus antepassados, assim como também buscar solugoes para diferentes
situagoes encontradas no cotidiano.
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Polinomios e métodos numeéricos interativos

Marlon Péricles da Silva Assis ® Mércio Batista ®

Resumo

O presente trabalho aborda os métodos numéricos da Bissecgdo, Falsa Posi¢do e de Newton para
aproximagao de zeros das fungbes polinomiais de qualquer grau, dados os intervalos em que essas
fungoes se anulam ou quando podem ser deduzidas ou em cendrios em que tais intervalos possam ser
inferidos. Ressalta-se que o texto compreende a elaboracao de algoritmos e demanda o pensamento
computacional para resolugdo de problemas, em conformidade com os aspectos previstos na Base
Nacional Comum Curricular. A utilizagdo dos softwares educacionais Visual Célculo Numérico e
o Excel foi determinante para a eficiéncia dos algoritmos nos quesitos velocidade e precisao.

Palavras-chave: Métodos Numéricos; Fungoes Polinomiais; Algoritmos; Base Nacional Curricular
Comum; Softwares.

Abstract

The present work deals with the numerical methods of Bissection, False Position and Newton to
approximate zeros of polynomial functions of any degree, given the intervals in which these func-
tions vanish, either when it can be deduced or in scenarios where such intervals can be inferred. It
is noteworthy that this research comprises the elaboration of algorithms and demands computati-
onal thinking in order to solve problems in accordance with the aspects provided for the National
Common Curricular Base. The use of the educational software Visual Numerical Calculation and
Excel was decisive for the efficiency of the algorithms in terms of speed and accuracy.

Keywords: Numerical Methods; Polynomial Functions; Algorithms; Base Nacional Curricular Co-
mum; Softwares.

1. Introdugao

Neste artigo apresentamos, sucintamente, parte da pesquisa desenvolvida no trabalho de conclusao
de curso Profmat do primeiro autor (2020), sob orientagdo do segundo autor, onde sdo propos-
tas atividades para o desenvolvimento de um projeto audacioso em turmas do 3° ano do Ensino
Médio. Tendo como pano de fundo as necessidades da sociedade e entendendo que o aluno deve
habilitar-se para o pensamento computacional e ao mesmo tempo fazer uso das tecnologias digitais,
e considerando o pensamento critico e a autonomia do educando para investigar, criar modelos, e
julgar resultados, no presente trabalho destacamos o uso dos métodos numéricos como ferramenta
para aproximacao dos zeros das fungoes polinomiais de qualquer grau.Tais métodos implementam
algoritmos, considerando para isso uma dada precisdo. Os zeros (raizes, como de costume se fala),
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quando conhecidos, possibilitam a aplicacdo em diversas areas do conhecimento, principalmente
no ambito das Engenharias, onde a empregabilidade dos métodos numéricos é extremamente pre-
dominante.

Diversos softwares sao utilizados para essa finalidade, desde o mais basico como o Excel, como tam-
bém o Visual Calculo Numérico (VCN), que é um software brasileiro desenvolvido por professores
da PUC do estado de Minas Gerais, visando ser um 6timo auxilio para os estudantes do calculo
numérico. O programa é disponibilizado gratuitamente no site. Nossa primeira impressao foi que
o design do VCN é simples e direto. Separadamente, assuntos como ajuste de curvas, calculo
de raizes, derivacao, equacoes diferenciais, interpolacdo, integracdo, sistemas lineares, operadores,
otimizacao e seus derivados. Além disso, disponibiliza calculos de trocas de varidveis, calculadora,
tabelas, entre outras ferramentas, tendo uma precisdo de dezenove casas decimais. Ao selecionar
um icone qualquer, percebemos que abre uma guia, e se quisermos fazer outros calculos basta mi-
nimizar a aba e selecionar outras, fazendo diferentes calculos ao mesmo tempo, otimizando assim
o tempo. Ao fazermos um teste com o célculo de raizes, um exercicio que leva longos minutos
para achar a raiz, neste programa facilmente preenchem-se os dados e apods segundos o software
fornece-nos a raiz. A eficiéncia desempenhada pelo VCN é surpreendente.

2. Fundamentos Teoéricos

Nesta secdo apresentamos os rudimentos bdsicos e acessiveis aos estudantes do terceiro ano do
Ensino Médio para que compreendam os métodos de aproximagao de zeros de fungoes.

Apresentamos logo abaixo os conceitos de continuidade e derivabilidade. Ver (GUIDORIZZI, 2016)
para uma abordagem elementar desses conceitos.

Definigdo 1 (Continuidade). Seja uma fungio f definida em um intervalo aberto contendo xq. f é
dita continua em xq se

lim f(x) = f(xq).

X—=>X0

Uma fungao é continua em um intervalo se é continua em todo ponto desse intervalo.

Defini¢do 2 (A Derivada). Seja uma funcdo f definida em um intervalo aberto contendo xg. A
derivada de f em xq, denotada por f,(XO), é dada por:
f(XO + h) — f(Xo)

4 .
Fxo) = Jiy ————

se esse limite existir.

Entre as fungdes continuas e derivaveis figuram os polinémios, as exponenciais, as fungoes trigo-
nométricas, entre outras funcgoes apresentadas no ensino médio.

2.1. Calculo de Zeros de Fungoes Reais

Um dos problemas que ocorrem mais frequentemente no cotidiano é calcular as solugoes (que
sdo chamadas de raizes) de equagdes da forma: f(x) = 0. Em alguns casos, por exemplo, de
equacoes polinomiais, os valores de x que anulam f(x) podem ser reais ou complexos. Em raros
casos é possivel obter as raizes exatas de f(x) = 0, como ocorre, por exemplo, supondo-se f(x) um
polindémio fatoravel.
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Resolver a equacao f(x) = 0 consiste em determinar a solugao (ou solugdes) real ou complexa, p, tal
que f(p) = 0. Porém, estamos interessados somente nos zeros reais de f(x), que sdo representados
graficamente pelas abcissas dos pontos onde uma curva intercepta o eixo x.

2.2. Localizagao das Raizes de Polinomios

Na grande maioria dos problemas cotidianos é necessario recorrer a métodos numéricos para calcu-
lar aproximagoes para as raizes reais de uma dada equagao. No que segue, apresentaremos algumas
técnicas interessantes para determinar a localizacao dos zeros de uma classe particular de funcgoes,
a saber, os polinémios. Representaremos um polinémio real de grau n da seguinte forma:

p(x) = a,x® +a x4+ L+ a;x +a,

com ag,ay,an,...,a, sa0 numeros reais e a, # 0.

Teorema 1 (Teorema Fundamental da Algebra). Um polinémio real de grau n tem eratamente n
raizes (algumas eventualmente idénticas) que podem ser reais ou complezxas.

O leitor pode encontrar uma demonstragdo desse teorema em (HEFEZ, 2018).

Teorema 2 (Teorema de Bolzano). Seja f: [a,b] > R uma fungio continua. Se f(a) - f(b) < 0,
entdo existe ¢ € (a,b) tal que f(c) = 0.

Uma demonstracao desse teorema pode ser encontrada em (NETO, 2015).

Teorema 3 (Regra dos Sinais de Descartes I). O nidmero N, de raizes reais positivas de um polinémio
real p(x) ndo excede o numero V de variacoes de sinal dos seus respectivos coeficientes nao nulos,
e o valor V-N, € par.

O leitor encontrard uma demonstragio elementar desse resultado em (DESCARTES, 1954) ou em
lingua portuguesa (ASSIS, 2020).

Teorema 4 (Regra dos Sinais de Descartes II). O nudmero N_ de raizes reais negativas de um
polinémio real p(x) ndo excede o nimero V de variagées de sinal dos coeficientes ndo nulos do
polinomio q(x) = p(-x) , e o valor V—N_ € par.

Demonstracao. Consequéncia direta da regra anterior. O

Teorema 5 (Regra do Méximo). Todas as raizes z, reais ou complexas, de um polinémio p(x) na
forma
p(x) = a,x® +a™ x4+ +a;x+a,

verificam a desigualdade |z| < R, onde

R=1+ max .
an

0<k<n-1

Em particular, se p(x) tiver raizes reais, elas pertencem ao intervalo 1 — R, R[.

O leitor pode acessar uma demonstracao em (ASSIS, 2020).
-
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2.3. Isolamento das Raizes

Nesta secao, usando o teorema de Bolzano enunciado na secdo anterior, apresentaremos uma forma
de determinar intervalos finitos [a,b] de sorte que a raiz p pertenga a tal intervalo. Para tal faz-
se uma andlise grafica da funcdo f, e para isso usamos o seguinte artificio: para f uma fungao
continua, buscamos um intervalo [a,b] no qual se tenha f(a) -f(b) < 0 (ou seja, f(a) e f(b) tém sinais
contrarios), e assim garantimos que existe pelo menos uma raiz real de f no intervalo [a, b].

Além disso, se f é continua e diferencidvel em [a,b], f(a) - f(b) < 0 e se ' nio troca de sinal em
[a,b], ou seja, f' >0 ouf <0, entdo f possui uma tnica raiz em tal intervalo.

2.4. Refinamento

O refinamento da solucao pode ser feito utilizando varios métodos numéricos. A forma como deve-
se efetuar o refinamento é o que diferencia os métodos. Todos eles pertencem a classe dos métodos
iterativos. Um método iterativo consiste em uma sequéncia de instrugbes que sdo executadas
passo a passo, algumas das quais sdo repetidas em ciclos (lagos) até que um critério de parada seja
satisfeito.

2.5. Critério de parada

Idealmente, queremos parar quando a diferenca entre a solucdo aproximada e a solucdo exata
(e desconhecida) for muito pequena. A tolerncia (¢) é uma estimativa para o erro absoluto
dessa aproximacdo. Sejam Xi,X,,X3,':,X, as aproximagoes para a raiz p na iteragdo n que um
determinado método realiza, o critério de parada é uma regra preestabelecida para interromper
a sequéncia de aproximantes gerada pelos métodos iterativos a partir de um certo instante. Esse
deve avaliar quando um aproximante esté suficientemente proximo da raiz exata. Assim, o processo
iterativo é interrompido quando pelo menos um dos seguintes critérios é satisfeito:

‘anxrkl' <€

ou
[f(x,)] < €
ou
|Xn7Xn71| <e€
|

Outros critérios de parada podem ser utilizados, mas sem adicional conhecimento sobre f ou p, a
desigualdade (7) é o melhor critério de parada a ser aplicado porque chega mais perto de testar o
erro relativo.

O leitor interessado em completar o conhecimento sobre esse tépico pode encontrar tais temas em
(CHAPRA; CANALE, 2008) ou (RUGGIER; LOPES, 1997).

3. Métodos Numéricos Iterativos

Neste capitulo, consideramos um dos problemas mais basicos da aproximacao numérica, o problema
de busca de raiz. Esse processo envolve encontrar uma raiz, ou solu¢ao, de uma equacao na forma
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f(x) = 0, para uma dada fun¢do f. Uma raiz dessa equagdo também é chamada de zero da funcao
f. Segundo (BERRY; SWETZ, 2012), o problema de encontrar uma aproximagao da raiz de uma
equagao data de aproximadamente 1700 a.C. Uma tabela cuneiforme da Colecao Babilénica de
Yale que data daquele periodo fornece um ntmero sexagesimal equivalente a 1.414222 como uma

aproximagao para \/5 e essa aproximacdo tem uma, precisdo de ordem 107°.

O leitor pode encontrar mais dados sobre os temas tratados aqui em (CHAPRA; CANALE, 2008)
ou (RUGGIERO; LOPES, 1997).

3.1. Método da Bissecgao

Seja a fungdo f(x) continua no intervalo [a,b] e tal que f(a).f(b) < 0. Suponha que o intervalo
(a, b) contenha uma tnica raiz. O método indica que devemos dividir ao meio o intervalo utilizado,
testar suas extremidades e escolher aquele subintervalo que cumpre as condi¢bes do teorema de
Bolzano. Repetindo essa estratégia seremos capazes de localizar o subintervalo contendo o zero da
funcdo. A Figura 1 abaixo ilustra o processo.

f(x)

=x
X

]
1
o
v
o

TETTTE

Figura 1: Interpretacdo geométrica do Método da Bissec¢ao

Tecnicamente, a redugdo da amplitude do intervalo faz-se pela sucessiva divisao de [a, b] ao meio,
ou seja, pelo ponto médio x,, = (a“;b“), gerando uma sequéncia de intervalos encaixados da forma:
{[a,b], [a1,b], [a2, b5 ], [a3,b3], -+, [a,, b, ]}, mantendo a cada iteragdo o subintervalo que contém
o zero desejado e desprezando o outro subintervalo. A escolha do subintervalo que serd mantido é
feita de modo simples: calculamos o valor da funcdo f no ponto médio x,, = @. Temos assim

trés possibilidades:

o f(x,) = 0. Nesse caso x, é o zero (exato) de f e ndo temos mais nada a fazer. Em geral, ndo é
isso que ocorre.

o f(a,) - f(x,) < 0. Aqui o zero de f esta entre a, e x,. O intervalo a ser mantido sera, entao,
[a,,x,], e definem-se a, =a,,; ex, =b, ;-

e f(ay) - f(x,) > 0. Nesse caso, desde que f(a,) e f(b,) tém sinais opostos, teremos também
f(x,) - f(by) < 0. Assim, o zero de f estd entre x,, e by, e o intervalo a ser mantido serd, entao,
[x,,by], € definem-se x, = a,.1 e b, =b,,1.
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3.2. Descrigao do algoritmo da bissecgao

Dados um intervalo [ag, bg], uma fungio real de uma variavel real f continua em [ag, bg] tal que
f(ag) - f(bg) < 0 e uma precisdo €. A rotina do calculo das aproximacoes é:

n=0.

Enquanto b, —a, > ¢, faga

Se f(a,) - f(x,) =0, faca p = x,. PARE.

Se f(a,) - f(x,) <0, faca a1 =a, e by, =x,.
Caso contrério, faca a1 = x, e b, = by.
n=n+ 1.

Faca x = %b“ PARE.

Terminando o processo iterativo, teremos um intervalo [a,b] que contém o zero p de f e, cason < N
para N preestabelecido, encontraremos também uma aproximacao X de p que satisfaz o primeiro
critério de parada, ou seja, tal que |[p—%| < e.

3.3. Convergéncia linear

A cada passo, o erro absoluto é reduzido pela metade, e assim o método converge linearmente.
) )
. a+b) ., 71 . , T .
Especificamente, se ¢; = % ¢ o ponto médio do intervalo, e ¢, é o ponto médio do intervalo da

n-ésima iteragdo, entdo a diferenca entre ¢, e uma solugio c é limitada por

b al

|CH7C‘ S 2n

Assim, se €, for a estimativa do erro absoluto na n-ésima iteracdo, entao

En
€n+l S 5

e assim notamos que o método da bisseccdo tem convergéncia linear, o que veremos ser lento
(computacionalmente), comparado a outros métodos.

3.4. Experimentando o método

Considere a funcdo f(x) = x* +3x3 - 3x 4 . Isole suas raizes reais e calcule sua maior raiz positiva
com precisdo 1072,

Proposta de Solugio: Pela Regra do Maximo, ver equagdo (1), todas as raizes z reais do polindmio,
se existirem, situam-se em ] —5,5[. Calculando as respectivas imagens dos inteiros no intervalo
[-5,5], temos:
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x | 5 |4]3[2[-1]0]1]2] 3] 4] 5
f(x) | 261 |72 | 5 | -6 | -3 | -4 | -3 | 30 | 149 | 432 | 981

Tabela 1: Imagens dos inteiros no intervalo [-5,5]

Fazendo a escolha dos subintervalos de [-5,5], tais que as imagens possuam sinais opostos, verifica-
se que apenas os intervalos (-3,-2) e (1,2) possuem raizes reais. Além disso, o intervalo (-3,-2)
possui exatamente uma raiz real, pois:

1. Pela Regra dos Sinais de Descartes II, o niimero de raizes reais negativas, N_, ndo excede as
variacbes de sinais de f(-x) = x* -3x3 +3x -4, V=3,e V- N_ é par. Logo, N_ € {1,3}.

2. Pelas Relagoes de Girard, o produto das raizes é 4.

Logo, ndo podemos ter trés raizes reais negativas no intervalo (-3,-2), pois assim o produto das
raizes seria negativo. Ademais, pela Regra dos Sinais de Descartes I, podemos afirmar que o
intervalo (1,2) possui uma tnica raiz positiva.

Dessa forma, estad claro que temos uma raiz real negativa no intervalo (-3,-2) e uma raiz real
positiva no intervalo (1,2) e duas raizes complexas.

Agora, vejamos as iteragoes no Visual Calculo Numérico (VCN) para calcular a maior raiz positiva.
Primeiramente, acessamos a aba Célculo de Raizes, em seguida, selecionamos o Método da Bis-
secgdo, a interface ird abrir, selecionamos o critério de parada |x, —x,_1| <precisdo e preenchemos
os campos da funcdo, do intervalo considerado (1,2) e da precisdo 1072, e por fim clicamos em
Calcular para obter a tabela de iteragoes da raiz aproximada, obtendo X = 1,226. Ver Figura 2.

181 Cslculo Numérico
Utiltarios  Operadores Interpolagio Derivagdo Integragio Equagbes Diferenciais _Sistemas Lineares  Célculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagso

Bl 120 de Fungao - Método 42 Bssegdo - 020 =T
Principal | Grafico |

Critério de Parada
| F(Xn) | <Precisdo @ | Xn-Xn-1| <Precisdo | Xn-Xn-1|/|Xn| <Precisdo | Xb - Xa | <Precisdo

Entre com a fungéo:

)=

X4+ 37X 3-37%-4

™ Execucdo Passo a Passo

X inicial (A) ‘1 Resultado: X = 1,2265625
Erro : 0,0078125
Xfinal (B) ‘2 lteracdo - 7
Preciséo: ‘ 001 ¥ Grafico i Novo ¥l Sair © Reinicia
lteracio XA = [f(XA)= [xB=_ [f(xB)= [XN= [fXN) = [Emo=_ ]
1- 1 -3 2 30 15 6,6875
2 1 3 15 6,6875 1,25 0,55078125 0,25
- 1 -3 1,25 0,55078125 1,125 -1 501708984375 0,125
- 1,125 -1,501708984375 1,25 0,55078125 1 1875 -0 5502777099609375 0,0625
- 1,1875 -0 5502777099609375 1 25 0,55078125 1 21875 -0, 0191640853881835938 0,03125
- 1,21875 -0,0191640853881835938 0,55078125 1 234375 0,260864317417144775 0,015625
- 1,21875 -0,0191640853881835938 1 234375 0,260864317417144775EIFEERAE  0,11962539330124855 0,0078125

Figura 2: Tela do ven.exe para método da bissecgao
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4. Método da Falsa Posigao

Suponha y = f(x), onde f seja uma funcao continua no intervalo I = [a,b], tal que f(a) - f(b) <0 e
com uma unica raiz no intervalo considerado. Enquanto no método da bisseccao é feita uma média
aritmética simples (sem ponderagdo) dos valores a e b, 0 método da falsa posicio faz uma média
ponderada desses valores com pesos [f(b)| e [f(a)|, respectivamente, ou seja, o ponto que divide o
intervalo [a, b] é dado por
_alf(b)| + blf(a)] _ af(b) —bf(a) @)
T D)+ @] T f(b) —f(a)

A segunda igualdade segue do fato de que f(a) e f(b) tém sinais contrérios.

Figura 3: Interpretacdo geométrica do Método da Falsa Posicao

Tecnicamente, a reducdo da amplitude do intervalo faz-se pela sucessiva divisdo de [a, b] pelo ponto
X, = %, gerando uma sequéncia de intervalos encaixados da forma: {[a,b], [a;,b;], [a5, bs].
Uma vez obtido x,, a cada iteragdo, é preciso verificar em qual dos subintervalos [a,,x,] ou [x,,b,]
estd a raiz procuarada. Para isso examina-se o sinal de f(a) - f(x,). Se for negativo, a raiz estd no

intervalo [a,,x,], e definimos x,, = b,; caso contrario, estd em [x,,b,], e definimos x,, = a,,.

4.1. Formula de iteracao

Na verdade, o que se faz no método da posicao falsa é substituir o grafico de f no intervalo de cada
iteracdo por um segmento de reta. Nesse caso, a aproximacao dada pelo nimero X, obtido por
meio da equagdo (2), é o ponto de intersecgao da reta que passa pelos pontos (a,f(a)) e (b,f(b))
com o eixo OX.

De fato, a equacao da reta y = Ax + B que passa por esses dois pontos, pode ser obtida por

x y 1
a f(a) 1[=0.
b f(b) 1

De onde segue:

af(b) — bf(a)
f(b) —f(a)

X =

Como f(a) e f(b) possuem sinais opostos, podemos tomar
B
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af(b)] + blf(a)|

|£(b)] + [f(a)]|
Defina ag = a e bg = b. E observe que, a cada iteracdo, os limites do intervalo sdo alterados
obedecendo o Teorema de Bolzano — isso pode ser observado no grafico da Figura 3. Logo, na

iteracdo n um novo intervalo, [a,, %, ] ou [x,, b, ], serd considerado por conter a raiz, onde também
definimos x,, = a, ou x,, = b,. Dessa forma, por inducdo, temos a féormula iterativa:

= % [f(by)| + bylf(ay)]
" f(by)] +[f(ay)] -~

n=0,1,- (3)

Observe que esse método sintetizado em (3) procura beneficiar a busca do menor f(x) gerado por
a, ou by, sendo equivalente a localizar uma raiz aproximada por meio da média ponderada entre
a, e by, utilizando como pesos [f(a,)| e |f(by)]|-

4.2. Descrigao do algoritmo da Falsa Posigao

O algoritmo para tal método pode ser o mesmo que o utilizado para o método da bissecgao,
anf(bn)fbnf(an)

alterando-se apenas a féormula de iteracao para x, = ENETEN]

4.3. Experimentando o método

Exemplo: Seja f(x) = x3 - 9x + 3. Encontrar a raiz de f(x) do intervalo I = [0, 1] usando a precisdo
€ =5-10"* e o critério de parada |f(x,)| < €.

Proposta de Solugdo: Primeiramente, isolemos as raizes. Pela Regra do Maximo, ver equagdo (1),
todas as raizes z reais do polinémio, se existirem, situam-se em ] — 10, 10[. Mas, basta observar as
respectivas imagens dos inteiros no intervalo [4,4]:

x |4 [3[2[-1]0][1]2][3]4
fx) |25 | 3 | 13|11 |3 |5 |-7]3]31

Tabela 2: Imagens dos inteiros no intervalo [-4,4]

Fazendo a escolha dos subintervalos de [-4,4], tais que as imagens dos extremos possuam sinais
opostos, verifica-se que todas as trés raizes do polindmio sdo reais e localizam-se nos intervalos
(-4,-3), (0,1) e (2,3). Dessa forma, fica claro que o intervalo [0, 1] possui exatamente uma raiz
real.

Agora, vejamos as iteragdes no Visual Célculo Numérico (VCN). Primeiramente, acessamos a aba
Célculo de Raizes e, em seguida, selecionamos o Método da Falsa Posicdo. A interface ird abrir
e em seguida selecionamos o critério de paragem |f(x,)| <precisdo e preenchemos os campos da
funcao, do intervalo considerado (0,1) e da precisdo 5-107#, e por fim clicamos em Calcular para
obter a tabela de iteragoes da raiz aproximada, obtendo x = 0,33765. Ver Figura 4.

N
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Utilitirios Operadores  Interpolagio  Derivagdo Integragio  Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagio
1881 2)Zero de Fungio - Método das Cordas - Regule Falsi =&
Principal | Gréfico|
Critério de Parada
& | F(Xn) | <Precisido | Xn-Xn-1| <Preciséo | Xn - Xn-1]/ |Xn| <Precis@o | Xb - Xa | <Precisdo
Entre com a funcdo:
0= [x"3-9%+3
[~ Execugdo Passo a Passo
Xinicial (A): ‘ 0 Resultado: X = 0,337635045511400692
Erro: 0,000225884176538136737
Xfinal (B): ‘ 1 lteracéo - 3
Preciséo ‘010005 ¥ Gréfico & Novo ‘ B Sair | « Reinicia
lteraco | XA = [f(XA)=[XB = [(xB)= [xn= [fom) = [Erro=
= 0 3 1 -5 0,375 -0,322265625 0,3
2- 0 3 0,375 -0,322265625 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772 0,008790199294
3- 0 3 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772 (VR GREEENRENIEP -0,000225884176538136737  0,0002258841765

Figura 4: Tela do ven.exe para método da falsa posicéo

4.4. Método de Newton-Raphson

O método de Newton (ou de Newton-Raphson) é um dos métodos numéricos mais poderosos e
conhecidos para a solugdo de problemas de busca de resultados. Existem muitas maneiras de
introduzir o método, e uma delas é baseada nos polindmios de Taylor. A derivacdo especifica do
desenvolvimento produz nao apenas o método, mas também um limite para o erro da aproximagao.
Suponha que f € Cz[a,b]. Denote por x3 € [a,b] uma aproximacao para a raiz exata p de tal
modo que f (xg9) £ 0 e |p —xg| é pequeno. Considere o primeiro polinémio de Taylor para f(x)
expandido em torno de xq e avaliado em torno de x = p:

/ —_ 2 ’’
() = xo) + (0 x)f (x0) + L0 (). (@)

onde &(p) estd entre p e xo3. Uma vez que f(p) = 0, de (4) temos:

’ — 2 ’’
0 = f(xo) + (b x0)f (x50) + L (£ p).

O método de Newton é derivado supondo que |p — xg| é pequeno, e assim o termo envolvendo
(p —Xg)? é muito menor. Donde

e portanto temos
f(xg)
P=Xyo— 7 =+ X1
(%0)

Isso prepara o cenario para o método de Newton, que comega com uma aproximacao inicial xg e
gera a sequéncia {x,};”, por meio da seguinte férmula:

Xn:Xn,lff,(Xn—fl), n>1. (5)

f (anl)
an
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4.5. Interpretacao Geométrica

A figura abaixo ilustra como as aproximagoes sdo obtidas com tangentes sucessivas. Comegando
com a aproximacdo inicial xq, a aproximagao x; é a x-interceptagao da linha tangente para o grafico
de f em (xg,f(xg)). A aproximacdo x, é a x-interceptagéo da linha tangente para o gréafico de f em
(x1,f(x1)) e assim por diante.

Linha f'(x1)

f{ (x1.F(x1))

Linha f'(xo)

Figura 5: Interpretagdo Geométrica do Método de Newton

4.6. Descrigao do método de Newton

Considere a equacgao f(x) = 0. Suponha que f (p) # 0, e que f(x), f (x) e f (x) sejam continuas
num intervalo I que contém a raiz x = p.

Dados: xg (aproximacao inicial), €| e €,(precisdes) e N (méximo de iteragoes). Para n = 0 até
n = N faga x,,; = x, — {(x,)/f (x3). Se [f(xp41)] < €1 ou [Xp11 —Xy| < €5, entdo X = x,,q, €
terminamos. Se n = N, entdo terminamos, e a sequéncia de aproximacoes gerada pelo método nao
converge para a solugio.

4.7. Condigoes de convergéncia

Segundo Newton, para haver a convergéncia a uma raiz em seu método, bastaria que o intervalo
(a,b) em analise fosse suficientemente pequeno. Contudo, Raphson e Fourier concluiram que um
intervalo pequeno é aquele que contém uma e somente uma raiz.

Havera convergéncia a uma raiz no intervalo (a,b) se, e somente se, f(a) - f(b) <0, f (a) - f (b) >0
ef (a)-f (b)>0

Teorema 6 (Condicdo suficiente de convergéncia para o método de Newton). Seja (a,b) um inter-

valo que contém uma $6 raiz da equagdo f(x) = 0. A sucessdo de valores x; gerados pelo método de
Newton-Raphson é mondtona e limitada (e portanto convergente) se:

1.f(x) 20, 8x € (a,h);
2.f (x) 0, 8x € (a,b);

O leitor pode encontrar uma demonstragéo de tal resultado em (ALVES, 2001).
R
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Observagio 1. Notamos que em casos especificos é interessante que o dominio da fungio seja o

intervalo fechado e o valor inicial seja um dos seus extremos. Neste contexto, precisamos de uma
o~ . . 24

condicdo extra, a saber, que o extremo escolhido xq satisfaga f(xqg) - f (x¢) > 0.

4.8. Convergéncia quadratica
Nesta subsegao verificaremos que a convergéncia no método de Newton é mais rapida (computacio-
nalmente) e assim mais interessante para fins de programacao.
Lembre que a férmula de iteragdo do método de Newton, ver (5), é dada por:
f(xy)

Xn+l = Xn = 7 (6)
f(xy)

4
se f (x,,) existir e for ndo nula, n > 0.

De acordo com o teorema de Taylor, se f tem derivadas até segunda ordem em um intervalo I, entao
f pode ser representada pela expansdo em torno de um ponto préximo da raiz de f. Suponhamos
que p seja a raiz. Entao pela férmula de Taylor com resto de Lagrange temos, para algum & que
esteja entre x,, e p:

’ f/l
() = ) + £ (5 (0 5,0 + T o,

)2
Como p é raiz, entdo f(p) = 0 e portanto

0= fst,) + £ () (b 35,) + 52 (p 3,02,

E assim

Mas, usando equagdo (6) temos:

7f” o 2
M = (anxnwkl) + (p*Xn),

2f (x,)
o qual pode ser reescrito por
£ (&) (p—x,)?
P Xyl = #
2f (x,,)
Denotando o erro p —x,, por E,, obtemos que:
&) |2
| n+1:’ 7 |En‘
2f (x,)
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4.9. Experimentando o método

Nesta subsecao apresentamos um exemplo utilizando o método de Newton de aproximacao de
reizes.

Vamos determinar a maior raiz real da equacdo f(x) = x> —2x 1 = 0 com erro inferior a 1073.

Proposta de Solugdo: Utilizando a Regra do Maximo, ver (1), temos que suas raizes (reais ou
complexas), se existirem, tém moédulo menor que 3. Assim, calculando as imagens dos inteiros no
intervalo [-3,3] temos:

x | 3]2[-1]0]1]2]3
fx) | 2250 |-1|-2]3]20

Tabela 3: Imagens dos inteiros no intervalo [-3,3]

Observe que o intervalo [1,2] é o que se encontra mais a direita no eixo positivo OX, tal que os
extremos possuem imagens de sinais contrarios; logo contém a maior raiz real positiva. Além disso,
essa raiz € Unica, pois pela Regra de Sinais de Descartes I, o ntimero de raizes reais positivas nao
excede o numero V de variagdes de sinal dos coeficientes nao nulos de f(x), que é igual a 1.

Demonstrado que o intervalo (1,2) possui uma tUnica raiz, podemos verificar as condigoes de con-
vergéncia:

1. £(1) - £(2) < 0;
2. f'(x) = 3x2 -2 ¢ daf temos f'(1) - f'(2) = 1.10 > 0;

3. " (x) = 6x > 0 em todo o intervalo.

Para a escolha do melhor extremo, observe que f(2) - fH(Z) > 0. Entdo, escolhamos xq = 2.

Com esse quarto ponto também verificado, estdo cumpridas as condi¢ées de convergéncia. Agora,
vejamos as iteragoes no Visual Célculo Numérico (VCN). Primeiramente, acessamos a aba Céalculo
de Raizes e em seguida selecionamos o Método de Newton. A interface abrird e escolhemos um
critério de parada (que pode ser |x, —x,_1| < precisdo) e preenchemos os campos da fungdo, da
derivada, do ponto inicial x;, = 2 e da precisdao 1073, e por fim clicamos em Calcular para obter a
tabela de iteragao. Ver Figura 6.

Logo, a maior raiz é aproximadamente 1,618, com erro menor que 1073.

5. Consideragoes importantes sobre os métodos

e No método da Bissecgao, as iteracdes nao envolvem céalculos laboriosos, porém pode ser dificil
encontrar um intervalo [a,b], tal que f(a)-f(b) < 0, em equagdes com raizes de multiplicidade par
ou raizes muito proximas umas das outras. Assim, na préatica, o método é mais utilizado para
diminuir o intervalo que contém a raiz, pois se o intervalo inicial é tal que by —ag >> €, e se €
for muito pequeno, o niimero de iteragoes n tende a ser muito grande, tornando a convergéncia
bastante lenta;
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2] 1)Zero de Fungdo - Método de Newton (B8 HoR |
Principal ‘Qréﬁco]

Critério de Parada
 |F(Xn)| <Preciséo “ |Xn - Xn-1| <Precisdo | Xn - Xn-1]/| Xn| <Precisdo

Entre com a funcdo:
fix)= 3271

Entre com a Derivada da Funcéo!

Xz [3*x*2-2
I” Execucdo Passo a Passo Resultado: X = 1,61803398911733056
X inicial (Xo): ‘ 3 E;:c ;(;1.055060[}648303227%-5
Precisao: (0,001 2 Gréfico ‘ # Novo B Sair © Reinicia
lteragao| X = [0 = [Fx)= [ Emo= [
= 2 3 10

2- 7 0,513 6,67 03
3- 1,62308845577211384  0,0297135052972110224 5,90324840578211644  0,076911544227886057
a- 1,61805503971797886 0,000123236664723975391 5,85430633467025047 0,00503341605413508007
5 [GAEIEEEEERRERNEE 2,15100612191779228E-9 2,10506006483032271E-5

Figura 6: Tela do vcn.exe para o método de Newton

¢ O método da Falsa Posicdo utiliza mais informacao para gerar as iteradas e é, em geral, de
convergéncia mais rapida que o método da Bisseccao. Entretanto, quando a convergéncia para
a raiz sO se faz a partir de um extremo do intervalo [a,b], e a imagem desse extremo tem um
valor muito elevado, a convergéncia é lenta. Esta situagdo ocorre sempre que o grafico da funcao
apresenta a concavidade voltada para cima ou para baixo no intervalo em estudo, podendo
tornar a velocidade de convergéncia bastante lenta, até mesmo mais lenta que no método da
Bisseccao;

e Embora o método de Newton tenha uma convergéncia muito boa, proporcionando geralmente
um ndimero pequeno de iteragoes (considerado o mais rapido entre os apresentados aqui), este

se apresenta mais exigente que os demais, pois exige que f (x) # 0 no intervalo (a,b).

6. Propostas de atividades para o Ensino Médio

A seguir, apresentamos trés atividades sobre o cédlculo de raizes aproximadas através dos méto-
dos iterativos apresentados. A primeira atividade enriquece o desenvolvimento do conteido dos
Métodos da Bisseccado e da Falsa Posicdo, quando requisita ao aluno a utilizacdo do Excel, onde
ele devera entender sobre condicionais, féormulas de iteracdo e a construgdo de algoritmos para
encontrar uma solugdo aproximada. A segunda atividade traz uma alternativa para o calculo da
raiz quadrada. E a terceira atividade potencializa a capacidade de o aluno observar a construgao
de resultados, através de identificacdo de regularidades dentro de um determinado método, e até
mesmo busca comparar os métodos através de seus erros e convergéncias.

6.1. Métodos Iterativos no Excel

Atividade 1: Considere o polinémio x*+x2-9x+3. Em uma planilha Excel, use as ferramentas para
produzir um algoritmo do método da bissecgao e da falsa-posi¢cdo que nos dé a raiz aproximada no
intervalo [1,2] com erro menor que 1073, Observacdo: utilize o critério de parada |x,,; —X,| < €.

Proposta de Solugdo. Na planilha Excel da Figura 7 , primeiramente preparamos a linha 1 (cabe-
¢alho), onde:
i: i-ésima iteracao;

ran
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a: extremo esquerdo do intervalo;

f(a): imagem do extremo esquerdo do intervalo;
x;: ponto médio do intervalo da i-ésima iteracao;
f(x;): imagem do ponto médio da i-ésima iteragao;
b: extremo direito do intervalo;

f(b): imagem do extremo direito intervalo;

€: erro.

Em seguida, preparemos a linha 2 da planilha.

Entao, comegamos pela iteracao 0, a célula A2 recebe o valor 0, a célula B2 recebe o valor 1, a
célula C2 recebe a formula: = B2* + B22 -9 -B2 + 3, a célula D2 recebe a férmula: = (B2 + F2)/2,
a célula E2 recebe a férmula: = D2* + D22 -9 - D2 + 3, a célula F2 recebe o valor 2, a célula G2
recebe a férmula: = F24 + F22 - 9. F2 + 3. Observacdo: o erro na iteracio 0 existe, porém nio é
calculado.

Em seguida, preparemos a linha 3 da planilha.

Vamos agora para a iteracdo 1, para encontrar o novo valor de a é necessaria uma estrutura
condicional, utilizemos a estrutura SE. No caso, a célula B3 recebe a férmula: = SE(C2 - E2 <
0;B2;D2), ou seja, se f(a) - f(x;) < 0, entdo a raiz estd contida no intervalo (a,x;), devemos entao
tomar como verdadeiro o valor de a e tomar como falso o valor de x;. Na célula F3, utilizemos a
mesma férmula: = SE(E2- G2 < 0;F2;D2), ou seja, se f(b) - f(x;) < 0, entdo a raiz esta contida no
intervalo (x;,b). Devemos, assim, tomar como verdadeiro o valor de b e tomar como falso o valor
de x;.

As férmulas de f(a), x; e f(x;) na linha 3 sdo iguais a da linha 2; podemos entdo simplesmente
utilizar a alca de preenchimento para baixo. No caso do erro na linha 3, podemos calcular da
seguinte maneira: = ABS(D3 — D2), pois estamos tratando do médulo da diferenga entre o valor
atual e anterior da raiz.

Por fim, basta agora selecionar a linha 3, e utilizando a alca de preenchimento arrastar para baixo
até chegar & iteracdo 9 onde obtemos erro menor que 1073.Ver Figura 7.

B c D E F G H
a f(a) % flx) b i(h) £
1 -4 15 [ -31875 | 2 5
15 | -31875 | 175 [-030853] 2 5 0,25
1,75 |-0,30859| 1,875 |2,000244 2 5 0,125

1,75 |-0,30859 | 1,8125 |0,764908| 1,875 |2,000244| 0,0625
1,75 |-0,30859 | 1,78125 |0,208589 | 1,8125 |0,764908| 0,03125
1,75 | -0,30859 | 1,765625 | -0,05481 | 1,78125 | 0,208585 | 0,015625
1,765625 | -0,05481 | 1,773438 | 0,075675 | 1,78125 | 0,208589 | 0,0078125
1,765625 | -0,05481 | 1,769531 | 0,010129 | 1,773438 | 0,075675 | 0,00350625
1,765625 | -0,05481 | 1,767578 | -0,02242 | 1,769531 | 0,010129 | 0,001953125
1,767578 | -0,02242 | 1,768555 | -0,00616 | 1,769531 | 0,010129 | 0,000976563

W00 = oh Ln e W Pa

=

wloo |~ (o |w | (w o e o=

Figura 7: Excel para o método da Bisseccao

Logo, pelo método da Bissecgdo, na iteracdo 9, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que
1073. Para o método da Falsa Posicdo, a tinica mudanca estd na formula iterativa, logo a célula
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D2 recebe a férmula: = F2 -

(G2(F2-B2))
(G2-C2)

Bisseccao. E como resultado obteremos a planilha da Figura 8.

A B C D E F G H
1 i a f(a) L | f&) | b (h) :
2 0 1 -4 1444444 | -3,56043 2 5
3 1 1,444444 | -3,56043 | 1,67551 |-1,39114 2 5 0,231065215
4 2 1,67551 | -1,39114 | 1,74614 | -0,36582 2 5 0,070630741
] 3 1,74614 | -0,368982 | 1,763624 | -0,08785 2 5 0,017483242
6 4 1,763624 | -0,08785 | 1,767705 | -0,0203 2 5 0,004031566
7 5] 1,767705 | -0,0203 | 1,768645 | -0,00466 2 8 0,00093951

Figura 8: Excel para o método da Falsa Posicao
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. Todos os demais passos sdo 0os mesmos que o método da
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Logo, pelo método da Falsa Posi¢do, na iteracao 5, obtemos 1,768 como raiz com erro menor que
1073.

6.2. Raiz quadrada

Atividade 2: Como VA é uma solucdo da equacdo x> — A = 0, podemos usar o método de Newton
para estimar VA (Figura 9).

Figura 9: A sucessdo converge para a raiz para qualquer valor x5 > 0

1. Utilize o fato que a inclinacdo da reta tangente & funcio y = ax? +bx +c no ponto (x, ¥o) € dada
por 2axq + b, para verificar que a férmula de iteragdo para obter a estimativa da raiz quadrada

¢ dada por x, = 0,5(x,_1 + ?AI)'

Proposta de Solugdo: Dando continuidade a sucessdo, temos que a inclinagdo 6 da reta tangente
no ponto x,, é tal que tan 6 = 2x,,. Logo,

Yn Yy Yy
— 0 =2x, = X, Xy = o = X =X, — =—=.
Xy — Xpt1 n n n+1 2Xn n+1 n 2Xn

Como y, =x2— A, temos:
xZ A
2%,

Xn+1 = Xp —

A
Dessa forma, x,,1 = 0,5(x, + X—n).

2. Estime \/E e v1000999 com ao menos cinco decimais exatos. Utilize para isso a férmula de
iteracdo em uma planilha do Excel.

Proposta de Solugdo: Na Figura 9 abaixo, temos duas planilhas Excel. Para a primeira planilha
utilizamos uma aproximagao inicial (1,5) e a férmula de iteracdo como férmula de referéncia.
Assim, na célula C8, temos a seguinte férmula de referéncia: = 0,5(B8 + (2/B8)) para aproxi-

mar V2. Para a segunda planilha utilizamos a aproximagdo uma inicial (1000) e a férmula de
referéncia: = 0,5(B8 + 1000999/B8) na célula C8 para v1000999 . Em seguida, deslocamos a
alca de preenchimento para baixo até obter na aproximagao ao menos cinco decimais exatos.

Dessa forma, \/E ~ 1,41421 e y1000999 =~ 1000, 49937.
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ca 0,5*(B3+2/83) €8 £ 0,5 (B8+1000999/B8)

a 8 c o E A 8 c o

1 1
2 2
3 3
4 |Radicando: 2| 4 | Radicando: 1000999

Aproximaciio Aproximagio

Incial Incial
5 1.5 5 100¢)
L] L]
7 Iteragio xn Xnel 7 | meragio xn xnel
Al 1 15| 1416667 [l 1 1009) 1000,459500)
9 2 1,416667| 1,414216) Ll 2 1000.5) 1000,499375|
10 3 1,414216] 1.414214 0 3 1000,499| 1000,499375
11 a 1,414214| 1,414214) n 4 1000,499| 1000,499375|
12 s 1,414214] 1,414214 12 s 1000,499 1000,429375
13 6 1.414214] 1.414214 13 6 1000.493| 1000.488373
14 7 1.414214] 1.414214 14 7 1000.493) 1000,495375
15 s 1,814214] 1414214 1 8 1000,499 1000455375
16 1414214 1% 100,439 E

Figura 10: Raiz quadrada no Excel

6.3. Métodos iterativos no Visual Calculo Numérico

Assis e Batista

Atividade 3: Considere a funcao polinomial f(x) = x3~9x + 3. Encontrar a raiz de f(x) do intervalo
I = [0,1] usando a precisdo € = 1073 e o critério de parada |x,,; — x,| < €. Utilizando o Visual
Calculo Numérico para os métodos da Bissecgao, Falsa Posicdo e de Newton, responda:

1. Em qual método foi utilizado menor nimero de iteragoes? Em qual método foi utilizado o maior

numero de iteragoes?

Proposta de Solugdo. Utilizando o ven.exe, verificamos 10 iteracoes pelo método da Bisseccao,

conforme a figura 11 abaixo:

1= Calcule Numérico

Utilitarios  Op Derivagio Equagées Di Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo

1) 2)Zero de Funcio - Método da Bissecdo - f(x)=0
Principal | Grafico |
Critério de Parada
< | F(Xn) | <Preciséo

@« | Xn-Xn-1| <Precisdo | Xn - Xn-1]/ [Xn| <Precisao

Entre com a funcéo:

< | Xb - Xa | <Precisdo

f(x)= |x"3—9"x+3|

I~ Execucéo Passo a Passo
Resultado: X = 0,3369140625

Figura 11: Tela do VCN para o método da Bissecgao

Xinicial (A): |o
Erro : 0,0009765625
X final (B): | 1 lteracdo : 10
Precisao: | 0,001 B2 Gréfico & Novo Bl Sair © Reinicia
Iteracao [ XA = [fixa) = [xB= [f(xB) = [xn= [fOxn) = [Erro = |
= 0| 3 1 5 05 1.375
2= ol 3 0.5 -1.375 0.25 0.765625 0.25
ER 0.25 0,765625 0.5 -1, 0,375 -0,322265625 0,125
4 0.25 0,765625 0.375 -0,322265625 0.3125 0,218017578125 0.0625
= 0.3125 0.218017578125 0.375 -0,322265625 0,34375 -0,053131103515625 0,03125
= 0.3125 0.218017578125 0,34375 -0.053131103515625 0.328125 0,082202911376953125 0.015625
= 0.328125 0,082202911376953125 0,34375 -0.053121103515625 0,3359375  0.0144743919372558594 0,0078125
- 0,3359375 0,0144743919372558594 0,34375 -0.053131103515625  0,33984375  -0,0193439126014709473  0,00390625
= 0,3359375 0.0144743919372558594 0,33984375  -0.0193439126014709473 _ 0.337890625 -0,00243862718343734741 0,001953125
0_ 0,3359375| 0,0144743919372558594 0,337890625 -0,002438627 18343734741 0,00601691845804452896 0,0009765625

Pelo método da Falsa Posicao verificamos 3 iteragoes, conforme Figura 12 abaixo.

E pelo método de Newton sendo xq = 0 o valor inicial, verificamos 4 iterag¢oes, conforme Figura

13.

Nesse caso, o método que utiliza o menor niimero de iteragoes é o da Falsa Posicao, e o método
que utiliza o maior nimero de iteragdes é o da Bissecgdo. Salientamos que se utilizissemos o
valor inicial x = 1, terfamos 5 iteragoes para o método de Newton, mas a solugdo continuaria a

mesma.
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1B Cslculo Numérico

Utilitérios  Operadores  Interpolagio  Derivagéo Integragio Equagdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calculo de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagao

Assis e Batista

Figura 12: Tela do VCN para o método da Falsa Posicdao

|2 Caleule Numérico
Utilitérios  Operadores  Interpolagdo  Derivagio

Integragdc  Equacdes Diferenciais  Sistemas Lineares  Calcule de Raizes  Ajuste de Curvas  Otimizagdo

%] 3)Zero de Fungdo - Método das Cordas - Regula Falsi =N R ==
Principal Igra'ﬂcol
Critério de Parada
| F(Xn)| <Precisdo & | Xn - Xn-1| <Preciséo | Xn - Xn-1| / [Xn| <Preciséao | Xb - Xa | <Preciséo
Entre com a funcéo:
)= [x"3-9%+3
I~ Execucéo Passo a Passo
Xinicial (A): ‘ 0 Resultado: X = 0,337635045511400692
Erro : 0,00098929311293723185
X final (B): ‘ 1 lteragéo - 3
Preciséo: ‘ 0.001 ¥ Gréfico & Novo ¥l Sair ¢ Reinicia
Iteragéio | XA = [f(XA) =[XB = [f(xB)= [xn= [f(xN) = [Erro =
1- 3 1 -5 0,375 -0,322265625
2- 0 3 0,375 -0,322265625 0,338624338624338624 -0,00879019929438450772  0,036375661375
3- 0 3 0,338624338624338624 -0,008790199294384507 72 Ulekyfse iy REDEER -0,000225884176538136737 0,0009892931129

|28 5)Zero de Fungie - Método de Newton
{principal | crafico |

Critério de Parada

© | F(Xn)| <Precisao

Entre com a funcdo:

# |Xn - Xn-1| <Precisdo

©Xn - Xn-1]/]Xn| <Precisio

= o s

)= ‘x“arg‘x +3

Entre com a Derivada da Funcao:

)= |3*x*2-9

I Execucdo Passo a Passo

Resultado: X = 0,33760895596531279
Erro:2,11835847518352001E-6

Xinicial (Xo): =
(Xo) ‘ 0 lteracdo - 4
IECSa: ‘ 0,001 ¥ Grafico i Novo Kl sair © Reinicia
lteragao] X = [ fCO= [ ()= [ Ero= |
1- [} 3 -9
2- 0,333333333333333333  0,0370370370370370372 -8,66666666666666667  0,333333333333333333
3- 0,337606837606837607 1,83408850952129863E-5 -8,658064869602333114 0,00427350427350427353
4 - 0 089559 ] 4,54498374699574548E-12 2,11835847518352001E-8

Figura 13: Tela do VCN para o método de Newton

2. Observando os métodos numéricos em questao, o que podemos observar no tocante ao surgimento
dos digitos significativos corretos a cada iteragao?

Proposta de Solugdo: Observe a Figura 13. Podemos identificar que, no método de Newton em
questao, os digitos corretos comegam a surgir a partir da primeira iteragao, e a quantidade de
digitos corretos duplica & medida que os valores da sequéncia aproximam-se da raiz. Isso ocorre
porque o método tem convergéncia quadratica.

3. Observando os métodos numéricos em questao, quanto & precisao, o que se pode dizer?

Proposta de Solucio: B possivel observar na Figura 11 que o erro reduz-se 4 metade a cada
iteracdo no método da Bissec¢do. Nos demais métodos nao é facil ver alguma regularidade.
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7. Consideragoes finais

Alguns desafios podem ser encontrados durante a execucao deste trabalho com alunos do 3° ano
do ensino médio. No conteiildo temos uma gama de conceitos que normalmente sdo tratados nos
anos iniciais do ensino superior, mas que se levados para um projeto de extensdo ou laboratério
de ensino podem ser muito frutiferos. Visto que a BNCC vem mudando a praxe de alguns anos
atras na busca por uma educacdo cientifica e tecnoldgica com base sélida, fazem-se necessarios
textos nessa diregao para auxiliar os professores na elaboracao de suas aulas. No tocante ao uso de
tecnologias, devemos considerar que muitas escolas possuem uma infraestrutura precaria, e muitas
vezes nao dispoem de laboratérios de informatica ou de softwares disponiveis. Recomenda-se o uso
do software Libre Office Calc, que faz parte de uma suite gratuita e livre, no caso da nao existéncia
do Microsoft Excel, que necessita de licenca comercial. E, como nao é possivel a utilizacdo do
Visual Céalculo Numérico através de smartphones, sugerimos o uso de tablets na sala de aula, pois
adaptaremos o aluno a realidade do mundo digital de forma criativa.

Alguns autores consideram a formacao de professores o maior desafio da atualidade para a educagao
4.0. Uma formacao diferenciada é essencial para acompanhar tamanha maré de desenvolvimento.
O cenério é o de desenvolver competéncias, e assim o professor deixa de ser o especialista em deter-
minado contetido para tornar-se um propulsor para o desenvolvimento do conhecimento, usando
metodologias interativas para conduzir os estudantes na busca de informagoes, geracao de solugdes
e avaliacdo do trabalho realizado. As salas de aula tornam-se espagos para a construgao de conhe-
cimento, e o professor serd um lider-pesquisador, que, ao lado dos alunos, engaja-se na busca de
solugoes para novos problemas.

O ensino sobre métodos iterativos para encontrar raizes nao se encerra apenas com a aplicagdo das
atividades que foram propostas, cabe aos professores a elaboragao de novas atividades relacionadas,
possibilitando que o estudante cada vez mais desenvolva o pensamento computacional. Nesse
sentido, a BNCC ressalta a importéancia de se trabalharem as capacidades de compreender, analisar,
definir, modelar, resolver, comparar e automatizar problemas e suas solugoes, de forma metddica
e sistematica, por meio do desenvolvimento de algoritmos.
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Explorando os teoremas de Menelaus e Ceva em
questoes de olimpiadas de matematica

Jhonata Avelar dos Santos 1® Pedro Victor S. Freitas 2@® Gilson S. Ferreira Jr. 3®
Thiago Yukio Tanaka *®

Resumo

Neste trabalho discutiremos sobre os Teoremas de Menelaus e de Ceva, que sdo dois resultados re-
lacionados, respectivamente, com problemas envolvendo colinearidade entre pontos e concorréncia
de retas ou segmentos. Mais especificamente, exploraremos o uso desses dois teoremas na busca
por solugoes de problemas em Olimpiadas de Matematica nacionais e internacionais. Além do uso
desses resultados no contexto olimpico, outro objetivo é contribuir com a formagao e despertar o
interesse de professores(as) e alunos(as) em competi¢oes olimpicas de Matemética, de forma que
possa ser utilizado como material de apoio para o treinamento pelos docentes e um material de
pesquisa para os discentes interessados.

Palavras-chave: Teorema de Ceva; Teorema de Menelaus; Olimpiadas de Matemaética; Geometria.

Abstract

In this paper, we will discuss the Menelaus and Ceva Theorems, which are two results related,
respectively, with problems involving collinearity between points and concurring lines or segments.
More specifically, we will explore the use of these two theorems in the search for solutions to
national and international Mathematical Olympiad problems. In addition to the use of these
results in the Olympic context, another goal of is to contribute to the training and to arouse the
interest of teachers and students in Olympic mathematical competitions, so that it can be used as
support material for training by teachers and research material for interested students.

Keywords: Ceva’s Theorem; Menelaus’s Theorem; Math Olympiads; Geometry

1. Introdugao

Os Teoremas de Menelaus e de Ceva sdo dois teoremas de épocas diferentes, mas intimamente
ligados. Antes de comecar a falar sobre os teoremas, vamos conhecer um pouco da histéria desses
dois matemaéticos e, consequentemente, de seus teoremas. Menelaus nasceu em 70 d.C. na cidade de
Alexandria, no norte do Egito. Ele trouxe importantes contribuigdes na area de Geometria e dentre

IDiscente do curso de graduacio em Matematica da UFRPE.
?Discente do curso de graduagio em Mateméatica da UFRPE.
3Docente do Departamento de Matematica da UFRPE.
4Docente do Departamento de Matematica da UFRPE.
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suas publicacoes destacam-se a obra Sphaerica [12], que trata de superficies esféricas, e um teorema
que leva o seu nome, que serd um dos objetos de estudo deste trabalho. O Teorema de Menelaus lida
com tridngulos e proporgdes que uma reta gera ao intersectar seus lados e/ou prolongamentos de
lados. Aproximadamente 15 séculos depois do nascimento de Menelaus, nasce na Italia, Giovanni
Ceva. Estudante promissor, tornou-se matematico, fisico e engenheiro hidrdulico [12]. Em 1678
publicou o livro De lineis rectis se invicem secantibus, statica constructio, onde demonstrou um
resultado que mais tarde ficou conhecido como Teorema de Ceva. Neste mesmo livro hé citagao
do Teorema de Menelaus. O Teorema de Ceva trata de uma relagdo envolvendo um triangulo e as
suas cevianas. A critério de curiosidade, na época de sua publicacao, o resultado de Giovanni Ceva
nao teve grande repercussao e somente mais tarde o matemético francés Joseph Diaz Gergonne o
redescobriu, e o autor, ja falecido, ganhou os devidos méritos pela sua obra, como podemos ver em
[4].

Apesar de nao serem tao abordados no curriculo de Matemética do Ensino Bésico e até mesmo
nos cursos de nivel de graduagdo em Matematica, os Teoremas de Menelaus e de Ceva tém tido
um destaque relevante nas Olimpiadas de Matemética. Em nivel nacional, esses resultados sdo
abordados, por exemplo, nos programas de treinamento olimpico em matematica, tais como o
Programa de Iniciacdo Cientifica Jr. para a Obmep (PIC-Obmep) e o Programa Polos Olimpicos
de Treinamento Intensivo (Poti). Internacionalmente também estd presente em grande parte dos
programas de treinamento para Olimpfadas de Matemaética como podemos ver em [15].

No contexto nacional, diversos trabalhos abordando questoes olimpicas de Matematica tém sido
desenvolvidos no decorrer dos ultimos anos, promovendo o interesse por tais competicdes. Por
trazerem novas abordagens para temadticas antigas ou até mesmo inovagoes de técnicas de solu-
¢Oes, esses trabalhos sao fortes ferramentas matemaéticas e imprescindiveis para aqueles que se
desafiam em Olimpiadas de Matematica. Destacamos a nacionalmente conhecida Revista Eureka!,
atualmente com 41 edigoes, trazendo artigos com tematicas diversas e direcionadas especificamente
para a OBM. Menos conhecida, mas com um contetido totalmente direcionado para Olimpiadas de
Matemética em geral, hé o jornal E Matemdtica, Ozente!, atualmente com 18 edicoes, desenvolvi-
dos por um grupo de professores da UFRPE. Na revista Professor de Matemdtica On-line (PMO)
hé dois artigos que trazem teméticas semelhantes & que abordaremos neste trabalho. Em [6] os
autores solucionam trés problemas da IMO que envolvem o tema bases numéricas, com organizagao
de ideias e estratégias de suporte matematico para que seja possivel trabalhar essas questes. Por
outro lado, com um cunho mais focado nas técnicas, [2] faz uma discussao sobre alguns tépicos
da Algebra e da Teoria dos Nimeros, direcionando a implementacio da teoria para a resolucio
de questdes olimpicas. Por fim, ndo em contextos olimpicos, mas diretamente relacionados com o
contetido deste trabalho, podemos citar [1, 3, 4, 14] com uma vasta teoria sobre os Teoremas de
Ceva e de Menelaus.

Inspirados nos trabalhos acima citados, nosso objetivo principal é mostrar a utilidade dos Teore-
mas de Menelaus e de Ceva na resolucao de questdes olimpicas de Matematica, abordando também
entre alguns outros conteidos de Geometria que sao acessiveis desde o Ensino Bésico, o que pode
estimular professores e alunos no ambito das competicoes de Matematica. Além disso, esses re-
sultados tém como consequéncias outros resultados intimamente ligados com o contexto olimpico
como os Teoremas de Desargues, de Pascal, de Pappus, e até mesmo a forma trigonométrica do
Teorema de Ceva, que podem ser encontrados em [1] e [3]. Como curiosidade final, resolveremos
uma questao olimpica que ilustra a ligacao existente entre os dois resultados.

Este trabalho esta dividido da seguinte maneira: na Se¢ao 2 discutimos o Teorema de Menelaus e
na Secao 3 o Teorema de Ceva. Na Secdo 4 discutimos a relacao existente entre os dois resultados
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e, por fim, na Se¢do 5 trazemos uma série de problemas complementares.

No decorrer deste trabalho, dados quaisquer dois pontos A e B, denotaremos por AB o segmento
de reta que une os pontos A e B; por AB, a medida do segmento de reta AB, e por AB a reta
que passa por A e B. Denotaremos tambcm por AABC o triangulo definido por trés pontos nao
colineares A, B e C; por zABC o angulo definido por AB e BC. Ademais, a drea de AABC ser4
denotada por [ABC], e quando AABC for semelhante a AXYZ, escreveremos AABC ~ AXYZ.
Todas as figuras ilustradas aqui foram desenvolvidas pelos autores no software livre GeoGebra.

2. O Teorema de Menelaus

A demonstracdo do Teorema de Menelaus sera feita utilizando o conceito de semelhanga de tri-
angulos. E importante destacar que ha outras maneiras de demonstrar esse resultado utilizando
diversas ferramentas como o Teorema de Tales, medidas de 4reas, Trigonometria (lei dos senos),
Geometria Analitica, entre outras (ver [4, 14]). Sendo assim, observamos que esse tema ¢ bastante
acessivel ainda no Ensino Bésico.

Teorema 1 (Menelaus). Dado um triangulo AABC qualquer, sejam X um ponto no prolongamento
do lado BC, Y e Z pontos pertencentes aos lados AC e AB, respectivamente (ver Figura 1).

A

Figura 1: Figura suporte para o enunciado do Teorema 1. (Fonte: Autores.)

Os pontos X, Y e Z sdo colineares, se e somente se,

Nessa situacdo a Figura 1 assume o sequinte formato

A

Figura 2: Situagdo em que os pontos X, Y e Z sao colineares. (Fonte: Autores.)

Demonstracio. (=) Suponha que os pontos X, Y e Z sao colineares. Construa um ponto G € X7
de modo que o segmento CG seja paralelo ao lado AB, como ilustra a Figura 3.
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Figura 3: Figura suporte para demonstragao do Teorema 1. (Fonte: Autores.)

Além disso, ainda pela Figura 3, observamos através do caso de semelhanca Angulo-Angulo (A.A.)

que ACGY ~ AAZY, e portanto, g_(z; = %. Para forgar o aparecimento da identidade que dese-
CG

jamos provar, multiplicaremos a identidade anterior por 7 © ficaremos com:

Y CG

AZ OG _AY OG
G oY BZ

CG

S
>

Na identidade acima, simplificando o termo CG do lado esquerdo da igualdade e, em seguida,
passando todos os termos do lado direito para o lado esquerdo da igualdade, ficamos com

BZ CG AY
Ainda pelo caso Angulo-Angulo (A.A.), temos que ACGX ~ ABZX, e portanto, % = g;i. Fa-

(&) Assumindo agora que % . g:); . % = 1, provaremos que os pontos X, Y Z sdo colineares. Seja

7' um ponto sobre o lado AB tal que X, Y e Z’ sdo colineares como mostra a Figura 4. Provaremos
’
que Z =7.

Figura 4: Figura suporte da demonstragdo do Teorema 1. (Fonte: Autores.)
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Pela primeira parte da demonstracio (que ji demonstramos ser verdade), como os pontos X, Y e

. . = AzZ" BX CY _

7" sao colineares, vale a equagao = X Ay - 1. Portanto,
X Y| A X
BZ CX AY Bz CX AY’

apés a simplificacdo dos termos em comum, concluimos que

A _37 "
BZ Bz

Como Z e Z' sdo pontos pertencentes ao lado AB, temos que a tnica possibilidade da equacio (1)
ocorrer é Z = Z', como querfamos demonstrar. O

Observagao. Note que, no caso em que X, Y e Z pertencem todos aos prologamentos dos lados do
tridngulo AABC, o teorema ainda é valido.

As questdes mais comuns para aplicagao de Menelaus sdo do tipo em que hé uma série de constru-
¢Oes geométricas e no fim pede-se para mostrar que determinados pontos estdo sob uma mesma
reta ou segmento de reta, ou seja, sdo ligados diretamente com problemas envolvendo colinearidade
de pontos.

Exemplo 1 (IMO/1982). As diagonais AC e CE de um hexdgono regular ABCDEF sao divididas
internamente pelos pontos M e N, respectivamente, na razao

AM CN _ .
AC CE
Encontre o valor r uma vez que B, M e N sao pontos colineares.

Solugdo. Construa a diagonal BE e seja P o ponto de intersecdo dessa diagonal com a diagonal
AC, conforme a construgdo abaixo:

Figura 5: Figura do exemplo 1. (Fonte: Autores.)
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Utilizando agora o Teorema de Menalaus considerando o tridngulo ACEP e os pontos B, M e N
(que por hipétese sao colineares), obtemos que
oM B OEN @)
MP BE NC

Vamos agora descobrir os valores dessas trés razoes. Utilizando o principio aditivo, perceba que
podemos reescrever os tamanhos dos segmentos CM e MP em termos dos segmentos AM e AC da
seguinte forma:

CM = AC- AM 3)
e _
MP =AM AP =AM . (4)
Assim, reescrevendo a expressio % em termos de (3) e (4), em seguida, for¢cando o aparecimento
de AM _ r, ficamos com
AC
AN RC AN
CM _ AC-AM AC _ AC AC _l-r 2-2r 5)
MP _— AC _— AC AM AC 1 2r-1°
M m AC gy A0 A AC T
2 _____2 AC 2AC
AC

Para a segunda razao, observaremos a diagonal BE. Uma primeira observagdo é que ela mede o
dobro da medida do lado do hexdgono. Note também que essa diagonal divide o dngulo interno
2ABC em duas medidas congruentes, e assim o angulo ABP = 60°. Utilizando trigonometria no
tridngulo AABP, concluimos que

-— BE
— . AB 2 mE
PB—ABCOS(60)—T—T—T
Portanto,
PB 1
_— = . 6
5E - 4 (6)
Por fim, novamente pelo principio aditivo, perceba que EN = CE ~ CN. Dividindo essa igualdade
por CN (para forcar aparecer a razio que queremos) e usando que % =, ficamos com
EN _CE ON _1 ,_1-r -
CN CN CN T r

2-2r 1 1-r
2r—1 4 r
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Segue desta igualdade que (1 —r)? = 41 — 2r, que é uma equacdo quadratica cujas solucdes sio
_ 1 . , . ., ~ .

r= i\/; . Sabendo que r é um nimero maior que zero, pois é a razao de duas medidas, temos que

a Unica solugdo é r = \/g .

Veremos no exemplo a seguir que nem sempre o Teorema de Menelaus da-nos a solucao mais simples

e direta para um determinado problema. Isso é um alerta. Mesmo tendo essa ferramenta em maos,

¢ importante nao esquecer que se pode usar quaisquer outros artificios quando for resolver uma
questao olimpica.

Exemplo 2 (POTI - Geometria - Nivel 2). O lado AB de um quadrado é prolongado no sentido
de A para B até o ponto P tal que BP = 2AB. Sendo M o ponto médio de CD, desenhe PM
intersectando AC em um ponto Q. Sabendo que PQ corta BC em um ponto R, calcule CR/RB.

Solugdo. Neste exemplo iremos construir duas solugoes, uma utilizando o Teorema de Menelaus e
outra nao.

A B 0

Figura 6: Figura de suporte para o exemplo 2. (Fonte: Autores.)

Denote por x o comprimento do lado do quadrado em questao. Para a solugdo com o Teorema
de Menelaus, primeiramente observe que pelo caso Angulo-Angulo (A.A.) os tridngulos AAPQ e
ACQM sao semelhantes. Isso nos garante que

@ _ov

1
.

I
o [NTRY

AQ AP

Como os pontos P, R e Q sdo colineares, podemos aplicar o Teorema de Menelaus ao triangulo
AABC com o segmento PQ e concluir que

pr—— i — 1
AQ BP CR
Além disso, como BP = 2AB, entéo L
AP 3
BP 2
Utilizando as informacgoes que temos, podemos concluir que
13 BR_,
6 2 CR

_
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e assim, L
CR 1

R

Uma outra solugdo que é mais simples do que a apresentada acima, é observar que, pelo caso
Angulo-Angulo (A.A.) os tridngulos ACRM e ABPR sdo semelhantes. Dai temos que

R _ On

RB BP

Exemplo 3 (Retirado de [7]). Em um paralelogramo ABCD com angulo #BAD < 90°, o circulo
com didmetro AC intersecta as retas CB e CD nos pontos E e F respectivamente, e a reta tangente
a esse circulo no ponto A intersecta BD no ponto P. Prove que P, F e E séo colineares.

Solugdo. Sem perda de generalidade, suponha que B, D e P estao nessa ordem ao longo de BD.

Figura 7: Figura de suporte para o exemplo 3. (Fonte: Autores.)

Sejam G e H a segunda interse¢io de AD e AB, respectivamente, com o circulo. Pelo Teorema de
Menelaus com o tridngulo ACBD e a reta suporte EF, é suficiente mostrar que

Primeiramente, usando lei dos senos, note que:

@ sen(«BAP) . sen(£APD) 3 sen(zBAAP)‘
DP  sen(<APB) sen(«DAP) sen(«DAP)’

=l

como AP é tangente ao circulo, perceba que /BAP=/HAP= 7 - «HAC=s - .FAC. De maneira
analoga, £ZDAP=2GCA=/EAC e assim concluimos que
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BP AD _ sen(2FACQ) B FA

ﬁ ' ﬁ - sen(AEAC) N ﬁ
Finalmente, temos que o
DF DA
BE AB

pois os tridngulos AAFD e AAEB possuem os mesmos angulos em B e D, sendo assim sdo seme-
lhantes.

Finalizaremos esta se¢@o com a utilizagdo do Teorema de Menelaus para demonstrar outro resultado
utilizado em Olimpiadas de Matematica que é o Teorema de Pascal.

Teorema 2 (Pascal). Seja ABCDEF wum hexdgono inscrito em wma circunferéncia. Entdo, os

— e e e e——  ——>

pontos de intersecoes AB N DE, BCn EF e CD N FA sao colineares.

Demonstraciao. Para esta demonstracao iremos denotar por X, Y, Z, respectivamente as intersecgoes

—— e e s e ——

ABnDE, BCn EF e CD n FA.

Sejam M a intersecdo de CD com ﬁ, N a intersecao de ABcom CDeO a intersecao de AB com
EF. Como mostra a Figura 8

Figura 8: Figura suporte para a demonstragdo do Teorema de Pascal. (Fonte: Autores.)

Logo, aplicando o Teorema de Menelaus no tridngulo AMNO e nos pontos colineares X, D, E,
temos:

A e (8)

de maneira andloga, podemos fazer para o mesmo triangulo AMNO e nos pontos colineares Y, C, B,
e teremos:

YM OB NC

—_ === = 1, (9)
OY NB MC
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_(@W@M—cwm)
ME ND OB NC MF OA/

Usando a condigao da poténcia do ponto, teremos que o lado direito de (12) pode ser calculado da

seguinte maneira

OF MD NB NC OF NA_OF.OF MD.NC NB.-NA_,

ME ND OB NC MF OA OB-OA ME-MF ND.NC
Logo, por (12) e (13), .
NX oY MZ_ (14)
OX YM NZ

E como os pontos X,Y,Z pertencem aos prolongamentos dos lados do tridngulo AMNO, podemos
afirmar pelo Teorema de Menelaus que X,Y,Z sao colineares, demonstrando assim o Teorema de
Pascal.

O

Observagdo 1. No Teorema acima o hexdgono ndo precisa ser convexo, ou seja, também pode ser
degenerado.

3. O Teorema de Ceva

Vamos, nessa se¢do, enunciar e demonstrar o Teorema de Ceva. Comentaremos também sobre o
Ponto de Gergonne (o mesmo da introducao deste trabalho). Comegaremos definindo o conceito
de ceviana.

Definicao 1. Uma ceviana de um tridngulo é um segmento de reta que liga um dos vértices a um
ponto do lado oposto a esse vértice ou ao prologamento desse lado.

Portanto, se X, Y e Z sao pontos nos lados BC, AC e AB ou nos seus prolongamentos, respectiva-
mente, de um tridngulo AABC, os segmentos AX, BY e CZ sdo denominados de cevianas, como
mostra a Figura 9

473 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

dos Santos, Freitas e outros

A A
Y
7
B X c X B c

Figura 9: Figura de representagdo de cevianas. (Fonte: Autores.)

Agora, utilizando o Teorema de Menelaus, demonstraremos o Teorema de Ceva.

Teorema 3 (Ceva). Dado um tridngulo AABC qualquer, considere as cevianas AX, BY e CY,
conforme a Figura 10. As cevianas sdo concorrentes, se e somente se,

Como mostra a figura abaixo

1=

=<

B X c

Figura 10: Teorema de Ceva. (Fonte: Autores.)

Demonstra¢do. Como queremos demonstrar uma equivaléncia, primeiramente iremos supor que as
cevianas AX, BY e CZ sdo concorrentes no ponto P, e a partir disso provaremos que ==-==.-== =1
Da nossa hipétese podemos construir os tridngulos conforme a figura abaixo

A A
Y
p s p
B X [ B X C

Figura 11: Triangulos AAXC e ABAX. (Fonte: Autores.)

_
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Aplicando o Teorema de Menelaus, respectivamente, para os tridngulos AAXC com o segmento
BY e ABAX com o segmento CZ, obtemos

LRl Y (15)
PX B CA

e
7ZA BC PX
ZB CX PA

Multiplicando (15) e (16), e simplificando os termos em comum, obtemos:
AZ BX OV _ (17)
BZ CX AY

0 que prova uma das implicagdes. Resta mostrar a reciproca do teorema, ou seja, mostrar que
se vale (17) entdo as cevianas sdo concorrentes em um tnico ponto. No entanto, essa parte da
demonstracao é andloga ao que fizemos para a volta do Teorema de Menelaus. Sendo assim, iremos
omiti-la. [

Observe que como o Teorema de Menelaus foi usado na demonstra¢do do Teorema de Ceva, en-
tdo podemos usar os mesmos métodos da demonstracao que usamos no Teorema Menelaus para
demonstrar o Teorema de Ceva.

As questoes a serem exploradas a seguir decorrem do Teorema 3 e estdo ligadas & concorréncia
entre segmentos e/ou retas. Nosso primeiro exemplo serd uma curiosidade bastante interessante
sobre este resultado.

Exemplo 4 (Autores). Apressado para chegar na prova de desenho geométrico, Victor Avelar per-
cebeu que havia esquecido sua régua e seu compasso, e seu Unico instrumento era um par de
esquadros que até serviria de régua, mas nao possuia marcacao. Na primeira questao de sua prova
eram dados dois pontos A e B e pedia-se para encontrar o ponto médio do segmento AB. Vendo
o desespero do seu amigo, Ferreira Yukio entregou-lhe secretamente um bilhete escrito “lembre do
Teorema de Ceva”. Em seguida, Victor Avelar, apenas com seu ldpis e o par de esquadros conseguiu
obter a solugdo para esse problema. Como ele fez isso?

Solugao. Victor Avelar fez uma série de construgdes para aplicar o Teorema de Menelaus. Primei-
ramente, usando um de seus esquadros como régua, ele criou uma reta que passava pelos pontos
A e B e, em seguida, usando o par de esquadros ele construiu uma reta paralela a primeira reta,
conforme a figura abaixo:

Figura 12: Figura da prova de Victor Avelar. (Fonte: Autores.)

Ele pegou um ponto C acima das duas retas, construiu um tridngulo AABC e, em seguida, lem-
brando do Teorema de Ceva, tragou as cevianas BE e CF; passando pela interse¢do dessas cevianas,
construiu a terceira ceviana CM, como mostra a Figura 13
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A M B

Figura 13: Figura da resposta de Victor Avelar. (Fonte: Autores.)

Dad, utilizando o Teorema de Ceva, Victor Avelar sabe que é verdadeira a seguinte identidade

CE AM BE_, (s)

= =1 (19)
Substituindo (19) em (18), obtém-se que
AM
BM
ou seja, AM = BM, o que prova que Victor Avelar conseguiu o ponto médio do segmento AB.

Como aplicagio do Teorema de Ceva, explicaremos em detalhes um fato que frequentemente
utilizamos nas aulas de Desenho Geométrico, que é o fato de as trés alturas de um tridngulo
intersectarem-se em um mesmo ponto (o ortocentro).

Exemplo 5 (Poti - Geometria - Nivel 2). Prove que as trés alturas de um tridngulo sdo concorrentes
em um tnico ponto.

Solugdo. Sejam o triangulo AABC e AX, BY e CZ suas alturas, conforme a figura abaixo:

Figura 14: Alturas do triAngulo AABC. (Fonte: Autores.)

_
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Pelo caso Angulo-Angulo (A.A.) de semelhanca, os tridngulos AACZ e AABY sdo semelhantes,
pois ambos possuem o dngulo no vértice A e um angulo igual 90°, assim, pela razao de semelhanca,
temos que L
AZ AC
AY AB
Analogamente, temos as seguintes relagoes de semelhanca: AABX ~ ABCZ e ABCY ~ AACKX,
valendo assim as relagoes o L
BX_AB OV _3BC
BZ BC CX AC
Multiplicando todas essas identidades no mesmo sentido vamos obter:
AZ BX CY _AC XB BC _,

AY BZ CX AB BC AC
Portanto, pelo Teorema de Ceva, as alturas sdo concorrentes em um tnico ponto.

Analogamente, pode-se mostrar que as bissetrizes e as medianas de um tridngulo intersectam-se em
um tnico ponto, mas isso ficard como um dos Problemas Propostos ao fim do trabalho. Falaremos
agora sobre um tema olimpico decorrente do Teorema de Ceva.

Exemplo 6 (Ponto de Gergonne). Sejam D, E e F os pontos de contato da circunferéncia inscrita
com os lados BC, CA e AB, respectivamente, do tridngulo AABC. Prove que AD, BE e CF sao
concorrentes em um ponto (que se chama Ponto de Gergonne).

Solugdo. Observe que BD = BF, AE = AF, CD = CE. Daif podemos concluir que

CE AF D

= = =:1.
AE BF CD

Portanto, pelo Teorema de Ceva, temos que AD, BE e CF sao concorrentes em um ponto (que se
chama Ponto de Gergonne), como mostra a figura abaixo.

A

B - D. C
Figura 15: O ponto de Gergonne. (Fonte: Autores.)

O

Exemplo 7 (Bulgaria National Constest/1996). Os circulos k; e k, cujos centros sdo respectiva-
mente os pontos O; e O,, sdo tangentes externas em um ponto C, enquanto que o circulo k com
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centro em O é tangente externa a k; e k,. Seja 1 a reta tangente tanto a k; e k, passando por C,
e seja AB o diametro de k que é perpendicular a 1. Assuma que O e A estdo do mesmo lado de 1.
Prove que as retas AO{, AO, e | duas a duas possuem um ponto em comum.

Demonstragdo. A seguir construimos uma figura para melhor visualizacio do problema em questio:

Figura 16: Figura para resolugdo do exemplo 7. (Fonte: Autores.)

Tome 1, 11, 15 que sdo respectivamente os raios de k, ki, ky e também considere M e N a intersecao
AC e BC com o k. Como mostra a figura abaixo.

Figura 17: Figura para resolugao do exemplo 7. (Fonte: Autores.)

Dai temos que AAMB é um tridngulo retangulo e o tridngulo AAMO é isosceles e
ZAMO = £OAM = 20,CM = 2CMO,.

Segue que O, M, O; sdo colineares e

Al

_
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Seja P a interse¢do de 1 com AB. Os segmentos AN, BM, CP sdo concorrentes no ortocentro do

tridngulo AABC ,e, pelo Teorema de Ceva aplicado ao triangulo AABC, temos

de maneira que isolando a primeira razao ficamos com
PB CM NB 1 1t 11
A identidade (20) acima pode ser reescrita como
I _ 1
PB AP
Agora tome D e D, as interse¢oes de 1 com BO; e AO,. Entéo,

CD] IC I
1P

bl

&l

— _:B

e, similarmente,

CD, 1,
D,p DA
Portanto, temos que __
CD, _ CDh,
D,P D,P’

o que nos leva a concluir que D = D,. Dessa maneira, AO,, BO; e 1 tem o tnico ponto D; = D,

€m comuin.

O

Finalizaremos esta se¢do com uma variagdo do Teorema de Ceva que é bastante utilizada no

contexto olimpico, que é a sua forma trigonométrica.

Exemplo 8 (Forma Trigonométrica de Ceva). Dado um tridngulo AABC qualquer, considere as

cevianas AX, BY e CZ, conforme a Figura 18.

Figura 18: Tridngulo com cevianas concorrentes. (Fonte: Autores.)
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As cevianas s@o concorrentes, se e somente se,

sen(£ABY) _ sen(«BCZ) _ sen(2CAX) 1
sen(£CBY) sen(«ACZ) sen(«BAX)

Demonstracio. Primeiramente observe que, pelo Teorema de Ceva, as cevianas sdo concorrentes
se, e somente se,

Perceba que a identidade anterior é equivalente a

[APZ] [BPX] [CPY] _
[BPZ] [CPX] [APY]

Para perceber esse fato, note que os tridngulos AAPZ e ABPZ possuem a mesma altura h em
relagdo ao vértice P, portanto,

<

[APZ] AZ-h
[BPZ] ~ BZ-h BZ
e de maneira andloga para os outras duas razoes. Além disso, usando a férmula da area de um
tridngulo que utiliza dois lados e o dngulo entre eles, temos que

E'E-sen(ABAX).

[APZ] = 5 ;

de mesmo modo, para as outras areas, portanto,

P-AZ- Sen(ABAX)

[APZ] 2 3 AP -A7Z - sen(«BAX)
[BPZ]  BP.BZ sen(«<ABY) BP-BZ-sen(ZABY)
2
Analogamente para as outras duas razoes,
[BPX] BP-BX:sen(£CBY) . LCPY] _ CP - CY - sen(£ACZ)
[CPX]  CP.CX-sen(«BCZ) [APY] AP.AY -sen(«CAX)

Assim,

| _ [APZ] [BPX] [CPY]
~ [BPZ] [CPX] [APY]

AZ-sen(«BAX) BX-sen(<CBY) CY -sen(<ACZ)
BZ - sen(£ABY) ‘ CX - sen(«BCZ) . AY - sen(2CAX)

AZ BX CY)\ sen(«BAX) sen(«CBY) sen(<ACZ)
(_ o ¢ ) . sen(AAEY) . sen(zBCZ) . sen(zCAX)
sen(£«BAX) ) sen(«CBY) ) sen(2ACZ)
sen(<ABY) sen(«BCZ) sen(ACAX).

Tomando o inverso multiplicativo em cada lado e organizando a expressao acima, obtemos a iden-
tidade desejada. O
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4. Representagoes distintas de um mesmo resultado?

Ja sabemos nesse ponto do trabalho que o resultado do Teorema de Menelaus trata sobre colinea-
ridade de pontos, e o de Ceva aborda concorréncia de retas ou segmentos. Ainda assim, a escrita,
imagens, hipoteses e teses dos dois teoremas, por serem muito parecidos, induzem-nos a pensar que
esses dois resultados podem ser equivalentes, ou seja, do ponto de vista matematico, representam
um mesmo resultado. Observe que na primeira implicagdo da demonstragdo do Teorema de Ceva,
utilizamos o Teorema de Menelaus. E possivel mostrar a reciproca, ou seja, assumido o Teorema
de Ceva, conseguimos demonstrar o Teorema de Menelaus (ver [10]). Isso nos diz que os Teoremas
sdo equivalentes, respondendo, portanto, a pergunta que nomeia esta se¢do. Mostraremos, porém,
que nao obtemos os mesmos objetos quando aplicamos os dois teoremas sob um mesmo tridngulo,
mas, ainda assim, esses objetos possuem uma determinada ligacao.

Definigao 2. Sejam A, B, M e N pontos distribuidos em uma reta, todos distintos conforme a
disposicao da Figura 19

@ @ \ @
A N B M

Figura 19: Representacdo de conjugados harménicos. (Fonte: Autores.)

Dizemos que os pontos M e N dividem harmonicamente o segmento AB se

N _, A
NB MB’
ou seja, quando M e N dividem o segmento AB na mesma razao. Nessa situagdo M e N sao ditos
conjugados harménicos na razdo k sobre AB.

Em posse dessa definicdo veremos como ¢é possivel relacionar os Teoremas de Menelaus e Ceva,
respondendo assim o titulo da secdo. Para relacionar esses teoremas iremos resolver o seguinte
exemplo.

Exemplo 9 (SIMO - Singapore Mathematical Society - Training Problems/2005). Seja um quadri-
latero CBZY onde P é o ponto de intersecao das retas CZe BY, Aéa intersecao das retas CY e
BZ, X é a intersecdo das retas YZeCBeXo ponto de intersecao das retas AP e CB. Prove que
X e X; sao conjugados harmonicos do segmento CB.

Solugdo. Traduzindo as informacdes acima em uma figura temos

N
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Figura 20: Figura para visualizagdo do exemplo 9. (Fonte: Autores.)

Aplicando o Teorema de Ceva ao tridngulo AABC com os segmentos CZ, BY e AX, temos:

A BX Y

ZB CX AY

=1. (22)

Combinando as equagdes (21) e (22) e simplificando os termos em comum nas expressoes, conclui-
mos que L

BX BX,

X CX;’
e como X e X; sdo pontos distintos eles entao sdo conjugados harménicos.

Com isso concluimos que embora os Teoremas de Ceva e de Menelaus sejam equivalentes, apli-
cando os teoremas ao mesmo tridngulo, produzimos objetos X e X; que nao sao iguais, mas estes
intimamente ligados pois sdo conjugados harmonicos de razao k para algum k € R sobre o lado
AB do triangulo AABC.

5. Problemas Complementares

Nesta secao fizemos uma selecao de alguns problemas que podem ser solucionados com as técnicas
que foram apresentadas e que consolidam os conhecimentos abordados aqui, para que os leitores
interessados possam se desafiar na busca pelas solugoes dessas questoes olimpicas. Reforcamos que
0s quatro problemas iniciais complementam as ferramentas apresentadas e abrem possibilidades
para novas questoes olimpicas. Ressaltamos que as tradugoes dessas questoes foram feitas pelos
autores, entao podem estar diferentes de outros materiais e adequamos as notacoes para que os
enunciados ficassem condizentes com as notacoes utilizadas neste trabalho, de modo que nao haja
confusdo de conceitos na interpretacao de cada problema.

Problema 1 (Poti - Geometria - Nivel 2). Prove que

i
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1. As medianas de um tridngulo sdo concorrentes em um unico ponto (o baricentro).
2. As bissetrizes internas de um tridngulo sdo concorrentes em um tnico ponto (o incentro).

Problema 2 (O Teorema de Desargues). Utilizando o Teorema de Menelaus, prove que dados dois
tridngulos AABC e AA'B’C’, se as retas AA”, BB’ e CC’ sio concorrentes em um tinico ponto O,
entdo os pontos P = BCn B'C’, Q= CANnC'A" e R=ABnA'B’ sdo colineares.

Problema 3 (O Teorema de Pappus). Utilizando o Teorema de Menelaus prove que se Ay, A, e A,
sdo colineares e By, B, e B3 também sdo colineares, entdo os pontos de intersecdo A;B, N A;By,
A1B3 N A3Bl € A2B3 N A3B2 sao colineares.

Problema 4 (Conjugado Isogonal do Ponto de Gergonne). Dado um tridngulo AABC e sejam D,
E, F os pés das alturas relativas aos vértices A, B e C respectivamente, construa as circunferéncias
inscritas aos tridngulos AAEF, ABDF e ACDE;, e denote os pontos de tangéncia com os segmentos
DE, EF ¢ FD por C', A" ¢ B respectivamente. Prove que os segmentos AA", BB ¢ CC’ sio
concorrentes. (Dica: Use a forma trigonométrica do Teorema de Ceva.)

Problema 5 (IMO/1998 - Hong Kong Preliminary Selection Contest). Dado um tridngulo AABC,
sejam E, F e G pontos sobre os lados AB, BC e CA, respectivamente e tais que

Sejam K = AFNCE,L=BGnAF eM = CEnBG. Supondo que a érea do tridngulo AABC seja
1, encontre a area do triangulo AKLM.

Problema 6 (APMO/1989 - Asian Pacific Mathematics Olympiad). Dados A, A, e A trés pontos
ndo colineares no plano, e por conveniéncia considere Ay, = A; e A5 = A,. Paran = 1,2 e 3, sejam
B, e C, os pontos médios de A A, .; e A,B,, respectivamente, e D, = A, C,,; N ByA,» ¢
E, =A,B,;1 N CLA, . Calcule a razdo das medidas de drea [D;D,D3]/[E{E,Ez].

Problema 7 (Australia/1995). As retas unindo os trés vértices do tridngulo AABC a um ponto
nesse plano corta os lados opostos aos vértices A, B, C nos pontos K, L, M, respectivamente. Uma
reta contendo o ponto M paralelo a KL corta BC em V e AK em W. Prove que VM = MW.

Problema 8 (Olimpiada do Cone Sul). Seja C uma circunferéncia de centro O, AB um didmetro
de C e R um ponto qualquer em C distinto de A e de B. Seja P a interse¢do da perpendicular
tracada por O a AR. Sobre a reta OP marca-se o ponto Q, de maneira que QP é a metade de PO
e Q nao pertence ao segmento OP. Por Q tragamos a paralela a AB que corta a reta AR em T.
Chamamos de H o ponto de intersecdo das retas m e OT. Prove que H, R e B sao colineares.
(Dica: Use o Teorema de Menelaus.)

Problema 9 (Canad4/1994). Seja AABC um tridngulo acutdngulo. Seja AD a altura relativa ao
lado BC e H um ponto qualquer sobre o segmento AD, de forma que as retas BH e CH intersectam
AC e AB em E e F, respectivamente. Prove que «EDH = #«FDH.

Problema 10 (Reino Unido/1998). No triangulo AABC, D ¢ o ponto médio de AB e E ¢ um ponto
sobre o lado BC tal que BE = 2-EC. Sabendo que £ADPC = ABRE, calcule o valor de #BRC.

Problema 11 (Korea/1997-1988). Em um tridngulo agudo AABC com AB # AC, seja V a inter-
seccao da bissetriz do dngulo /BAC e seja D o pé da altura relativa ao vértice A. Se E e F sdo
as intersecgdes dos circulos circunscritos aos tridngulos AAVD com CA e AB, respectivamente,
mostre que AD, BE e CF sao concorrentes. (Dica: Utilize o Teorema de Ceva.)
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Problema 12 (Tchecosloviquia/1999). Dado um tridngulo AABC, considere pontos K, L e M no
interior dos lados BC, CA, AB, respectivamente, tais que os segmentos AK, BL e CM intersectem-
se em um ponto U. Prove que se os triangulos AAMU e AKCU tém medida de area P e os
tridngulos AMBU e ACLU tém a medida de area Q, entao P = Q.

Problema 13 (Zeitz/96). Seja ABCDEF um hexdgono convexo (dados dois pontos no hexdgono, o
segmento definido por esses pontos estd inteiramente contido no pohgono) e circunscritivel. Prove
que AD, BE CF sio concorrentes se, e somente se, AB - CD - EF = BC - DE - FA. (Dica: Use a
forma trigonométrica do Teorema de Ceva).
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Sistema de amortizacao constante ou Tabela Price:
Qual escolher no financiamento habitacional?

Keila Santos ® Rubens Ortega ®

Resumo

O presente trabalho apresenta um estudo detalhado e comparativo a respeito dos modelos mate-
maticos utilizados em financiamentos habitacionais no Brasil, a saber, o Sistema de Amortizacao
Constante (SAC) e o Sistema Francés de Amortizacdo (Tabela Price). Para se chegar as conclu-
soes que poderdo auxiliar cidadaos na escolha de qual modelo é o mais adequado a sua realidade,
faz-se uso dos aplicativos Excel e GeoGebra para observar padroes e formular conjecturas para,
em seguida, comprovar matematicamente os resultados. Esse assunto estd alinhado aos objetivos
da Estratégia Nacional de Educacao Financeira e a Base Nacional Comum Curricular, pois fornece
subsidios para tomada de decisdes financeiras racionais por parte dos cidadaos. O tema é parte do
que foi desenvolvido em uma Dissertacio de Mestrado do Profmat’® [3].

Palavras-chave: Educacao Financeira; Financiamento Habitacional; Sistema de Amortizacao Cons-
tante; Sistema Francés de Amortizacio; Tabela Price.

Abstract

The present work presents a detailed and comparative study about the mathematical models used
in housing financing in Brazil, namely, the Constant Amortization System (CAS) and the French
Amortization System (Price Table). In order to reach the conclusions that may help citizens in
choosing which model is the most appropriate to their reality, Excel and GeoGebra software are
used to observe patterns and formulate conjectures to then prove the results mathematically. This
subject is in line with the objectives of the National Strategy for Financial Education and the
Common National Curriculum Base, as it provides subsidies for citizens to make rational financial
decisions. The theme is part of what was developed in a Master’s Dissertation of the Profmat [3].

Keywords: Financial Education; Housing Finance; Constant Amortization System; French Amor-
tization System; Price Table.

1. Introdugao

Possuir imével préprio é desejo de grande parte da populagdo brasileira. Por ser um bem de valor
elevado quando comparado a renda média das pessoas, adquiri-lo & vista exigiria anos de espera,

IMestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional - www.profmat-shm.org.br/
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eventualmente décadas, além de muita determinagdo na construgao de uma poupanca pessoal. Tal
realidade faz com que as pessoas optem por contrair um financiamento habitacional.

Atualmente, no Brasil, sdo ofertadas duas maneiras para se pagar o empréstimo da aquisi¢cdo da
casa propria, processo que pode levar até 35 anos: o “Sistema de Amortizagdo Constante” e a
“Tabela Price”. O presente trabalho traz uma discussdo matematica a respeito dos dois modelos,
mostrando as diferencas entre eles, com objetivo de esclarecer o cidadao na tomada de decisao sobre
qual escolher. Esse tema relevante de Educacdo Financeira? (SAC ou Price?) foi e continua sendo
objeto de diversas abordagens na comunidade académica (por exemplo, [2]), e a pergunta a ser
respondida é: No momento de realizar um financiamento habitacional, qual sistema de pagamento
da divida € o mais apropriado a cada um?

De acordo com estudo técnico realizado pela Ecconit Consultoria Econdmica [1], encomendado
pela Abrainc (Associagdo Brasileira de Incorporadoras Imobilidrias), divulgado em novembro de
2020, o Brasil possuia deficit habitacional de aproximadamente 7,8 milhoes de unidades em 2019,
sendo que a demanda projetada para 2030 é de aproximadamente 11,4 milhées de unidades habita-
cionais. Esse cenario mostra a importéncia para a proxima década das politicas publicas voltadas
a habitacao, pois milhdes de brasileiros precisam e precisardao do financiamento imobiliario para
aquisi¢ao da casa prépria.

Diante de tal realidade, é possivel prever que muitos dos nossos jovens estudantes, em alguma fase
da idade adulta, irdo recorrer ao crédito imobilidrio para realizarem o sonho do imével proprio.
E ao contratar um financiamento habitacional, o cidadao precisa optar entre o SAC e a Tabela
Price. E comum, porém, que nao disponha de informacdes suficientes para realizar a escolha mais
adequada ao seu perfil financeiro. Este artigo apresenta resultados que ajudam nessa tomada de
decisao.

Desde a crise econdémica global de 2008, ou crise do subprime®, a relevincia do tema Educacio
Financeira foi acentuada, sendo que varios estudos sobre o impacto do seu ensino nas escolas
vém sendo conduzidos em diversos paises. A partir da instituicio da Enef em 2010, diversos
projetos de lei para insercdo da Educacao Financeira de forma obrigatéria nas escolas brasileiras
foram discutidos. Esse movimento para incorporar a Educagao Financeira na cultura da sociedade
brasileira contribuiu para que o tema passasse a integrar a Base Nacional Comum Curricular?,

tanto do Ensino Fundamental quanto do Ensino Médio.
Para finalizar esta Introducao, destacam-se os seguintes objetivos do trabalho:

1. Contribuir com o cidadao na sua vida real, mostrando as caracteristicas e fazendo a comparagao
dos dois tipos de financiamento habitacional praticados atualmente no Brasil;

2. Contribuir com o Ensino de Educagao Financeira no Pais, em alinhamento a Estratégia Nacional
de Educacio Financeira (Enef) e & Base Nacional Comum Curricular (BNCC);

24A Estratégia Nacional de Educacdo Financeira (ENEF) é uma mobilizacio em torno da promogdo de agdes
de educagdo financeira, securitdria, previdencidaria e fiscal no Brasil. O objetivo da ENEF, criada através do
Decreto Federal 7.897/2010, e renovada pelo Decreto Federal n° 10.393, de 9 de junho de 2020, é contribuir para o
fortalecimento da cidadania ao fornecer e apoiar ag¢oes que ajudem a populagdo a tomar decisdes financeiras mais
auténomas e conscientes. A nova ENEF redne representantes de 8 drgdaos e entidades governamentats, que juntos
integram o Férum Brasileiro de Educa¢do Financeira.” O site da ENEF é https://www.vidaedinheiro.gov.br/.

3A crise do subprime teve origem nos EUA, tendo sido motivada pela concessido de empréstimos hipotecarios
de alto risco, pratica que levou vérios bancos a insolvéncia, repercutindo fortemente sobre a Economia de todo o
mundo.

4A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) é um documento normativo que define o conjunto de aprendi-
zagens essenciais que todos os alunos devem desenvolver ao longo das etapas e modalidades da FEduca¢do Bdsica,
em todo o Brasil. O site da BNCC é http://basenacionalcomum.mec.gov.br/.
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3. Contribuir com o Ensino de Matematica, mostrando, através de aplicativos de facil acesso aos
estudantes, como é possivel conjecturar fatos para, na sequéncia, demonstra-los matematicamente.

Para isso, na Secao 2 sdo apresentados os resultados béasicos dos sistemas de amortizagao utilizados
nos financiamentos habitacionais no Brasil. A Secdo 3 faz uso de aplicativos para implementar
célculos e obter imagens de graficos dos elementos envolvidos nos financiamentos, com objetivo de
se observar padrées ao se comparar os sistemas de amortizacdo e, a partir disso, conjecturar sobre
a validade matematica desses padroes. Na Se¢ao 4 sdo demonstrados os resultados que confirmam,
matematicamente, as conjecturas levantadas na Secao 3.

2. Sistemas de Amortizagao

Atualmente, no Brasil, quando se contrata um financiamento habitacional, pode-se optar entre dois
sistemas para o pagamento da divida ao longo do tempo: o Sistema de Amortizacdo Constante
(SAC) e o Sistema Francés de Amortizagdo, mais conhecido como Tabela Price. Os elementos
envolvidos nos cédlculos sdo: o valor do financiamento (a divida D), o tempo para sua quitacgio
(n), a taxa de juros pactuada (i) e a prestacio ou parcela mensal (P). E importante destacar
que cada prestacdo paga tem duas componentes: uma parte abate o valor da divida, chamada de
amortizagdo (A), e outra parte paga juros do empréstimo (J). Assim, tem-se em cada més que

P=A+1].

2.1. Sistema de Amortizacao Constante (SAC)

O SAC é o método de pagamento de uma divida em que a parcela de amortizagdo (A) é constante
e a parcela de juros (J), que incide sobre o saldo devedor, é decrescente ao longo do prazo de
financiamento. Isto significa que a prestagdo (P) diminui a cada més.

Teorema 1. No SAC, sendo Dy a divida contraida, n o nimero de pagamentos e i a taxa de juros,
tem-se

sac _ Do sac _n-k
A = —, D = Dy,
k I k n 0
JOAC _ DPAC,  pSAC _ fSAC  jSAC
' sac i
Y PpA¢= [1 + 5+t 1)]D0,
k=1
onde:
AIS(AC é a parcela de amortizagio no més k (a mesma para todos os meses),
DEAC € o valor da divida apds o pagamento do més Xk,
JIS{AC € a parcela de juros no més Xk,
PEAC € a prestacdo no més k, e
llzrll PEAC € a soma de todas as n parcelas do financiamento.

" sBm
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Demonstra¢do. Como no SAC a amortizagdo é a mesma em todas as n parcelas, basta dividir o

valor do empréstimo por n, o que da AEAC = %. Apobs o pagamento de k parcelas, o total pago é
KASAC = k%. Assim, a divida atualizada neste momento é¢ D¢ = D — % = 2k Fazendo

uso das relacgoes para JEAC e PEAC, que sao 6bvias, e DEAC, tem-se:

D .
P?AC = TO + ID(),

psac _ Do jpsac_ Do yn 1y

pSAC _ % iDSAC = % HH*(D*I)DO.

n + n— -
Logo,
k=n _ _ _
PEAC—n 0+iD0[1+—n 1,022 _— (n 1)],
= n n
k=n A 1
PEC:D0+1DO(H)[H+(n71) Mm—2)+-+1],
k=1
k=n
PSAC=D0+1DO<1)[(H+ZI)H]—[1+%(n+1)]D0
k=1

2.2. Sistema Francés de Amortizacio (Tabela Price)

A Tabela Price® aplicada ao pagamento de uma divida caracteriza-se por ter sua prestacio mensal
(P) constante durante todo o periodo de financiamento. Como a parcela de juros (J) decresce com
o tempo, pois incide sobre o saldo devedor e a cada més a divida diminui, tem-se que a amortizagao
(A) é crescente ao longo do tempo.

Para se entender a Tabela Price, é preciso conhecer o conceito de série uniforme.

Uma série uniforme de pagamentos é uma sequéncia de pagamentos iguais e igualmente espacados
no tempo. O valor A de uma série uniforme de n pagamentos iguais a P, um tempo antes do
primeiro pagamento, é, sendo i a taxa de juros, igual a
1-(1+i)™

- .

A=Px

Para se ver isso, basta atualizar todas as n parcelas da série para o tempo 0 (momento em que se
contrai a divida). Assim, o valor A da série na época 0 (um tempo antes do primeiro pagamento)

fica
P P P P

= -+ + + e+ —,
IL+1i (1+1)2 (1+1)3 (I+pn

5Este método foi apresentado em 1771 por Richard Price (Inglaterra, 1723-1791) em sua célebre obra da area
financeira e atuarial, intitulada Observations on Reversionary Payments.
N
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1+1 1 ’
1
1-(1+i)™

Essa tultima igualdade é a base para o resultado a seguir.

Teorema 2. No Sistema Francés de Amortizacdo, sendo Dy a divida contraida,
pagamentos e i a taxa de juros, tem-se

i

Price _
Py “1—(1+irnD®

1-(1+i) @b

Price _
D™ = 1777 Do

Price sy Price
Ji =Dk,
. Pri .
Plljnce — Ak rice 4 Jlli’rlce’

i(1+1)k!
(T+in—1"0

k=n .
Price _ ni
ggfﬁ» ST @ap e

AErice —

onde:
Price . . ~ A
Ay € a parcela de amortizacao no més k,

DY ¢ o walor da divida apds o pagamento do més k,

Price . .
Ji. "¢ € a parcela de juros no més k,

Price . .
Py "¢ € a prestagdo no més k (a mesma para todos os meses), e

k= ice .
oy PLTi ¢ ¢ soma de todas as n parcelas do financiamento.

Santos e Ortega

n o numero de

Demonstragio. Substituindo A por Dy e P por PL™ em A = Pw, obtém-se

Price _ 1

= Pk WDO

. - 1)
DO — PErlce 1 (11"" 1)

Apés o k-ésimo pagamento, o nimero de parcelas restantes para quitar o financiamento é n — k.

Assim, a divida atualizada nesse momento é

DErice — PErice 1-(1 +ii)7(n7k) )
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Substituindo a férmula de PL" na igualdade anterior, tem-se
Price _ i 1- (1 + i)i(nik) Price _ 1- (1 + i)i(nik)
DI = 7=y aPo i D =gy Po
P tro lad d APrice — PPrice B JPrice d lacoes d PPrice JPrice DPrice
or outro lado, sendo Aj K K, e usando as relagoes de Py "% Jy e Di..1", vem
Price _ i ~ :myPrice _ i s 1-(1+ i)i[ni(kil)]
AT = e aPo Pt = ey el i gy Po
Price _ i 71 H-n+k-17] — i \—n+k—1
AT = 17(1+i)7nD0[1 [1—(1+1) 1] 17(1+i)7nD0[(1+1) |-
Multiplicando numerador e denominador por (1 + i)™, obtém-se
Price _ 1(1 + i)kil
A = e 100
Para finalizar, posto que no Price a prestacdo ¢ a mesma em todas as n parcelas, o calculo da soma
de todos os valores pagos ¢ obtido multiplicando P{*°® por n:
k=n .
Price _ Price _ n1
;Pk —HPk = —17(1 +i)7nD0'

3. Exemplos comparativos entre financiamentos no SAC e na Tabela Price

Para ilustrar como funcionam os dois sistemas, a Figura 1 mostra a imagem de uma planilha
comparativa entre o SAC e a Tabela Price, para um financiamento de R$ 122.400,00 em 360
meses, a uma taxa de 0,57% ao més.

A B i D E F G H J K
1 Planilha Comparativa entre o SAC e a Tabela Price
2 |Esta planilha mostra o status comparativo das trés primeiras e das trés tltimas presta¢8es de um financiamento pelo SAC e pela Tabela Price.
3 |Na ultima linha, é possivel ver os valores do financiamento no més k, digitando na Célula A21 0 més desejado (3 < k < n-2).
4
5 D, R$122.400,00
6 n 360 |
7 057% |
8
9 | SAC Price
10 Amortizagdo  Saldo Devedor Juros Prestagdo Prestagdo Juros Amortizagdo  Saldo Devedor
1 k A D 3 Pe k P I A Dy
12 0 R$ 122.400,00 o R$ 122.400,00
13 1 RS 340,00 R$ 122.060,00 RS 697,68 RS 1.037,68 1 RS 801,22 RS 697,68 RS 103,54 RS 122.296,46
14 2 RS 340,00 RS 121.720,00 RS 695,74 RS 1.035,74 2 RS 801,22 RS 697,09 RS 104,13 RS 122.192,33
15 3 RS 340,00 RS 121.380,00 RS 693,80 RS 1.033,80 3 RS 801,22 RS 696,50 RS 104,72 RS 122.087,60
16
17 358 RS 340,00 RS 680,00 RS 5,81 RS 345,81 358 RS 801,22 RS 13,55 RS 787,67 RS 1.588,84
18| 359 RS 340,00 RS 340,00 RS 3,88 RS 343,88 359 RS 801,22 RS 9,06 RS 792,16 RS 796,68
19 360 RS 340,00 RS 0,00 RS 1,94 RS 341,94 360 RS 801,22 RS 4,54 RS 796,68 RS 0,00
20
21 180‘ RS 340,00 RS 61.200,00 RS 350,78 RS 690,78 180 RS 801,22 RS 514,83 RS 286,39 RS 90.034,19
22
23 | SAC Soma dos Valores Pagos no Financiamento SAC RS 248.331,24 Price RS 288.439,36 Soma dos Valores Pagos no Financiamento Price

Figura 1: Planilha comparativa entre financiamentos no SAC e Tabela Price
Fonte: Os autores
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Esta planilha, elaborada no Excel®, pode ser usada por quem queira simular um financiamento
real, e funciona da seguinte maneira:

(a) nas células B5, B6 e B7, respectivamente, o usuério digita o valor do empréstimo (D), o
nimero de meses (n) do financiamento e a taxa mensal de juro (i) aplicada ao contrato;

(b) a partir da linha 9, as colunas A, B, C, D e E mostram valores do SAC, enquanto que as
colunas G, H, I, J e K mostram valores da Tabela Price;

(c) as linhas 13, 14 e 15 mostram os valores da Amortizagdo (Ay), do Saldo Devedor (Dy), dos
Juros (Jy) e da Prestagdo (Py) nos 3 primeiros meses do financiamento, tanto pelo SAC quanto
pela Tabela Price, enquanto que as linhas 17, 18 e 19 fazem o mesmo para os 3 dltimos meses;

(d) ao digitar na célula A21 qualquer ndmero inteiro k, 3 < k < n—2, pode-se ver, na linha 21, a
posicao no més k de Ay, Dy, Ji e Py, tanto para o SAC quanto para a Tabela Price (no exemplo,
usou-se o més k = 180, exatamente quando se completa metade das prestagoes);

(e) as células E23 e H23 mostram as somas de todas as prestacoes do financiamento pagas pelo
SAC e pela Tabela Price, respectivamente.

Observando todos os dados da planilha, destacam-se:

(a) as 3 primeiras Prestagdes sdo maiores no SAC, sendo que a 180% e as 3 tltimas Prestagdes sdo
maiores na Tabela Price;

(b) as 3 primeiras e a 180* Amortizagdes sdo maiores no SAC, sendo que as 3 dltimas Amortizagoes
sdo maiores na Tabela Price;

(¢) no segundo, no terceiro, no 180° e nos 3 tltimos meses, os Juros no SAC sdo menores que na
Tabela Price;

(d) em todos os meses da planilha, o Saldo Devedor no SAC é menor que na Tabela Price, com
excegdo, obviamente, do 360° més, quando se d4 a quitagido do financiamento;

(e) apds o pagamento da 1802 Prestagdo, o Saldo Devedor no SAC é exatamente 50% da divida
contraida (paga-se metade das prestacoes e quita-se metade da divida), enquanto que na Tabela
Price é pouco mais de 73% (neste exemplo, paga-se metade das prestacoes e quita-se apenas pouco
mais de 26% da divida);

(f) a linha 23 mostra que a soma das prestagoes do financiamento no SAC é menor que na Tabela
Price.

Uma vez que a planilha é dindmica, o usuario pode rapidamente fazer diversas simulacoes pela
simples escolha dos valores desejados para Dy, n e i. Também é possivel, ao variar k (célula A21)
entre 3 e n—2, obter os dados de todas as parcelas de um financiamento. Como resultado para
qualquer composicao escolhida, serd observado que os destaques anteriormente citados, (a), (b),
(c), (d), (e) e (f), irdo se repetir todas as vezes.

Em resumo, sempre se tera que:

(a) a Prestagao no SAC comega maior que na Tabela Price, sendo que a partir de um determinado
més inverte-se tal relagdo e assim permanece até o final do contrato (o mesmo ocorre com a
Amortizagao);

SEditor de planilhas produzido pela Microsoft.
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(b) os valores dos Juros no SAC séo sempre menores que na Tabela Price (com exce¢do do més
1, que sdo iguais), o mesmo ocorrendo com os Saldos Devedores (com excegao do dltimo més, que
sdo iguais a zero);

(¢) a soma das prestagoes do financiamento pelo SAC é sempre menor que pela Tabela Price.

Apesar de nio ser possivel testar a planilha para todos os casos numéricos, pois sao infinitos, a
coincidéncia das conclusdes em todas as simulagoes levam & conjectura de que, de fato, elas sdao
verdadeiras e, portanto, possuem demonstracdo matematica.

Para fortalecer ainda mais essa ideia, a seguir sdo mostradas imagens de construgoes graficas feitas
no GeoGebra’, sendo uma para as Prestacoes, uma para as Amortizacoes, uma para as Somas
das Amortizagdes e outra para os Saldos Devedores, sempre comparando o que ocorre nos dois
sistemas.

A Figura 2 é de um grafico que representa um financiamento de R$ 1.000,00 em 12 prestagoes
mensais com taxa de juros de 0,87% ao més. Os pontos (P1,P2,...,P12) na reta azul representam
o comportamento das prestagoes na Tabela Price, enquanto que os pontos (S1,S2,...,S12) na reta
vermelha representam as prestagoes no SAC. Na Tabela Price as prestagdes sdo constantes e no SAC
decrescem em Progressdo Aritmética. No inicio, a prestacao é maior no SAC mas, a partir de certo
momento, passa a ser maior na Tabela Price, até o final do financiamento (Teorema 5 e Observagio
2 da Segdo 4). Como a figura é dindmica, pode-se movimentar os valores de i (cursor preto), Dy
(cursor vermelho) e n (cursor verde) para observar as variagdoes que ocorrem. Em particular,
quanto mais se aumentar o valor da taxa de juros i, menos tempo ird levar para as prestagoes
ficarem maiores na Tabela Price. As duas colunas, uma com valores em vermelho (B) e outra com
valores em azul (D), que estdo do lado esquerdo na Figura 2, representam, respectivamente, em
reais, as prestagoes no SAC e na Tabela Price, sendo que a ultima linha, em preto, dd a soma dos
valores pagos nos dois tipos de financiamentos. Aqui tem-se mais uma novidade: qualquer que seja
a variacdo dada a i, Dy e n, a soma do que se paga no SAC é sempre menor do que a soma do que
se paga na Tabela Price. Tal fato serd demonstrado no Teorema 4 da proxima Segdo.

7Aplicativo de Geometria Dinadmica que pode ser obtido em ht tps://www.geogebra.org/.
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1 n‘n;t:‘ﬂ-ﬂﬂET) -1 o8 Prestagées SAC X Prestagdes Price
® SACE) = (g5 +(2—x+ 1) ST ] 1000 (1€x<12)
o Da 1000 & sac
@ i=0.0087
® n-12 -
¥ Planilha X
A EEIEETEM °
A | 8 | e [ o | E F e g 3 PG Pl P11 P2
1 920333 88.1207 &) o S8
2] 2 913083 88.1207 brics s9 q
3 3 90.5833 881207 o s10
4| a 898583 881207 S
5| s 89.1333 88.1207 - stz
[ 6 88.4083 881207
7] 7 87,6833 88.1207
T 8 86.9583 88.1207 &2
9| e 86.2333 881207
R 855083 £8.1207 &0 = 0.0087 Do=1000 n=12
T 1 847833 88.1207 @ e
12| 84.0583 881207 .
13| 1056.55 1057.4479
T n
15
6 | v
< > 74 (15.02,72.72)
Entrada; (0]

Figura 2: Prestagoes SAC X Prestagoes Tabela Price
Fonte: Os autores

Para o mesmo financiamento do caso anterior, a Figura 3 mostra o que acontece com as parcelas de
amortizacoes no SAC e na Tabela Price. Aqui, os pontos (P1,P2,...,P12) na curva azul represen-
tam o comportamento das amortizagées na Tabela Price, enquanto que os pontos (S1,S2,...,S12)
na reta vermelha representam as amortizagoes no SAC. Na Tabela Price as amortizagdes vao au-
mentando exponencialmente (mesmo que o desenho, pela escala, parega-se com reta) e no SAC sao
constantes. No inicio, a parcela de amortizagao é maior no SAC mas, a partir de certo momento,
passa a ser maior na Tabela Price, até o final do financiamento (Teorema 6 e Observacdo 3 da
Secdo 4). Como a figura é dindmica, pode-se movimentar os valores de i (cursor preto), Dy (cursor
vermelho) e n (cursor verde) para observar as variagoes que ocorrem. Em particular, quanto mais
se aumentar o valor da taxa de juros i, mais tempo ird levar para as amortizagdes ficarem maiores
na Tabela Price. As duas colunas, uma com valores em vermelho (B) e outra com valores em azul
(D), que estdo no lado esquerdo da Figura 3, representam, respectivamente, em reais, as amortiza-
¢oes no SAC e na Tabela Price, sendo que a tltima linha, em preto, d4 a soma dos valores pagos
nos dois tipos de financiamentos, que é justamente o valor financiado (R$ 1.000,00).
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Figura 3: Amortizacoes SAC X Amortizacoes Tabela Price
Fonte: Os autores

A Figura 4 representa o mesmo financiamento de R$ 1.000,00 em 12 prestagoes mensais, porém
com uma elevada taxa de juros de 1.000% ao més. A ideia é mostrar que, na Tabela Price, quanto
maior for a taxa de juros, mais as amortizagbes do saldo devedor irdo se concentrar perto do
final do financiamento. No caso do SAC, as amortizagdes do saldo devedor acontecem linearmente
ao longo do periodo de financiamento (Observagdo 4 da Segdo 4). As duas colunas, uma com
valores em vermelho (B) e outra com valores em azul (D), que estdo no lado esquerdo da Figura 4,
representam, respectivamente, em reais, as somas das amortizagoes no SAC e na Tabela Price.
Nesse caso, até a prestacdo de ntmero 10, as amortizagdes na Tabela Price sdo nulas ou quase
insignificantes; na prestagdo 11 ha ligeiro aumento, porém somente na ultima prestagdo é que
acontece a amortizagdo realmente significativa. O grafico é dindmico: se agora, ao contrério, a
taxa de juros i (cursor preto) for considerada bem préxima de zero, os graficos do SAC e da Tabela
Price tendem a coincidir.
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Figura 4: Soma das Amortizagoes SAC X Soma das Amortizagoes Tabela Price
Fonte: Os autores

Para concluir esta Secdo, a Figura 5 refere-se ao mesmo financiamento das figuras 2 e 3, agora
mostrando a diferenca dos Saldos Devedores entre a Tabela Price e o SAC.

x
Arquivo Editar Exibir Opgdes Feramentas Janela Ajuda Entrar.
=S =
o BRI PN =]
|3 %1} =[] (<) PANUET B & a
} Janela e Algebra } Janela de
Fungio
® flx) = ((1 +0.0087)7 — (L + u.unm')’) . ﬁ“ﬁ —(12-x) 1::“
+0. - " "
Niimero 0. Diferenga entre Saldo Devedor Price e Saldo Devedor SAC
® Do=1000
® i=0.0087
® n-12
Ponto
® Maximo = (6.052,12.9916)
< > ®
~ Planilha
OEEEEEN Waimo
AN s [ ¢ ) £ F c |
1 0 ) @ 0
2 1 39127 <
3 2 74344
4 3 06501
5 4 114808
— o
| 6| 5 EEF) T o 7 3 ] z 3 ¥ [ ] o T E E3
7 6 12.9906
B 7 12,6663 i=0.0087
9 8 16142 o
10 9 0.3279
1 (4 10 Do=1000
1 10 73011
12 1 20273
13 12 ) n=12
L] °®
15
| 5 | e
LB ¥
< >
Entrada: | @

Figura 5: Diferenca entre Saldo Devedor Tabela Price e Saldo Devedor SAC
Fonte: Os autores
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A diferenca é nula quando k = 0, depois cresce até atingir um valor méaximo. Apds esse ponto,
diminui até zerar no pagamento da ultima parcela, que neste caso é k = 12. A coluna com
valores em azul (C), que estd no lado esquerdo da Figura 5, mostra, em reais, essas diferencas. O
grafico é dindmico: pode-se alterar os valores da taxa i (cursor preto), do prazo n (cursor verde)
e do financiamento Dy (cursor vermelho), isoladamente ou em conjunto, que a curva permanece
com as mesmas caracteristicas (para valores maiores dessas varidveis, a diferenca fica ainda mais
acentuada). Tais fatos observados na fungio de diferenga dos saldos devedores serdo demonstrados
no Teorema 3 da préxima Secao.

4. Resultados tedricos para SAC e Tabela Price

Nesta Secdo serdo enunciados e demonstrados resultados que comprovam as diversas conjecturas
feitas na Secdo 3 a respeito do SAC e da Tabela Price.

Lema 1. Sejam i e Dy nimeros reais positivos, n um nimero natural e a fungdo f: R » R definida

por
1+ (1+1i)¥ n-x
T+ -1 Do = ——Do.

f(x) =
Entao f(x) > 0 para todo x € (0,n).

Demonstracio. E facil ver que f é continua e infinitamente deriviavel em R, pois é a soma de uma
funcao exponencial com uma fungao afim. Calculando suas derivadas primeira e segunda, obtém-se

, (I +1)*In(1 +1) 1
Foo =" 1 Pot Do
¢ 2
o (L4 DXIn(l +1)]
P =g pa1 Do
Como f”(x) < 0 para todo x € R, conclui-se que o grafico de f é concavo para baixo em R. Posto
que f(0) = f(n) = 0, tem-se que o grafico de f fica totalmente acima do eixo x no intervalo (0,n),

isto é, f(x) > 0 para todo x € (0,n). Além disso, fazendo f'(x) = 0, encontra-se como solugdo Unica

) (1+i)"—1
* T84 [m]

que corresponde ao ponto de maximo absoluto de f em R. O

Teorema 3. Para todo k natural, 0 < k < n, o Saldo Devedor no SAC é menor que o Saldo Devedor
na Tabela Price.

: _ y—(n—k
Demonstracdo. Sejam DEAC = (HT*)DO o saldo devedor no SAC e DE“CC = (%)DO o saldo

devedor na Tabela Price, apés k pagamentos. E ficil ver que para k = 0 e k = n, os valores de
DEAC e DErice sao iguais a Dy e 0, respectivamente. Considerando a fungédo f: {0,1,2,...,n} » R
definida por

1-(1+i)y

f(k) = D™ - DA = ( e

-k
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vé-se que essa é uma restricdo da fungéo do Lema 1. Logo, pode-se concluir que f(k) > 0 para todo
k e{1,2,...,n—1}, ou seja,
n-k 1-(1+i)" @b
(—)Do < (W Do.

Portanto,
DEAC < Dll:rice

O

Teorema 4. Quando n > 1, a soma dos valores pagos ao longo de um financiamento utilizando o
SAC serd sempre menor que a soma dos valores pagos utilizando a Tabela Price.

Demonstraciao. Primeiro, observa-se que os juros pagos ao longo do financiamento utilizando o
SAC serao sempre menores que os pagos utilizando a Tabela Price (salvo quando k = 1, que sdo
iguais), pois ambos sdo calculados da mesma maneira, através da férmula

Jk = ka*l?

dependendo do saldo devedor que, pelo Teorema 3, sempre é menor no SAC. Como consequéncia,
a soma dos juros pagos no SAC ao longo do financiamento serd menor que a soma dos pagos pela

Tabela Price, isto é,
i SAC i Prlce

Por outro lado, como cada parcela Py é formada pela adi¢gdo da amortizagdo com os juros, Py =
Ay + Jy, tem-se que

k:nPSAC e ASAC , JSAC

Y OPRAY = Y (AR + A
k=1 k=1

e
i Price — Z (APrlce JIIZ‘rice)'
k= k=1

Posto que

i SAC Z A}P{’rice _ DOa
k=1 k=1

conclui-se que

kin SAC i Prlce
Py
k=1

Observagao 1. Outra forma de demonstrar esse resultado seria considerar que
k=n

kinPSAC—[1+i( +1)]D ZPPrice_ ni D
R R e N R
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(Teoremas 1 e 2), e mostrar que

ni

]+—(n+])<m

para todo n natural maior que 1.

Lema 2. Sejam i um ndmero real positivo e a funcgdo f: R » R definida por

f(x) = ix(1 +i)%— (1 +i)[(1 +1)*—1].

Entao f(x) > 0 para todo x € (1, +00).

Santos e Ortega

Demonstracao. E facil ver que f é continua e infinitamente derivavel em R. Calculando sua derivada

primeira, obtém-se

£ (x) = i(1 + D)X +ix(1 +)*In(1 + 1) — (1 +1) (1 +)XIn(1 +1).

. . / / ~ s .
Para analisar o sinal de {', resolve-se f (x) = 0 e encontra-se como solugao tnica

(L+dm+i—i 1 1
Tz ' "7 masp b

X0 =

pois i > In(1 +1i). Logo, f tera sempre o mesmo sinal no intervalo (xq, +o0) > [1, +o0). Como

/

(1) =i(1 +1i) +i(1 +HIn(1 +1) = (1 +i)(1 + D)In(1 +1),

J

(1) =i(1+1) + (1 +DIn(1 +D[i— (1 +1)],
(1) =i(1 +1i)— (1 +1)In(1 +1),
(1) =0+D)[i-In(1+i)]>0,

tem-se que f'(x) >0 para todo x € (xg, +o0) D [1,+o0). Em consequéncia, f é crescente em [1, +c0).

Como f(1) = 0, conclui-se que f(x) > 0 para todo x € (1, +o0).

A representagio grafica de
ppac [ L,y no e Dty
n n

O

- , . U |
como funcao de k é um conjunto de n pontos sobre uma reta de inclinagao 7HD0, enquanto que a

de
i(1+1i)»

Price _
P T (d+pn-1 0

é um conjunto de n pontos sobre uma reta de inclinacao zero, uma vez que na Tabela Price a

prestagao é constante.
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Teorema 5. Para n =1, PYAC = P ¢ parg todo n > 1, PFAC > phrice ¢ pSAC  pPrice,

Demonstracdo. Fazendo n =1 e k = 1 nas formulas anteriores, obtém-se
pyAC = pPrice = (1 4 §)D,,.
Paran > 1 e k =1, considera-se a seguinte sequéncia de desigualdades:
1+ =1+ni+--+i">1+ni,

(I+)"=1-ni>0,

(I+)™=1+ni(1 +1)™ —ni > ni(l +1i)",

(I+ni)[(I+1)*—1] > ni(1 +1)",

i i(1+0)"
n (1+ir-1

| i(l+i)™
(H + 1) DO > mDO

Logo, .
P?AC > Pllz’rlce

Para n > 1 e k = n, considera-se a funcao f: {2,3,4,...} » R definida por
f(n) = in(1 + )™ — (1 +)[(1 +1)™ 1],

que é uma restricdo da funcao do Lema 2. Logo, conclui-se que f(n) > 0 para todo n € {2,3,4, ...},
ou seja,
in(l+H=*> (1 +i)[(1+D)*—1],

i(l+1i)™ 1+1
1+in—1 n ’
i(l1+1)» 1+1

T+pn 120> 3 Do

Portanto, GAC o
Pn < PnI‘ICe.

O

Observagao 2. Quando n > 2, pode-se concluir que existe kg, 1 < kg < n, tal que PEAC < PErice para

SAC pSAC SAC
P Py, L PR

todo k, com kq < k < n, posto que a sequéncia ( é uma Progressao Aritmé-

tica decrescente de razdo — Dy, a sequéncia (PF1°, pErice | pPricey ¢ constante, PFAC > phrice ¢
PSAC < pPrice g6 significa que sempre haverd um momento no qual a prestacio do SAC torna-se
menor que a prestacdo da Tabela Price, e a partir dai até o final do financiamento. Pelas carac-
(s [ . - k= k= i
teristicas graficas dos dois tipos de prestagdes (retas) e sabendo que Y~} pPPAC < Yoy piice,
pode-se concluir que, se n é par, o menor k, serd menor que (ou igual a) % + 1, e se n é impar, o
D)
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menor kg serd menor que (ou igual a) nT“

A representagio grafica de
1
asac _ 1y
k 00
como func¢éo de k é um conjunto de n pontos sobre uma reta de inclinagao zero, enquanto que a de

Price _ i(l+ i)k71
A= e Do

é um conjunto de n pontos sobre uma curva exponencial.

Teorema 6. Paran =1, A?AC = A?me, e, para todo n > 1, A?AC > Alfme e ArslAC < APrice,

n
Demonstracio. Fazendo n = 1 e k = 1 nas férmulas anteriores, obtém-se
A?AC _ Allarice _ D0~
Paran > 1 e k = 1, considera-se a seguinte sequéncia de desigualdades:
1+ =14+ni+--+i">1+ni,

(I +1)"—1>ni,

L i
n” 1+)r-1°
1 i

aPo> qrpn1Po
Logo,

A?AC > Ag’rlce.

Paran > 1 e k = n, basta observar que PSAC = (1 + )ASAC ¢ PPrice = (1 4+ 1) AP™® o ysar que
szlAC < Pince. 0

Observacio 3. Quando n > 2, pode-se concluir que existe ko, 1 < ko < n, tal que APAC < AFT<

N SAC , SAC SAC,\ , A
para todo k, com kg < k < n, posto que a sequéncia (A7, A5, ..., A} ) é constante, a sequén-
. Pri Pri Pricey , ~ L ~ . ASAC Pri
cia (A}, A7 L AL TY) é uma Progressdo Geométrica crescente de razao 1+i, AT > A}7°

SAC Pri .. , . ~
e Ay < ALT°L Tsso significa que sempre haverd um momento no qual a amortizacio do SAC
torna-se menor que a amortizagao da Tabela Price, e a partir dai até o final do financiamento.

Sendo a amortizacao da Tabela Price no més k dada por
AErice _ i(l+ i)k71

= Trpr 100

N
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pode-se encontrar o total da amortizagao da divida até o més m da seguinte forma:

i(1+1)

e Price i
k;Ak S TEgn 1ot

k=m

Y OALTC = [+ (D) + (1 +D)%+ -

k=1

k=m

ZAglrlce — Z AErlce —

k=1

T+or-1 0" T+nn-1

i(1+1)2 i(1+iym!
D0+-..+m 0>
sym-—1 i
+(1+1) ](1+i)ﬂ—1D0’
(I1+i)ym—-1
(T+in—1"0

Para se saber o quanto da divida D ja foi amortizada quando metade das prestagoes do finan-
ciamento foram quitadas (tal raciocinio aplica-se quando n é par), basta substituir m por n/2.
Assim,

Price (1 +1)™2 -1
2 Auiz = T Do

i 1 1
APrlce - D, < =D..
Z NI a2 0200

Conclui-se que, na Tabela Price, nunca a metade da divida serd amortizada na metade do prazo,
ou seja, na segunda metade sempre se amortiza mais do que na primeira metade do financiamento.

g (L ALE) = 3

conclui-se que, quanto menor for a taxa de juro, mais proximo da metade do prazo dar-se-4 a
amortizacao de metade da divida. Por outro lado, como

s Price\ _

lim (3 Anj3®) =0,
conclui-se que, quanto maior for a taxa de juro, mais proximo do final do prazo se dar-se-a a
amortizacao de metade da divida.

Como

Para se saber em qual més m se consegue igualar ou ultrapassar a amortizacdo de metade da
divida, basta isolar m na desigualdade

(1+i)m 1 1
Trpr 100 300
que da
(I+D)™+1
m > log(Hi) >
Observagao 4. A amortizacdo do SAC ¢é dada por
sac _ 1
o que significa que
k=m
SAC SAC m
ZAm = Z Ak B HDO
k=1

Dessa forma, no SAC sempre se terd amortizado a metade da divida na metade do prazo. E facil
ver que, neste sistema, a amortizagao é proporcional ao nimero de parcelas pagas.

N
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5. Componentes da prestagao habitacional na pratica

Como ja visto, as prestacoes nos financiamentos imobilidrios sdo os valores pagos mensalmente,
com objetivo de liquidar a divida no prazo estabelecido em contrato. Sao compostas de uma
parcela de amortizagdo e outra de juros. Nos casos praticos, aos valores das prestagoes calculados
nas planilhas, muitas vezes é acrescentada uma taxa administrativa e uma taxa referente a seguros
(seguro MIP, que cobre morte e invalidez permanente, e seguro DFI, que faz a cobertura de danos
fisicos no imovel).

Dessa forma, as prestacoes habitacionais cobradas pelas instituigoes financeiras sdo formadas por
parcelas de amortizagdo e juros, por uma taxa de administracio e pelos seguros MIP e DFI. A
parcela de administragao é fixa e consequentemente nao vai mudar o fato de que o somatério dos
valores pagos no SAC é menor que na Tabela Price. No caso do seguro DFI, esse é um fator
multiplicado pelo valor da garantia atualizada do imoével, logo serd o mesmo valor de parcela
tanto no SAC quanto na Tabela Price. J& o seguro MIP é sempre menor no SAC, visto que essa
parcela é calculada multiplicando-se um fator— que depende da idade do proponente mais idoso
(quando mais de uma pessoa faz parte do contrato)— pelo saldo devedor, que ji se sabe ser menor
no SAC. Assim sendo, na pratica, mesmo a prestagdo habitacional ndo sendo composta apenas
por uma parcela de juros e outra de amortizagdo, como se considerou anteriormente nos modelos
matematicos, conclui-se também que o somatoério total de valores pagos é sempre menor no SAC.
Com isso, os resultados da Secao 4 permanecem validos nos casos praticos.

6. SBPE e PCVA

As duas linhas de crédito mais utilizadas em financiamentos imobilidrios no Brasil sao o SBPE
(Sistema Brasileiro de Poupanca e Empréstimo), disponibilizado por ampla rede de instituigoes
financeiras, e o PCVA (Programa Casa Verde e Amarela), subsidiado pelo Governo Federal e
voltado a familias com renda mensal de até R$ 7.000,00. Nao se objetiva neste texto detalhar as
especificidades de cada linha de crédito, porém é importante destacar que, atualmente:

a) no SBPE, o valor méximo da prestacao fica limitado a 30% da renda mensal familiar comprovada
para financiamentos pelo SAC, e a 25% pela Tabela Price;

b) no SBPE, o prazo maximo de financiamento é 35 anos pelo SAC e 30 anos pela Tabela Price;

c¢) no PCVA| a prestagdo méaxima é 30% da renda mensal e o prazo maximo de financiamento é 30
anos, tanto para o SAC quanto para a Tabela Price.

Os exemplos a seguir serao referenciados nas consideragdes da proxima secao.

Exemplo A. Considere-se um cidadao com renda mensal de R$ 8.100,00 que simula um financia-
mento pelo SBPE de R$ 300.000,00 & taxa de juro mensal de 0,57%. Pelo SAC em 420 meses, a
primeira prestagao P?AC seria R$ 2.424,29 (dentro dos 30% da renda) e pela Tabela Price em 360
meses, a prestacao inicial Plfrice seria R$ 1.963,78 (dentro dos 25% da renda).

Exemplo B. Considere-se um empréstimo pelo PCVA de um cidaddo que possui renda mensal de
R$ 4.000,00, pelo prazo maximo de 30 anos (360 meses) com taxa de juro mensal de 0,57%. Como
a prestagdo méaxima permitida é 30% da renda, ou seja, R$ 1.200,00, o valor méximo possivel a
ser financiado pela Tabela Price seria R$ 183.320,00, enquanto que no SAC seria R$ 141.547,00.
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7. Consideragoes finais

Apés toda discussao feita nas se¢bes anteriores, é possivel tirar conclusées que podem orientar com
seguranca o cidadao que for realizar um financiamento habitacional, na escolha da melhor opg¢ao
dentro das suas condigoes de momento. De forma objetiva, tem-se:

1. Como ja visto, para que a instituicao que ird financiar o imével aprove o empréstimo, a primeira
prestagao do financiamento nao pode comprometer mais do que X% do salario bruto do(s) propo-
nente(s). Como Pf’rice < P?AC (Teorema 5), pode ocorrer, dependendo do valor a ser financiado,
mesmo considerando contrato com prazo méximo permitido®, de que os X% da renda bruta sejam
um valor entre P?rice e P?AC. Nesse caso nao ha opcao, e deve-se obrigatoriamente contratar pela
Tabela Price.

2. Em qualquer momento do contrato, desde que a renda bruta do(s) proponente(s) seja suficiente,
o sistema bancario permite trocar de Price para SAC e vice-versa, de acordo com o interesse do(s)
contratante(s). Entdo, na situagido do item anterior, caso em algum momento de vigéncia do
contrato a prestacao simulada no SAC ficasse igual ou inferior aos X% do saldrio bruto, o mesmo
poderia ser mudado de Tabela Price para SAC.

3. Sendo a amortizagdo no SAC proporcional ao nimero de parcelas pagas, lezrln AEAC = 2Dy
(Observagdo 4), esse sistema permite ao cidaddao melhor controle sobre o que foi pago e o que
resta pagar. Ainda, a quitacdo antecipada da divida, em qualquer época, sempre serd menor no
SAC. Nao é raro pessoas com contrato pela Tabela Price ficarem surpresas ao saberem que, mesmo
tendo pagado metade das prestagoes, o Saldo Devedor ainda é maior que 50%, uma vez que o

Saldo Devedor no Price é sempre maior que no SAC (Teorema 3).

4. Uma forte razdo para se optar pelo SAC é o fato de que a soma dos valores pagos ao longo
do financiamento no SAC é sempre menor que na Tabela Price (Teorema 4). Na Figura 1 do
inicio da Secdo 3, as células E23 e H23 da planilha Excel mostram as somas dos valores pagos
pelo SAC e pela Tabela Price, respectivamente. Para o financiamento de R$ 122.400,00 em 360
meses do exemplo, paga-se pelo SAC aproximadamente R$ 40.000,00 a menos. Nao se pode negar
que esse é um valor significativo. Ressalte-se, porém, que o fato de 112? PEAC < lezj PErice nao
significa que serd sempre vantajoso, financeiramente, optar pelo SAC. Em teoria, seria possivel ao
contratante que optou pela Tabela Price investir a diferenca dos valores das prestagoes iniciais,
PiAC - Pllz rice, em aplicagdes com excelentes taxas de retorno, podendo, com esse procedimento,
compensar a diferenca Z}:T PErice - Z}:? PEAC. Por outro lado, também é certo que, a partir do
momento que a prestagdo do SAC fica menor que a da Tabela Price (Observacao 2), poder-se-ia
fazer o mesmo, agora com as diferencas Pllz rice _ PEAC. No mundo real,porém, é razoavel acreditar
que seria dificil, para a quase totalidade das pessoas, realizar essas aplicacoes altamente rentéveis,

de forma que, mesmo teoricamente possivel, na pratica seria muito improvavel.

5. O Exemplo A da secdo anterior mostra que é preciso precaucao antes de definir qual seria o
sistema mais adequado. Para o mesmo valor financiado e mesma taxa de juro, em 35 anos pelo
SAC e em 30 anos pela Tabela Price, com P7AC — PY™® = R$ 460,51, o cidaddo poderia concluir
rapidamente que a Tabela Price seria mais vantajosa. Porém, ainda aqui, tem-se que a soma de
todas as prestacoes a serem pagas no SAC seria R$ 659.955,00, enquanto que na Tabela Price seria
R$ 706.959,20, o que d4 uma diferenca de R$ 47.004,20. Assim, vé-se que comparar apenas alguns
dados do financiamento, sem levar em conta a metodologia que é usada para cada um dos sistemas

8Em todo o trabalho, os resultados teéricos foram obtidos considerando financiamentos de mesmo prazo n para
os dois sistemas de amortizagao.
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de amortizagdo pode, eventualmente, levar a uma escolha precipitada. O ideal é conhecer as regras
do contrato antes de assinar, mesmo que depois disso a decisdo seja a mesma (no caso, pelo Price).

6. Para quem necessita maximizar o valor a ser financiado para poder adquirir o imével desejado,
a melhor escolha seria a Tabela Price. O Exemplo B da se¢do anterior evidencia isso, posto que a
diferenca de R$ 41.773,00 entre o que se poderia financiar pela Tabela Price (R$ 183.320,00) e pelo
SAC (RS 141.547,00), com o mesmo prazo e mesma prestagio inicial, permitiria a compra de um

imével de padrio mais elevado. Note-se que, neste caso, PEi > PPAC para todo k, 1 < k < 360.

7. Quando se leva em consideragdo outros aspectos, diferentes do somatério de valores pagos
ou do saldo devedor, pode ser mais adequado financiar na Tabela Price. Por exemplo, para
profissionais mais jovens que possuam boas expectativas de aumento salarial, sem condig¢oes de
assumir prestacdes maiores no inicio do contrato, a Tabela Price pode ser mais indicada, pois
nesse sistema as prestagdes iniciais sdo menores (Teorema 5). Ainda existe o caso das pessoas
que possuem valores consideraveis a serem recebidos em curto prazo e precisam, enquanto isto
nao acontece, de uma prestagdo menor. Um exemplo dessa situagao sao os compradores que estao
vendendo o imével onde residiam anteriormente. Por outro lado, para quem pode assumir uma
prestagdo maior no inicio do financiamento e tem como perspectiva o aumento das despesas no
médio e longo prazos — como filhos, mensalidades escolares e planos de satide — o SAC deve ser a
opcao considerada pois, como ja visto, as prestagdoes comecam maiores e vao decrescendo ao longo
do tempo.

Referéncias

[1] ABRAINC. Estudo Técnico Dedicado a Atualizagdo das Necessi-

dades Habitacionais no Brasil - 2004-2030, ECCONIT, novembro,
2020. Disponivel em: https://www.abrainc.org.br/estudos/2020/12/21/
estudo-tecnico-dedicado-a-atualizacao-das-necessidades-habitacionais-no-brasil-2004-2030/.

Acesso em: 30 de maio de 2021.

[2] Ferreira, D. B. “SAC ou Price?”, RPM - Rewvista do Professor de Matemdtica, n° 85, p. 42-45,
SBM, Rio de Janeiro, 2014.

[3] Santos, K. M. B. A Matemdtica do Financiamento Habitacional. Dissertacdo, Mestrado Pro-
fissional em Rede Nacional - Profmat, Universidade Tecnologica Federal do Parand - UTFPR,
Curitiba, 2015.

Keila Santos
Universidade Tecnolégica Federal do Parana
<keilambs@gmail.com.br>

Rubens Ortega
Universidade Tecnolégica Federal do Parana
<rubensortega@utfpr.edu.br>

Recebido: 12/04/2021
Publicado: 30/06/2021

N

505 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://www.abrainc.org.br/estudos/2020/12/21/estudo-tecnico-dedicado-a-atualizacao-das-necessidades-habitacionais-no-brasil-2004-2030/
https://www.abrainc.org.br/estudos/2020/12/21/estudo-tecnico-dedicado-a-atualizacao-das-necessidades-habitacionais-no-brasil-2004-2030/
keilambs@gmail.com.br
rubensortega@utfpr.edu.br

PROFESSOR DE

MATEMATICA PMO v.9, n.3, 2021

ONLINE ISSN: 2319-023X
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica https://doi.org/10.21711/2319023x2021 /pmo934

O jogo roleta probabilistica como possibilidade
interdisciplinar para o ensino de probabilidade

Josevandro Barros Nascimento ® Jaqueline Aparecida Foratto Lixandrdo Santos ®
Sérgio de Carvalho Bezerra ®

Resumo

Este texto é um recorte de uma pesquisa de mestrado, relacionada a area da Educacao Matematica
e Ensino de Ciéncias e Modelagem Matematica. Neste artigo, o objetivo é apresentar o jogo “Roleta
Probabilistica” e as orientagdes pedagdgicas presentes em cada fase. Considerando as indicagdes
das pesquisas na area da Educagio/Educacao Matematica/Ensino de Ciéncias relativas ao ensino
de probabilidade que emergem na interacdo entre os alunos do Ensino Fundamental, professor-
pesquisador e os jogos pedagodgicos digitais, observar se ha a motivagdo dos alunos do 62 ano do
Ensino Fundamental no processo de ensino e aprendizagem de probabilidade frente ao jogo peda-
gogico digital “Roleta Probabilistica”. Para alcancar tais objetivos, a metodologia presente neste
estudo tem perspectiva qualitativa. Além disso, pode ser pensado como um recurso pedagdgico
inclusivo, pois alunos com diferentes niveis de conhecimento matematico podem desenvolvé-lo.

Palavras-chave: Jogos digitais; Probabilidades; Inclusao; Educagdo Matematica.

Abstract

This text is an excerpt from a master’s research, related to the area of Mathematical Education
and Teaching of Sciences and Mathematical Modeling. In this article, the objective is to present
the game “Roulette Probabilistica” and the pedagogical guidelines present in each phase. With
the indications of research in the area of Education / Mathematical Education / Science Teaching
regarding the teaching of probability that emerge in the interaction between elementary school
students, teacher-researcher and digital pedagogical games and observe if there is the motivation
of 6th graders year of elementary school in the process of teaching and learning probability in
face of the digital pedagogical game “Roulette Probabilistica”. To achieve these objectives, the
methodology present in this study has a qualitative perspective. In addition, it can be thought of
as an inclusive pedagogical resource, as students with different levels of mathematical knowledge
can develop it.

Keywords: Digital games; Probabilities; Inclusion; Mathematical Education.

1. Introdugao

A sugestao do presente trabalho é uma discusséo acerca das reais necessidades da matematica nos
contextos da diversidade da sala de aula e da inclusao digital. Relaciona-se ao recorte de uma
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pesquisa de mestrado sobre quais contribuigoes as pesquisas em Educagao, Educagao Matematica
e Ensino de Ciéncias trazem para a elaboracdo de jogos digitais.

Uma das propostas que vém sendo utilizandas como ferramenta no processo de inclusao é o uso
dos jogos computacionais [12]. O uso de jogos digitais nas praticas de ensino desenvolve uma
aprendizagem ludica e proporciona uma aula interativa com fases no processo de aprendizagem
[13].

A contribuigao circunstancial das caracteristicas do jogo em situagao que envolva o ensino evidencia-
se ante o fato de que o jogo torna-se uma atividade lidica que contribui para o envolvimento do
estudante, uma vez que hé o desejo e nteresse do jogador pela prépria a¢do do jogo. Segundo [9)],
quando passamos a utilizar os jogos nas aulas de matematica envolvemos os alunos em competigao
saudavel e desafios que os motivam a conhecer os seus limites e suas possibilidades de conquistas.
Além disso, estudos sobre os conceitos de probabilidades sdo indispensaveis no contexto em que
vivemos e em momentos futuros. Neste sentido o cidadao moderno necessita de habilidades que
facilitem uma leitura diversificada para compreender a realidade e desenvolver intervengoes.

Para a compreensao da probabilidade é importante desenvolver reflexdes de situagdes presentes
no cotidiano das pessoas pelo viés dos conceitos matematicos escolares. Nesse sentido, o ensino
da probabilidade pode requerer o desenvolvimento intelectual da critica e da autonomia, além das
concepgoes dos conceitos mateméticos presentes [11].

Baseando-se nessas ideias, a presente pesquisa buscou contribuicdes das pesquisas em Educagao,
Educagao Matematica e Ensino de Ciéncias para a elaboragao pedagbgica de dois jogos e dos prin-
cipios da modelagem computacional que é aplicada & computagdo grafica como recurso para sua
construgdo. Neste trabalho, apresentamos o jogo “Roleta Probabilistica” que tem como propédsito
a reflexdo e a experimentacao de uma situacdo relacionada & concepcéo probabilistica classica ou
laplaciana.

Na sequéncia, apresentamos o referencial tedrico a partir do qual nos pautamos.

2. O ensino da matematica e das probabilidades: Algumas Possibilidades

Muitos sd@o os questionamentos sobre o ensino e aprendizagem da matematica. Sao discutidos
os porqués de os alunos nao apreenderem conceitos de matemadticos, pois nao demonstram os
conhecimentos “adquiridos” em anos anteriores e saberes fundamentais da matemadtica [7].

Os Parametros Curriculares Nacionais (PCN) indicam que o trabalho pedagdgico seja pautado na
contextualizagao sociocultural, onde deve ser estimulada a interacao do aluno com a sua realidade:

Num mundo como o atual, de tdo rapidas transformagoes e de tdao dificeis contradi-
coes, estar formado para a vida significa mais do que reproduzir dados, denominar
classificagoes ou identificar simbolos. Significa: Saber se informar, comunicar-se,
argumentar, compreender e agir; Enfrentar problemas de diferentes naturezas; Par-
ticipar socialmente, de forma prdtica e soliddria; Ser capaz de elaborar criticas ou
propostas; e, especialmente, adquirir uma atitude de permanente aprendizado [3)

Assim, ao pensarmos nas aulas de matematica precisamos levar em conta possibilidades que esti-
mulem os alunos a aprenderem.

Os Objetos de Aprendizagem, como ferramentas de ensino, podem trazer para a sala
de aula muitas possibilidades de aprendizagem que passam por novas abordagens de
conteudos e também pela motivacio a aprendizagem em fungdo da midia em que
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s@o produzidos. No caso dos jogos educacionais digitais ou softwares educacionais,
a interagcdo permitida entre contetdo e aluno e a possibilidade de aprender usando
recursos digitais podem favorecer a apreensdo de contetdo e o interesse pela tarefa.
Esse contetdo, entdo, € facilmente compreendido e compartilhado entre os alunos-
usudrios de forma interativa, o que exige, desses estudantes, uma atitude responsiva
ativa [2]

Os PCNs apresentam caminhos para “fazer Matematica”, que sdo: modelagem, etnomatematica,
histéria da matemaética, as tecnologias na comunicacdo e os jogos. Além disso, a resolucdo de
problema é colocada, no referido documento, como ponto de partida para o ensino da matemaética.
As pesquisas quanto ao uso das Tecnologias da Informagéo e Comunicagio (TIC) indicam que elas
podem promover uma abordagem experimental com o seu conhecimento da matematica, favore-
cendo a investigagdo em ambiente de ensino e aprendizagem.

Segundo [1], a utilizagdo das tecnologias digitais nas aulas de matemédtica possibilita que o aluno
encare um novo estilo de atividade educacional em que sdo desafiados a desenvolver a sua autono-
mia.

Para [5], o uso do computador faz com que a matemdtica deixe de ser uma associac¢do de conheci-
mento pronto, que é transmitido aos alunos, e passe a ser um instrumento importante no processo
de constituicdo de conceitos matematicos. Segundo o referido autor, espera-se que as metodologias
com o uso especifico dos computadores promovam a competéncia criativa e o pensamento mate-
matico.

Além disso, o conhecimento probabilistico é de suma importincia para o cotidiano das pessoas,
pois a sociedade estéd cercada de informagoes, as quais tém que interpretar e organizar dados para a
compreensao da realidade e tomada de decisdes. Dessa forma, pesquisas sobre tais conhecimentos
foram desenvolvidas em diversos paises. Dentre essas pesquisas, as que que envolvem a linguagem
destacam-se, uma vez que possibilitam compreender como os alunos estao entendendo a probabi-
lidade.

De acordo com as pesquisas de [10], os estudos em probabilidade ndo tém um atributo concreto
dos conceitos, mas em muitas das vezes sua percep¢ao tornar ampla que sao expressas por meio de
notacao formal da matematica. Para esse acontecimento é necessario o conhecimento escolar estar
ligado a0 mundo critico. [16] afirma que a probabilidade estd presente em diferentes contextos
associadas em atitudes de mensurar as probabilidades.

Para o ensino de probabilidade, [14] ainda sugere que ele seja desenvolvido, por meio de situagoes
relacionadas a resolucdo de problemas, em um contexto dindmico que favorega a simulacao e a
experimentagdo. Dessa forma, os jogos digitais parecem ser um instrumento favoravel. Além disso,
a autora atenta-nos aos diferentes conceitos probabilisticos.

O conceito classico ou laplaciano da probabilidade surgiu a partir dos estudos de Laplace. Nesse
contexto, a probabilidade é desenvolver o determinismo absoluto e, de acordo com [6], “[...] assume-
se implicitamente a equiprobabilidade de todos os acontecimentos elementares do espago amostral”.
A principal caracteristica do Conceito frequentativo ou empirico da probabilidade estd associado
ao processo de experimentacdo. E utilizado o método de repeticdes que nio nos permite obter
a probabilidade exata dos acontecimentos, mas apenas uma estimativa de seus resultados [4] O
Conceito subjetivista estd presente no ideario do sujeito quando ele recorre a seus conhecimentos
reais para determinar a probabilidade de um sucesso [15].

O conceito logico da probabilidade pode estar relacionado ao conceito cldssico ou frequencialista.
Nesse conceito probabilistico hd uma inducao — definida por uma semelhanga légica entre o enun-
ciado evidente e as hipdteses que permite uma generalizagdo das conclusoes implicitas e contra-
ditorias. Neste conceito, o nivel de confirmagao é expresso em situagoes extremas entre certo ou
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impossivel [15].

No conceito formal ou axiomético, dado um espago amostral E e um subconjunto S de E a proba-
bilidade do evento S é definida pelo quociente entre a medida de S e a medida de E [8]. Particular-
mente, a probabilidade ¢ um nimero entre 0 e 1, i.e., 0 < P(S) < 1, dessa forma, a probabilidade
do espaco amostral impossivel é definida por P(E) = 0, e uma certa por P(E) = 1.

O conceito geométrico envolve questoes analogas a selecdo aleatéria de pontos em espacos amos-
trais representados por figuras geométricas.

Segundo [14], os conceitos probabilisticos estdo presentes no ideédrio dos alunos da educagao bésica,
mesmo daqueles “que ainda nao tiveram a oportunidade de vivenciar teoricamente conceitos rela-
cionados & probabilidade como medida, ideia de aleatoriedade, probabilidade condicional etc”. A
autora também ressalta ser importante pensar nas diferentes concepgoes probabilisticas no traba-
lho pedagégico com os alunos da educacao bésica, e para tanto é importante que sejam utilizadas
metodologias adequadas.

Pensando em tais consideragoes, elaboramos dois jogos que se inserem no campo da computagao
grafica, uma area de ciéncia da computagdo, usando a interface grafica do Graphical User Inter-
face, que objetiva a geracao de imagens e permite o desenvolvimento de interagdo com dispositivos
digitais para o desenvolvimento de jogos.

3. Metodologia

Neste trabalho apresentamos um recorte do primeiro momento de nossa pesquisa, que foi o de-
senvolvimento de jogos digitais para a formacao de conceitos probabilisticos de alunos do Ensino
Fundamental a partir dos apontamentos de pesquisas desenvolvidas na area da Educacao, Educa-
¢do Matematica e Ensino de Ciéncias.

Assim, nosso primeiro passo foi organizar questoes norteadoras, que foram: quais as contribui-
¢Oes que as pesquisas em Educacdo, Educacdo Matemaética e Ensino de Ciéncias trazem para a
elaboragdo de jogos digitais? O que as pesquisas indicam sobre a formagdo de conceitos sobre
probabilidade na Educacao Basica? Que elementos precisam ter os jogos digitais para a formagao
de conceitos sobre probabilidade em aulas do Ensino Fundamental?

Na sequéncia realizamos uma revisdo bibliografica visando responder tais questionamentos e, a
partir dos apontamentos tedricos, elaboramos dois jogos pedagodgicos digitais. Neste artigo, apre-
sentamos o jogo Roleta Probabilistica.

4. Dados e resultados

O jogo “Roleta probabilistica” proporciona aos jogadores reflexdes e experimentacao dos conceitos
probabilistico cldssico e frequentista. Além disso, o aluno é levado a aprender os conceitos proba-
bilisticos a0 mesmo tempo em que se diverte.

O jogo contém trés fases, e cada uma foi organizada da seguinte forma: instrugées, desenvolvi-
mento do jogo, resultado das jogadas, questionamento e feedback. Na Figura 1 temos a janela de
visualizacdo e de escolha de jogos. O aluno deve optar por um dos dois jogos (Figura 1), Roleta
Probabilistica ou Meteorito. Junto ao nome dos jogos, apresentamos uma breve explicacdo sobre
0 mesmo, para que o aluno tenha ciéncia do conteiido matematico envolvido.

Ao optar pelo jogo Roleta Probabilistica, o aluno serd remetido as telas da Figura 2 e se deparara
com uma situagao que envolve a analise das chances de nimeros pares e impares a serem sorteados
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Figura 1: Janela de visualizagdo e escolha do jogo.

em uma roleta.

DENTRE 0S NUMEROS ABAIXO INDIQUE GOM “P” PARA |
E “i” PARA 0S NUMEROS [MPARES

FASE 1- INSTRUGOES

NESTA FASEVOCE TERA QUE IDENTIFICAR 'L l
$H0 PARES E [MPARES. | 0
2 l:l 7
3 l:l }
4 4 l:l 9

v v

Figura 2: Fase 1: instrucoes e identificacao de nlimeros pares e impares

Na primeira tela o aluno tera as instrugoes da fase 1, indicando a acao que ira realizar. Na fase 1
ele terd que identificar os nimeros que sao pares ou impares, por meio das letras “P” ou “I”, tal
como apresentado na segunda tela.

Optamos por essa verificagdo, pois caso o aluno nao tenha tal compreensédo, ele pode fazer uma
avaliacdo equivocada das chances de sorteios apresentados nas proximas fases. Na sequéncia os
alunos sa@o encaminhados a tela do feedback.
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NAO FOI DESSA VEZ MUITO BEM!

VOGE GLASSIFICOU ALGUNS NOMEROS D VOCE CLASSIFICOU 0S NUMEROS CORRET

INCORRETA.VAMOS TENTAR NOVAMEN

Figura 3: Feedback a resposta do aluno a fase 1

Constatamos em nossos estudos que a comunicagado — o feedback dos acertos e erros — deve fazer
parte do processo de ensino de matemaética e contribui para a formagcao de conceitos, uma vez que
o aluno comeca a refletir sobre o porqué do erro e do acerto.

Dessa forma, incluimos em todas as fases do jogo, depois de cada jogada, um feedback ao jogador.
Se ele acertou a jogada, depois do feedback, ele pode voltar e jogar novamente ou avancar para a
préxima fase. Caso tenha errado, ele devera jogar novamente. Espera-se, com essa possibilidade,
que ele reflita sobre seu erro.

A0 GIRAR A ROLETA QUAL 0 RESULTADO MAIS |

FASE 2 - INSTRUGOES

NESTA FASE VOGE OBSERVARA UMA ROLETA
PARES E IMPARES. EM CADA JOGADA SE!
ALEATORIAMENTE UM NUMERO ENTRE O
ANALISAR 0 RESULTADO MAIS PROVAVEL EM

Figura 4: Fase 2: instrugdes e escolha

Como na fase anterior, no inicio da fase 2, o jogador tem as instrucdes (Figura 4). Nessa ele
observaré os niimeros pares e impares que ha na roleta e escolherd uma resposta a pergunta “Ao
girar a roleta qual o resultado mais provavel?”. Ele tem como opc¢ao de resposta: impares, pares
ou ambos.

Essa fase contribui para a formacao do conceito probabilistico classico, pois as chances de resultados
pares e impares no jogo sao equiprovaveis e ele precisa refletir sobre essa questdo para optar por
uma resposta. Depois que responder, o jogador serd remetido a uma tela com o feedback.

N
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RESPOSTA CORRETA! 2
AROLETA POSSUI 0S SEGUINTES

PORTANTO, AMBOS TEM 50°% DE C|

4 6 PARES: 0 2 4 6
5 1 IMPARES: 1 3 5 I
PORTANTO, AMBOS TEM 50% DE ¢

b

Figura 5: Fase 2: feedback

RESPOSTA INCORRETA! :U
AROLETA POSSUI 0S SEGUINTES

Nascimento, Santos e Bezerra

Na fase 2, o feedback para quem da a resposta correta ou incorreta é o mesmo. Ele tem a informagao
dos nimeros da roleta que sao pares, dos que sdo impares e o percentual de chances. Nesse caso,
ambos tém as mesmas: 50%. Com essa informagao o jogador que acertou tem a confirmagao que
sua hipétese estava correta; e o que errou, a explicagdo do porqué de a resposta ndo ser a que ele
escolheu.
Depois que o jogador analisou as chances de os niimeros pares e impares serem sorteados, ele vai
para a fase 3 para verificar se as chances estimadas na fase anterior acontecem em experimentos .

FASE 3 - INSTRUCOES

NESTA FASE VOCE FARA UM EXPERIMENTO “G

ROLETA 16 VEZES PRRA VERIFICAR SE NA PRATI
RESPOSTA DA FASE ANTERIOR PROGEDE. A |
ROLETA 0 MARGADOR REGISTRAR 0 RESULTADO.

Figura 6: Fase 3: instrugoes

Quando inicia a fase 3, o jogador depara-se com uma tela que contém a agdo que ele deve realizar,
que é clicar na roleta para ela girar. Contadores fardo a marcagdo automética dos resultados pares
e fmpares obtidos nas jogadas (Figura 7). Essa fase é encerrada apds 16 jogadas (giros da roleta).
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PARA GIRAR A ROLETA CLIQUE EM “GIRAR”. REPITA O P!
ATE CONGLUIR A FASE (16 VEZES).

PARA GIRAR A ROLETA CLIQUE EM “GIRAR”. REPITA O PR
ATE CONGLUIR A FASE (16 VEZES).

Figura 7: Roleta probabilistica: primeiro experimento

Esta fase tem por objetivo envolver o jogador em um contexto em que o conceito probabilistico
frequentista faz-se presente. Assim, apds “girar” a roleta 16 vezes, o jogo ird parar e o jogador nao
conseguird mais girar a roleta e dever4 clicar em “avancar”. Ao realizar essa agao, serd encaminhado
a tela com o resultado do experimento.

Optamos por 16 giros, pensando na possibilidade de chegar no resultado estimado e ndao deixar o
jogo mondtono com um nimero excessivo de jogadas. O resultado da roleta é aleatério.

0 RESULTADO DO EXPERIMENTO FOI 0 SEGUINTE:

ESTE RESULTADO FOI SEMELHANTE AO DA FAS|
QUE INDICAVA QUE 0S NOMEROS PARES E IMPARES'
AS MESMAS CHANGES?

L}

Figura 8: Fase 3: primeiro resultado do experimento

O resultado do experimento é apresentado por meio de um grafico de barras vertical visando
auxiliar na comparagdo dos resultados obtidos. A pergunta “este resultado foi semelhante ao
da fase anterior, que indicava que os ntmeros pares e impares tinham as mesmas chances?” é
apresentada abaixo do resultado, com a opg¢ao “sim” ou “nao” como resposta. Essa questao tem
por objetivo que o aluno reflita sobre as probabilidades estimadas e experimentadas. Com isso,
podera desenvolver nogoes sobre o conceito de probabilidade frequentista.

Depois de optar pela resposta “sim” ou “nao”, o jogador serda encaminhado a tela do feedback.
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Sim NAO

EM UMA SITUAGAO ALEATGRIA COMO ESSA, A CHANGE DE SE EM UMA SITUAGHO ALEATGRIA COMO ESSA, A CHANGE DE SE
OBTER 0 RESULTADO “PAR” 0U “MPAR” EM UMAJOGADAEA OBTER 0 RESULTADO “PAR” 0U “IMPAR” EM UMAJOGADA EA
MESMA. POREM, COMO CADA JOGADA E UM EVENTO MESMA. POREM, COMO CADA JOGADA E UM EVENTO
INDEPENDENTE 0 RESULTADO PODE NAO SER EXATO MAS, INDEPENDENTE O RESULTADO PODE NEO SER EXATO MAS,
QUANDO AUMENTAMOS 0 NOMERO DEJOGADAS, PODEMOS QUANDO AUMENTAMOS 0 NOMERO DEJOGADAS, PODEMOS
NOS APROXIMAR DE 50%. NOS APROXIMAR DE 50%.

o o v .

Figura 9: Fase 3:Feedback

Ambas as respostas, sim ou nao, trazem as mesmas explicagbes “Em uma situacao aleatéria como
essa, a chance de se obter o resultado “par” ou “impar” em uma jogada é a mesma, porém, como
cada jogada é um evento independente, o resultado pode nao ser exato; mas, quando aumentamos
o ntimero de jogadas, podemos nos aproximar de 50%”. Independentemente da resposta, o jogador
pode continuar o experimento que ji havia realizado (Figura 9), clicando na palavra “voltar”. A
diferenca nas telas é que se o aluno responder néo, ele nao terd a opcao para finalizar o jogo.

O objetivo de continuar o experimento é que o jogador tenha a possibilidade de constatar que,
quando ampliamos o nimero de jogadas, podemos nos aproximar das probabilidades estimadas.

5. Consideragoes finais

Nossa pesquisa teve como objetivo geral desenvolver jogos pedagodgicos digitais para o ensino de
probabilidade. Para tanto, pautamo-nos em orientacoes de pesquisas na area, que nos indicaram
que o jogo digital pode ser um recurso pedagdgico importante o ensino da Matematica. Além
disso, as orientagoes sobre o ensino de probabilidade apontaram-nos que ha diferentes concepgoes
sobre probabilidade — classica, frequentista, subjetivista, axiomatica, logica e geométrica — e que é
importante que situagdes de ensino possibilitem reflexdes sobre as mesmas.

No jogo Roleta Probabilistica, o jogador que tiver como estratégia principal a andlise das chances
das situagoes poderd ter melhor desempenho no jogo. A elaboracio de jogos digitais ndo é simples:
além de questdes pedagodgicas sobre o ensino da matematica, é preciso conhecimento especifica na
area de computacdo grafica. E ndo apenas: é importante o didlogo entre as diferentes dreas. Tal
fator foi preponderante para o desenvolvimento dos referidos jogos. De mais a mais, preocupamo-
nos em desenvolver os jogos em sala de aula com alunos da Educacao Bésica, que manifestaram
adrenalina e sentimento de prazer em realizar as fases.

Entendemos que o jogo pelo jogo pode nao trazer os resultados pedagogicos esperados; é muito
importante a mediacado do professor e intervengoes didaticas, como a discussao coletiva dos re-
sultados e hipoteses. Além de outras propostas de experimentos, como lancamentos de moedas,
langamento de dados etc. Quanto ao jogo, concordamos com [9] em que, para que o jogador jogue
com competéncia, é preciso jogar varias vezes, para que possa analisar as suas jogadas e do adver-
sario, bem como elaborar e testar diferentes estratégias. Consideramos que essa questdao possa ser
realizada em pesquisas futuras.

Consideramos que a estrutura como os jogos foram organizados — instrugoes, desenvolvimento do
jogo, resultado das jogadas, questionamento e feedback, assim como as diferentes variaveis e con-
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ceitos probabilisticos podem contribuir com a formagao do pensamento probabilistico dos alunos
no ensino fundamental.

Concordamos com [14, 15], que considera que o desenvolvimento do pensamento probabilistico
é fruto de reflexdes e intervengoes didaticas desenvolvidas em todo o periodo escolar. Assim,
consideramos que “roleta probabilistica” pode contribuir com esse desenvolvimento. Além disso,
entendemos que os jogos digitais sdo ferramentas para uma inclusao na diversidade, e as relagoes
s6 nos faz refletir a importancia da investigacdo em jogos pedagdgicos digitais.
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Sobre como Arquimedes obteve suas aproximacoes
223/71 e 22/7 para o ntimero 7:
uma abordagem histérica

Marcio Soares Albertino ® Humberto José Bortolossi ®

Resumo

J& é bem difundido no &mbito escolar o fato de Arquimedes ter obtido aproximagoes para o nimero
7 usando poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma dada circunferéncia. Contudo, o enca-
minhamento normalmente apresentado é anacronico, isto é, com o uso de recursos que nao estavam
disponiveis na época de Arquimedes. Neste trabalho, apresentamos como Arquimedes obteve suas
famosas aproximagoes racionais 223/71 e 22/7 para n seguindo os passos descritos originalmente
em sua obra A Medida do Circulo. Mostramos também como obter uma aproximagao melhor
do que 223/71, ainda seguindo a técnica de Arquimedes, mas fazendo outras escolhas em etapas
intermedidrias do seu argumento original.

Palavras-chave: Histéria da Matematica; o nimero pi; aproximacoes racionais; Arquimedes.

Abstract

It is already well-known in the school context that Archimedes obtained approximations for the
number 7 using regular polygons inscribed and circumscribed to a given circle. However, the
procedure normally presented is anachronic, that is, with the use of resources that were not avai-
lable at the time of Archimedes. In this work, we present how Arquimedes obtained his famous
rational approximations 223/71 and 22/7 for n following the steps originally described in his work
“The Measure of The Circle”. We also show how to get a better approximation than 223/71, still
following Archimedes’ technique, but making other choices at intermediate stages of his original
argument.

Keywords: History of Mathematics; the number pi; rational approximations; Archimedes.

1. Introdugao

Os livros de Histéria da Matemética normalmente usados nos cursos de formacao de professores
costumam trazer a informacao de que Arquimedes obteve aproximagoes para o nimero 7 usando
poligonos regulares inscritos e circunscritos a uma dada circunferéncia. Considere, por exemplo,
as paginas 43 de [2], 142 de [6], 101 de [7] e 59 de [12]. Contudo, tais referéncias nao fornecem
os detalhes de como, exatamente, Arquimedes fez isso. Outros trabalhos, como [4], [9] e [10], fazem
uso de técnicas que nao estavam disponiveis na época de Arquimedes, como o célculo das expressoes

@t s
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trigonométricas cos(360°/n) e tg(180°/n) em n+/2 —2cos(360°/n) < 27 < 2ntg(180°/n), para n
natural maior do que ou igual a 6.

Neste contexto, nosso principal objetivo aqui é apresentar o raciocinio empregado originalmente
por Arquimedes em sua obra “A Medida do Circulo” para obter as seguintes estimativas para

o numero :
223 22

— << —.

71 7
Além disso, mostramos como obter uma aproximagao por baixo para m melhor do que 223/71,
ainda seguindo a técnica de Arquimedes, mas fazendo outras escolhas em etapas intermediarias do
seu argumento original. Antes de iniciarmos, destacamos algumas observacoes importantes.

e Nossa exposicao segue os passos descritos por Arquimedes mas, para fins de melhor compreensao e
conexao com o curriculo escolar atual, tomamos a liberdade de usar notacoes e leituras modernas,
como os Lemas 2 e 3, que podem ser interpretados em termos de cossecante e cotangente.

e E preciso ficar atento para a nota¢do de nimero misto ao longo de todo o texto. Assim, por
exemplo, 3 %—(1) significa 3 + %—(1) enao 3 - %. Com niimeros mistos, as desigualdades 222 < 7 < 22

sao escritas como 3 7 <m< 3 7

e No processo descrito por Arquimedes, ele obtém estimativas melhores do que 3 % e3 %:

10 1137 1335 1
3——<3—<n<3—=-<3=.
71 S78069 " S 0347 ©U7
Dessa maneira, a questao nao parece ser apenas obter aproximacgoes para 7 mas, sim, apro-
ximagoes com fragoes com denominadores pequenos.

e Arquimedes nao escreve todos os detalhes de cada cédlculo. Em algumas situacoes ele explicita
0s primeiros casos e apenas enuncia os demais. Mesmo com o risco de tornar o texto repeti-
tivo, optamos por incluir os vérios detalhes omitidos para evidenciar o aspecto algoritmico da
abordagem de Arquimedes.

e A ideia central de Arquimedes consiste de, a partir de um hexdgono regular, circunscrever e
inscrever poligonos regulares com 12, 24, 48 e 96 lados em uma circunferéncia unitéria (isto é,
de raio 1). O semiperimetro desses poligonos fornece, entao, aproximagoes inferiores (para os
poligonos inscritos) e superiores (para os poligonos circunscritos) para .

e Logo de inicio, Arquimedes utiliza as seguintes aproximacoes racionais para V3, sem explicar
como as obteve ([1]):

)

112 265 1351 571
= V3

—=—< <—=1——.

153 153 780 780
Existem, contudo, autores que levantam algumas conjecturas em como Arquimedes poderia ter
conseguido essas aproximagoes de V3 ([3]).

e Usamos como fonte as tradugoes para o inglés feitas por [1], [5], [8] e [11] para a obra A Medida
do Clirculo de Arquimedes.

2. Trés lemas de Arquimedes

Os trés lemas a seguir sdo do trabalho original de Arquimedes. Contudo, ele apresenta uma
demonstracao apenas para os dois ultimos.

N
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Lema 1. Seja ZI'E um triangulo retdngulo, com angulo reto em I'. Trace, a partir de E, a bissetriz
de ZEI" que intercepta o lado ZI" em H. Entao

ZH 7ZE
T'H TE
Demonstragdo. Construa a circunferéncia de centro em E passando por I Como ZT'E é um

triangulo retangulo, com angulo reto em I', segue-se que ZI" é tangente a circunferéncia. Seja X
o ponto de intersecao da circunferéncia com EZ.

Pelo critério LAL, os triangulos HEI' e HEX s@o congruentes. Desse modo, o segmento XH é
tangente a circunferéncia em X, pois o angulo HXE é reto em X. Pelo critério AA, o triangulo

ZXH é semelhante ao triangulo ZI'E. Portanto, % = % Como HX = I'H, concluimos que
ZE _ ZH
TE — TH" o
Lema 2. Nas condicdes do Lema 1, vale que
I'E ZE+ED
rm 17 °
Demonstragdo. Pelo Lema 1, temos que
Z/H 7ZE
' TE’
Agora,
ZH 7E - ZH+TH ZE+TE
' TE rH ~ TE °
Uma vez que ZH + I'H = ZH + HI' = ZI' = I'’Z, podemos concluir que
I'Z 7ZE+TE
N TE

Multiplicando-se por I'E e dividindo-se por I'Z, obtemos o resultado

TE ZE+ET
rnr172 ° O
Observagdo. Se x é o angulo ZET, entio
I'E ZE El ZE+ED
2) = — _ZE Er _
cotg(x/2) " ¢ cossec(x) + cotg(x) 7 * 7 T
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de modo que este lema pode ler lido, usando-se notagdo moderna, como a identidade trigonométrica

cotg(x/2) = cossec(x) + cotg(x). (1)

Lema 3. Nas condi¢des do Lema 1, vale que

(HE)?2  (TE)2 + (TH)?
(TH)2 ~ (TH)?

Demonstragao.

HE é a hipotenusa do tridngulo retangulo HET'. Pelo Teorema de Pitigoras, (HE)? = (I'E)? + (I'H)? e,
(HE)®> _ (TE)*+(TH)?
TH? T TH? O

desse modo

Observacdo. Se x é o angulo HET", entao
I'E )2 - (TE)? + (TH)?2

HE\® (HE)? ) ~
ﬁ) = (TH)?2 e cotg®(x)+1= (ﬁ (TH)2 ,

de modo que esse lema pode ler lido, usando-se notacao moderna, como a identidade trigonométrica

cossec?(x) = (

cossec?(x) = 1 + cotg?(x). (2)
3. Argumento de Arquimedes para estabelecer que 7 < %

Considere um hexdgono regular circunscrito a uma circunferéncia unitaria de centro E. Seja I" um ponto de
tangéncia entre o hexdgono regular e a circunferéncia. Seja Z uma das extremidades do lado do hexdgono
regular em que I" € ponto médio. Observe que o tridngulo ZI'E € retangulo. Construa, recursivamente,
os pontos H, ©, K e A no segmento I'Z de modo que as semirretas EH, EQ, EK e EA sejam bissetrizes,
respectivamente, dos angulos 'EZ, 'EH, TE® e TEK. Se H’, ®’, K’ e A’ sdo, nesta ordem, os simétricos
de H, ©, K e A com relagdo a I, entdo HH’, ®@0@’, KK’ ¢ AA’ sdo lados de poligonos regulares com 12,
24, 48 e 96 lados, respectivamente, todos circunscritos a circunferéncia unitaria de centro em E (conforme
a Figura 1).

Figura 1: poligonos regulares circunscritos a uma circunferéncia.
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Como o angulo I'EZ € igual a 30°, segue-se que

ET 265
tg(I'EZ) = cot = —_— =
cotg(TEZ) = cotg(30°) = V3 = 7 =V3> 153"

Agora, como 'EH = I'EZ/2, pelo Lema 2, interpretado pela identidade trigonométrica (1), segue-se que

El EF EZ ET' _ El
cotg(I'EH) = cotg(I'EZ) + cossec(I'EZ) = TH-TZ FZ = TH-T7Z +2

e, consequentemente,
EI' 265 9 571 112

—_— > —+ —.
I'H 153 153 153
Por sua vez, TE® = T'EH/2. Assim, podemos empregar novamente a identidade (1) para obter

El' _El EH El 1 EH
cotg(I'E®) = cotg(I'EH) + cossec(TEH) = — o7

= — > — 4+ —.
F@ FH TH e 153 TH

Para estimar E2 FH , Arquimedes usa o Lema 3, aqui reescrito pela identidade (2):

EH\2 Er\? 571\
2 _ 2 _— | = — =
cossec*(T'EH) = 1 + cotg?(TEH) = (FH) L+ (FH) > 1+ (153) ’

de modo que

EH\®> 1532 +5712 EH 5913

— y— = — > .

TH 1532 TH =~ 153
————

349450
23409

A dltima implicagdo segue-se do fato de que 1532+571% > (591 8)2 mas Arquimedes ndo justifica a escolha
do “%”. Por exemplo, como 1532 + 571% > (591 £)?, também € verdade que

EH 5911
TH ™ 153

EH 5911 5913
_ > > .
I'H "~ 153 ~ 153

Agora, uma vez que

1 5 3 , obtemos que

El 571 EH 571 591y 11623

— > — == > — +
re 153 TH 153 153 153

Vamos agora repetir o processo para obter uma estimativa para FF Uma vez que TEK = TE®/2, tem-se

EI Er E@ Er 11621 Ee
cotg(I'EK) = cotg(T'E®) + cossec(T'E@®) = K- FG) T® = Te > 1538 + To
Mas ,
EO\’ Er\? 1162 1
2 2 8
I'E@) =1 tg“(TEO® —| = —
cossec”( ) + cotg”( ) = (FG)) + (FG)) 53 )
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de modo que

E®\® 1537+ (1162 1)? E® 11724
e) 1532 ~ Te 1
N e’

1085585
18496

wlo

Arquimedes novamente ndo déd explicagOes para a escolha de . Outras fracdes poderiam ser usadas,

8
como %Z
E®@ 11724 11721
—_ > >
re = 153 153
1
Uma vez que % > %, obtemos que
Er 1162§ E® 11624 11721 2334;
= > + == > + = .
K~ 153 TI® 153 153 153

Repetindo o processo mais uma vez: dado que 'EA = TEK/2, tem-se

tg(I'EA) = cotg(I'EK) + cossec(T'EK) = EL_ET +EK = Bl > 2334‘1‘ +EK
o8 - oote cossee A TK TK 'K~ 153 ' TK
Mas )
EK\? El\? 2334 1
cossec’(I'EK) = 1 + cotg?(TEK) = (ﬁ) =1+ (ﬁ) > 1534 ,
de modo que
EK\? 153%+(23341)2 EK 23391
—_— _— ﬁ —_—
TK 1532 K~ 153
N— ———

87554113
374544

EK 2339 %

Uma vez que R 5T

obtemos que

El 23341 EK 23341 23397 46733
TA~ 153 'TK 153 ' 153 153

Desta maneira, como EI" tem medida 1, podemos escrever que

15 15
3 r 3

< — =—.
4673 1 4673 1
N——

306
9347

I'A

Como 2T'A é a medida do lado do poligono regular de 96 lados circunscrito a circunferéncia unitdria de
centro E, segue-se que

1 14 667 & 1 22
2 <96 (2TA) = 77<96( 53 )— 088 _4 Z <3

= =3+ <3+ =
46731 4673 % 4673 1 77
S~—— S——
29376 1335
9347 9347
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223

4. Argumento de Arquimedes para estabelecer que %=° < 7

Considere agora um hexagono regular inscrito em uma circunferéncia unitaria. Seja I'B um dos lados
deste hexdgono. Construa um diametro da circunferéncia com uma extremidade em I'. Nomeie a outra
extremidade de A (necessariamente um outro vértice do hexagono regular). Observe que o tridngulo 'BA
é retdngulo. Construa agora, na circunferéncia, de forma sucessiva, pontos H, ©, K e A de modo que AH,
A®, AK e AA sejam bissetrizes dos dngulos TAB, 'AH, I'A® e T'AK, respectivamente. Como I'B é lado
do hexagono regular inscrito na circunferéncia, os segmentos ['H, I'®, I'K e I'A sao lados de poligonos
regulares com 12, 24, 48 e 96 lados, respectivamente, todos inscritos na mesma circunferéncia (conforme
Figura 2).

>~ @

Figura 2: poligonos regulares inscritos em uma circunferéncia.

Como a medida do dngulo AI'B € igual a 60° e ABT € reto, segue-se que o dngulo I'AB ¢é igual a 30°.
Assim,

AB 1351
tg(CAB) = cotg(30°) = V3 — =
cotg( ) = cotg(30°) V3 = BL V3 < 30
Agora, como I'AH = 'AB/2, pelo Lema 2, interpretado pela identidade trigonométrica (1), segue-se que
AH AB AT AH AB

I'AH) = T'AB I'AB =+ i
cotg( ) = cotg( ) + cossec( ) T = BL + B = AC = B +
e, consequentemente,

AH 1351 2911 571

— < —+2=—=3_——.

HI 780 780 780
Por sua vez, TA® = TAH/2. Assim, podemos empregar novamente a identidade (1) para obter

A® AH AT A® 2911 AT
COtg(FA@) = COtg(FAH) + COSSGC(FAH) = ﬁ HF HF = ﬁ < m + ﬁ

Para estimar AL HF’ Arquimedes usa o Lema 3, aqui reescrito pela identidade (2):
AT)\?

AH\2 29112
2 _ 2 _ = P — —
cossec”(C'AH) =1 + cotg“(T'AH) = (HF) L+ (HF) <1+ ( 780 ) ’
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de modo que

AT\® 7802 +29112 _ Ar 3013 3
HD 7802 HE ~ 780
———

9082321
608400

A tltima implica¢io segue-se do fato de que 7802 + 29112 < (3013 2)2, mas Arquimedes ndo justifica
a escolha do “3”. Por exemplo, 780% + 29112 < (3013 %)?, também ¢ verdade que

AT 3013 %
HT =~ 780

Al 3013% 30133
HC S 780 780

U 033 o
ma vez que < 780 , O temos que

A® 2911 AT 2911 30132 1823
— < ——+—=—=< + = .
er ~ 780 HL ~ 780 780 240

Vamos agora repetir o processo para obter uma estimativa para ‘}Aglf Uma vez que TAK =T'A®/2, tem-se

AK A® AT AK 1823 AT

COtg(FAK) = COtg(FA@) + COSSGC(FA@) ﬁ = ﬁ + ﬁ = ﬁ < TO + ﬁ

Mas

AT\ 2 A0\? 1823)?
2 _ 2 — | = — i
cossec”(F'A®) =1 + cotg”(T'AG®) = (@F) 1+(®F) <1+(240) )
de modo que

AT\? 2402 + 18232 AT 1838 %

o) = T o ¢

or 2402 er 240

N———— —™

3380929
57600

Arqulmedes novamente ndo d4 explicagdes para a escolha de “ 9 . QOutras fra¢des poderiam ser usadas, por
exemplo

A 18383 1838 2%
er < 240 240

AF 811
< 2 10> obtemos que

Uma vez que gr

AK 1823 Al 1823 18382 1007
— < —+—=< + = .
K[ 240  ©r = 240 = 240 66

Repetindo o processo mais vez: dado que TAA = TAK/2, tem-se
AN AK AT AA 1007 AT

AT K[ KT AT~ 66 KO
cossec’(TAK) =1 +cotg?(TAK) = |(— + A—K ’ <1+ £07 i
- 8 KT KT 66 )
524 @@= sBm
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de modo que

AT\> 662+ 10072 AT 1009 ¢

— | <K— = —=< .

KT 662 K[ 66
———

1018405
4356

Consequentemente,
AA 1007 AT 1007 1009F 20163
— < —+—=< + = .
AT~ 66 K[ = 66 66 66
N——
12097
396
Por fim,

2
AT\? AAN? 2016 &
2 _ 2 _ 1 6
cossec“(IT'AA) = 1+ cotg“(TAA) = (_AF) 1+ (_AF) <1+ ( 56 ,

de modo que

(AF)2 662 + (2016 1)? Al 20173 66 AT 132

— << — 5 — < = > — = —

AT 662 AT 66 20171 2017 %
N e’

146494225
156816
pois AT" = 2. Lembrando que AI" é lado do poligono regular de 96 lados inscrito na circunferéncia unitéria,
segue-se que 2 > 96 Al e, sendo assim,

9 AT - _ 10 _223
7> 96AT = 7> 8060  °3069 ~ °71 71

9GAL _ o 132 | _25344 1137 10 223
2 |20171

223

5. Obtendo uma aproximacao para m por baixo melhor do que 3

Como vimos, em alguns célculos intermedidrios, Arquimedes ndo justifica suas escolhas e, de fato, nem
sempre elas sdo 6timas. Que estimativas para & seriam obtidas com outras escolhas? Vimos que, para
o caso de poligonos regulares inscritos, Arquimedes estabelece inicialmente que

AB 1351 AH 2911
— < = < —_— < =
BI’ 780 HI 780

Para obter uma estimativa para %, ele usa (sem explicagdes) que

AT\® 7802 +29112 _ Ar 3013 2
HI 7802 HE ~ 780
———

9082321
608400

O niimero inteiro 3013 deve-se ao fato de que 30132 < 7802 +29112 < 30142. Mas, por que %? Procurando
por fragdes da forma expressdo &,com 1 <b <99e 1 < a < b, que tornam a expressdo

2
(3013 %) 7802 - 29112
_
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positiva e menor possivel, encontramos, por inspec¢io, ?711' Assim,
AT\?  780% +29112 AT 30132
— ] <— = —< ,
HI 7802 HI' 780

9082321
608400

de modo que
A® 2011 AT 2911 30133 438427 182232

— < t+=< + = =
er 780  HI' 780 780 57720 240

Uma vez que TAK = TA®/2, tem-se

AK A® AT AK 182232 AT
COtg(FAK) = COtg(FA@) + COSSGC(FA@) ﬁ = ﬁ + ﬁ = ﬁ < TO + ﬁ
Mas

2 _ 2 i
cossec*(I'A®) =1 + cotg“(F'AO) = ( or 720

AT\ A0\’ 1822 422 \*
=l+|—=| <1+|———] ,
er

de modo que

AT\ 2407 + (1822 15)2
er 2402 '

195549832729
3331598400

Posto que 18382 < 240% + (1822 422)? < 18392, vamos procurar por fragio £,com1 <b <99el <a<b
tal, que a expressio

a\2 472\?
1838 =) —240% - (1822 —
( b) ( 481)

seja positiva e seja a menor possivel. Por inspe¢o, encontramos { = %.Assim,

(AF)2 2402 + (1822 472)2 AT . 1838 22

Al 481 -
er 2402 er 240

195549832729
3331598400

de modo que

AK 1822412 A 1822472 183882 1006 109613

< a1 A FET 113516
Kr 240 er 240 240 66
Agora, dado que TAA =TAK/2, tem-se
AN AK AT AA 1006 199613 A
COtg(FAA) = COtg(FAK) + COSSGC(FAK) E = ﬁ + ﬁ = E < % + ﬁ
Mas )
AT\ 2 AK\2 1006 109613
cossec’(FAK) = 1+ cotg?(TAK) = (ﬁ) =1+ (ﬁ) <1+ (% ,
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de modo que

109613
AT\ _ 6% + (1006 135832
KT 662 '

108447558888577
463891761216

Posto que 10092 < 662 + (1006 ﬁggig 2 < 10102, vamos procurar por fragio f,coml <b<9e
1 < a < b tal que a expressdo

(1009 E)2 662 (1006

109613 \>
b

113516

seja positiva e seja a menor possivel. Por inspe¢o, encontramos { = %. Assim,

662 KT 66

2 109613 12
(%) _ 062+ (1006 135853)° _ Ar _ 100932

108447558888577
463891761216

de modo que
09613 109613 12 991407
AA < % + AT < 1006 373575 + 1009 g5 _ 2016 15754020
AT 66 KI' 66 66 66

R ———

7247191909
237248440

Por fim,

2
AT 2 AA 2 2016 991407
cossec?(TAA) = 1 + cotg?(TAA) = (E) =1+ (E) <1+ (% ,

de modo que

AT\* 662 + (2016 157510555)°
Ar) © 662 '

52578077388157497881
56286822282433600

Posto que 20172 < 662 + (2016 9597-)? < 20182, vamos procurar por fragio &, com 1 < b < 99 e
1 < a < b tal que a expressdo

991407 \?
10784020

(2017%)2 66— (2016

seja positiva e seja a menor possivel. Por inspe¢do, encontramos { = %. Assim,

AT 662 AT 66 '

52578077388157497881
56286822282433600

AT\2 662 + (2016 -221407 )2 AT 201716
( ) < ( 10784020) — < 93

de modo que

AT 2017 %8 AT 132
— < B = Al> 06 5 = 5 5
AT 66 2017 8 2017 8
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pois AI" = 2. Lembrando que AI" € lado do poligono regular de 96 lados inscrito na circunferéncia unitaria,
segue-se que 2 > 96 AI' e, sendo assim,

J96AT o 132 ) 58928 _, 26457
2 \201718 ) " 187597 T 187597

Vamos agora procurar por fragdo £ com 1 <b <99e 1 < a < b tal que a expressdo

26457
187597 b

2

seja positiva e a menor possivel. Por inspe¢ao, a resposta € & = %. Como

223 245
<m,
718

segue-se que a fragdo <2 245 =31 75 € uma estimativa melhor e de denominador com a mesma ordem grandeza
da estimativa indicada orlglnalmente por Arquimedes, sendo obtida por meio de sua prépria técnica.

E para o caso da estimativa obtida por meio de poligonos regulares circunscritos? Fazendo outras escolhas
Otimas nas etapas intermedidrias, obterifamos uma aproximagao racional por cima para € com denominador
nao superior a 99 melhor do que % 22 ? A resposta € ndo. De fato, entre todas as fragdes do tipo 3 £ com
1<b=<99,1<a<benr<3i por inspecdo, é a fragio 3 1 7 que estd mais proxima de 7.

6. Consideragoes finais

No processo descrito por Arquimedes, observamos que escolhas 6timas em cada etapa intermedidria podem
nao implicar uma aproximagao melhor no final do processo. O leitor encontrard um exemplo desse fendmeno,
se proceder com as contas para aproximagoes obtidas por poligonos circunscritos.

Enquanto na secdo anterior obtivemos uma aproximacao por baixo para & melhor do que a de Arquimedes,

existe uma fracao ainda melhor: % =33 14 . De fato, entre todas as fragdes do tipo 3 £ com 1 < b < 99,

l<a<bedf<m, e319 queestamalsprommaden'

Arquimedes considerou poligonos regulares de 12, 24, 48 e 96 lados. Que aproximagdes seriam obtidas
caso o poligono regular de 192 lados fosse usado? E o poligono regular de 384 lados? Para o caso de
poligonos regulares circunscritos, vimos que entre todas as fragdes do tipo 3 com1 <b <99, 1 <a<b
en < 3, por inspecdo, € a fragdo 31 = que estd mais proxima de . Para o caso de poligonos regulares
inscritos, o leitor podera verificar que, segumdo o método proposto por Arquimedes, o poligono regular
inscrito de 192 lados fornece a aprox1ma§ao 289 =35 1‘3 < 1 e o poligono regular inscrito de 382 lados, por

02
sua vez, gera a aproximagao <o 311 = 3 2 <n,queéa melhor possivel entre as fracoes de denominador entre
1e99.

Observe que o uso das identidades trigonométricas nas deducdes feitas anteriormente di-se apenas por
conveniéncia. De fato, elas podem ser removidas sem prejuizo algum, e cada passo pode ser iniciado com
a versdo original em termos de razdes. Assim, o anacronismo das identidades trigonométricas em nosso
texto € em forma e ndo em contetido. Também sao anacronismos em forma de emprego de fracdes com
numerador maior do que o denominador (as assim deominadas “fragdes impréprias”) e da adocao da notagdo

an12 51
“/” e ndo “:” para indicar razdes (por exemplo, 307183074 no lugar de 3013 % : 780).

Em termos de representacdes decimais, observe que m = 3,14159265. . 272 =3z L = 3,14285714.. .,
223 =319 =3,14084507 ..., 22 = 3 1L =3,14102564. .. ¢ %g—_.314 314141414,

N
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Os célculos simbdlicos e a pesquisa por inspecao das fragcdes foram realizados com a Janela CAS do
GeoGebra e planilhas eletronicas.

Como trabalho futuro, pretendemos investigar como outras aproximagdes para V3 usadas no inicio do
processo afetam as aproximagdes obtidas para 7 seguindo o método proposto por Arquimedes.
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Conheca os quadrilateros iso-ortodiagonais

Isabelle Garcia da Silva!® Rogério César dos Santos®

Resumo

Neste artigo, definimos os quadrilateros iso-ortodiagonais e demonstramos uma interessante pro-
priedade que eles possuem. Para a demonstragdo da propriedade, utilizamos os contetidos de
Geometria Euclidiana Classica e Numeros Complexos. Para a construgdo das figuras, utilizamos
o renomado software GeoGebra. Mostramos também que o referido quadrilatero iso-ortodiagonal
aparece no notavel Teorema de Van Aubel. Consideramos que o assunto apresentado aqui é um
tema rico para ser explorado no Ensino Médio, visto agregar belamente os contetiidos de Geometria
Plana e Ntumeros Complexos.

Palavras-chave: Geometria Plana; Teorema de Van Aubel; Quadrildtero iso-ortodiagonal.

Abstract

In this article, we define the iso-orthodiagonals quadrilaterals and demonstrate an interesting
propriety they have. For the proof of the propriety, we use Classical Euclidean Geometry and
Complex Numbers contents. We utilize the well known software GeoGebra to construct the figures.
We also show that the iso-orthodiagonal quadrilateral presented shows up on the remarkable Van
Aubel’s Theorem. We consider the subject introduced here as a rich theme to be explored in High
School, since it beautifully aggregates Plane Geometry and Complex Numbers contents.

Keywords: Plane Geometry; Van Aubel’s Theorem; Iso-orthodiagonal quadrilateral.

1. Introdugao

Neste artigo falaremos dos quadrilateros iso-ortodiagonais. Veremos uma interessante propriedade
do mesmo e onde eles podem aparecer. Sao facilmente manipuldveis em softwares geométricos e
por isso podem ser explorados pelo professor junto aos alunos, tanto no ensino fundamental quanto
no médio.

Um quadrilatero é chamado de iso-ortodiagonal se possui diagonais congruentes e perpendiculares,
como ilustra a Figura 1, em que AC =BD e AC 1 BD.

1Bolsista de Iniciagdo Cientifica do CNPq
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Figura 1: Um quadrildtero iso-ortodiagonal convexo.

Se O é o ponto de intersecdo das duas diagonais, entdo uma propriedade imediata desse quadrila-
tero, por Pitagoras, é que:

AB% + BC? + CD? + AD?

AO? + BO? + CO? + DO? = 5

Isto é, a soma dos quadrados das distancias de seus vértices ao ponto O é igual a semissoma dos
quadrados dos seus lados.

Porém, estamos aqui para vislumbrar uma outra propriedade desse tipo de quadrilatero, tanto no
caso convexo quanto no nao convexo.

2. Uma interessante propriedade

A propriedade que iremos provar é a seguinte: os pontos médios dos lados de um quadrildtero
iso-ortodiagonal formam um quadrado.

N
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Figura 2: XYZW ¢é um quadrado.

Para a prova do caso convexo, vamos nos basear na Geometria Euclidiana classica, e a demonstragao
é bem simples. Para o caso mais geral, convexo ou nao convexo, faremos uso das propriedades dos
nimeros complexos.

Demonstracao. O

Caso convezo.
Tome X, Y, Z e W, os pontos médios de, respectivamente, AB, BC, CD e DA, da Figura 2.

Pelo Teorema da Base Média nos tridngulos ABC e ACD, temos que XY e WZ sdo iguais a %.

J& nos tridngulos BCD e ABD, temos que YZ e XW sio iguais a %. Porém, A2_C = %. Logo,

os lados de XYZW sao todos congruentes e medem metade do valor das diagonais do quadrilatero
ABCD.

Assim, XYZW é um losango (e, em particular, um paralelogramo). Resta-nos provar que seus
angulos internos medem 90°.

Considere F e G os pontos de intersecio de AC com YZ e de BD com WZ, respectivamente,
como podemos ver na Figura 3. Pelo fato de WZ ser paralelo a AC, e de YZ ser paralelo a BD,
concluimos que OFZG é um paralelogramo. Assim, possui angulos opostos congruentes.

N
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Figura 3: OFZG é um paralelogramo.

Como FOG = 90°, entdo YZW = FZG = 90°. Realizando a mesma analise para os demais Angulos
internos de XYZW, concluimos que XYZW é um quadrado, e a prova termina.

Caso geral

Observe o leitor que consideramos, na Figura 3, se ABCD convexo. Ora, o resultado vale, mesmo
quando o quadrilatero nao é convexo ou quando possui autointersecdo. Porém, nessa situacao, o
ponto F interse¢do de AC com YZ, por exemplo, pode nio existir, e fica comprometida a visuali-
zacao do paralelogramo FZGO, como mostra a Figura 4.

Figura 4: Dois quadrilateros ABCD iso-ortodiagonais ndo convexos, o da direita com
autointersecao.

Logo, faz-se necessaria uma prova para o caso geral em que ABCD pode ou néo ser convexo. Para
tanto, vamos recorrer aos Numeros Complexos, ferramenta sempre aliada a Geometria Euclidiana,
[
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como podemos ver, por exemplo, em [1].

Insiramos um sistema de Eixos Cartesianos no quadrilatero da esquerda (poderia ser também no
da direita) da Figura 4, com origem em algum ponto arbitrario fixo, do Plano. Assim, o vértice A
esté agora localizado no Plano Cartesiano: A = (a;,a,), sendo a; e a, nimeros reais.

Dados dois pontos quaisquer do plano E = (ej,e;) e F = (f{,f,), lembremos que o vetor EF ¢
equivalente ao vetor O(F —E), cujas extremidades sdo a origem O = (0,0) e o ponto diferenga
F-E. Isto é, EF e O(F—E) possuem mesmo comprimento e mesmo angulo com o eixo x das
abscissas, pois:

EF = {(f; —e))2+ (f, €))% = O(F - E),

f,e, A TR O 5y . .

e ﬁ é a tangente do angulo que ambos os vetores EF e O(F — E) fazem com o eixo das abscissas.
Assim, voltando a Figura 4, a rotagao do vetor AC em 90° no sentido anti-hordrio, em torno de
A, resulta em um vetor equivalente ao vetor DB, pois AC e DB sdo ortogonais e congruentes.
O mesmo ocorrendo, portanto, com seus equivalentes localizados na origem, isto é, a rotacao do
vetor O(C—A), em torno de O, resultard em um equivalente ao vetor O(B —D). Como esses estéo

localizados na origem, serdao na verdade coincidentes.

Chamando de a = a; + a,i 0 nimero complexo associado ao ponto A = (aj,a,), de b = by + byi
o nimero complexo associado ao ponto B = (by,b,), de ¢ = ¢; + c,i ao ponto C = (cq,¢c,) e de
d =d; + d,i ao ponto D = (dy,d,), concluimos do pardgrafo anterior que:

i(lc—a) =b—d, (1)

pois sabemos que multiplicar um nimero complexo por i implica rotaciond-lo 90° no sentido anti-
horario, mantendo o médulo. Guardemos essa equacao para o que vem a seguir.

Tomaremos agora os nlimeros complexos x = %, y = %, z = % ew = %, associados aos

vértices do quadrilatero XYZW. Para os segmentos WZ e WX, temos, pela equacao 1 acima, que:

i(z—w)— (x—WwW) =

,(c+d7a+d)7(a+b7a+d B
"2 2 2 2)‘

[i(c—a)=(b-d)] =0,

| =

isto é, i(z—w) = x—w, o que significa que o vetor resultante da rotagao de O(Z—- W) em 90° no
sentido anti-horario ¢ o vetor O(X — W). Assim, a rotacdo do vetor WZ em 90° no sentido anti-
horario em torno do ponto W resulta em um equivalente a WX. Em verdade, serdo coincidentes
por terem origem no ponto comum W. Tal fato implica duas coisas: que WZ = WX e também
que WZ L WX.

Fazendo o mesmo para todos os demais pares de lados adjacentes de XYZW, concluimos que se
trata de um quadrado.

A reciproca desse resultado também é verdadeira, isto é, se um quadrildtero ABCD possui pontos
médios de seus lados denotados por X = A;B, Y = #, 7 = G’TD e W = DEA, e se XYZW
R

535 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA




PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Silva e Santos

é um quadrado, entdo o quadrilitero ABCD é iso-ortodiagonal, isto é, suas diagonais AC e BD
sdo congruentes e perpendiculares. A demonstracdo é feita invertendo-se os argumentos da prova
direta: considere os nimeros complexos a, b, ¢, d, X, y, z e w definidos como nos parédgrafos
anteriores. Ora, por hipotese, XYZW é um quadrado, logo, i(z —w) = x —w. Substituindo, temos
( C;d d+a) = azb d+a Simplificando, temos: i(c —a) = b—d, o que implica que as diagonais

AC e BD sao ortogonals e congruentes, isto é, ABCD ¢ iso-ortodiagonal, como queriamos provar.

Observagio. E se ABCD néao for iso-orto-diagonal, se for um quadrilatero qualquer? O que se
poderia dizer do quadrilatero XYZW cujos vértices sao os pontos médios de ABCD? Nesse caso,
apenas se garante que XYZW é um paralelogramo. O argumento para nos convencermos disso é o
mesmo que utilizamos no inicio da prova de nossa propriedade, isto é, o Teorema da Base Média.

3. Onde aparece

Eis uma aparigdo do quadrildtero iso-ortodiagonal. O notével Teorema de Van Aubel [2] diz que,
dado um quadrildtero ABCD sobre cujos lados séo construidos quadrados externamente, entao, os
segmentos MO e NP que unem os centros M, N, O e P dos quadrados opostos sdo ortogonais e
congruentes (Figura 5). Ou seja, MNOP é um quadrildtero iso-ortodiagonal.

Figura 5: Teorema de Van Aubel: MNOP ¢ iso-ortodiagonal.

A prova também pode ser realizada por meio das propriedades dos niimeros complexos e pode ser
encontrada na referéncia citada, para deleite do leitor.

E entdo, cara(o) professora(or), que tal instigar os alunos a explorarem os quadrildteros iso-
ortodiagonais com o GeoGebra, em sala?
Referéncias
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