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Resumo

Neste trabalho vamos relacionar a divisibilidade de um nimero com o sistema de numeragao desse
em uma dada base. Mais precisamente, determinamos quando um numero escrito em uma dada
base r é divisivel por (r—1) e (r+1). Partimos dessa generalizacao e obtemos os conhecidos critérios
de divisibilidade por 9 e por 11, quando o niimero em questao esta escrito na base r = 10. Utilizamos
tais conceitos para resolver exercicios de olimpiadas de matemadtica, questoes de pds-graduacao e
desvendar algumas brincadeiras comuns nas rodas de amigos, em que as respostas secretas, estao
diretamente ligadas a sistemas de numeracao.
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Abstract

In this work we are going to relate the divisibility of a number to its numbering system on a given
basis. More precisely, we determine when a number written on a given base r is divisible by (r—1)
and (r+1). We started from this generalization and obtained the well-known divisibility criteria
for 9 and 11, when the number in question is written in the base r = 10. We use these concepts to
solve math olympics exercises, graduate questions and unveil some common games in the circles
of friends that, the secret answers, are directly linked to numbering systems.

Keywords: numbering system;divisibility by 9 and by 11;

1. Introdugao

Sistema de numeragao e divisibilidade sao temas recorrentes em questoes de diversas olimpiadas
de matematica em diversos niveis, além de estarem presentes em disciplinas da graduagao e pos-
graduacoes, bem como exames de qualificacao de programas de pds-graduacao. Nosso principal
objetivo deste trabalho foi o de relacionar esses dois temas, de modo a obter um padrao e, desse,
deduzirmos os conhecidos critérios de divisibilidade por 9 e por 11. O que estd ”escondido” nesses
dois critérios é que o nimero a ser verificada sua divisibilidade tanto por 9, quanto por 11 esta
representado na base 10.

Ao escrevermos um numero, precisamos reconhecer em que base numeérica estamos trabalhando.
Apesar de usualmente trabalharmos com a base decimal (base 10), podemos pensar em outras
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bases, as quais possuem varias aplicagoes e historicamente vém sendo utilizadas e deixam resquicios
até os dias atuais.

Na computagdo, por exemplo, temos a utilizacio da base bindria (onde utilizam-se apenas os
algarismos 1 e 2). Outro sistema de numeracao conhecido é o sexagenal, o qual tem resquicios na
medi¢ao de uma hora com 60 minutos e na circunferéncia contendo 360. Do sistema duodecimal
(com doze unidades), ainda utilizamos para a contagem de uma dizia e, no sistema inglés, temos
que 1 pé equivale a 12 polegadas.

Uma brincadeira interessante envolvendo sistemas de numeragao é sobre a escolha de uma peca de
domind. Para o leitor que nao conhece uma pega de dominé, trata-se de um retangulo dividido ao
meio, no qual em cada um dos seus lados existe uma quantidade de pontos, de 0 a 6 pontos. Dois
amigos encontram-se e um deles pede ao segundo para escolher uma peca de domind, a qual possui
dois algarismos, 0,1, 2,3,4,5 ou 6, combinados dois a dois. O primeiro pede que este escolha uma
da duas quantidades e multiplique-a por 5. Em um segundo momento, some 3 ao resultado, e, no
que segue, some o nimero obtido por 2. Por fim, pede-se que some o resultado final com o outro
nimero da peca e pergunta-se qual o resultado. A partir desse, é possivel determinar a pega do
dominé escolhida pelo amigo.

Trabalhando matematicamente a brincadeira citada, consideremos n = xy um numero de dois
algarismos, onde x e y representam a quantidade de pontos da pega do dominé. Vamos estudar
todos os passos da brincadeira e, partindo de uma resposta aleatéria, tentar obter a pega do
dominé.

i) Escolher um dos algarismos x ou y e multiplicd-lo por 5. Sem perda de generalidade, vamos
escolher x. Portanto obtemos 5x, como resultado.
ii) Somar 3 ao resultado, resultando em 5x + 3.
iii) Multiplicar o ntimero obtido por 2, ficando com 2(5x + 3)

iv) Some o resultado final ao segundo nimero da peca e fale o valor final, ou seja, 2(5x + 3) +y.

Supondo que o resultado final seja 52, entdo teremos que

2(bx+3)+y = 52
10x+6+y = 52
10x+y = 46,

de onde concluimos que x =4 e y = 6, pois podemos reescrever 46 =4 - 10 + 6.
Uma outra atividade interessante é o O Nove Misterioso, que consiste em:

Pega para alguém escolher, em segredo, um nimero natural com, pelo menos, trés algarismos
(no sistema decimal,é claro). Peca, ainda, para que efetue uma permutacdo qualquer dos seus
algarismos, obtendo um novo niimero, e que subtraia o menor do maior desses dois ntimeros.
Finalmente, pega ao seu parceiro de jogo para reter um dos algarismos diferentes de zero desse
novo nimero e divulgar os restantes. E possivel adivinhar o algarismo retido!

Vamos analisar matematicamente, o que acontece nessa atividade. Sejam a = (rarirg)1p 0 nimero
escolhido e b = (ToT1Tp)190 0 numero obtido pela permutacdo dos algarismos de a. Para que fique
mais claro, vamos dar um exemplo. Suponho que a = 530, entao um possivel b, seria b = 305.

D
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Temos que a = (121170)10 = r2102 + 1110 + 1, logo

a—(rg+ry+1r9) = (ro102 +11104+19) — (r2 + 11 +10)
ro(10% — 1) +11(10 - 1). (1)

Nao ¢é dificil verificar que, para todo n € N, 10" — 1 é multiplo de 9. Portanto, segue de (1) que:
a=(rg+r;+19)+9q e, obrigatoriamente
b= (ro+r; +19) +9q".

Portanto, supondo sem perda de generalidade que a < b, temos que
b-a=9(q —q) = 9%k.

Finalmente, para adivinhar o algarismo omitido na resposta do seu parceiro, basta descobrir o
quanto devemos somar a soma dos dois digitos divulgados para que tal soma seja divisivel por 9.

Além dessas duas particularidades, podemos encontrar outras que envolvem diretamente o estudo
de sistemas de numeragoes e divisibilidade. Motivados por essas brincadeiras comuns em redes
sociais e rodas de amigos, onde um sabe a resposta e os demais nao sabem diretamente o motivo por
tras dessas, que é um estudo dos sistemas de numeragoes e divisibilidade com certas adaptagoes,
realizamos este trabalho no qual relacionamos estes contetidos, abordando-os em exercicios de
olimpiadas e aplicagoes interessantes.

De modo a nao tornar o texto extenso e de leitura cansativa, vamos supor que o leitor esteja fa-
miliarizado com algumas definigbes e propriedades estudadas nos cursos de Aritmética, no quesito
Divisibilidade, Congruéncia e Sistemas de Numeracao. Entretanto, para que o texto seja autocon-
tido, os Teoremas e as Proposicoes necessarios para a demonstracao dos principais resultados farao
parte das Preliminares deste trabalho.

Neste trabalho, nao fazemos apenas uma deducao do critério de divisibilidade de um nimero escrito
na base 10, por 9 ou por 11, utilizando sistemas de numeragoes. Aqui generalizamos este, para um
caso geral de um nimero escrito em uma base r € N ser ou nao divisivel por (r—1) ou por (r+1).
Dessa generalizacao, seguem diretamente os critérios, para o caso em que o nimero esteja na base
r = 10, o caso da divisibilidade por 9 e por 11.

Além das atividades interessantes pré-citadas, este trabalho é motivado por questoes oriundas de
olimpiadas, adaptadas para o nosso tema. Dentre elas destacamos:

Problema 1.1. Mostre que 2 t (1120122)3, quando é representado na base 10.
Problema 1.2. Sobre qual condi¢ao o ntimero (abc)g é divisivel por 57

Problema 1.3. Usando os algarismos 1,2,3,4,5,6 e 7, construimos varios nimeros de sete digitos
distintos. Existem dois deles, distintos, tais que um divida o outro?

Note que, nos dois primeiros problemas citados, estamos relacionando um niimero em uma certa
base r com sua divisibilidade por (r—1) e/ou (r+1). O terceiro problema é bastante interessante
e estard ligado ao estudo de congruéncia. Além de resolver tais questoes, vamos provar nossos
principais resultados e exemplificar, utilizando sistemas de numeracao relacionando estes com
divisibilidade, provando que sao de grande relevancia para o estudo de divisibilidade de um inteiro,
escrito em uma certa base, por um numero fixado.

De modo a tornar o texto autocontido, enunciaremos e demonstraremos alguns dos resultados
utilizados neste trabalho, utilizando técnicas de inducao e a familiaridade do leitor com as nogoes
de aritmética e mateméatica discreta.

N
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2. Preliminar

Antes de partimos para algumas proposicoes e resultados interessantes e que estao ligados aos
principais resultados deste texto, vamos definir o que vem a ser um numero estar escrito em uma
certa base 8 > 1 qualquer. Dizemos que um numero a € R, estd expresso na base B se ele é escrito

na forma:
[ee)

@:= ()= ) ap",

n=0
em que a, sao inteiros entre 0 e (8—1).
No que segue, vamos ilustrar o conceito de sistemas de numeragao com dois exemplos, um mais
simples e o segundo com um pouco mais de detalhes.
Ezemplo 2.1. Considerando 8 =5 vamos escrever o numero 3421 na base 5. Nesse caso, temos que
ap =1,a; =2,a9 =4 e ag = 3. Portanto:

(3421)5 =3-52+4-52+2-5' +1.5°.

De onde segue que (3421)5 = (486)19 = 486.

Ao analisarmos alguns problemas oriundos de olimpiadas que envolvem divisibilidade e sistema de
numeragao, deparamo-nos com a seguinte situacao:

Observacgao 1. Note que, para qualquer a € R, temos que:

(a+1)3=(a+1)-(a+1)-(a+1).

Ao analisarmos o termo do lado direito da identidade anterior, verificamos que se trata de um
produto de trés termos idénticos, onde em cada um temos duas possibilidade de niimeros a serem
escolhidos, o ntimero a e o 1. Nao ¢é dificil verificar que temos 8 possiveis escolhas dos ntmeros,
ja que sao trés produtos, com 2 elementos em cada a e 1. Para continuar com nossos propositos,
vamos listar as possibilidades a seguir:

a-a-a = a° onde escolhemos (a,a,a)
a-a-1 = a® onde escolhemos (a,a,1)
a-1-a = a? onde escolhemos (a,1,a)
a-1-1 = a onde escolhemos (a,1,1)
l-a-a = a? onde escolhemos (1,a,a)
l1-a-1 = a onde escolhemos (1,a,1)
1-1-a = a onde escolhemos (1,1,a)
1-1-1 = 1 onde escolhemos (1,1,1)

Portanto, temos 8 termos dos quais os 7 primeiros sao multiplos de a e o 1ltimo termo vale 1. E
consequentemente,

(a+1)¥=a’+3-a?+3-a+1=(a?+3-a+3)-a+1l=k-a+1,
onde k = k(a) € Z.
1Y
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Se aumentarmos a poténcia, utilizando o mesmo raciocinio para (a+1)*, vamos obter 16 elementos,
dos quais 15 sdo miiltiplos de a e um termo vale 1. Em um modo geral, (a+1)™ possui 2" muiltiplos
de a e um termo vale 1. Sobre tal perspectiva, vamos ao seguinte resultado

Proposicao 1. Sejam a € R en € N. Entdo, existe k =k(a) € Z tal que

(a+1)"=k-a+1.

Demonstracao. Déa-se a demonstragao utilizando o critério de indugao sobre o natural n. Mais
precisamente, temos que paran =1, (a+1)! =a-1+1 e portanto o resultado é verdadeiro.

Suponha que
Pn):(a+1)"=k-a+1
seja verdadeira para qualquer n € N. Vamos mostrar que o mesmo ¢ satisfeito para o sucessor de

n, ou seja, P(n+1): (a+1)™' =k-a+1, para algum k € Z.

Note que
(a+D™ = (a+D"-(a+1)!
= (k-a+1)-(a+1)
= k-a’+k-a+a+1
= a-(k-a+k+1)+1
= E-a+1,
como queriamos demonstrar. O

Uma pergunta que cabe aqui é como seria se em vez de determinarmos o valor de (a + 1)", pro-
curdssemos saber quanto vale (b —1)", para um nimero arbitrario b € R e n € N. Esse caso é um
pouco mais detalhado, pois dependendo da paridade do natural n obtemos um resultado, e, para
outra, um outro, devido a potenciacao do termo negativo.

Para estudar tal caso, vamos realizar um estudo sobre o Bindmio de Newtow. Claramente o
binémio, tem relagao direta com a Proposigao 1, entretanto, na nossa pesquisa, nao encontramos
a demonstracao da forma que segue.

Antes de o apresentarmos a demonstragao do Binomio de Newtow, é necessario lembrar da definicao
de ntimero binomial:

Defini¢ao 2.1 (Ntdmero Binomial). Tal nimero, que também representa a combinagao simples de
n elementos tomados k a k, é denotado por C}, ou (E) e definido como:

(n) B n!
p/ pl-p)!’

onden!=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1¢é o fatorial de n € N. Se p < 0 ou p > n, admitimos que
(;) =0 e por convencio denotamos 0! = 1.

Proposigao 2 (Binémio de Newton). Sejam x ey inteiros e n um natural. Entao:

(x+y)" = zn: (E)X“ foyk (2)
ran
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Demonstragao. Para demonstrar esta expansao por Binémio de Newton, vamos precisar utilizar a
seguinte relagdo, conhecida como Relagao de Stifel:

+1
) (o )_(n ' 3)
p p+1 p+1
Demonstragio. A demonstragao dessa identidade pode ser encontrada em Hefez [2]. o

Inicialmente, vamos escrever a expansao (2) :

B Y SRR

A técnica utilizada serd indugdo sobre a poténcia n € N. Para evitar qualquer contrariedade, a
base de indugao serd verificada paran=0en=1

i) [n = 0] Supondo que a soma x +y # 0, vemos que (x+y)? =1 ¢, por outro lado, (3)x° =1, donde
segue que a base indutiva é satisfeita.

1

ii) [n = 1] Para n = 1, temos que (x+y)! = x+y. Na expansio, temos que (é)x1 + (vt =x+y,

portanto o resultado é verdadeiro para n = 1.

A hipétese de indugao sera que o resultado é valido para um certo k € N, ou seja,

(x+y)k= (]S)Xk + (11{)>(k1y:l +...4+ (kk 1)xykl + (t)yk (4)

e provar que continua sendo satisfeito para o sucessor (k+1).

Inicialmente, vamos multiplicar (4) por (x +y), obtendo:
K e (K} ki k k1, (K)ox
(O)X +(1)x Vo Y L)Y
k) e (K)ox k) ok (k) x
[(O)X o U R AT Y Lo o

[(E)xky + (II)XkIyQ +o (kk 1)ka N (i)yku} )

Xk+1

(X + y)k+1

(x+y)-

(X + y)k+1

+

k
Analisando os termos em (5), temos que, tirando o primeiro termo da expansao ( 0) e o tultimo

k
(k)yk+1, os demais podem ser agrupados, da seguinte forma:

Il e 1 (% R R

Aplicando a relacao de Relagdo de Stifel (3) em cada um dos termos entre parénteses de (6)

obtemos:
k k+1 k+1 k
k+1 _ k+1 k k k+1
(x+7y) = [(O)X +( 1 )x y+...+( K )Xy +(k)y ] (7)
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k k+1 k k+1
Como ( ) = ( * ) =1le ( ) = ( - ) =1, entdao podemos substituir os mesmos em (7):

0 0 k k+1
k+1 k+1 k+1 k+1
(x+y)t = ( :)- )Xk+1 + ( I )Xky+...+ ( -k'- )ka+ (k:l)yk+1]’
verificando assim a hipdtese de inducao. O

Segue diretamente da expansdo dada em (2), parax=aey =1, que

(x+y)" = i (E)Xnk . yk

k=0
(x+y)" = g)xn + (];l)xnly1 + (;)Xnng +o+ (nn2)x2yn2 + (nn 1)Xynl + (E)yn_
(a+1)" = (E)an+ (rll)anl(l)l+ (;)an2(1)2+...+ (nn2)32(1)n2+ (nnl)a(l)nl+ (E)(l)n

que, da Proposigao 1, obtemos que (a+1)" = k(a) - a+ 1. Nesse caso, ndo obtemos alteracao com
a paridade de n, pois o segundo membro da expansao (2), y = 1, é positivo. Para determinarmos
o valor de (b—1)", para um ntumero arbitrario b € R e n € N, vamos considerar x =b e y = (-1)
em (2), obtendo:

(b-1)"=[b+(-D]* = (E)b“ + (T)bnl(nl + (;)bn2(1)2 + (g)b“3(1)3 + (Z)b“4(1)4 ..

+ (n 2)b2(1)r12 + (n 1)b(l)nl + (n) o

Analisando o termo do lado direito da tltima igualdade, verificamos que esse dependera diretamente
da paridade de n. Por exemplo, se n = 4 temos que

(3)b4 + (;l)b3(1)1 + (;1)102(1)2 + (;L)bl(l)3 + (i)b0(1)4

bt~ 4b3 +6b% —4b+ 1,

(b-1?

de onde temos que os sinais dos coeficientes que multiplicam b alternam-se em positivos e negativos,
com o ultimo termo que multiplica b tem sinal negativo (—4b) e o final somamos 1. De modo que,

obtemos
(b—1)* =kn(b) -b+1,

onde k;,(b) depende de b e da paridade de n.

Supondo n = 5 temos que

(5)b5 + (?)b‘*(l)l + (;)b3(1)2 + (g)bQ(l)?’ + (i)b1(1)4 + (2)1@0(1)5

5
(b—1) 0

b® — 5b* + 10b> — 10b? + 5b — 1.
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Novamente, temos que o sinais dos coeficientes sao alternados, e, aqui, o dltimo termo que multi-
plica b tem sinal positivo (+5b) e subtraimos 1. De onde segue que

(b-1)° =ky(b) - b1,

kn(b) depende de b e da paridade de n. Utilizando este raciocinio e a demonstracio da Proposigao
1, somos capazes de provar o seguinte resultado:

Proposicao 3. Sejam b € R e n € N. Entao, existe k =k, (b) € Z tal que
(b—1)"=ku(b) -bx1,

onde ky(b) depende de b e da paridade de n. Mais precisamente se n for par, temos que
(b-1)"=ky()-b+1

e quando n for impar

(b—1)* =kn(b)-b—1

O proximo exemplo ird utilizar algumas nogoes basicas de congruéncia modular. Mais precisa-
mente, vamos precisar da seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2. Seja m um nimero natural. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes
modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sao
congruentes médulo m, escreve-se

a=b mod m.

Segue da Defini¢cdo 2.2 o seguinte resultado:

Proposicao 4. Sejam a,b,m € Z, comm > 1. Tem-se que a =b mod m se, e somente se, m|(b—a).

Demonstragio. A demonstragio dessa identidade pode ser encontrada em Hefez [2]. ]

Ezemplo 2.2. Vamos encontrar os dois ultimos algarismos, em representacao decimal, do nimero
3200.

Temos que um ntumero real positivo a escrito na base 10, ou em representagao decimal, é dado por:
a=(apan1...228180)10 = anl0®+a, 110" 1 +...2910% +2a;10 + ag.
Como estamos atras dos dois ultimos algarismos desse niimero, vamos trabalhar da seguinte forma:

10%(ay10™ 2 + a, 110" 2 + ... ag) + (10a; + ag)

100(anan—1 . ..a2)10 + (a120)10- (8)

a = (apan 1 ...22a180)10

Portanto, segue de (8), que para determinar os dois iltimos algarismos de 32°Y basta determinarmos
o resto da divisao desse por 100, pois dai teremos (a;ag)19 = a1 - 10+ ag, onde a; € o algarismo das
dezenas e ay da unidade.

Note que
3200 _ (32)100 _ 9100 _ (1() _ 1)100,

N
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Segue de (8), para b =10 e n = 100, que

1 1 1 1 1
(10— 110 — 00 10100 00 109(-1)" + 00 B (1)2 + 00 BOT(1)% + 00 109 (1)t +. ..
0 1 2 3 4
100, o, Lvos , (100}, g9 (100} - 400
(98)10( 1) +(99)b( )7+ 100( 1)
100 - 100 - 99 - 100-99 - 98 -
= 100 _100-10% + 002'99.1098,w.1097+w.1096,_“
100 -
002|99 -10%2-100-10+1,

de onde segue que
32 =1 mod 100.

Portanto, temos que (ajag)ig = 0 - 10+ 1, de onde segue que os dois ultimos algarismos desses
numero sao 01.

Na préxima sessao, vamos enunciar e demonstrar os principais resultados do trabalho, bem como
exemplificd-los de modo a tornar os resultados interessantes para o leitor.

3. Resultados Principais

Aqui se encontra a parte principal e a que, de certa forma, motivou a construgao deste texto.
Inicialmente, vamos construir a ideia do critério de divisibilidade por 9, utilizando dois problemas
que geram um resultado com uma propriedade bastante curiosa, a qual é enunciada e demonstrada.
Essa propriedade possibilitara a construcao de um critério de divisibilidade de um nimero escrito
numa base r por (r—1). Além disso, também deduzimos um critério de divisibilidade de um nimero
escrito numa base r por (r + 1), de onde segue o conhecido critério de divisibilidade por 11. Para
tais construgoes, vamos comecar com dois problemas, citados na introdugao, de modo a motivar
as dedugoes dos critério que serao demostrados

Problema 3.1. Mostre que 2 t (1120122)3, quando esse é representado na base 10.

Solugdo 3.1. Antes de partir pra solugdo do problema propriamente dito, observe que estamos
analisando um nimero na base r = 3 e verificando se é ou nao divisivel por (r—1) = 2.

Realizando a mudanca de base do nimero (1120122)3 para a base 10, temos

1-3%41-3°+2.3240-33+1-32+2-3'+2.3°
729+243+162+9+6+2
(1151)10 9)

(1120122)5

De fato, o numero (1151);¢ nao é divisivel por 2.

Embora seja esse um problema simples, ele foi escolhido de forma conveniente para podermos
conjecturar um padrao que relaciona o niimero escrito na base 3, com sua divisibilidade por 2.

Mais precisamente, vamos resolver o mesmo problema de outra forma. Primeiramente, vamos
utilizar a Propesi¢ao 1 na decomposicao de (1120122)3. Reescrevendo esse niimero, temos que
1-3°+1-3°+2-3*+0-3%°+1-32+2-3'+2.3°
L-2+D5+1-@2+1D)°+2- 2+ D*+0-2+13+1-2+1D?+2- 2+ 1D +2

D
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Pela Proposigao 1, temos para cada poténcia de (2 + 1), que existem inteiros ki, ko, k3, ksks € kg
tais que

(102012)3 1-2-ki+1D)+1-(2-ko+1)+2-(2-ksg+1)+0-(2-kg+1) +
1-2-ks+1)+2-(2-kg+1)+2

2-(ky+ko+ks+ky+ks+kg)+(1+1+2+0+1+2+2) (10)

+

Como 2 - (k1 + ko + ks + kg + ks + kg) é multiplo de 2, entdo segue de (10) que 2 | (102012)5 se, e
somente se, 2 | (1+1+2+0+1+2+2), 0o que ndo é verdade, ji que 2 1 9.

O segundo problema em destaque ira ilustrar, de forma mais abstrata, o nosso resultado principal:
Problema 3.2. Sobre qual condi¢ao o nimero (abc)g é divisivel por 57

Solugdo 3.2. Fazendo a mudanca de base do nimero (abc)g para a base 10, temos

(abc)s = a-62+b-6"+c-6°
a-G+1)2+b- G+ +c-(5+1)°

Portanto, pela Proposicao 1, temos que existe k; € Z, tal que

(abc)g a-(bki+1)+b-(5+1)+c
a-5-ki+a+b-5+b+c

= b(a-ki+b)+(a+b+c) (11)

Logo, segue de (11) que (abc)g serd divisivel por 5 se a soma (a+ b + ¢) for miltipla de 5. Note
novamente que a soma (a+ b +c) é exatamente a soma dos algarismos do ntimero (abc)g. Essa
propriedade nao acontece por acaso, ela é generalizada no seguinte resultado:

Teorema 1. Um numero a escrito na base r € N, a = (aya, 1---aja9)r € divisivel por (r—1) se, e
somente se, a soma (ay +a, 1 +---+a1 +aqg) for divisivel por (r—1).

Demonstracao. Por hipdtese, o nimero a representado na base r, ou seja,
a = (agay 1 -ajag);.
Reescrevendo a, temos que

an(D)® +an 1 (1) T+ +a1 (1) +ag(r)? (12)
ap[(r=1D)+1]"+a, 1[(r— 1)+ 1"+ +a[(r—1) + 1] + a.

a

a

Note que, em (12), apenas reescrevemos a base numérica r = (r—1) + 1.

Segue da Propesigao 1 que existem ki, ko, -+ k, € Z, tais que
a = aplkn(r—1D+1]+ay 1[kn1(c—1)+1]+---+a[(r—1)+1] +ag
a = (r—1(agky+ag 1ky1+---+ay)+(ag+a, 1+ --+a; +ag) (13)
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Em (13), aplicamos a distributiva e colocando o termo (r—1) em evidéncia. Portanto, como o
primeiro termo do lado direito de (13) é divisivel por (r — 1), a sera divisivel por (r — 1) se, e
somente se, a soma (a, +a, 1+ -+ +aj +ag) for divisivel por(r—1). O

O critério de divisibilidade por 9 é, na verdade, um caso particular do Teorema 1, para o caso de
r = 10. Mais precisamente,

Proposicao 5. Um numero a = (azay—1---a189) escrito na base 10 € divisivel por 9 se, e somente
se a soma (ay +ay 1 +---+ay +ag) for divisivel por 9.

Ezxemplo 3.1. Seja (21101)3. Segue do Teorema 1 que (2 = 3-1) | (21101)3 se, e somente se,
21 (2+1+1+0+1)=5. Como 2 t 5, entdo obrigatoriamente 2 { (21101)3. Vamos verificar tal fato,
realizando a expansao de (21101)3 na base 10,

(21101)5=2-3*+1-32+1-32+0-3" +1-3° =199,
que claramente nao é divisivel por 2.

Nesse momento, vamos relacionar um ntimero escrito em uma base r com sua divisibilidade por
(r+1), com o objetivo de obter um padrao, e, desse, para o caso r = 10, deduzirmos o critério de
divisibilidade por 11. Mais precisamente, vamos ao seguinte resultado:

Teorema 2. Um numero a = (apan-1---a1a9), € divisivel por (r + 1) se, e somente se, a soma
(an —ap1 +---—aq +ag) for divisivel por (r+1).

Demonstracdo. De forma anédloga a demonstragao do Teorema 1, escrevemos um nimero arbitrario
a na base r,

a = (apan_1---a1a0)r,

Ccomo:

an()" +an 1 (1) '+ +ar(n) +ag(r)’
an[(r+1) 1" +ap1[(r+1) 1]+ +a [ +1) - 1]' +ao. (14)

27
Il

Nesse caso, dividiremos o problema em duas situacoes, pra o caso onde o nimero tenha uma
quantidade impar de algarismos, ou seja, quando n for impar e o outro caso, para n par. Mais
precisamente, se n for um natural par segue da Proposicao 3 que

[c+1)-1]" = [ky((r+1)) - (r+ 1] +1
e se n for um natural impar, entao

[(r+1) - 1]" = [kn((r+1)) - (r+ )] — 1.

Sem perda de generalidade, supondo n fmpar, segue de (14) e da Proposicao 1, que existem
kl,kl, kg, kg, Ce ,kn,kn, € Z, tais que

an[(t+1) 1] +an 1 [(c+1) 1" 1+, . +a [ +1) 1]  +ag
= aplkn-(+1D)-1]+an1[kn1(t+1) +1]+ano[kno-(r+1)—1]+...+a;[(r+1)—1]" + a0

(r+1)[anEn+an 1k 1+ ag ok, o+...+aj]—[ap—ay 1 +a, o —...+a; —ag]. (15)
ran
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Como (r+ 1) divide o primeiro termo da identidade (15), segue que a é divisivel por (r+1) se, e
somente se, a soma (a, —a, 1 +---—aj +ag) for divisivel por (r+1). Fica a cargo do leitor verificar
tal resultado supondo que n seja um natural par. |

Ezemplo 3.2. Seja (50431)g um numero escrito na base 6. Segue do Teorema 2 que (7 =6+1) |
(50431)¢ se, e somente se, 7| (5—0+4—-3+1) =7. Como 7 | 7, entao obrigatoriamente 7 | (50431)s.

Vamos verificar que 7 | (50431)g, realizando a expansao de 7 | (50431)¢ na base 10:
5-6"+0-6°+4-6°+3-6"+1-6°

6480+ 144 +18+1

6643

(50431)¢

e 6643 =949 - 7.

Segue que o critério de divisibilidade por 11 é, na verdade, um caso particular do Teorema 2, para
o caso de r = 10. Mais precisamente,

Proposicao 6. Um nimero a = (agan_1---a1ag) escrito na base 10 € divisivel por 11 se, e somente

se, a soma (a, —ay1+...—ay +ag) for divisivel por 11

Utilizando os Teoremas 1 e 2, vamos resolver dois problemas que, a principio, ndo tem consonancia
com o conteudo dos resultados, mas a resolucao fica mais clara quando aplicamos os Teoremas.

Ezemplo 3.3. Descubra o ultimo nimero divisivel por 11 menor que a = 23412.

Solugcao 3.3. Aplicando o critério de divisibilidade por 11, temos que 2—-3+4 -1+ 2 = 4, como
11 4 4, entao 11 { 23412. Agora, vamos verificar a divisibilidade por 11, dos nimeros menores do
que a = 23412.

Note que, denotando a; = (a—1) = (23412) — 1 = 23411, temos que
1l1lag ©11](2-3+44-1+1) =3,

o que nao é verdade. Para as = (a—2) = (23412) — 2 = 23410,
1l]ag e 11| (2-3+4-1+0)=2

como 11 t 2, entdo 11 1 23410. Fazendo ag = (a—3) = (23412) — 3 = 234009,
11]aze 11| (2-3+4-0+9) =12

e, de 11 1 12, segue que 11 1 23409. Portanto, o tltimo nimero menor do que 23412 que é divisivel
por 11 é a4 = 23408, jd que (2—-3+4-0+8=11) e 11|11.

No exemplo que segue, vamos utilizar algumas defini¢cdes, consequéncias e propriedades de con-
gruéncia modular. Mais precisamente, vamos precisar do seguinte resultado:

Proposicao 7. Sejam a,b € Z e m,n, my, - ,m, inteiros maiores do que 1. Entdo, temos que

i) Sea=b mod m enlm, entdo a=b mod n;

it)a=b modm; Vi=1,2,---r & a=b mod [my,---,m,];
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itt) Sea=b mod m, entdo (a,m) = (b, m), onde (a.m) denota o mdzimo divisor comum entre a e
m, e [my,---,m;] o minimo miltiplo comum entre my,--- ,m,

Demonstragdo. A demonstragao desta Proposi¢ao pode ser vista em Hefez [2]. O

Ezemplo 3.4. Usando os algarismos 1,2,3,4,5,6,7, construimos varios nimeros de sete digitos
distintos. Existem dois deles, distintos, tais que um divide o outro?

Solu¢ao 3.4. Suponha por absurdo que existam dois desses ntimeros inteiros distintos m e n que
possuem 7 digitos cada, tais que m|n. Sem perda de geralidade, podemos supor que m < n. Como
m|m e, por hipétese m|n, entao segue diretamente que m|(n—m).

Inicialmente, note que a soma dos algarismos 1+2+3+4+5+6+7 =28 ¢ 94 28, portanto 9 f m
e 9 1 n, pois a soma dos algarismos de m e n sdo iguais a 28 e, caso 9 | m e 9 | n, pelo critério de
divisibilidade por 9, 9 deveria ter que dividir 28.

Por outro lado, como 28 =1 mod 9, entao

m = 1 mod?9
n = 1 mod9
n-m = 0 mod9=9n-m (16)

usando o item i) da Proposigao (7) em (16), teremos
n-m=0 mod [m,9]

mas como 9 4 m e m > 9, entdo mde(m, 9) = 1 o que implica [m, 9] = 9m, portanto 9m|n—m, assim
n—m = 0 que é impossivel, pois m # n ou |9m| < |[n—m|, logo

[9m| < |n-—m|
9m < n-m
10m < n. (17)

Nesse caso (17) é absurdo, pois m e n possuem a mesma quantidade de algarismos, portanto 10m
possuird um algarismo a mais que n; na verdade temos que 10m > n, ou seja, é absurdo supor a
existéncia do m, n, tais que m|n.

4. Consideragoes Finais

Este trabalho inicia-se na elaboragao de uma dissertagao de mestrado profissional em matematica,
com tema principal divisibilidade. Durante a elaboragao do texto, nas demonstracoes dos critérios
de divisibilidade, deparamo-nos com o estudo de sistemas de numeracao. Pesquisamos sobre tra-
balhos que relacionam os dois temas e nao encontramos algo como pensavamos e dai surgiu a ideia
de elaborar este texto.

Pesquisamos sobre questoes que envolvessem os dois contetidos divisibilidade e bases numéricas,
encontramos diversos exemplos de questoes e algumas brincadeiras entre amigos, em que no fundo
as solugoes baseavam-se em divisibilidade e sistemas de numeracao.

Surgiu a ideia do texto e as demonstragoes foram sendo formuladas juntamente com os resultados
principais. Esperamos que este trabalho auxilie discentes e professores do ensino basico, médio

N
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e superior. Acreditamos que este texto contenha exemplos e contetidos de suma importancia no
estudo de divisibilidades e sistemas de numeracao e o pode ser suporte para a elaboracao de outros
trabalhos académicos.

O autor deste artigo agradece a Propesq/UFT pelo apoio financeiro referente ao edital 05/2021.
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