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Determinante nulo e sistemas lineares

Claudemir Aniz ® Jodo Vitor Campos Torrezan ®

Resumo

A fungdo determinante associa a toda matriz quadrada A o nimero det A, definido por meio de
somas dos produtos de seus termos. Tal nimero carrega caracteristicas da matriz, por exemplo,
se det A # 0, a matriz é invertivel e sistemas lineares que tém os coeficientes dados por A tém uma
Unica solucao. A interpretacao de det A = 0 e suas consequéncias no conjunto solucao de sistemas
lineares sao pouco exploradas em geral. Esse é o caso que abordaremos.

Palavras-chave: Combinacgao Linear; Regra de Cramer; Teorema de Laplace

Abstract

The determinant function associates to every square matrix A the number det A, defined through
of sums of the products of its terms. Such number carries characteristics of the matrix, for example,
if det A # 0, the matrix is invertible and linear systems that has the coefficients given by A has a
unique solution. The interpretation of det A = 0 and its consequences in the solution set of linear
systems are little explored in general. This is the case we will cover.

Keywords: Linear Combination; Cramer’s Rule; Laplace’s Theorem

1. Introdugao

A Regra de Cramer é um método tradicional que fornece a tnica solugdo de um sistema linear
quadrado por meio do uso de determinantes, no caso de a matriz dos coeficientes ter determinante
diferente de zero. Se a matriz dos coeficientes tem determinante nulo é usual recorrer ao escalona-
mento para encontrar o conjunto solugao. Essa mudanga de procedimento gera a crenga de que nao
é possivel utilizar a teoria de determinantes para resolver sistemas lineares no segundo caso. Con-
trariando esse pensamento, na se¢do 5, apresentaremos um algoritmo para resolver alguns sistemas
lineares com determinante da matriz dos coefiecientes nulos através de determinantes, cobrindo
um pouco dessa lacuna. O algoritmo surge em decorréncia da interpretacao do determinante nulo,
dada na secao 4. Para o entendimento deste artigo é necessario apenas o conhecimento da algebra
bésica de matrizes, os demais pré-requisitos sao apresentados na secao 2 e 3. Para finalizar, na
secao 6, discutiremos o uso de determinantes para resolver também sistemas lineares nao quadra-
dos. Este trabalho contém partes do capitulo 3 de [4] e um dos seus objetivos é fornecer uma
ferramenta adicional as técnicas usuais para a compreensao e resolucao de sistemas lineares.

2. Propriedades do determinante

Em geral os livros apresentam as propriedades do determinante utilizando as linhas da matriz;
D
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optamos por utilizar as colunas, por ser mais adequado ao objetivo deste artigo. As propriedades
podem ser encontradas em [1, 4].

Para uma matriz real quadrada A = [a;;] de ordem n, denotaremos por AW os seus vetores coluna,
isto é,
ayj

AW = e escreveremos A = [A<1) ~--A(“)] .

anj

Propriedade 1. det A = det AY, onde A' é a matriz transposta de A.

A propriedade 1, garante que em todas as propriedades do determinante a palavra “coluna”pode
ser substituida por “linha”e vice-versa.

Propriedade 2. A funcdo determinante € linear como funcdo de cada coluna separadamente.

i) det [A(l) B W ..A(n)] = det [A(l) ...BW ...A(n)] + det [A(l) W ...A(n)]
ii) det [A(l) s AW -~~A(“)] =« - det [A(l) AW -A(n)], para qualquer a € R.
Propriedade 3. Se uma matriz A tiver duas colunas iguais, entdo det A = 0.

Propriedade 4. Se a matriz B é obtida da matriz A pela troca da ordem de duas colunas, entdo
det B=—-det A.

Propriedade 5. (Teorema de Laplace) Seja A = [ajj] wma matriz de ordem n, n > 2. O determi-
nante de A € dado por:

det(A) = Z(fl)”jaij detAjj paraj=1,...,n

i=1

ou
n

det(A) = Z(fl)iﬂ'aij det Ajj parai=1...,n,

=1

sendo a matriz Aj; de ordem n—1, obtida da matriz A pela exclusio da i-ésima linha e j-ésima
coluna.

3. Sistemas lineares e Regra de Cramer

Definicao 1. Sejam m e n nimeros naturais maiores ou iguais a um. Um sistema linear S de ordem
m X n é um conjunto de m equagoes lineares em n incégnitas, consideradas simultaneamente

a11X1 +a12Xg +a13Xg + - +a1pXp = b1
ag1X1 + 89X +a3X3 ++ -+ + aguXy, = by
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Uma n-upla ordenada de numeros reais (a1, @z, @3, ...,@,) é uma solu¢do de S, quando satisfaz
simultaneamente todas as m equagdes. O conjunto solugdo (CS) de S é formado por todas as suas
solugoes.

Um sistema linear m X n é dito homogéneo quando todos os termos independentes sao nulos, isto
é, by =bg =---=Dby =0. A n-upla (0,0,0,...,0) é uma solucdo do sistema linear homogéneo,
chamada solucao trivial. Um sistema linear é dito quadrado quando o ntimero de equagdes € igual
ao nimero de incégnitas.

O sistema linear S pode ser expresso na forma matricial pela equacao Apxy - Xnx1 = Bmxi, onde A
é a matriz de coeficientes, X a matriz das incognitas e B a matriz dos termos independentes. Mais
precisamente

ajl] a2 a3 -t a@ln X1 by
a1 agy A3 -+ Aon | |X2 b
S : . =
am1 am?2 am3 e Amn Xn bm
—— Y—
A X B

Outra maneira de apresentar o sistema linear S é o formato vetorial,
AW x; +A@ xo 4 4 AW . x =B,

Definigao 2. Para matrizes de mesmo tamanho D1, Do, ..., Dy, E, dizemos que E é combinagao
linear de Dy, Do, ...,D, se existem nimeros reais ay,...,a, tais que

D1'01+D2'02+"'+Dn'(1n=E.

Do formato vetorial e da definicao de combinacao linear, o sistema linear S possui solucao se, e
somente se, a matriz B é combinacao linear dos vetores coluna AW, ... A®,

Lema 1. Se um sistema linear homogéneo A - X =0 possuir uma solucdo nao trivial, entdo ele terd
infinitas solugoes.

Demonstracdo. Seja Xg # 0 uma solugao de A - X = 0. Para qualquer @ € R, aXy é solucao de
A -X =0, dado que
A-(a-Xp)=a-(A-Xp)=a-0=0.

Logo o conjunto solugao CSy, de A - X = 0 contém aX( para todo @ € R. O fato de a1 Xy # @2Xy
sempre que @ # a9, implica que o conjunto formado pelos Xy com a percorrendo R € infinito. O

Lema 2. Seja A-X =B um sistema linear e A -X =0 seu sistema homogéneo associado. Considere
CS e CSy o0s conjuntos solugcao desses sistemas, respectivamente. Se Xo € uma solucdo particular
de A -X =B entao CS = Xg+ CSy,, onde Xg+CSp, = {Xg+ X" | X" € CSy}.

Demonstragao. 1) Provemos que Xg + CSy, € CS. De fato, para X; € Xy + CSy, existe X’ € CSy, tal
que X; = Xg + X', A igualdade
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A-Xg+X)=A-Xg+A-X"=B+0=B,

acarreta que X; € CS.

ii) Provemos que CS c Xj + CS),. Se X5 € CS, entao
A-(Xo-Xg)=A-Xo-A-Xg=B-B=0.

Portanto Xo — X € CSy, e Xo = Xg + (X9 — Xg) € X + CSy,.

De (i) e (ii), segue a igualdade dos conjuntos CS e Xg + CSy,. |

Proposigao 1. Se um sistema linear A - X = B possuir duas solugdes distintas, entdo ele terd

infinitas solugoes.

Demonstracdo. Sejam Xy e X solugoes distintas de A - X = B, entao
A-(Xg-X1)=A-Xo-A-X;=B-B=0,

ou seja, Xg— X; € CSy, e Xg— X7 # 0. Pelo lema 1, o conjunto CSy, é infinito, e pelo lema 2,

CS = X + CSy, também ¢ infinito. O

Como consequéncia da proposicao 1, hé trés possibilidades para o conjunto solugao de um sistema
linear:
i) Sistema possivel e determinado, quando possuir uma unica solucao;

ii) Sistema possivel e indeterminado, quando possuir infinitas solucoes;

iil) Sistema impossivel, quando néo possuir solugao.

Para um sistema linear A - X = B, quadrado de ordem n, a matriz A; denotard a matriz obtida de
A substituindo a j-ésima coluna por B.

Proposigao 2. (Regra de Cramer) Se det A # 0, entao o sistema linear A -X = B possui uma unica
solugao, sendo dada por:

det A; det Ay det A,
= Xo = ceyXp =

detA’ 727 detA’T " detA

X1

4. Determinante nulo

A Regra de Cramer é um resultado classico que garante a existéncia de uma tnica solucao quando o
determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero. Porém, se o determinante da matriz dos
coeficientes for nulo, nao é possivel classificar o conjunto solugao apenas com tal informagao. Um
erro comum entre estudantes e professores, e até mesmo presente em livros didaticos, é classificar

um sistema linear A - X = B que possui det A = 0 e det A; = det Ay = --- = det A, = 0, como
sistema possivel e indeterminado. Segundo Elon Lages Lima [3], isso acontece porque pela Regra
0 0

t
de Cramer, sob essas hipéteses, a solugao do sistema seria Xg = ) , € Como 0 é uma

00
indeterminada diz-se, erroneamente, que o sistema é possivel e indeterminado. O exemplo a seguir
comprova a falsidade de tal afirmagao.

R
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Exemplo 1. Considere o sistema linear

x+y+z=1
2x+2y +2z=2
3x+3y+3z=4

Note que det A = det A; = det Ay = det A3 = 0, pois estas matrizes possuem duas linhas iguais.
Porém, esse sistema é impossivel, dado que

x+y+z=1 1 1
2x+2y+22=2 & |2|-(x+y+3z)=|2
3x+3y+3z=4 3 4

e nao existe x +y +z € R que satisfaga tal igualdade.
Na linguagem da matematica, o exemplo mostra que a hipétese det A = det A; =--- =det A, =0

nao é suficente para garantir que o sistema é possivel e indeterminado. Porém, elas sao necessarias
conforme o préximo resultado.

Proposigao 3. Seja A - X = B um sistema linear de ordem n tal que det A =0. Se A-X =B tem
solucao, entdo det Ay =det Ay =---=det A, =0.
Demonstracdo. Seja Xg = (a1, ...,a,) uma solugao de A - X = B, ou seja,

ar - AW vy - AP 4y - A® =B,

Pela linearidade da funcao determinante em cada coluna,

detA; = det[B A® ... AM]
= det [01 AW by AP 4, AW AR A(n)]
= aj-det [A(l) A® A(n)] +ay - det [A(2) A L A(n)]
+ -t ay,-det [A(n) A2 L A(n)]

Como matrizes com duas colunas iguais tem determinante nulo, entdo det A; = a; - det A = 0.
Analogamente, det Ay = --- =det A, = 0. O

A proposicao 3 fornece um critério para detectar sistemas impossiveis no caso de a matriz dos
coeficientes ter determinante nulo.

Corolario 1. Seja A - X = B um sistema linear de ordem n e det A = 0. Se existir j € {1,...,n} tal
que det A; # 0, entdo A - X =B nao tem solucdo.

Exemplo 2. Considere o sistema linear
x+2y+z=1
2x+y—-3z=4
—3x—-3y+2z=0
Nesse caso, det A =0 e det A; =—35. Portanto, pelo corolario 1, o sistema linear é impossivel.
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Teorema 1. Se a matriz A = [aj;] de ordem n € tal que det A = 0 e det Aj; # 0 para algum
i, je{1,...,n}, entdo j-ésima coluna de A, é combinacao linear das outras colunas.

Demonstragdo. Vamos supor, sem perda de generalidade, i = j = n, e provar que a n-ésima coluna
é combinagao linear das demais colunas. Partindo de det A, # 0, pela Regra de Cramer existem
unicos A1, Ao, ..., A, 1 reais tais que

ajl ajg v ai(n-1) A1 ain
agy agy v ag(n-1) A2 agy
. ° = P
Am-1)1 An-1)2 °°° An-1)m-1]| |[An1 a(n-1)n
isto é,
a;n = aiidi+ajpds+---+ajmo)dn
agy = agidi +ageda+- -+ agn 1)dn-1

an-n = am-1)1d1 +am-n2d2+ - +am 1) (n-1)dn-1

Provemos que ann = anidy + anada + -+ + ay(n-1)dn-1. Como det A = 0, o Teorema de Laplace
utilizado na n-ésima linha, fornece

n

D g (1) det Ay =0 (1)

=1

Vamos agora analisar o determinante da primeira parcela deste somatério. Note que

aig a3 e aln
a22 a23 T a2n
det Anl = . . . . )
d(n-1)2 d(n-1)3 °°°  An-1)n
ou ainda,
ajo aig v ajid; +ajppds +- - +aym-1)dn1
aso agy - ag1dy +ageds + -+ - +agm 1)dn1
det Anl = .
an-1)2 dm-1)3 *°° am-11d1+am2de + +am-1)(n-1)dn-1
Pelas propriedades 2 e 3, temos:
a12 a13 T a1(n-1) a1l
a2 a3 s a2(n-1) ag1
det Anl = /11 - det
A(n-1)2 a(n-1)3 °°°  &(n-1)(n-1) (n-1)1

Podemos entao realizar n — 2 trocas ordenadas entre as colunas, duas a duas da direita para a
esquerda, de modo que, considerando tais trocas:

N

242 St
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det Anl = /11 . (*1)“72 - det Ann
Seguindo o mesmo raciocinio, e fazendo as trocas necessarias, obtemos

det An2 /12 . (*1)“73 - det Ann
det Ang = /13 . (*1)1174 - det Ann

det An(nfl) = /ln 1° (*1)0 - det Ann
Da equacao (1),

anl * (71)n+1 : /11 : (71)1172 - det Ann
an2 * (71)n+2 : /12 : (71)n73 - det Ann
an3 * (71)n+3 . /13 : (71)1174 - det Ann

+ + + + +

ann-1) - D™, - (1) - det Ay
ann - ()™ detA,, = 0.

Colocando det A, # 0 em evidéncia e simplificando,
ant A1 D T ran Ao (D 4t aneny s At (D dag, - (-1)2 = 0.
Como (-1)2*1 =1 e (-1)?2" = 1, entdo
ann = anid1 +anade + -+ anm-1)dn-1-

Portanto, a n-ésima coluna de A é combinacdo linear das demais colunas de A. Caso tenhamos
det Aj; # 0 com i # n ou j # n podemos trocar ordenadamente, duas a duas, na matriz A as linhas
ou as colunas, respectivamente, de modo que a linha i fique na linha n ou a coluna j fique na coluna
n, processo que transformard A em A’, onde A} =Aj; e det A’ =det A =0. o

A demonstracao do teorema 1 traz como informagao adicional que na combinacao linear

LAD 4. +/lj,1A(j’1) +/lj+1A(j+1> +ot A, A = A0 (2)

os escalares A1, ...,4j-1,djs1,. .. Ay sao Unicos e dados pela Regra de Cramer.

Corolario 2. Se a matriz A = [ai;] de ordem n ¢ tal que det A = 0 e det Ay # 0 para algum
i,je{l,...,n}, entdo o sistema linear A - X =0 € possivel e indeterminado.

Demonstracdo. A equacao (2) significa que a n-upla (A1,...,451,-1,4j41,...,4n) # (0,...,0) é
uma solugao de A - X = B, dado que

LAD 4 4 AGTD CAD a  AGD e A =,

Pelo lema 1, A - X =0 é possivel e indeterminado. O
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O teorema 1 e o coroldrio 2 podem ser enunciados com algumas adequagoes retirando da hipdtese
a condigao det Aj; # 0, como foi feito em [2], capitulo 1, teorema 13, sem a utilizagao da teoria de
determinante. Como o objetivo aqui é explorar o uso de determinantes na resolugao de sistemas
lineares, optamos por acrescentar esta hipotese, pois ela torna as demonstracoes mais claras, nao
constitui uma restricao que invalida a solugao da maioria dos sistemas lineares do cotidiano do
ensino médio e fornece um algoritmo para resolvé-los.

Proposicao 4. Seja A - X = B um sistema linear de ordem n tal que det A = 0. Se detAj; #0 e
det Aj =0, entdo A -X =B ¢ um sistema possivel e indeterminado.

Demonstracdo. De det Aj; # 0 e det Aj = 0, segue do teorema 1, que existem ntmeros reais inicos
/11, . 7/].j,l, /lj+1, e 7/1n tais que

/11A(1) +---+ /lj,lA(jil) + /1j+1A(j+1) +--- +/lnA(n) =B

Assim, an-upla (41, ...,4j-1,0, 4541, ..., dy) é uma solugao do sistema A-X = B. O fato de det A = 0,
juntamente ao lema 2 e ao corolario 2, permite concluir que o sistema linear A - X = B é possivel e
indeterminado. O

Na proposicao 4, a hipétese det Aj; # 0 é essencial para garantir que o sistema tenha solucao, visto
que, no exemplo 1 a matriz dos coeficientes nao satisfaz tal condicao e o sistema nao tem solugao
mesmo tendo det A; =0 para j=1,2,3.

Teorema 2. Suponha det(A) = 0 e det Aj; # 0 para algum i,j € {1,...,n}. O sistema linear
A -X =B ¢ possivel e indeterminado se, e somente se, det Aj = 0.

Demonstracdo. Pela proposicao 4, se detA; = 0, entdo o sistema linear A - X = B ¢é possivel
e indeterminado. Pela proposi¢do 3, se A - X = B tem solugdo, entdo det A; = 0 para todo
j=1,...,n. |

O raciocinio usado na demonstracao do teorema 1, dd-nos um método para resolver alguns sistemas
lineares quadrados com determinante da matriz dos coeficientes nulo usando determinantes.

Exemplo 3. Considere o sistema linear

5X + 6y + 7z = 8
S:9-3x—2y—-2z=0

X+2y+3z=4
Calculos de rotina produz,
5 6 7 56 5 6 8
detA=[-3 -2 —1|=0, detAszz=det [3 2] =8#0e detAg=det|-3 -2 0[=0
1 2 3 1 2 4

Pela proposicéo 4, o sistema S é possivel e indeterminado. Para cada z € R, o sistema linear S’
nas incognitas x e y é possivel e determinado pois det Azg # 0.

g 5x + 6y =8 Tz
—3x—-2y =1z

" sBm
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Aplicando a Regra de Cramer em S’,

_ 8—Tz 6 _ _ det(A33)1 _ 8z— 16 _
det(Asg)r = det [ ’ 2] =8z-16 = x= TotAn - 3 =z-2
_ 5 8—Tz _ _ det(A33)2 _ 24 — 16z _
det(A33)2 = det [3 ’ ] =24-16z = y= dot A33 = 3 =3-2z

Assim, o terno (z—2,3—2z,z) é solugdo da primeira e da segunda equacao de S, para qualquer
valor de z. Por fim, a demonstracao do teorema 1 garante que essas solugoes irao satisfazer também
a terceira equagao, pois

5 6 Tz-8 5 6 7 5 6 -8
det [-3 -2 —z |=z-det|-3 -2 -1|+det|-3 -2 0[=0
1 2 3z-4 1 2 3 1 2 4

Portanto, o conjunto solugdo de S é {(z—2,3—2z,z) |z € R}.

5. Algoritmo

Seja S : A-X = B um sistema linear quadrado de ordem n tal que det A = 0 e det Aj; # 0 para
algum i, je{1,...,n}.

i) Se det A; # 0, o sistema S é impossivel.

ii) Se det A; = 0, o sistema S é possivel e indeterminado e para encontrar seu conjunto solugao,
seguimos os seguintes passos:

(a) Seja S : A’ - X =B’ o sistema linear obtido de S pela exclusao da i-ésima equacao.

(b) Seja So : A” - X = B” o sistema de ordem n — 1, sendo A" obtida de A’ pela exclusdao da
j-ésima coluna e B” = B’ — (A')lx;.

(c) Use a Regra de Cramer para determinar a solugdo do sistema So em funcéo da incégnita x;.
(d) O conjunto solugao de S serd {(x1(x;j),. .., Xj-1(Xj), Xj, Xj+1(x5) - . ., Xn (%)) |x; € R}

A definicdo de determinante garante que xik(xj) para k # j s@o fungdes afins na varidvel xj. A
escolha de Ajj; nao é Unica, mas nao altera o conjunto solugdo do sistema linear; para exemplicar,
vamos resolver o sistema linear S do exemplo 3 escolhendo a submatriz As,. Nesse caso,

5X + 7z = 8 — 6y
SQZ
—3x—z=2y

Aplicando a Regra de Cramer em So,
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8—-6y 7 det(As2)1 -8y -8 -1 1
et(As2)1 = de [ 2y —1] By -8 = X = AL, 16 2¥ 3
5 8 — 6y det(A32)2 *8}7 +24 -1 3
det(A =det =-8 24 = = = — =
ct(Asgz); = de [3 %y } Y = P et Ay 16 2773
. . - . (1 1 -1 3
Assim, o conjunto solucao de S é {(?y TRE ?y+ 5) |y € R}. Note que a escolha de sub-

matrizes diferentes pode gerar conjuntos solugdes com apresentagdes distintas (aparéncia), mas
representam o mesmo conjunto.

6. Consideragoes finais

A interpretagdo de det A = 0 dada pelo teorema 1 é o resultado central deste artigo e pode ser
usado para resolver também sistemas lineares nao quadrados usando determinantes. Considere o
sistema linear

x+2y+3z+3t=1
S:q4x+5y+6z+9t=1
Tx+8y+9z+ 15t =1

O sistema linear nas incégnitas x e y

g x+2y=1-3z-3t
" lax+5y =162 9t

4 5] = —-3. A Regra de Cramer

. - - . 1 2
possui uma unica solugao para cada z e t fixados, pois det [

aplicada a S” dd-nos, x=-1+z—-tey=1-2z—t. O fato de

1 2 1-3z-3¢ 1 21 1 2 3 1 2 -3
det{4 5 1-6z-9t|=det|4 5 1|+z-det|{4 5 6|+t-detf{4d 5 -9|=0
7 8 1-9z-15¢t 7T 8 1 7 8 -9 7 8 -15

0 0 0

garante que x e y sdo solugdes automaticamente da terceira equacdo de S. Assim, o conjunto
solugao de S é {(-1+z—t,1—-2z—t,2,t) |z, t € R}.
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