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Resumo

O presente artigo consiste em verificar a natureza das raizes de polinémios de acordo com valores
assumidos por seu discriminante, iniciando com casos particulares; representa o discriminante em
fungao das raizes dos polinomios de 2° e 3° graus, especificamente; e, de maneira geral, relaciona
o discriminante com raizes de polinémios de qualquer grau. Também relaciona o discrimiante em
fungao dos coeficientes dos respectivos polinémios, fazendo uma conexao com matriz de Sylvester
e resultantes polinomiais.
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Abstract

The present article consists in verifying the nature of the roots of polynomials according to values
assumed by their discriminant, starting with particular cases. The discriminant is represented
as a function of the roots of 2nd and 3rd degree polynomials, specifically, and in general, the
discriminant is related to the roots of degree polynomials of any degree. The discriminant is also
related as a function of the polynomial coefficients, making a connection with the Sylvester Matrix
and resultant of a polynomial and as well.
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1. Introdugao

Os primeiros indicios do uso de equacoes estavam em dois valiosos papiros: Papiro Egipcio de
Ahmes ou de Rhind, escrito certa de 1650 a.C., e Papiro de Moscou, escrito cerca de 1850 a.C.
[7]. O Papiro de Rhind foi copiado pelo escriba egipcio Ahmes e comprado em 1858, na cidade de
Luxor, pelo arquedlogo, advogado e antiquéario escocés Alexander Henry Rhind. Menciona que os
registros provém de um protétipo do Reino do Meio, cerca de 2000 a 1800 a.C.. Rhind morreu
em 1863, seu papiro foi adquirido pelo British Museum, Museu Britanico de Londres. Além de
equagoes lineares, nele ha problemas matematicos envolvendo aritmética, fracoes e trigonometria
[3]. O Papiro de Moscou, é também chamado de Papiro de Golenischev em homenagem ao cole-
cionador russo Abrado V. S. Golenischev, que o comprou no Egito em 1893. Em 1917, pertenceu
ao Museu de Belas-Artes de Moscou, dai passou a ser conhecido como Papiro de Moscou. Até
hoje é desconhecido o escriba que o escreveu. Possui 25 problemas matematicos envolvendo areas,
volume, medigoes, equagoes e outros [3], [6].
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Os Babilonios, no mesmo periodo, desenvolveram mais, pois ji trabalhavam com equagoes de 2°
grau e resolviam-nas por um método utilizado pelos hindus quase 3 milénios depois, o chamado
“completamento do quadrado”. Os problemas algébricos eram colocados e solucionados em um
mesmo enunciado, com representagoes um tanto abstratas, utilizando comprimento, largura ou
lado de um quadrado e dreas retangulares [7]. Uma Plaqueta de Argila Babilonica, escrita cerca
de 2000 e 1600 a.C., foi descoberta no sul da Mesopotamia e encontra-se no Museu Britanico sob a
denominagao BM13901; contém 24 problemas algébricos, incluindo as formas simples de equagoes
de segundo grau [8].

Na Universidade de Alexandria, por volta de 300 a.C., surgiu o talentoso génio da Matematica,
Euclides. Ele formou alguns conceitos que se tornaram extremamente importantes na solucao de
equagoes, como, por exemplo, as expressoes abaixo, que sao conhecidas como “nog¢oes comuns” de
Euclides:

e Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si;
e Se iguais forem subtraidos de iguais, os resultados serao iguais;

e Se iguais forem somados a iguais, os resultados serao iguais.

Nos primeiros séculos depois de Cristo, apareceram grandes matematicos, dentre eles o famoso
astronomo Abu-Abdullah Muhammed ibn-Musa Al-Khwarizmi (783-850), conhecido como o pai
da &lgebra, foi considerado o melhor matematico de sua época. Nascido na provincia persa de
Khwarezm, onde é atualmente o Uzbequistao, escreveu o livro em drabe com o titulo Al-Kitab
Al-jabr Wa’l Mugabalah, trazendo discussoes de equagoes lineares e quadraticas [7].

Na fndia, na cidade de Vijayapura, nasceu o mais importante matematico do século XII e astronomo
Bhaskara Akaria, aproximadamente (1114-1185) [3]. A férmula que recebeu seu nome, ele mesmo
relatou ter sido encontrada pelo matematico hindu Sridhara (870-930), um século antes. Bhaskara
escreveu Bijaganita, um livro de Algebra7 onde se dedicou as resolucoes de equacoes lineares e
quadrdticas, utilizando métodos jé apresentados por outros mateméticos [12].

No ano de 1175, nasceu em Pisa, Itdlia, o matemético Leonardo Fibonacci, conhecido como Le-
onardo de Pisa. Em 1202 publicou o livro Liber Abaci. Os quinze capitulos da obra explicam
métodos de calculo com inteiros e fragoes, o cdlculo de raizes quadradas e cubicas e a resolugao
de equacoes lineares e quadraticas, cujas raizes negativas e imagindrias nao sao admitidas. Depois
de Fibonacci, surgiu o grande matematico italiano Luca Paciolo, também conhecido como Pacioli.
Sua primeira obra foi Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita publicada
em 1494 em Veneza, onde introduziu alguns simbolos, simplificando os de Fibonacci, como, por
exemplo, o desconhecido (a incégnita) que foi chamado de cosa [7].

O matematico francés Francois Viete (1540-1603) determinou um método para encontrar a solugao
de equagoes quadraticas utilizando uma mudanca de varidavel. Da equagao

ax? +bx+c =0, (1)
apds a aplicacdo do método de substituicao de varidvel, encontra-se a expressao [1]

3 ~b + Vb2 - 4ac

X =
2a
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Essa é a férmula que atualmente no Brasil é conhecida por Férmula de Bhaskara, onde o termo
A :=b? -~ 4dac (2)

é conhecido como o discriminante do polinémio ax? +bx + ¢ [12].

No caso de equagoes ctbicas, o primeiro registro aconteceu com a antiga civilizagao babilonica, por
volta de 1800 a 1600 a.C.. Foram encontradas tabelas de cubos e de raizes cibicas. No periodo
grego, os volumes de sélidos geométricos levavam a problemas que, nos tempos modernos, envolvem
equacdes ctbicas. Por exemplo, a duplicacdo do cubo consiste em resolver a equacdo x> = 2.

O matemadtico drabe Umar Al-Khayammi (1050-1123) solucionou equagdes ciibicas usando aborda-
gem geomeétrica, nao conseguindo encontrar solucoes aritméticas, que, por sinal, acreditava serem
impossiveis de existir. Omar Khayyam generalizou o método de resolucao de todas as equagoes de
3° grau (que tinham rafzes positivas) usando conicas [3].

H4 registros de que o matemético Scipione del Ferro (1465-1526) foi o primeiro que descobriu as
resolugoes das equagoes cubicas. Nao se sabe como ou quando fez essa descoberta, pois nunca
publicou obra alguma. Antes de sua morte, revelou a solucao dos problemas do tipo “cubo e coisas
igual a nimero” (x + px = q) e “cubo igual a coisas e niimero” (x> = px +q) a seus discipulos
Annibale Della Nave e Antonio Maria Fiore. Em 1535, Fiore propde desafiar para uma disputa
matematica o talentoso matematico de nacionalidade italiana, Nicolo Fontana. Fiore propds 30
problemas, todos envolvendo equagos ctbicas, e Tartaglia também preparou seus problemas. Ini-
ciada a disputa, Tartaglia, inteligentemente, conseguiu resolver todas as 30 questoes propostas por
Fiore e ainda foi mais além: achou a férmula geral para as equagoes do tipo

3 +px+q=0 (3)

vencendo assim a competicdo. A noticia da disputa entre Tartaglia e Fiore chegou até Milao,
onde vivia o matemaético Girolamo Cardamo, nascido em Pavia em 1501 e falecido em Roma
em 1576. Mediante tantas pressoes e confiando em juramentos feitos por Cardano, Tartaglia
revela a Cardano as cobicadas férmulas para resolugao das equacoes cubicas. Em 1545, quebrou
seu juramento feito a Tartaglia, publicando o maior artigo algébrico existente, a Artis Magnae
Sive de Requlis Algebraicis, também conhecida como Ars Magna, foi publicada em Nurenberg, na
Alemanha.

Como as solugoes encontradas foram para as equagdes cibicas (3), entdo ndo podia ser aplicadas
diretamente numa equagao de terceiro grau geral. Mas qualquer equacao de terceiro grau pode ser
transformada em uma equagao do tipo (3), e a Férmula de Cardano

2 53 . [a2 b3
x:i/g+\/q—+p—+</(—l T, (4)
2 4 27 2 4 27

garante-nos pelo menos uma raiz [11]. Agora, basta usar o algoritmo da divisdo para polindémios
e encontrar as outras raizes.

Na secao 2 estudamos a relacao entre a natureza das raizes e o sinal do discriminante de polindémios
de 2° grau e de 3° grau da forma x>+ px+q. Na secdo 3 generalizamos a definicdo de discriminante
para polinomios de graus arbitrarios de duas maneiras equivalentes. Na primeira, escrevemos esse
determinante em funcao de uma resultante, enquanto que na segunda, apresentamos o determinante
em funcgao de suas raizes.
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2. Discriminante de polinémios de 2° grau e de 3° grau da forma x3 + px +q

O discriminante de um polinémio, muitas vezes denotado pelo simbolo A, d4 algumas dicas impor-
tantes sobre a natureza das raizes do polinémio.

2.1. Relagio do discriminante com as raizes de um polinémio da forma ax? + bx + ¢

Proposicao 1. Considere o polinémio ax®> +bx +c, com a,b,c e R ea # 0. Se x1,xo sdo as raizes
desse polinémio, entdo o discriminante da Equagdo (2) satisfaz a sequinte equagao

A= 32(X1 - X2)2. (5)

Demonstracao. Pelas relacoes de Girard, temos que

b C
X1 +Xo=—— € X1 "Xo=—.
a a
Assim,
2 2 2
__b 2 _ 2 2 _b 2 2 b c
X1 +Xo =—— = (X1 +X3) == = X{+2X1"Xp+X;= 5 = X]-2X1Xp+X3= 5 4 -,
a a a a a
ou seja,
( )2 b% - dac A
X]—Xp) = ———— = —
a2 a2’
como gostariamos. O

Observacgao 1. Considere a notagao da Proposigao 1. Notemos que:

e Se A > 0, entdo x; # xo. Pela Equagao (2), temos que x1,x2 € R;
e Se A =0, entao x; = Xg, pois a # 0;

e Se A < 0, entdo x; # x2. Pela Equagao (2), temos que x1,x5 € C. Nesse caso, as raizes sao
conjugadas entre si e, portanto, x; — Xo nao ¢ um ntmero real.

2.2. Relagao do discriminante com as raizes de um polinémio da forma x> + px + q

Considere os polindmios de 3° grau da forma x> + px+q, onde p,q € R e destaquemos o radicando

q?/4 + p?/27 da Férmula de Cardano (4). Nesse caso, o discriminante A desse polinémio serd
definido por

2 3
q p
A=-108- [+ +12 ).
08 (4+27) (6)

Podemos dividir os polinémios da forma x® + px + q em trés tipos, com base na natureza de suas
raizes:

I - Polinobmios com trés raizes reais distintas;

IT - Polindémios com trés raizes reais, sendo uma delas com multiplicidade pelo menos dois;

N
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IIT - Polinémios com duas raizes complexas conjugadas entre si e uma raiz real.
Exemplo 1. Calcule o sinal do discriminante de x3 + px + q do Tipo I.
Nesse caso,

x3+px+q=(x—a)(x—b)(x—c), coma,b,c e R distintos. (7)
Analizando o termo de segundo grau da equacao do segundo membro, concluimos que ¢ = —(a+Db).
Além disso, pela Equagao (7) temos que

p=ab-(a+b)? e q=ab(a+b). (8)

Agora, substituindo as Equagoes (8) na Equacao (6), obtemos que

(ab(a+b))2 . (ab (a+b)2)3

A=-108-
2 3

=(a—b)?(2a+b)?(a+2b)2. (9)

Sabendo que a,b e c sao distintos, com ¢ = —(a +b), segue que A > 0.

Exemplo 2. Calcule o sinal do discriminante de x3 + px + q do Tipo IL.

Nesse caso,
x3+px+q=(x—a)(x—a)(x—b), coma,b €R. (10)

Analizando o termo de segundo grau da equacao do segundo membro, concluimos que b = —2a.
Além disso, pela Equagao (10) temos que

p=-3a® e q=2a’. (11)

Agora, substituindo as Equagoes (11) na Equagao (6), obtemos que
~2a3\% [-3a2\®

=0. 12
)5 ] ®

Exemplo 3. Calcule o sinal do discriminante de x3 + px +q do Tipo IIL.

A=-108-

Segue que A = 0.

Nesse caso,
x® +px+q = (x— [a+Dbi])(x— [a—bi])(x—c), coma,b,ce Reb #0. (13)

Analizando o termo de segundo grau da equagao do segundo membro, concluimos que ¢ = —2a.
Além disso, pela Equagao (13) temos que
p=b%2-3a2 e q=2a(a?+b?). (14)

Agora, substituindo as Equagoes (14) na Equagao (6), obtemos que

A=-108-

2a(a? +b?) 2 N b2 - 3a2
2 3

3
) 1:4- (81a*b? + 18ab* + bP). (15)

Sabendo que a,b € R, com b # 0, segue que A < 0.
-
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Observagao 2. Notemos que a partir da definigdo de discriminante na Equagdo (6), podemos
concluir resultados semelhantes aos obtidos na Observacao 1:

e Se A > 0, entdo o polinémio x3 + px + q é do Tipo I;

e Se A =0, entdo o polindmio x3 + px + q é do Tipo II;

e Se A <0, entdo o polinémio x3 + px + q é do Tipo III.

3. Discriminates de polinémios de grau arbitrario

Nesta secao estudaremos duas maneiras equivalentes de generalizar a definicao do discriminante

de polinémios com coeficientes em R de graus maiores do que 3.

3.1. Relagao entre discriminante e resultante

Considere f(x),g(x) € R[x] dois polindmios de graus d(f(x)) = n e d(g(x)) = m. Nesse caso,
existem ag, ..., an, bg, ..., bm € R com a,, by, # 0 tais que

f(x) = zn: aix e g(x) = i bix'.

i=0 i=0

A matriz de Sylvester de f(x) e g(x) é a matriz quadrada (de ordem m + n)

[ an bm
an-1  an bm-1 bm
an-2 ap-1 . bm72 bmfl
an-2 e an bm72 . bm
an-1 . bmfl
Syl (£(x),8(x)) := . :
ap : ap 2 by : by 2
ag a1 bo b1
ag . bo
ay by
ag bO |

onde 0s espacos vazios sao ocupados por zeros, as primeiras m colunas sao preenchidas pelos
coeficientes de f(x) e as 1iltimas n colunas sado preenchidas com os coeficientes de g(x).

Definicao 1. Sejam f(x),g(x) € R[x]. A resultante de f(x) e g(x) é definida por
Res (f(x),g(x)) == det (Syl (£(x), g(x))).

Definigao 2. Seja f(x) = apx™ +a, 1x* ' +---+asx? +a;x+ag € R[x], com a, # 0. O discriminante
de f é definido por

n(n-1) ,
AEG) = (-1)7= Res (f(x),f (x))7

an

2

onde f'(x) ;== na,x™ '+ (n— Dap 1x" 2 + -+ + 2a0x + a; € R[x].

261 " sBm
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Exemplo 4 (Discriminante de polinomio de 2° grau). Calcule A(f(x)), onde f(x) = ax?+bx+c € R[x]
ea#0.

Como f(x) = ax? + bx + ¢, entdo f'(x) = 2ax +b. Segue que d(f(x)) =2 e 4(f'(x)) = 1. A matriz de
Sylvester de f(x) e f'(x) é

a 2a 0
Syl (f(x),f'(x))=|b b 2a].

c 0 Db

Nesse caso,
Res (f(x),f'(x)) = det (Syl (f(x),f'(x))) = 4a’c — ab®.
Portanto,
n(n—1) 2(2-1)
~1)7= Res (f(x),f’ 1)~z [4aZ%c - ab?
Aff(g) = (DT Res (160,160) _ (D75 e ab?] _
a a

ou seja,

A(f(x)) = b? - 4ac.

Exemplo 5 (Discriminante de polindomio de 3° grau). Calcule A(f(x)), onde f(x) = ax®+bx?+cx+d €
R[x] e a #0.

Como f(x) = ax® + bx? + cx + d, entao f'(x) = 3ax? + 2bx + c. Segue que d(f(x)) =3 e I(f'(x)) = 2.
A matriz de Sylvester de f(x) e {'(x) é

a 0 3a 0 0

b a 2b 3a 0
Syl (f(x),f'(x)) ={c b ¢ 2b 3af.

d ¢ 0 ¢ 2b

0 d 0 0 ¢

Usando a regra de Laplace temos que

Res (f(x),f'(x)) = det (Syl (f(x),f’(x))) = a(27a%d® — 18abcd + 4ac® + 4b*d — b2c?).

Portanto,
n(n—1) ,
AEG) = (-1)7 = Res (f(x),f'(x))
a
(1) *% [a(27a2d? - 18abed + dac® + 4b%d — b2c?)|

- a

= (-1) - (27a*d? - 18abed + 4ac® + 4b*d — b?c?)

= 27a%d? + 18abed — 4ac® — 4b3d + b2c?,
ou seja,

A(f(x)) = —27a%d? + 18abcd — 4ac® — 4b*d + b?c?.

Observacdo 3. Notemos que se f(x) = x> + px + q, entdo A(f(x)) = 27q% —4p> = 7108(% + g—g), ou

seja, recuperamos a férmula do discriminante da Equagao (6).

" sBm
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3.2. Relagao entre discriminante e raizes de polinémios

Vamos apresentar uma outra maneira de calcular o discriminante de um polinémio f(x) € R[x] de
grau arbitrario quando conhecemos as raizes.

Definicao 3. Sejam f(x) = a,x" +---+a;x+ag € R[x], com a, #0 e
Ao(f(o) =a22 [ (xi-x)%, (16)
1<i<j<n
onde X1, ..., X, sd0 as rafzes (em C) de f(x).

Exemplo 6. Mostre que Ag(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = ax? +bx+c € R[x] e a # 0.

Suponhamos que x7,xs € C sejam as raizes de f(x). Nesse caso,
Ao(f(x)) = a®? 2 (x1 — x2)” = a°(x1 — x2)7,
ou seja,
Ao (f(%)) = a®(x1 — x2)°.
Segue, pela Proposicao 1, que A(f(x)) = Ao (f(x)).
Exemplo 7. Mostre que Ag(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = x3 +px+q € R[x] é do Tipo L

Suponhamos que x? + px +q = (x—a)(x—b)(x—c). Nesse caso, c = —(a+b). Segue que
Ao(f(x)) = (a-Db)%(a—c)?’(b-c)? = (a-b)?(a+a+Db)2(b+a+b)? = (a—b)?(2a+b)(a+2b)?,
ou seja,
Ao(f(x)) = (a— b)?(2a + b)%(a + 2b)2.
Segue, pela Equacao (9), que A(f(x)) = Ag(f(x)).
Exemplo 8. Mostre que Ao(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = x3 +px +q € R[x] é do Tipo IL

Suponhamos que x3 + px +q = (x—a)(x—a)(x—b). Nesse caso, b = —2a. Segue que
Ao(f(x)) = (a—a)*(a—b)*(a-b)* =0

Segue, pela Equagao (12), que A(f(x)) = Ao (f(x)).

Exemplo 9. Mostre que Ag(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = x>+ px+q € R[x] ¢ do Tipo IIL

Suponhamos que x® + px +q = (x— [a+ bi])(x — [a— bi])(x — ¢). Nesse caso, ¢ = ~2a. Segue que
Ao(f(x)) = ([a+Di] — [a—bi])*([a+Dbi] -~ ¢)*([a—bi] —c)® = (2bi)?(3a +bi)?(3a — bi)?
= (-4b%)(9a® + b%)? = ~4b?(81a* + 18a’b* + b?),
ou seja,
Ao(f(x)) = —4(81a*b? + 18a2b* + b%).
Segue, pela Equacao (15), que A(f(x)) = Ao (f(x)).

Observagao 4. Os resultados verificados nos Exemplos 6, 7, 8 e 9 sao, de fato, casos particulares
do seguinte resultado mais geral.

Lema 1. Seja f(x) € R[x] de graun (n > 1). Entao
A(f(x)) = Ap(f(x)).

A demonstragdo do Lema 1 pode ser encontrada em Proposition V-22, [5].

" sBm
263 - DIV



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Souza e Sousa

4. Conclusao

Ao longo da historia, conceitos algébricos foram desenvolvidos e publicados por uns matematicos e
continuados por outros. Dessa forma, observa-se como se deu a ligacao entre eles e de que maneira
se procedeu a sequéncia dos contetidos construidos.

Os livros didéticos da educagao béasica trazem métodos de resolucao apenas para as equacgoes de
1° e 2° graus que, no que se refere as de 2° grau, é mostrada a resolucdo das equacgoes de 4°
grau, chamadas de biquadradas, da forma ax* + bx2 + ¢ = 0. Apresentamos, neste artigo, para o
conhecimento de discentes e docentes, também a férmula resolutiva para as equagoes de 3° grau
da forma x> + px + q = 0, incluindo o estudo do sinal do discriminante. Quanto ao discriminante
de polindémios nos livros didaticos, somente é mencionado para polinémios de 2° grau; exploramos,
também neste trabalho, o estudo de discriminantes de polinomios de graus arbitrarios.

Almejamos, com este trabalho, auxiliar professores no estudo de equagoes polinomiais e discrimi-
nantes de polindmios para nossas praticas pedagdgicas, mesmo que alguns conceitos nao sejam co-
muns no ensino bésico, mas poderao ser explorados na integra ou como complemento de conteidos
programaticos ja previstos.
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