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Uma prova geométrica do Problema da Basileia

Darlan Ferreira de Oliveira ® Joaonito de Jesus Santos ®

Resumo

O presente artigo tem como objetivo apresentar, através de conceitos da geometria plana, uma
forma para calcular a soma dos inversos dos quadrados dos niimeros naturais. Esse problema ficou
conhecido na literatura como Problema da Basileia e foi mostrado por Euler, usando técnicas do
calculo diferencial, que tal soma vale 72 /6.
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Abstract

This article aims to present, through concepts of plane geometry, a way to calculate the sum of
the inverses of the squares of natural numbers. This problem is known in the literature as the
Basel Problem and it was shown by Euler, using differential calculus techniques, that such a sum
is worth 72/6.

Keywords: Basel Problem; Inverse Theorem of Pythagoras; plane geometry.

1. Introdugao

Basileia é uma cidade localizada na zona noroeste da Suica, proxima as fronteiras do pais com
Franga e Alemanha, onde, em 15 de abril de 1707, nasceu um de seus filhos mais ilustres, Leonhard
Paul Euler.

O talento de Euler para a Matematica logo foi descoberto pelo matemético Johann Bernoulli, que
o incentivou a matricular-se no curso de Matematica da Universidade de Basileia, onde concluiu
em 1726 seu doutorado com uma tese sobre a propagacao do som.

A obra de Euler consta de pelo menos 530 trabalhos publicados em vida e uma série de manuscritos
deixados apés sua morte. Foi em 1735 que Euler ganhou fama internacional apds resolver um
famoso problema em teoria dos ntimeros, proposto pela primeira vez por Pietro Mengoli, de achar

o valor exato da soma
1 1 1 1 1
1+2—2+§+4—2+?+6—2+"',
2
. T .
mostrando que a série converge para o valor — Este fato que surpreendeu a todos, pois a resposta

trazia relacao com uma das constantes mais importantes da Histéria da Matematica. Muitos ma-
tematicos importantes da época debrugaram-se sobre esse problema, dentre eles Jacques Bernoulli,
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mas nao obtiveram sucesso. Por fim, o problema ficou conhecido como o Problema de Basileia, em
homenagem a cidade natal de Euler.

A proposta deste trabalho é estudar, a partir de uma abordagem geométrica, o Problema da
Basileia, evidenciando a aplicagao de varios conceitos da geometria plana estudados no ensino
basico.

2. Convergéncia da soma

O Problema da Basileia consiste em encontrar a soma dos inversos dos quadrados dos niimeros
naturais,

11 1 1 1 1 1
ZP—1+2—2+§+4—2+5—2+6—2+5+"'. (1)
neN

A primeira pergunta que deve ser feita quando se estuda o Problema da Basileia é se, de fato, a
soma envolvida no problema converge para algum niimero real. Para ver que a soma no Problema
da Basileia ¢ finita, considere para cada nimero natural n a seguinte desigualdade:

(n—Dn <n? <n(n+1).

Para cada nimero natural n maior do que 1, vale a desigualdade
1 1 1

(n+ Dn < n2 < n(n—1)

, que pode ser reescrita como
1 1 1 1 1

—2< .
n n+l n n-1 n

11 1 1
D e S
2 3 22 2
1o1_1 1.1
3 4 322 3
1o1_1 1.1
4 5 273 ¥

Somando, membro a membro estas desigualdades, obtemos

171<1+1+ +1<171

2 n+1 22 32 n2 n’
Acrescentando 1 a todos os membros, obtemos

3 1 1 1 1 1

- — <1t =+ z+ =<2 —.

2 n+1 22 32 n? n

N
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Nesse momento, o leitor familiarizado com o conceito de limite deve concluir que quanto maior o

1

valor de n os termos —7 e % se tornam mais proximos de zero, de modo a concluir que o valor da

soma no Problema da Basileia fica compreendido entre 3/2 e 2.

Mais detalhes sobre a prova original de Euler podem ser encontrados nos trabalhos [1, 2, 3, 4, 5].

3. Sequéncia de circunferéncias encaixadas

No que segue, a sequéncia de circunferéncias encaixadas tangentes num ponto O
[y, To, Ty, Ty

centradas em O1, 02,03, -, 0y, -, respectivamente, satisfazem as seguintes propriedades:

P1. T',, é tangente interior & I'y+1 no ponto O;

P2. O diametro de I',41 € o dobro do diametro de I'y,.

Sendo d, o didmetro da circunferéncia I'y, segue das propriedades P1 e P2 que os centros
01,09,03,---,0y,--- estdo alinhados, e d, = OOn41 = 2" 'd;. A Figura 1 ilustra as quatro
primeiras circunferéncias encaixadas tangentes em O.

0y

Figura 1: Circunferéncias encaixadas tangentes em O

A construcao dessa sequéncia de circunferéncias encaixadas serd usada para auxiliar no cdlculo do
inverso do quadrado da medida do diametro da circunferéncia I';.

4. Pontos singulares

Considere a sequéncia de circunferéncias encaixadas I'y1,I'9,I's,- -+ , Ty, - - - tangentes num ponto O.
Nesta secdo serd descrita a construcdao de 2! pontos Oy, Ojg, - - - , Oj2i-1y sobre a circunferéncia
I;, os quais serao denominados pontos singulares de I7.
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Inicialmente, considere a circunferéncia I'y tangente interior no ponto O a circunferéncia I's, con-
forme ilustra a Figura 2.

Definigao 1. O ponto singular sobre I'; é dado por O1; = Os.

Definigao 2. Os dois pontos singulares sobre I'; sdo obtidos pela interse¢do da reta tangente a I'y
no ponto Oy com a circunferéncia I'y e sao denotados por Os; e Ogs. Veja Figura 3.

Q

Figura 2: Ponto singular O1; sobre I'y Figura 3: Pontos singulares O2; e Qg9 sobre I'y
Seguindo, considere, agora, a circunferéncia I's tangente interior no ponto O a circunferéncia I's.
Definigao 3. Os quatro pontos singulares sobre I's sdo obtidos pelas intersecoes das retas secan-

tes & I’y pelos pares de pontos (O3, 021) e (O3,022) com a circunferéncia I's, e sao denotados,
respectivamente, por Oz1, 033 e Oz2,034. Veja Figura 4.

Figura 4: Pontos singulares Oz1, Q32,033 e O34 sobre I's

N
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Mais geralmente temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 4. Os 2! pontos singulares sobre I'j sio obtidos pelas intersecoes das retas secantes a
I'i_1 pelos pares de pontos (Oj, O¢i—1)k) com a circunferéncia I'; e sdo denotados, respectivamente,
para cada 1 < k <22 por Ok e Ojyai-2).

Definicao 5. Os pontos singulares sobre I'), determinados pela intersegao da reta secante que passa

pelo centro de I';, e um ponto singular de I',_; sao chamados pontos singulares conjugados de T'y,.

4.1. Propriedades envolvendo pontos singulares

Para os pontos singulares de uma circunferéncia I';, valem as seguintes propriedades:

Propriedade 1. O angulo central PﬁnQ, onde P e Q sdo pontos singulares consecutivos da circun-

feréncia encaixada I',, mede para todo n > 2.

2nf2
b

Demonstragao. Para n = 2 temos apenas dois pontos singulares O21 e O22 onde o segmento Q1049
é o diametro de I's. Assim o angulo central 03705022 mede 7 e a afirmacao é verdadeira para

n = 2. Suponha que o angulo central PO, Q da circunferéncia encaixada I', mede, para um certo
b3 i . ~

natural n, o2 para quaisquer P e QQ consecutivos sobre I'y. Para mostrar que essa relagao vale

para o natural n + 1 sdo tomados dois pontos consecutivos P’ e Q" sobre I'y41. Sendo P o ponto

de intersecao da reta que passa por Op;1 e P’ com I';, e Q o ponto de intersecao da reta que passa
por Ons1, e Q' com I'y,, vamos considerar dois casos:

Caso 1. Oyt nao pertence ao menor arco sobre I', determinado por P e Q. Veja Figura 5.

Segue do Teorema do angulo inscrito que
P/6n+1 Q, = P6n+1Q

1 -~
=-P
5P0.Q

=3(3)

T 9\9n-2
T

2n71

Caso 2. Oy41 pertence ao menor arco sobre I'y determinado por P e Q. Veja Figura 6.
Segue do Teorema do angulo inscrito que
P/6n+1QI =7 - P6n+1Q
1
= i(arco determinado por P e Q que nao contém On+1)
1 ~
—n— 5(271 - POHQ)

T
2n—1

Segue do Principio de inducao finita que a propriedade é valida para todo nimero natural n.
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Figura 5: Angulo central P,6n+lQ, de Ty Figura 6: Angulo central P'O,41Q’ de I' 11

Propriedade 2. Os arcos determinados por pontos singulares consecutivos de uma circunferéncia
I', tém comprimentos medindo ndy, para todo n > 2, onde d; é o diametro de I'y.

Demonstragao. Sejam P e Q dois pontos singulares consecutivos sobre a circunferéncia I';, e @ o
arco determinado por P e Q. O comprimento C do arco @ é dado por ar,, onde r, é o raio da
circunferéncia I',. Segue da Propriedade 1 que

dn

C = 0’7
- 2n71

=P0,Q 4

T n-2
= 352"

=7l'd1.

5. Triangulos singulares inscritos
Dados dois pontos singulares conjugados Ojy € Oj(y49i-2) em I'j a eles associamos o tridngulo singular
00 Oj(k42i-2) inscrito em I, o qual denotamos por Ay, para cada natural k, com 1 <k < 212,

Propriedade 3. O triangulo singular Ajc é retangulo em O, e o segmento OO 1)k ¢ a altura em
relacao ao lado oposto ao vértice O. Veja Figura 7.

N
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Figura 7: Triangulo singular A; inscrito em T

Demonstragao. Basta notar que os vértices O, no tridngulo OOy O;(9i-24x), € O(i-1)k, no tridngulo
00 (i-1)k O, sao opostos, respectivamente, aos lados que sao diametros das circunferéncias I'; e I'j 4
nos quais esses triangulos estao inscritos. Entao, pelo Teorema do angulo inscrito, segue que os
angulos Oj(gi-24) 001 € OO ;1) O; sao retos.
No que segue, faremos uso do seguinte resultado cuja demonstragao decorre diretamente do Teo-
rema de Pitdgoras.
Teorema 1 (Teorema Inverso de Pitdgoras). Em todo triangulo retdngulo, o quadrado do inverso
da altura relativa a hipotenusa € igual a soma dos inversos dos quadrados dos catetos, ou seja,

1 1 1

AR

Figura 8: Teorema Inverso de Pitdgoras

6. Inverso do quadrado do didmetro de I’y

Nesta secado mostraremos como escrever o inverso do quadrado do diametro de I'y em funcao dos
comprimentos das cordas OOy, de uma circunferéncia I',, para 1 < k < 2%°1,
D)
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Observe, inicialmente, que

1 1 1

& 00, 00,

(2)

Como o segmento 0077 é altura do tridngulo singular 0021042, como ilustra a Figura 9, segue
do Teorema 1 que

1 1 1 1
d_2 - 2 = 2t 2" (3)
1 0011 0021 0022

Ia

02 O“: O

o]

Figura 9: Triangulo singular OO Q99

Segue da Propriedade 3 que os segmentos OO2; e 0024 sao alturas, respectivamente, dos triangulos
singulares 0031033 ¢ 0032034 donde, novamente, pelo Teorema 1 obtemos de (3) que

1 1 1 1 1
+ + +

4} 003" 0035 003 00s

(4)
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o]

Figura 10: Triangulo singular O0O3; 033 Figura 11: Triangulo singular OO32034

De forma mais geral, as identidades obtidas em (2), (3) e (4) sugerem a seguinte igualdade envol-
vendo os comprimentos das cordas OOy; de uma circunferéncia I'y, para 1 <i < 221

Na verdade, essa igualdade mantém-se verdadeira para todo nimero natural n, e é o contetido da
proposicao a seguir:

Proposigao 1.

para todo nimero natural n. (6)

d% iz1 OOy;

Demonstracdo. Segue das igualdades (2), (3) e (4) a validade da afirmagio para os trés primeiros
nimeros naturais. Suponha a validade de (6) para um ndmero natural n qualquer. Para a soma
envolvendo as cordas OO (y41);, com 1 <i < 2%, da circunferéncia I',;1 temos

on gn-1

1 1 1
p— (7)
iZl: OO(n+1)i2 ; (Oo(n+1)i2 i Oo(n+1)(i+2“1)2)

Como o0s pontos O(ys1)i € O(ns1)(i+2n-1) a0 singulares conjugados, segue da Propriedade 3 que o
segmento OOy; € altura do tridngulo retangulo OO (141);0m+1)(i+22-1). Do Teorema 1 obtemos

—_

+ ! - (8)

2 2 2
OO@m+ni  OO(mnyson1y OOy

Combinando (6), (7) e (8) obtemos
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onde (6) é vélida para o natural n+ 1. Segue do Principio de Indugéo Finita que (6) é valida para
todo nimero natural n.

Observacgao 1. Finalizamos esta secao destacando que a partir da simetria existente entre os pontos
singulares de uma circunferéncia I';, em relagdo a reta que contém os centros das circunferéncias
valem as seguintes igualdades para os comprimentos das cordas OOy1, OO0y9, -+, 00901 da cir-
cunferéncia I'y:

O 2y, Op
/ a RN
./ | ‘
— c
00,1 =00y 201y O 1/ L | o
AN .‘ “- AOn
00,2 =00,2n1) [ : ! A
|~ O, | r
Oon3 = OOn(Qn—l,g) \ Vol |
Opiznioz ‘, [ 7 |
\ Ouiyj

OO gn2 = OOn(2n 241) l E ‘."
O“(Zr 1y ‘\\_77.\\\\ ™, Ilil"
. \,_, :

Figura 12: Cordas em I'y,

Segue dessa observacao que a igualdade (6) pode ser reescrita como

2:)72
1
— =9 (9)
dy Z; 00w~

7. Estimando o comprimento das cordas OO,; da circunferéncia I';,.

Segue da Propriedade 1 que o angulo central O on 10,00, vale sz - Como OO0y; = OO0y gn1), 0

angulo central 06n0n1 = O@nOn(gn 1) = 5aer. Consequentemente, os angulos centrais
061101117 06110112’ R OGDOnky R 06n0n2“’2

medem, respectivamente,

T 3 by (k=D by
21171’21171"”’21171 on-2 ’.“’ﬂ'72n71’

veja Figura 13. Além disso, lembremos o argumento para calcular o comprimento de uma corda
em funcao de seu angulo central. Na ilustracao da Figura 14, temos uma circunferéncia de raio r
centrada em O, e os pontos A e B sobre ela definem uma corda AB de comprimento ¢ com angulo
central @ e um arco de comprimento s. Temos

c
senﬂ:Q— e s=ar
T an
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Figura 14: Corda ¢ em funcao do arco s

Figura 13: Cordas OOy1,00p2, -+, 00902

e dai segue que

c=2rsenf
2s a
= —sen —
a
a
. sen g
=s—g
2
. =~ 2k-1 . .
Para a corda OO, que tem angulo central OO, Oy = ( 2n,1)", a igualdade anterior fornece-nos
—  seng
OOnk =S @
2

_(2k— 1)z sen LT
T 9n-1 no(2k-1)7
Gk Dx
_(2k- )r d, sen ZDE
T on1 9 (2kDax
2“

_(2k-Dr sen (21;_)});:
T T on1 1" ok )nx
2!1
_ (k- Dz sen (e tin
- Ik ynx
2!\

N
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Substituindo essa ultima igualdade em (9), obtemos

on-2 2n—2

1 2
—_22 ( ) - (10)
dj k=1 00 =\ Glcym g sen Hop
nk = 5 dy Ck 1)x
Simplificando a igualdade (10), chegamos a
5 20 2 2
n 1
- - 11
8 Z ( sen P DL ) ( )
(2k - 1)‘75;7;?‘
T om
que vale para todo nimero natural n. Para concluir, vamos mostrar que
9 on-2 2 .
bis . 1 1
N 11152, ( sen ) =) (2k - 1)% (12)
(2k — 1)W k=1

Para isso, considere a seguinte familia de nimeros reais {ax n}x nen dada por:

1

G e k<2v?
sen X

akn =1 (2k— 1) =2
[EX=0E3

0, se k > 2072
Para qualquer nimero natural k fixado, segue do limite trigonométrico fundamental que

I 1 1
e T TR
k-1 73—
20

Para qualquer nimero natural m fixado, temos

m
. 2
lim E ar =
n—oo k,n

k=1

Ma

m A, = kz:: 2 1)2

-
I

1

de onde, fazendo m tender ao infinito, obtemos

I}ig{}ozaﬁ,n ;(21{ 0z

k=1
(o)
Note que, para cada n € N, o somatoério Z aﬁ , tem apenas as 272 primeiras parcelas nao nulas,
k=1
1sto e,
) on-2
2 _ 2
PILALDIL A
k=1 k=

i
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) ) 2n—2 211—2 2
Z ; = lim ai = lim ai = lim 1 -
(2k - 1)2 n—eo M noeo M nooeo sen (21;719" 8
k=1 k=1 k=1 k=1 \ (2k — 1)W

o
e segue a validade da igualdade (12). Obtemos dai a seguinte proposigao:
Proposicao 2.

n? 1 N 1 N 1 N 1 .
8 1232 52 72 ‘
72
Finalmente, para ver que a soma em (1) converge para R usamos a Proposi¢ao 2 combinada com
o seguinte argumento:
1 1 1 1 1 (1 1 1 1 1 1 1 1
ﬁ+2—2+?+4—2+§+"'—(1—2+§+5—2+ﬁ+"')+(2—2+4—2+6—2+8—2+"')
2 171 1 1 1
(1_2+2_2+§+4_2+”')

Segue dai que

, €, por fim, obtemos

8. Consideragoes Finais

“A Geometria faz com que possamos adquirir
o hdbito de raciocinar, e esse habito pode ser
empregado, entao, na pesquisa da verdade e
ajudar-nos na vida”.

(Jacques Bernoulli)

A ideia deste trabalho é apresentar uma demonstracao do Problema de Basileia, como ficara conhe-
cida a soma dos inversos dos quadrados dos nimeros naturais, utilizando elementos da Geometria
Plana, mas, também, mostrar a importancia dos conceitos geométricos na construgao do conheci-
mento matematico, sobretudo no ensino basico.

Esse problema caracterizou-se com grande complexidade, sobretudo, nos séculos XVII e XVIII,
quando estudiosos como Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), John Wallis (1616-1703) e os
matematicos da familia Bernoulli debrugaram-se sobre ele.

-
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Revisando a literatura, percebemos que as resolucoes sao datadas a partir de 1735, quando Eu-
ler encontrou a primeira solucao e, quase sempre, fazem uso apenas de conceitos algébricos nas
demonstracoes.

Sabendo do papel fundamental exercido pela geometria na aprendizagem da Matemadtica, sobre-
tudo, nas escolas de educacao béasica e, também, por nao encontrar um material escrito evidenci-
ando os conceitos para a prova geométrica do Problema da Basileia, decidimos escrever, ao nosso
ver, aquelas que seriam as ideias geométricas necessarias para uma boa compreensao do citado
problema.
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