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Resumo

Neste artigo, apresentamos quatro teoremas, nao muito presentes nos livros didéaticos, e que geral-
mente nao estao inclusos nos curriculos da Escola Bésica, com o objetivo de que o leitor perceba a
interacao entre as diferentes dreas da Matematica mais comuns aos estudantes, a saber: Aritmética,
A,lgebm7 Geometria e Trigonometria. Espera-se que as provas desses teoremas, além de ilustrar a
conexao entre essas areas, destacadas neste artigo, mostrem a necessidade de essas areas interagi-
rem entre os vérios tipos de pensamentos matemaéticos. Acreditamos que o professor, ao considerar
o entrelacamento desses tépicos, tende a refletir e elaborar tipos de atividades que ampliem o que
é apresentado em sala de aula. Por meio de nossas pesquisas bibliograficas, foi possivel observar
suas implicagoes didaticas, correlacoes com a Base Nacional Comum Curricular e algumas teorias
educacionais envolvidas que, devido ao nosso objetivo, nao serao objetos de discussao, mas estao
implicitas neste texto.
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Abstract

In this article, we present four theorems, not very present in textbooks, and which are generally
not included in the Basic School curricula, with the objective that the reader perceives the inte-
raction between the different areas of Mathematics most common to students, namely Arithmetic,
Algebra, Geometry and Trigonometry. It is hoped that the proofs of these theorems, in addition
to illustrating the connection between these areas, highlighted in this article, show the need for
these areas to interact between the various types of mathematical thinking. We believe that the
teacher, when considering the intertwining of these topics, tends to reflect and elaborate types of
activities that expand what is presented in the classroom. Through our bibliographic research, it
was possible to observe its didactic implications, correlations with the National Curricular Com-
mon Base and some educational theories involved that, due to our objective, will not be objects
of discussion, but are implicit in this text.

Keywords: algebra; geometry; trigonometry; number theory

1. Introducgao

Nossa motivacdo ao escrever este artigo deu-se pela percepcao, como professores de Matemaética,
de que os contetidos matemé&ticos passam por intimeras modifica¢des no decorrer do tempo [10].
R
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O que se pode apresentar nos livros didaticos é uma versdao sem os dramas humanos de erros,
frustracoes e acertos que levaram a evolugao daqueles conteudos, além da omissao, por uma questao
de necessidade, de muitos resultados paralelos importantes que foram obtidos no estudo de um
problema em particular. Sendo nosso objetivo que o leitor perceba a interagao entre diferentes
areas da matemadtica, destacamos o Teorema de Pitagoras e os Triplos Pitagoricos, por serem
tépicos de estudos na Teoria dos Niimeros que sempre rendem resultados surpreendentes e podem
nos auxiliar na elaboracdo de uma didatica eficiente para o ensino. Em particular, centramos neste
artigo as conexoes entre a Aritmética, Algebra e Geometria.

Primeiramente, definimos o que sao triplos e triangulos pitagoricos. O Teorema 1 apresenta a
forma geral de como obté-los. Nesse contexto, é feita uma sugestao que conduza a discussao do
Teorema Fundamental da Aritmética para alunos da Escola Bésica. Em seguida, discutimos a
férmula de Heron.

A partir desses resultados, na terceira secao, consideramos a instauracao de um desafio a ser
proposto em sala de aula, e a trigonometria apresenta-se como o ramo da Matematica ideal para
fazer a interacao necessaria com outros ramos. Para isso, apresentamos os conceitos de inraio
e incirculo num triangulo pitagérico para obtermos resultados como os Teoremas 2 e 3, que se
constituem como prova de que as conexoes entre Geometria, Algebra e Aritmética sdo possiveis.

Afirma-se que, certa vez, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) disse: “A Matemadtica é a Rainha das
ciéncias e a Teoria dos Numeros (Aritmética) é a Rainha da Matemadtica” [4, p. 435]. David M.
Burton (1930-2016), que foi professor emérito de Matemadtica da University of New Hampshire,
escreveu: “Para aqueles que, como Gauss, consideram a Teoria dos Nimeros a ‘Rainha da Ma-
temdtica’, a Lei de Reciprocidade Quadrética é uma das joias em sua coroa” [2, p. 167]. Neste
artigo, nosso interesse € apresentar outros assuntos relacionados & Teoria dos Numeros que auxiliem
no ensino e aprendizagem de Matemética na Educacao Bésica.

2. Teorema de Pitagoras e os triplos pitagéricos

O Teorema de Pitagoras é apresentado aos alunos do Ensino Fundamental. Para o aprendizado
desse conteudo, é exigida dos alunos a habilidade, descrita na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) [3], de resolver e de elaborar problemas de aplicagao desse teorema [3, p. 271], postulando
que a soma dos quadrados dos catetos a e b de um triangulo retangulo é igual ao quadrado da
hipotenusa c¢. Em simbolos (Figura 1):
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Figura 1: Para o tridngulo retangulo de catetos a, b e hipotenusa c, vale a relacio a® + b? = c2.

Uma vez que estamos interessados em promover um encontro entre a Algebra, Geometria e a
Aritmética (Teoria dos Nimeros), iremos nos concentrar principalmente nos tridngulos pitagéricos,
que sdo tridngulos retdngulos cujos lados (a, b, ¢) sdo nimeros inteiros positivos (naturais), cha-
mados de triplos pitagdricos [9], cujo estudo comegou muito antes da época de Pitdgoras. Existem
tabuinhas babilonicas que contém lista desses triplos, incluindo alguns bem grandes, indicando
que os babilénios provavelmente tinham um método sistemdtico para produzi-las [15]. Ainda mais
surpreendente é o fato de que os babilénios podem ter usado suas listas de triplos pitagéricos como

tabelas trigonométricas primitivas [16]. Os triplos pitagéricos também eram usados no antigo Egito
[7].

Estudos arqueoldgicos demonstraram que os babilonios e egipcios tinham razoes praticas para
estudar os triplos pitagoricos. Essas razoes ainda existem? Provavelmente nao. No entanto, ha pelo
menos uma boa razao para estudar os triplos pitagéricos na Escola Bésica, e é a mesma pela qual
vale a pena estudar a arte de Rembrandt e a mtsica de Beethoven. Ha beleza e complexidade nas
maneiras como os numeros interagem entre si, assim como ha beleza e complexidade na composigao
de uma pintura ou sinfonia. Para apreciar essa beleza, é preciso estar disposto a despender uma
certa quantidade de energia mental, porque o resultado na formacao de quem estd na escola para
sua vida futura vale bem o esforco. Assim, neste artigo, as situagoes apresentadas procuram
motivar o leitor a apreciar algumas verdadeiramente belas, refletir como acontece a interagao entre
diversas manifestagoes, como € o caso aqui da Aritmética, Algebra e Geometria, e, principalmente,
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incentivar um processo de ensino e aprendizagem que considere conexoes entre essas areas da
Matematica.

Uma das belezas da Aritmética é que ela usa muitas vezes suas ferramentas mais bésicas, como a
fatoragao, paritismo, fator comum e divisibilidade, para nos provar grandes resultados. Uma vez
que nao nos prenderemos necessariamente a uma apresentacao matematica abstrata ou axiomatica,
usaremos alguns conceitos da Teoria dos Nimeros sem o rigor de um texto matemaético sobre o
assunto.

Vamos comecgar com uma pergunta tipica em Teoria dos Numeros: existem infinitos triplos pi-
tagéricos, ou seja, triplos de niimeros naturais (a, b, c) satisfazendo a equacio a? +b? = c¢? ? Esse
questionamento é de fato positivo, por uma razao nao muito dificil. Para mostrar que é assim,
basta tomarmos um triplo pitagérico (a, b, ¢) e multiplicar por algum outro ntmero k: obteremos
um novo triplo pitagérico (ka, kb, kc). Isso é verdade porque,

(ka)? + (kb)? = k?(a% + b?) = k%c? = (kc)?

Esses novos triplos pitagéricos nao serao o foco deste artigo. Nossa atengao serd em triplos pi-
tagdricos sem fatores comuns, os chamados triplos pitagdricos primitivos.

Defini¢ao 1. Um triplo pitagérico primitivo (TPP) é um triplo de ntimeros naturais (a, b, c), tal

que a, b e ¢ nio tém fatores comuns, ou seja, MDC(a, b, ¢) = 1, e satisfaz a? + b? = ¢,

Além dos dois triplos pitagdricos primitivos mais comuns (3,4,5) e (5,12,13), incluimos uma
pequena lista com outros na Tabela 1

a b c
7 [ 24725
8 [ 15|17
9 |40 [ 41
11 [ 60 | 61
12 | 35| 37

Tabela 1: Triplos pitagoricos.

Algumas questoes podem ser observadas na Tabela 1. Por exemplo, o fato de que quando a é par,
b é impar e vice-versa, isto é, a e b tém paritismo diferentes. Algo que pode ser conjecturado
é que ¢ é sempre fmpar. S&o questOes interessantes para analisar mesmo em turmas do Ensino
Fundamental, uma vez que nao é dificil provar que essas conjecturas estao corretas. E o que é
interessante é que, no meio da argumentacao da prova, hé outros fatos que precisam ser verificados,
o que poderd enriquecer o debate em sala de aula.

Nesse sentido, no que segue, vamos explorar tal conjectura. Primeiro, se a e b fossem pares, entao ¢
também seria par. Isso significa que a, b e ¢ teriam um fator comum multiplo 2, portanto, o triplo
pitagorico nao seria primitivo. Em seguida, suponha que a e b fossem impares, o que implicaria
que c teria que ser par. Isso diria que existem nimeros naturais s, u e v tais que

a=2s+1, b=2u+l, c=2v.
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Podemos substitui-los na equacio a2 + b? = ¢2, para obter

(2s+1)% + (2u+1)2% = (2v)?,

4% + 4s + 4u® + 4u + 2 = 4v2.

Dividindo por 2,
252 + 25+ 2u% + 2u + 1 = 2v2.

Essa tltima equagao diz que um numero impar é igual a um numero par, o que é impossivel;
entao a e b ndo podem ser impares. Como acabamos de verificar que eles ndo podem ter a mesma
paridade, entao é verdade que um é par e o outro é impar, isso significa ter paridade diferente.
Logo, pela equacio a2 + b? = ¢2 temos que ¢ é {mpar.

Sempre podemos trocar o paritismo de a e b numa demonstragao conforme nossa argumentacao,
sem com isso perder a generalizacao. Nosso problema agora é encontrar todas as solugbes em

naturais para a equagao
2

a+b’=c
com a par (ou impar), b impar (ou par) e a, b, ¢ sem fatores comuns.

Nossa primeira observacao é que se (a, b, c) é um triplo pitagérico primitivo, entao podemos fatorar

a?=c2-b?=(c-b)(c+b).

Observe pela Tabela 2 que sempre que consideramos a como impar e b como par, parece que (c—b)
e (c+b) sdo sempre quadrados:

a | b |c aZ =c? - b? (c-Db)(c+ D)
3 4 ) 32=52-42 1.9

5 12113 ]52=137-122[1.25

7 24 | 25 | 72 =252-242 | 1. 49

15| 8 17 [ 152=177-8219.25

Tabela 2: Triplos pitagoricos primitivos e fatoragoes.

Logo, precisamos provar que (¢ - b)(c + b) sdo quadrados. Outro fato que tende a ser aparente,
observando a Tabela 2 acima, é que (c - b)(c + b) parecem néo ter fatores comuns. Vamos provar
agora essa ultima afirmagao.

Suponha que d seja um fator comum de (c - b)(c + b); ou seja, d divide (¢ - b) e (¢ + b). Entao
d também divide

(c=b)+(c+b)=2ce (c+b)—(c—Db)=2b.

Assim, d divide 2b e 2c. Mas b e ¢ ndo tém fatores comuns porque estamos assumindo que (a, b,
¢) é um triplo pitagérico primitivo. Portanto, d deve ser igual a 1 ou 2. Mas d também divide
(c—Db)(c+b) = a2, e a pode ser fmpar, entdo d teria que ser sempre 1, para evitar contradicdes.
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Em outras palavras, o tinico nimero que divide sempre (c - b) e (¢ + b) é 1, entdo (c - b) e (¢ +
b) nao tém fatores comuns.

Agora sabemos que (¢ - b) e (¢ + b) sao inteiros positivos sem fatores comuns. O seu produto é
um quadrado, pois (¢c—b)(c+b) = a?. A tnica maneira disso acontecer é se (c - b) e (¢ + b) forem,
eles préprios, quadrados.

Assumindo agora, sem perda de generalidade, que a é par e que b é impar, vamos escrever a = 2t
e colocar isso na equacao a? +b? = ¢2, obtendo,

(26)2 +b% = 2.

e assim

(2t)2=c?-b%=(c+b)(c-D),

que podemos reescrever como

_(c+b) (c—b)
tz_T.T (1)

Note que como b e ¢ sao ambos impares, sua soma e diferenca sao ambas pares; consequentemente,

cada um dos fatores na equagdo (1) é um inteiro, e esses inteiros so relativamente primos. Caso

(c+b) (c—b)

vista da equacdo a’ + b? = ¢2, esse fator comum também seria compartilhado por a, ao contrario
da suposicao de que (a, b, c) é primitivo.

. - . b b
tivessem um fator comum, entdo a soma = ¢ e a diferenca % - % =b. E em

Agora, uma vez que o lado esquerdo da equacgao anterior é um quadrado perfeito, o mesmo ocorre
com o lado direito, e os dois fatores do lado direito sao relativamente primos. Os primos na
fatoragao de (c—Db) serao distintos dos primos na fatoracao de (c+b). Essas fatoragdes em primos
devem incluir em cada fator um nimero igual de vezes; ou seja, cada um dos fatores do lado direito
é em si um quadrado perfeito. Entao vamos escrever duas equagoes

b -b
S em? 2 e (2)

[\

onde m e n sao relativamente primos, e m > n. Adicionando e subtraindo equagoes as duas equacoes
acima, obtemos ¢ = m? +n2 e b =m? - n?; e como b e ¢ sdo impares, qualquer uma dessas tltimas
equagOes mostram que m e n tém paritismo diferentes. Finalmente, substituindo as equagoes (2)

na equagao (1), ficamos com t? = m?n?, a partir do qual t = mn e, portanto, a = 2mn.

Assim, podemos afirmar, obviamente ndo com tanto rigor quanto necessédrio, que temos uma prova
para o seguinte teorema [19, 11]:

Teorema 1. Para um triangulo pitagdrico com catetos a, b e hipotenusa ¢, qualquer triplo pitagdrico
primitivo pode ser escrito como

a=m?-n% b=2mn, c=m?+n’

Onde m e n sao dois inteiros positivos quaisquer, m > n, m e n sao relativamente primos e com

paridades diferentes.
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Nosso comentdrio a respeito do “rigor” vem do fato de termos assumido que existe uma tunica
decomposicao em fatores primos para cada nimero natural. De modo nenhum essa é uma afirmagao
6bvia. Uma sugestao de como apresentar uma ideia desse assunto a nivel de escola bésica, poderia
ser como segue.

Pedir para os alunos considerarem em uma realidade, com uma outra aritmética, onde os Uinicos
ndmeros que sao conhecidos sao os nimeros pares. Entao, neste mundo, os 1inicos nimeros que
existem sao

p=1{.,-8-6-4,-20,24,68,10,..}.

Observe que nessa realidade podemos adicionar, subtrair e multiplicar nimeros como de costume,
ja que a soma, a diferenca e o produto de niimeros pares sao novamente nimeros pares. Também
podemos falar sobre divisibilidade. Podemos dizer que um nimero m divide um ndmero n se
houver um niimero k com n = mk. Mas lembre-se que estamos agora nessa nova realidade, entao
a palavra “nimero” significa um nimero que pertence a p. Por exemplo, 6 divide 12, uma vez que
12 = 6 X 2; mas 6 nao divide 18, uma vez que nao ha um ntmero k em p satisfazendo 18 = Gk.

Podem-se definir niimeros primos nessa nova situagao. Diremos que um nimero p é primo se nao
for divisivel por qualquer niimero em p. Observe que, nessa realidade, um ntmero nao é divisivel
por si mesmo. Assim, temos alguns primos:

2,6, 10, 14, 18, 22, 26, 30.

Em nossa aritmética, prova-se que se um numero primo divide um produto ab, entao ele divide a ou
divide b [17, p. 109]. Agora voltemos & nova situagao em que colocamos os alunos e consideremos
o primo 6 e os nimeros r = 10es = 18. O numero 6 divide r.s = 180, uma vez que 180 = 10 x 18;
mas 6 nao divide nem o 10 nem o 18. Entao, uma verdade em nossa aritmética, nao é verdade
nessa nova aritmética.

Consideremos agora o fato de que cada ntmero pode ser fatorado como um produto de primos
exatamente de uma maneira, a menos da ordem dos fatores. Uma atividade pode consistir nos
alunos mostrarem que nessa aritmética cada nimero pode ser escrito como um produto de primos.
Mas consideremos as seguintes fatoracoes:

180 =6 x 30 =10 x 18.

Os alunos poder ver que todos os numeros 6, 30, 10 e 18 sao primos. Isso significa que 180 pode
ser escrito como um produto de primos de duas maneiras diferentes. Os alunos podem verificar se
h& mais maneiras de escrevé-lo como um produto de primos. Situagbes como essa, permitem que
o professor inicie um debate matematico, mesmo que o rigor e as demonstragoes ainda nao sejam
possiveis.

Trabalhar com Ntumeros Primos jé é ter acesso a uma gema com complexidade, preciosidade e
beleza muito especiais. A seguir, vamos apresentar outro fato em que a Algebra e a Geometria
estao conectadas.

2.1. A férmula de Heron

A partir da conhecida férmula para o cdlculo da area do tridngulo, é possivel deduzir algebricamente
uma férmula que nos fornece a drea de um triangulo, a partir dos seus elementos mais bésicos,
R



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Fonseca, Brito e outros

a medida de seus lados. Essa férmula ¢é atribuida a Heron (ou Heréo) de Alexandria (10 d.C.-80

d.C.), e garante-nos que, em um tridngulo qualquer, a drea é dada por A = /(s(s—a)(s— b)(s — ¢)),
(a+b+c)
2

sendo a, b, ¢ as medidas dos lados e s = o semiperimetro do triangulo ilustrado na Figura 2.

Figura 2: Triangulo de lados a, b, c e altura h.

Assim, para os propdsitos da nossa demonstracao,

2s=a+b+c, 2(s—a)=-a+b+c,
2(s—b)=a—b+c, 2(s—c)=a+b-c.
Ha& pelo menos um lado do triangulo dado, cuja altura estd “dentro” do triangulo. Por conveniéncia,

seja esse lado o de medida c. Informamos que nao fard nenhuma diferenca: tal escolha apenas da
um referencial para nossa argumentacao [14].

Nossa tarefa é expressar h em termos de a, b e ¢, substitui-lo em A = %ch (Figura 3).

i
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Figura 3: Triangulos retangulos de lados a,p,h e b, q, h.

Seja p + q = ¢ como indicado. Entao,
h*+p?=a’eh?+q?=h?

Uma vez que q = ¢ - p, entdo q2 = (¢ - p)? & ¢? =~ 2cp + p2. Adicionando h? a ambos os
lados da igualdade, temos h? + q® = h? + p? — 2cp + 2.
Agora, substituindo, nessa equacao, os valores correspondentes, temos b? = a?-2cp+c2, e resolvendo
em p, obtemos

_a?+c?-b?

- 2c

Uma vez que h? = a? — p? = (a+p)(a—p), teremos:

h? =

+(a2+c27b2) 7(a2+c27b2)
& 2c a 2c

_ (2ac+ a2 +c2 - Db?)(2ac—a? - ¢ - b?)
a 4c2

_(a+ ¢)2 - b?)(b? - (a—c)?)
- 4c2

_(a+b+c)(a+c—b)(b+a—c)(b—a+c)
- (4c?)
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_(a+b+c)(-a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
B 4c2

_(28.2(s—a).2(s—Db).2(s—¢))
- (4c?) '

Logo,

_ 4s(s—a)(s—b)(s—c)

h2
c2

b 2¢/s(s—a)(s—b)(s—c)

C
E uma vez que
1
A = §Ch7
entao,
1 (2 - ~b)(s—
A l, \/s(s a)(s—Db)(s—c) ’
2 ¢
e

A=+s(s—a)(s—b)(s—c).

Na secdo a seguir, apresentaremos mais algumas conexdes entre Algebra, Geometria e Aritmética.

3. Interagoes matematicas e a sala de aula

Na Teoria dos Numeros, hd importantes fatos sobre os triangulos pitagéricos, como o inraio e o
incirculo [2, p. 248]. Ao apresentar uma prova, em nivel elementar, de que o inraio de um tridngulo
pitagorico é um numero inteiro, pode-se refletir de que forma os assuntos que tém relacao com o
conjunto dos ntimeros inteiros estao distribuidos ao longo da Educacao Bésica, considerando um
planejamento que envolva uma geometria com ntimeros inteiros.

Ao se estudar os triangulos pitagoricos na Escola Basica, é dada uma grande atencao aos lados do
triangulo. Mas o que pode ser dito sobre os angulos de um triangulo pitagérico? O professor desse
nivel de ensino pode surpreender e motivar seus alunos ao mostrar que o estudo do incirculo leva
a um resultado fundamental sobre esses angulos, e que o incirculo d4 um significado geométrico
simples para os fatores que ocorrem no radical na férmula de Heron.

Desafiar os alunos a encontrar triangulos nao retangulos com lados inteiros e inraios inteiros seria
uma excelente atividade envolvendo grupos de alunos e o uso da calculadora. Uma possibilidade
é comecar com quaisquer dois tridngulos pitagdéricos e, em seguida, criar um tridangulo a partir de
ampliacoes e unioes dos dois originais.

A seguir, apresentamos o que consideramos acima e concluimos com mais um fato que pode ser
interessante para os alunos da Escola Bésica: como dois triangulos pitagoricos estao relacionados
pelo incentro.
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al|lb C r
314 |5 1
5112 | 13 | 2
712425 |3
940 | 41 | 4

Tabela 3: Medidas dos

3.1. O inraio do incirculo

inraios.

O incirculo de um tridngulo é um circulo inscrito neste triangulo. A Figura 4 ilustra o incirculo
de um tridngulo pitagdrico e o seu raio (inraio). O centro I do incirculo (incentro) é o ponto de
encontro das bissetrizes dos angulos do triangulo. Neste artigo, discutimos varios fatos incomuns
sobre triangulos pitagoricos relacionados a propriedades do inraio

B

Figura 4: Incirculo em um triangulo retangulo.

O inraio r, do incirculo de um tridngulo pitagdrico, é um nimero inteiro [5, p. 11]. Por exemplo,
o inraio do tridngulo (3, 4, 5) é igual a 1 e o inraio do tridngulo (5,12,13) é igual a 2 e outros
valores sao mostrados na Tabela 3. Agora, iremos apresentar uma prova a nivel elementar, de
que o inraio em um triangulo pitagoérico é um nimero inteiro. Comegamos com um teorema sobre
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o inraio do incirculo em qualquer tridngulo [1].

. N . . A +b+ s
Teorema 2. Sejam a,b e c os lados de um triangulo. Seja A, a drea do triangulo e s = % €o
semiperimetro. Entao, o inraio v do incirculo (Figura 5) é dado por

r:% er= w

Figura 5: Inraio do incirculo em qualquer triangulo.

Demonstracdo. A drea A do triangulo ABC é igual a soma das areas dos trés triangulos interiores
AIB, AIC e BIC formado pelas bissetrizes internas. Esta soma é

1 1 1 1
A=-ra+=-rb+-rc==r(a+b+c)=rs
2 2 2 2

_A
Logo, r = <.

De acordo com a férmula de Heron, A = \/s(s —a)(s—b)(s—c). Entao,

Vs(s—a)(s—b)(s—c) =15

r’s2 =s(s—a)(s—b)(s—c)

Assim, r = \/w, 0 que conclui a prova
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Revista eletronica da

A seguir, queremos determinar o inraio em um tridngulo pitagérico. Apresentamos duas demons-

tracoes acessiveis e que podem servir para incentivar provas e demonstragoes na Escola Bésica
[14].

Teorema 3. Seja ABC um triangulo pitagorico com catetos a, b e hipotenusa ¢ e o incirculo com
incentro I neste triangulo. Entdo, o inraior € um inteiro dado por r = n(m —n).

Demonstracgdo. Sejar o inraio do incirculo no triangulo pitagérico ABC como na Figura 6.

3
a—rT
a—rT
a c
r T
b—r

T r

] 2

Figura 6: Triangulo pitagdrico com catetos a, b e hipotenusa c e o incirculo com incentro I.

Assim,
+b-
c=(a-1r)+(b-1r)=a+b-2r & r= %
Como o triangulo é pitagorico,

3 (m? - 1n? + 2mn — m? - n?) _ (2mn— 2n?)

' 2 2

=n(m-n).
Logo,r é um inteiro dado por r = n(m — n). O

Demonstra¢do. Na Figura 7, A drea A do tridangulo ABC é igual & soma das dreas dos trés triangulos
interiores AIB, AIC e BIC formado pelas bissetrizes internas.
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Figura 7: Trés triangulos interiores AIB, AIC e BIC.
Entdo, A = Area AIB+ Area AIC+ AreaBIC.

1 1 1
§ab = -rc+ -ra+ —rb

2 2 2
e’
ab (m? —n?)2mn [2mn(m —n)(m +n)]
r= = = =n(m—n)
a+b+c (m2-n?+2mn+m?+n2) [2m(m + n)]
Logo, r é um inteiro dado por r = n(m —n). O

A seguir, uma interagao entre Aritmética, Algebra e Trigonometria. Depois de analisar nossos
apontamentos, pretendemos que a apresentacao evidencie a validade a interacao para a educagao
do pensamento matematico nas escolas, e a trigonometria é o ramo da Matematica que permite
essa interacao.

3.2. Conexao com a trigonometria

Nesta subse¢ao, mostraremos que os angulos formados pelas bissetrizes dos triangulos pitagdricos
satisfazem algumas relacoes interessantes. A Figura 8 ilustra os detalhes de vérios segmentos
no tridngulo pitagérico relacionados ao incentro [13]. As medidas desses segmentos podem ser
deduzidas através dos casos de semelhanca de tridngulos e com o fato de o inraio ser r = n(m—n).
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A A
\a n(m +n) ,'
II
/ femmmmmmmmm——— -
;-
///"/
X7 2 2
. n(n m) m-+n
\\ 4
\\\‘~~__ Y ngm‘_’ )/ "/ m(m_n)
1T ~
) n(m —n
Y Y 45° r 6

Figura 8: Bissetrizes do triangulo pitagérico.

Do triangulo pitagérico de lados a = m? —n%, b=2mn e ¢ = m? + n%, obtemos as seguintes relacoes
trigonométricas:

m2 — n2 m2 — n2
tg20 = —— &= 20 =tg | ———
2mn 2mm
e
2mn 1 2mn
tg2f= 55 < 26=1g (—mQ_ng)
temos B m-n
tga = = a=tg! ( )
& + =% \m+n
e

Notemos que os arco-tangentes dos angulos 2a e 28 sao fungoes racionais quadraticas de m e n,
enquanto os arco-tangentes correspondentes as metades @ e 8 sao expressoes racionais lineares

N
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mais simples. Em particular, a relagdo entre os triplos pitagéricos e essas expressoes fornece de
imediato o seguinte teorema:

Teorema 4. Seja 1 qualquer nimero racional positivo tal que & < 1. Ewiste um triangulo pitagdrico
com um angulo agudo tal que a tangente da metade desse angulo € igual a =.

Vejamos outro fato que surge desse encontro entre Teoria dos Numeros, Geometria, Algebra e
Trigonometria.

Uma vez que 2a + 26 = 7, entao a + = 7. Substituindo os valores de a e 8 pelos arco-tangentes,

temos:
e () ()
& m+n m 4

Essa relacao trigonométrica tem consequéncias. Se fizermos m = 1 e n = 2, temos o retangulo
pitagérico (3,4, 5), e a relagao fica

E um fato em que, sempre que hé interacoes entre os diferentes ramos da Matematica, grandes
resultados s@o obtidos [8].

A seguir vamos voltar a férmula de Heron.
3.3. Os fatores na formula de Heron

Foi provado anteriormente que a férmula de Heron para a area de um triangulo com os lados a, b.
¢ em termos do semiperimetro s é dada por:

A =+s(s—a)(s—b)(s—c).

Nesta subsecao, mostramos o significado geométrico dos fatores no radical que as vezes parecem
estranhos a alguns estudantes. A prova original de Heron usa um argumento geométrico complexo
que comega com a construcao do incirculo, como pode ser visto em [6]. A seguir, analisaremos a
importancia dos fatores que aparecem sob o radical [1].

Seja o triangulo ABC ilustrado na Figura 9. Sejam P, Q e R os pontos onde o incirculo tangencia
os lados do triangulo. Provaremos que os fatores na férmula de Heron sao dados por:

s—a=z=AP=AQ, s-b=x=BP=BR, s-c=y=CQ=CR

@= sBm
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
368 =



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Fonseca, Brito e outros

Figura 9: Pontos P, Q e R onde o incirculo tangencia os lados do tridngulo.

Vemos que
a+b+c=2x+2y+2zecomos=@,logo 2s=a+b+c=2x+2y+2z,

e assim temos,
S=X+y+2z.

Vemos imediatamente a partir da Figura 9 que
a=x+y, b=y+z, c=x+2z

Fagamos s—a =z, s—b =x e s—c =y. Isso completa nossa prova.

Mostramos que o incirculo de um triangulo divide os lados do tridngulo em segmentos que sao os
fatores que aparecem na férmula de Heron.

Na subsecao seguinte, comentaremos como encontrar tridngulos nao retangulos com lados inteiros
e inraios inteiros.

3.4. Triangulos pseudopitagdricos

Em geral, um triangulo nao pitagdrico com lados inteiros tera um incirculo cujo raio provavelmente
serd irracional. No entanto, é facil criar triangulos com lados inteiros com inraios inteiros que
chamaremos de pseudopitagoricos, como mostraremos agora. Na Figura 10, comecamos com dois
triangulos pitagdricos: (5,12,13) e (3,4, 5).
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13
——
12 > 13 19 15

Figura 10: Tridngulos pseudopitagoricos.

Entéo, ampliamos (3,4, 5) multiplicando cada lado por 3. Agora os dois lados verticais sdo 12,
e assim os triangulos podem ser unidos para formar um novo tridngulo nao pitagérico com lados
(13, 14, 15). Os tridngulos pitagdricos sempre tém drea inteira, porque um dos catetos é sempre
um numero par. Desse modo, o triangulo criado unindo dois triangulos pitagéricos deve ter area

inteira. Pela Figura 11, vemos que a area é A = % =84. O Teorema 1 afirma que o inraio r do
incirculo para esse triangulo (13,14, 15) é dado por r = % = % =4 (Ver Figura 11) .

Figura 11: Inraio r do incirculo para o triangulo de lados (13,14, 15).

Podemos repetir o procedimento acima comecando com quaisquer dois triangulos pitagdéricos. Ao
ampliar um (ou talvez ambos) os tridngulos por um fator inteiro, os lados verticais tornam-se
iguais e, portanto, podem ser unidos como acima. Este novo tridngulo possui area inteira. O
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inraio calculado a partir do Teorema 1 é, portanto, um inteiro ou um nimero racional. Se r for
racional, todo o tridngulo pode ser ampliado por um fator inteiro apropriado para que o novo
inraio seja um inteiro.

Na tltima subsegdo, apresentamos uma construcdo muito singular. A partir do incentro de um
triangulo pitagdrico, podemos construir um novo triangulo pitagérico

3.5. Triangulos Pitagéricos unidos por um incentro

Um tridngulo pitagdrico de medidas (3, 4, 5) pode ser encontrado a partir de um tridngulo pi-
tagorico de medidas (7, 24, 25) como ilustra a Figura 12.

25

C 24 A

Figura 12: Triangulo pitagérico de medidas (3, 4, 5) a partir de um tridngulo pitagérico de medidas
(7, 24, 25).

Nesta subsecdo, generalizaremos tal fato ilustrado na Figura 12 acima [12]. Ou seja, em um
triangulo pitagoérico BAC, teremos um triangulo pitagérico interno BIQ como ilustrado na Fi-
gura 12. Para quais medidas do tridangulo pitagdrico maior BAC, o triangulo retangulo menor BIQ
também é pitagérico?

Abaixo, temos um segundo exemplo (Figura 13), ilustrando a obtengdo do tridngulo pitagérico
BIQ de medidas (35, 84, 91) a partir do tridngulo pitagérico BAC de medidas (119, 120, 169).

N
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91

84

35

-
C 120

Figura 13: Tridngulo pitagdrico BIQ de medidas (35,84, 91) a partir do tridngulo pitagérico BAC
de medidas (119, 120, 169).

Como o segmento que vai do vértice B até o incentro I é uma bissetriz, temos angulos de 6 e 20
em B, respectivamente para os tridngulos retangulos BIQ e BAC (Figura 14)

B
a 5L C
,’IT
Q fhesmmamas .
s
C - A

Figura 14: Triangulos retangulos BIQ e BAC.
-
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Se o triangulo BIQ for pitagérico, temos

tgh = 2D oy tgh = 2mn

2mn m2-n2"

uma vez que apenas um deles é menor que 1, pois sao reciprocos.

Usando a identidade tg 26 = temos:

1t29’

(n-n?)
1520 = o __ 4mn(m®-n?)
1. [m2n 2)] © (2mn)2 - (m? - n?)?

2mn

ou
2mn

tg2g = @D _ 4mn(m? - n?)
1-— c 22mn2) ]2 (Il’l2 - Il2)2 - (2mn)2

Como esses valores sao simétricos, escolhemos o caso para o qual tg26 > 0 ou seja,

0 <20 < Z dependendo se m? —n? é menor ou maior que 2mn.

Vamos mostrar que o numerador 4mn(m n?) = 4mn(m+n)(m—n) e o denominador (m? —n?)2 -

(2mn)? = (m? - n? +2mn)(m? - n% - 2mn), sdo relativamente primos. O denominador é impar uma
vez que m e n tém paridade diferente.

Suponha que um primo p > 2, divide (m +n) no numerador e (m? —n?)? - (2mn)? = (m +n)?(m —
n)? - (2mn)? no denominador. Entao p divide (2mn)?2, logo p divide m ou divide n. Mas, p divide
(m 4 n), o que implica p é um fator comum de m e n: contradi¢do! Uma contradi¢do semelhante
acontece, para garantir que qualquer fator primo impar de (m — n) ndo pode dividir o denominador
[17].

Em seguida, se um primo p > 2 divide m no numerador e +(m? —n?)? + (2mn)? no denominador,
entdo m divide n* implicando que p divide m e n: contradicao! Uma contradicio semelhante pode
ser usada para mostrar que qualquer fator primo {mpar de (m — n) nao pode dividir o denominador.
Concluimos que o numerador e o denominador nao tém fatores comuns.

A partir desses valores de tg 260, o numerador e denominador (possivelmente, vezes um multiplo
comum) correspondem diretamente as medidas dos catetos para o tridngulo exterior BAC e a
hipotenusa é dada por

{[4mn(m? - n?)]” + [(m? - n)?]%}? = (m?® + %)%

Portanto, as medidas, em mddulo, do triangulo maior BAC, correspondem ao seguinte triplo
pitagorico:

(k[4mn(m2 - n2)] , k[(m2 - 112)2 - (2mn)2] , k(m2 + n2)2)

Temos o interessante fato de que a hipotenusa do triangulo maior é sempre um multiplo de um
quadrado perfeito.

Como um cateto do tridngulo menor BIQ é o inraio, ele é dado por

a+b-c k[4mn(m? - n?) - 8(mn)?]
2 2

= 2kmn(m? — n? - 2mn)
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Assim, as trés medidas, em médulo, do tridngulo menor BIQ séo:

(k(m? — n?)(m? - n? - 2mn), 2kmn(m? - n? - 2mn), k(m? + n?)(m? - n? - 2mn))

A Figura 15 ilustra o caso geral.

k(m? — n?)(m? — n? — 2mn) -

k((m? — n?)% — (2mn)?)

1

2kmn(m? — n? — 2mn)

-
¢ k(4mn(m? — n?))

Figura 15: Caso geral de triangulos pitagdricos unidos por um incentro.

A Figura 15, acima, corresponde a m = 2,n = 1,k = 1, enquanto a Figura 14 corresponde a
m=3,n=2k=1. A proxima construgao mais simples seria m = 4,n = 1,k = 1, conduzindo ao
triplo (56, 105, 119) para o triangulo menor e ao triplo (161,240, 289) para o triangulo maior, como
ilustra a Figura 16.
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B
184
56

1

.

r = 56 105
119
.
C 161 A

Figura 16: Caso particular de tridngulos pitagéricos (161,240, 289) e (56,105, 119).

Conforme expusemos nas consideracoes iniciais, os cinco itens discutidos nesta se¢do procuram
provocar uma reflexao sobre a necessidade de se buscar conteidos em termos de Escola Bésica que
permitam uma interagao entre a Aritmética, Algebra e Geometria. E mais exploragao do conteido
do Conjunto dos Numeros Inteiros em todos os anos dos ensinos fundamental e médio.

4. Conclusao

De acordo com [18, p. 229], “As tarefas com teoria elementar dos niimeros sdo uma &rea rica e
acessivel para aprimorar e sondar o sentido de criagao matematica dos alunos”. Por essa razao,
a utilidade da Aritmética tem sido colocada como um argumento para o ensino e aprendizagem
da Matematica. Além disso, para os alunos, a utilidade adicional no contato com contetdos que
envolvam o conjunto dos nimeros inteiros reside no desenvolvimento da apreciacao da beleza e
do poder da Matematica. O poder e a utilidade no contato com a Teoria dos Niuumeros estd em
desenvolver a habilidade de “trabalhar como um matemético” — conjeturar e testar conjecturas.

O conjunto dos ntimeros inteiros positivos é bastante familiar e os problemas sao de facil compre-
ensdo (nao implicando fécil solu¢do). Usando esse conjunto familiar, o professor, por meio de um
processo correto de orientacao nas descobertas, pode instigar o genuino beneficio de aprender a
pensar de forma independente. Ele deve instruir seus alunos a depender de seus préprios recursos,
evitando a todo momento dar as solugoes. Incentivar a descobrir que eles tém dentro de si o poder
de criar ideias verdadeiramente importantes. Estes sao beneficios da pratica matematica que se
estendem muito além da sala de aula, pois possibilita ao aluno desenvolver uma atitude de ques-
tionar e querer aprender respostas ativamente. Nao se pode negar que é uma coisa boa em cada
empreendimento humano, ndao apenas na resolugao de problemas matematicos.
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Acreditamos que o desenvolvimento do pensamento matematico também se dé através das co-
nexoes feitas entre suas mais diversas dreas. Argumentos fracos e incompletos que defendem que
a construcao do conhecimento matematico sé acontece se existir uma aplicabilidade imediata no
cotidiano do aluno (empobrecimento da disciplina e utilitarismo pontual) ou através de uma signi-
ficacao dos conteidos nao se sustentam para os que entendem a esséncia do fazer matemaético. E
o mesmo tipo de ingenuidade ao se perguntar a um jovem por que ele gosta de jogar video game,
se aquilo parece nao ter nenhuma utilidade pratica para ele...

A falta de motivacao para a aprendizagem matemaética dé-se pela falta de empatia com as heuristicas.
O conhecimento matematico, quando construido através de belos desafios, como uma forma de arte,
como um tipo de diversao, dando liberdade para os erros e sempre com respeito, fard todo o sen-
tido para o estudante. Assim como faz ouvir uma musica, assistir a um filme, ver a chuva, ler um
poema ou ter a curiosidade de saber como os niimeros se relacionam.
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