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Grupos diedrais e simetrias da circunferéncia: uma
abordagem geométrica

Alan de Aratijo Guimardes ® Francisco Thiarly Alves de Souza ®

Resumo

Seja D, o grupo diedral, ou seja, o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados. Em
véarios livros de Algebra Abstrata, o grupo D, é tratado com enfoque puramente algébrico, sendo
visto como um subgrupo do grupo simétrico Sy,.

Neste artigo, propomos uma abordagem menos comum do grupo D,: iremos estuda-lo do ponto
de vista geométrico, interpretando-o como um subgrupo do grupo de isometrias do plano que
fixam um poligono regular. Provaremos que as unicas simetrias de poligonos regulares sdo certas
rotacoes e reflexdes, além de composicoes dessas. Por fim, descreveremos o grupo de simetrias da
circunferéncia.

Os resultados aqui apresentados pretendem destacar que certos conceitos da Teoria de Grupos tém
sua génese na Geometria, e podem ser ensinados dessa forma nas disciplinas de Algebra em nivel
de Graduagao, favorecendo a melhor compreensao dos conceitos por parte dos estudantes.

Este trabalho é fruto da pesquisa de Iniciagao Cientifica do segundo autor sob orientacao do
primeiro autor.
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Abstract

Let D,, be the dihedral group, i. e., the group of symmetries of a regular polygon of n sides. In
several Abstract Algebra books, the group D, is treated with a purely algebraic approach, being
seen as a subgroup of the symmetric group.

In this paper, we propose a less common approach of the group Dy,: we will study it from the
geometric point of view, interpreting it as a subgroup of the isometry group of the plane which
fixes a regular polygon. We will prove that the only symmetries of regular polygons are certain
rotations and reflections, as well as their composition. Finally, we will describe the group of
symmetries of the circle.

The results presented here intend to highlight that certain concepts of Group Theory have their
genesis in Geometry, and can be taught in this way in Algebra subjects at the undergraduate level,
favoring a better understanding of the concepts by students.

This work is the result of the Scientific Initiation research of the second author under the guidance

of the first author.
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1. Introdugao

Ao estudar o conceito de grupo durante um curso de Graduagdo, em geral, o estudante tem um
primeiro contato com a nocao de isometria/simetria de subconjuntos do plano. Nesse momento,
o importante grupo diedral D,, é apresentado. O grupo diedral é visto como o conjunto formado
pelos movimentos que deixam , a menos da posicao dos vértices, um poligono regular invariante.
Comumente, na apresentagao do grupo Dy, os livros de algebra focam nos seus aspectos mais
algébricos: ordem do grupo, geradores etc.

Daqui por diante, denotaremos por P, um poligono regular de n lados.

O nosso objetivo aqui é estudar o grupo D,, de um ponto de vista mais geométrico, visualizando-o
como um subgrupo do grupo de isometrias do plano que fixam um poligono regular de n lados.
Com tal enfoque, teremos condigoes de deduzir que as Unicas simetrias de um poligono regular de
n lados sdo as rotagdes de angulo 2kzr/n, onde 0 < k < n— 1, reflexdes e composigoes dessas. Em
particular, seguird que o grupo diedral D, é finito (de ordem 2n) e isomorfo a um subgrupo do
grupo simétrico Sy.

Na dltima secao do trabalho, iremos estudar o grupo de simetrias de uma circunferéncia. Serd
visto que tal grupo ¢ infinito e consiste de rotagoes em torno do centro, reflexdes em torno de
diametros e composigoes dessas.

Muitas vezes, em sala de aula (bem como em livros diddticos), o conceito de Grupo é apresentado
de maneira muito abstrata e isolada, e isso pode se tornar um empecilho no processo de ensino e
aprendizagem. Acreditamos que a abordagem apresentada neste artigo pode ser adotada em sala de
aula (em cursos de Algebra em nivel de Graduagao), visando enfatizar as importantes propriedades
geométricas do grupo Dy, fortalecendo a compreensao dos alunos e tornando o conceito de Grupo
mais natural.

Para uma boa compreensao do texto, sao requeridos conhecimentos béasicos da Teoria de Grupos

e, também, nogoes de Geometria Fuclidiana Plana.

2. Simetrias

Ao longo do texto, reservaremos o simbolo Il para denotar um plano. Nesse primeiro momento,
iremos definir formalmente o grupo de simetrias de um subconjunto # do plano. Por vezes, iremos
chamar 7 de figura.

Dados os pontos X, Y € II, a medida do segmento XY serd denotada por XY ou por d(X,Y)
(distancia euclidiana entre os pontos X e Y).

Definigao 1. Uma fungao T : IT — IT é dita isometria, se
d(X,Y) = d(T(X), T(Y)),

para quaisquer pontos X, Y € II.
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Definigao 2. Uma isometria T : I1 — II é dita isometria de ¥ quando T(F) c F.

De acordo com a definicdo acima, as isometrias sao fungoes definidas no plano que preservam
distancias.

Observagao 1. As seguintes observagoes sdo de facil verificagdo e podem ser vistas no Capitulo 1
de [4].

(a) Toda isometria é injetiva.

(b) Isometrias de retas e planos sdo sempre sobrejetivas.

(¢) Sejam T uma isometria de ¥ e A # B pontos distintos em . Se P € F estd no segmento AB,
entdo T(P) estd no segmento T(A)T(B).

(d) Consequéncia de (c): se T é uma isometria e r é uma reta, entdo T(r) também serd uma reta.

Quando uma isometria T de F for sobrejetiva, diremos que T é uma simetria da figura ¥. Deno-
tamos o conjunto de todas as simetrias de ¥ por

Isom(F).
Perceba que uma simetria de ¥ é uma funcao bijetora que preserva distancias. Claramente, a
funcao identidade sempre serda uma simetria de ¥, a qual denotaremos por Id.

Podemos enxergar Isom(¥) como um subconjunto de Isom(IT). Mais geralmente:

Proposicao 1. Se S, T € Isom(¥), entio So T, T! € Isom(F). Consequentemente, (Isom(F), o)
€ um subgrupo do grupo (Isom(II), o).

Exemplo 1. Sejam t uma reta do plano IT e B um ponto fora de t e seja B’ o simétrico de B em
relagdo a t. A fungdo Ry : IT — I, definida por

A, se Aet
Al seAgt

é uma isometria do plano Il, chamada de reflexdo em torno da reta t, e estd ilustrada na figura
abaixo.

Rt(A) = {
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Lema 1. Seja T € Isom(F) e suponha que T fiza dois pontos distintos, digamos P e Q. Sendo R
a reflexdo em torno da reta determinada por P e Q, tem-se T(X) € {X,R(X)}, para todo ponto X
de F.

Demonstra¢do. Seja X um ponto qualquer da figura . Como P e Q sao fixados por T, entao T(X)
deve pertencer a circunferéncia de centro em P que passa por X, e de centro em Q) e que passa por
X. Caso a interse¢ao das duas circunferéncias seja o conjunto unitario, segue que T(X) = X, e o
resultado estd provado. Suponhamos entao que exista mais um ponto na interse¢ao, digamos Y, e
seja M o ponto médio do segmento XY, conforme ilustrado na figura seguinte.

Observando que o segmento XY é corda comum as duas circunferéncias, concluimos que PM e MQ
=
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sao perpendiculares a XY. Concluimos entdao que M estd no segmento PQ e que XY e PQ sao
perpendiculares. Assim, segue que Y = R(X). O

Corolario 1. Se T € Isom(F) fiza trés pontos nao colineares, entdo T = Idg.

Demonstra¢do. Suponha que os pontos nao colineares P, P e Po sejam fixados por T e denotemos
por r a reta determinada por P; e P5 e por t a reta determinada por Ps e Ps.

Sendo X um ponto qualquer da figura ¥, do Lema 1, obtemos

T(X) e {X,R:(X)} e T(X) € {X,Re(X)}.
Como as retas r e t sao distintas, é claro que R;(X) # R¢(X) e dai T(X) = X. O

3. Simetrias de poligonos regulares: grupos diedrais

A Definigao 2 fornece-nos uma nova possibilidade de melhor compreender o grupo diedral de um
poligono regular de n lados, precisamente: podemos vé-lo como um subgrupo das isometrias do
plano que fixam o poligono. Serd essa a nossa abordagem daqui por diante.

Dada uma reta r e um ponto P fora de r, seja X um ponto qualquer do semiplano determinado
porr e P. Se T € Isom(Il), sejam r; = T(r), P; = T(P) e X; = T(X).

Com essas notagoes em mente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2. O ponto X; estd no semiplano determinado por ri e Pq.

Demonstra¢do. Por contradigao, suponha que X; e P; estejam em semiplanos distintos determi-
nados por ri. Assim, o segmento X;P; intersecta a reta ry, digamos num ponto A;. Sendo A
o ponto de r tal que T(A) = Aj, decorre que A estd compreendido no segmento XP, o que é
contraditorio. O

Daqui por diante, iremos denotar um poligono regular de n lados por Py,.
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Definigao 3. O grupo Isom(P,) serd chamado de grupo diedral, e serd denotado por D,,.

Agora, apresentamos a seguinte caracterizagao para o grupo Dy:

Proposicao 3. Seja T € Dy,. Se V € um vértice de Py, entdo T(V) também € vértice P,. Conse-
quentemente, o grupo Dy, € isomorfo a um subgrupo do grupo simétrico S,,.

Demonstra¢do. Seja W um vértice do poligono tal que V. e W formam um lado do poligono.
Assim, o poligono fica em um dos semiplanos determinados pela reta que contém o segmento VW.
Supondo que T (V) nao seja vértice de Py, decorre que T(W) nao estaria no mesmo lado que T(V).
Assim, a reta que passa pelos pontos T(V) e T(W) determina dois semiplanos que contém pontos
de Py, o que contradiz a Proposicao 2. O

Corolario 2. Se T € Dy, entao o centro de Py, € fizado por T.

Demonstra¢do. Sejam O o centro de Py, e C(V;) a circunferéncia centrada no vértice Vi e que
passa por O, para cada i=1,...,n. Observemos que

CVy)n---nC(Vy) ={0}.

De acordo com a Proposicao 3, os vértices de P, sao permutados, logo

C(T(Vy)) n---nC(T(Vy)) =C(Vy) N---NnC(Vy) = {0}

Por outro lado, como T preserva distancias, concluimos que T(O) pertence a intersegao supracitada.
Assim, T(O) = O. O

Observacgao 2. Como consequéncia da Proposicao 3, segue-se que as unicas simetrias do tipo rotagao
de um poligono P, sao 6y, 01 ..., 6,1, onde 6y denota a rotagao em torno do centro de P, de
angulo 2kr/n (que convencionaremos serem no sentido anti-horério).

Observagao 3. Para enxergarmos mais simetrias de P, precisaremos considerar os seguintes casos:

(a) n fmpar: Nesse caso, considere as n medianas que partem de cada vértice de P, e sejam Ry, .
R, as reflex6es em torno delas.

.y

Abaixo, temos uma ilustragao do caso n = 3:

(b) n par: Nesse caso, considere as n/2 diagonais e as n/2 mediatrizes do poligono e sejam Ry, .
Ryj2 e Uy, ..., Uyyo as reflexdes em torno das diagonais e mediatrizes, respectivamente.

.y

Abaixo, temos uma ilustragdao do caso n = 4:
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Agora, temos todas as informagdes necessarias para enunciar e provar o principal resultado desta
secao.

Teorema 1. Seja T € D, um elemento do grupo diedral.

e Se n for impar, entao T pertence ao conjunto

{Rtob |0<k<n-1;1<t<n}.

e Se n for par, entao T pertence ao conjunto

{Reobk |0<k<n—-1;1<t<n/2} U{U;o00 |0<k<n-1;1<t<n/2}.
Consequentemente, a ordem do grupo Dy, é menor ou igual a n?.

Demonstragao. Faremos somente a demonstracao do caso n impar, ja que o caso n par segue a
mesma ideia.

Sejam V um vértice de P, e O o seu centro. Consideremos R a reflexdo do plano em torno da reta
determinada por V e O (que é a mediana que parte do vértice V).

Do Corolario 2, sabemos que T fixa O. Logo, se T fixa V, entao T terd V e O como pontos
fixos. Pelo Lema 1, temos T(X) € {X,R(X)}. Se existir X nao colinear a V e O que seja fixado, o
Corolario 1 garante que T =1d = 6y. Caso contrario, podemos inferir que T = R.

Suponhamos entao que V # T(V) = V’. Consideremos a rotacao Gil do plano em torno de O tal
que 675V =V.

Assim, decorre que
To6,'(0)=0

Tod ' (V)=V"

Dessa forma, pelo Lema 3, ha as seguintes possibilidades:

Tod'=1d

ou

To6' =R,
onde R ¢é a reflexdo em torno da mediana que passa por V' e O.

Portanto, das 1ltimas igualdades, obtemos a primeira parte do resultado. A tdltima afirmacao do
resultado segue trivialmente. O
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Na verdade, no que se refere a ordem do grupo diedral, podemos refinar o resultado anterior:

Teorema 2. O grupo diedral Dy, tem ordem 2n.
Demonstragio. Aqui, podemos usar exatamente a mesma ideia da referéncia [3]. O

Uma pergunta interessante e que vai na contramao do resultado acima é se todo subgrupo finito
do grupo Isom(IT) coincide com Dy, para algum poligono regular P,. O teorema seguinte elucida
tal questao.

Teorema 3. Todo subgrupo finito do grupo Isom(Il) € isomorfo a Dy ou Z,, para algum n.
Demonstragio. Pode ser vista na pagina 115 da referéncia [2]. o

4. Subgrupos infinitos de Isom(IT): simetrias da circunferéncia

Agora, nos propomos a estudar o grupo de simetrias da circunferéncia. Provaremos que esse grupo
é infinito, sendo formado somente por rotagoes, reflexdes em torno de diametros e composi¢oes
dessas.

Iremos denotar uma circunferéncia pelo simbolo C e, sendo A um ponto de C, designaremos por
A o ponto de C que é diametralmente oposto ao ponto A.

Definigao 4. Dizemos que f € Isom(C) é uma reflexdo de didmetro AA se os tnicos pontos de C
fixados por f sdo A e A.

Exemplo 2. As seguintes fungoes sao simetrias de C.

(a) Rotagoes de dngulo qualquer em torno do centro de C.
(b) Reflex6es em torno de didmetros de C.
(c) Composigoes das simetrias indicadas em (a) e (b).

Proposicao 4. Se f € Isom(C) fiza dois pontos ndo diametralmente opostos, entao f = Id¢.

Demonstragio. Sejam P e Q pontos de C que séo fixados por f e suponha que Q # P. Observe que
d(P,P) = d(P, f(P)),

logo Pf(P) é diametro da circunferéncia, implicando que f(P) = P. Assim, f fixa trés pontos nio
colineares, e, pelo Corolario 1, obtemos f = Id¢. O
D
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Como um corolério, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3. Suponha que f € Isom(C) tem pelo menos um ponto firo em C. Entdo f € uma reflexdo
ou f é a identidade.

Demonstrac¢io. Seja P um ponto fixo de f. Pelo visto acima, devemos ter que P também sera
ponto fixo. Se esses sdo os Unicos pontos fixos de f, temos uma reflexdo de didmetro PP. Caso
exista outro ponto fixo, a Proposicao 4 implica que f é a identidade. O

Agora, estamos em condigoes de provar o principal resultado dessa segao.

Teorema 4. Toda simetria de uma circunferéncia C é uma rotacao, ou uma reflexdo em torno de
algum diametro ou € composicdo dessas.

Demonstracdo. Seja f uma simetria de C. Fixemos um ponto P € C e consideremos a rotacdo 6
tal que
61 (f(P)) =P.

Segue do Corolario 3 que 8 ' of é a identidade ou 6 ! of é uma reflexdo em torno de algum didmetro,
e dai o resultado segue. O

5. Consideracgoes finais

Normalmente estudado num primeiro curso de Algebra Abstrata em nivel de Graduagéo, o grupo
diedral é, quase sempre, apresentado aos alunos de forma bastante algébrica, em detrimento de sua
importante natureza geométrica. Tal abordagem também é perceptivel em boa parte dos livros
didéticos. Nao obstante, acreditamos que uma abordagem mais geométrica do grupo D, em sala
de aula favorece e amplia a compreensao dos alunos, e torna o conceito de Grupo mais natural.
Foi essa a principal motivagao para a elaboracao do presente artigo, o qual é resultado da pesquisa
de Iniciagao Cientifica do segundo autor, tendo orientagdo do primeiro autor.
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