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O conceito de medida, o continuum e o discreto

José Carlos Magossi ® Vania Rosa Figueiredo Izidoro ®

Resumo

A palavra “medida” tem sido utilizada ao longo da histéria da humanidade em quase todos os
setores da atividade humana. Nao é de espantar que alteracoes no modo como se mede resultam em
alteracoes no modo como a ciéncia e as tecnologias sao desenvolvidas. Os refinamentos nos critérios
de medida, num sentido amplo, ocorrem gracas as tecnologias existentes, ou emergem de alguma
regra bem definida, escrita em alguma linguagem, com algum fim cientifico ou pratico. Enquanto,
num passado remoto, media-se o diametro da Terra com base em semelhangas de triangulos, nos
tempos atuais as tecnologias dao conta de tornar essas medidas muito mais precisas. Mesmo
assim, um consenso ainda nao € atingido, haja vista que o continuum matemético impoe restrigoes
a realidade voltada as medigoes. Por exemplo, nao hd como em laboratdérios utilizar © em sua
plenitude, uma vez que aproximacoes sao necessarias, levando-se em conta que é um nimero
irracional com infinitas casas decimais. Essas incertezas, no quesito “precisao”, podem ser vistas
como uma gangorra, em que de um lado ha as medidas praticas da realidade em que vivemos
e, de outro, as medidas tedricas. O objetivo neste artigo é, por um lado, expor, sob a Otica da
matematica, alguns exemplos em que se caracterize a relagao entre o continuum e o discreto, no
quesito “medida”. Por outro, mostrar que essa relagao pode indicar contradi¢oes, num palco de
interacoes entre o mundo pratico e o tedrico, se nao for feita uma leitura cuidadosa. Além de uma
digressao historica com exemplos, mostra-se que algo semelhante ocorre com o conceito de medida
visto como quantidade de informagao, denominado de entropia por C. E. Shannon. H& também
cuidados a serem tomados com relagao a entropia, vista sob a ética de modelos discretos, e sua
extensao para modelos continuos, a entropia diferencial. Enquanto, do lado discreto, a quantidade
de informacao é positiva, a entropia diferencial, do lado continuo, pode ser negativa, positiva ou
arbitrariamente grande.

Palavras-chave: Medida, continuum, discreto, Shannon, entropia diferencial

Abstract

The word “measure” has been used throughout the history of humanity in almost every sector
of human activity. It is not surprising that any changes in the way things are measured, also
cause impacts in the developent of science and technologies. The refinements in the measurement
criteria, in a broad sense, occur thanks to existing technologies, or they emerge from some well-
defined rule, written in some language, with some scientific or practical purpose. Whereas, in a
remote past, the diameter of the Earth was measured based on similarities of triangles, in modern
times technologies made these measures much more precise. Even so a consensus is not yet reached,
given that the mathematical continuum imposes restrictions on measurement reality. For example,
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there is no way to use w in its fullness in laboratories, since approximations are necessary, taking
into account that it is an irrational number with infinite decimal places. This characterizes a
seesaw, in which, on one hand, there are the practical measures in the reality we live in, and,
on the other, the theoretical measures. The goal in this article is to expose that, on one hand,
from the perspective of mathematics, some examples characterize the relation between continuum
and the discrete, in the measured aspect. On the other hand, we show that this relationship can
indicate contradictions, in a stage of interactions between the practical and the theoretical world,
if no careful reading happens. Apart from a historical digression with examples, it is shown that
something similar occurs with the concept of measure when it is seen as an amount of information,
called entropy by C. E. Shannon. There is also care to be taken regarding entropy, seen from the
point of view of discrete models, and their extension to continuous models, differential entropy.
While on the discrete side the amount of information is positive, the differential entropy, on the
continuous side, can be negative, positive or arbitrarily large.

Keywords: Measure, continuum, discrete, Shannon, differential entropy

1. Introdugao

O conceito de medida relaciona-se a possibilidade de passar de um atributo que pode envolver conti-
nuidade e quantificadores a uma notacao numérica que facilita, com base nas operagoes numéricas,
transmitir informagoes acerca dos objetos investigados [34]. Grosso modo, medir é atribuir nimeros
(ou alguma grandeza, uma magnitude) a objetos seguindo determinadas regras. Em matemética
o conceito de medida, extensivo a uma teoria da medida, de H. L. Lebesgue (1875-1941) [18],
[5], relaciona-se & caracterizagdo do conteido de um conjunto por um ndmero real, que alicerca
o desenvolvimento da teoria das probabilidades, por exemplo. Uma dificuldade inicial mostra-se
quando se pretende elaborar uma definigao de medida que seja extensiva o suficiente. Como cons-
truir relacoes entre objetos a serem medidos, com uma linguagem apropriada, de tal forma que
haja uma exata interpretagao numérica que possibilite leituras praticas de medidas em determi-
nados contextos [30]. E bastante entusidstica a busca por um didlogo mais efetivo entre ciéncias
empiricas e teorias de medida. Isso impacta a insergao de teorias de medidas em setores diversos,
tais como educagéo, psicologia, ciéncias humanas, informdatica etc. [20, 27]. Neste artigo, o ponto
de discussao caracteriza-se pela relagao entre o conceito de medida quando aplicado a modelos
discretos, e quando aplicado a modelos continuos. Em muitos casos, utiliza-se o mesmo critério
de medida, a mesma “régua”, seja para o caso discreto, seja para o caso continuo. Por exemplo,
ao somar 1 + % + }l + ..., comumente se utiliza o nome “soma infinita’. No entanto, a palavra
“soma” é reservada para conjuntos finitos de dados, sendo que a palavra “série” aplica-se aos casos
em que uma quantidade infinita de parcelas é analisada. Ao escrever “soma infinita” emprega-se,
de certa forma, a mesma “régua” para ambos os casos, o finito e o infinito. Caso uma distingao
nao seja feita, abre-se espago para perguntas do tipo: “Como somar uma quantidade infinita de
parcelas?”. De modo andlogo, pode-se perguntar quais sdo as propriedades que se preservam (e
quais nao) ao se aplicar uma mesma propriedade de um conceito de medida em objetos oriun-
dos de conjuntos discretos e também de conjuntos continuos. A investigagao dessas propriedades
auxilia também na distingao entre as ferramentas que podem e as que nao podem ser utilizadas
com consisténcia para cada caso. As sutilezas que se escondem nas propriedades que residem, ou
nao, nos modelos continuos e modelos discretos talvez possam ser mais bem compreendidas ao se
examinar, com os devidos cuidados, o texto escrito no livro Select Works of A. N. Kolmogorov:

Se um mapa nos dd informagoes importantes sobre uma secdo da superficie da
R
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Terra, a microestrutura do papel e da tinta que ocorre no papel ndo tem nenhuma
relacdo com a microestrutura da secao da superficie da Terra mostrada sobre esse
papel. ([33], p.189) (Tradugdo dos autores).

Nesse caso, ao analisar o mapa de um pais, exposto numa grande folha de papel, o uso de uma
lente de aumento para descobrir, nas ranhuras do mapa, algumas propriedades das ruas de alguma
cidade que consta no mapa nao vai fornecer resultados consistentes. Nesse caso, a lente de aumento
nao é uma ferramenta apropriada para obter tais informagoes, haja vista que o mapa indica pro-
priedades do pais no sentido macroscopico e nao microscépico. No entanto, algumas propriedades
se preservam, seja no sentido macro como no micro, como, por exemplo, a fronteira entre as cidades.

Se 0 mundo macroscépico fornece (ou nao) informagoes suficientes para uma andlise precisa do
mundo microscépico, esse é um assunto ainda deveras investigado [10, 11]. De certa forma, isso
vem sendo investigado na matematica, tal como o problema da incomensurabilidade de V2, que
tem sido discutido desde a Grécia antiga e, com base na sua incomensurabilidade, propiciado o
surgimento de inimeros paradoxos. Associar um nimero a um segmento de reta, tal como se faz nos
dias de hoje, indicava, na Grécia antiga, na época de Euclides, ter de resolver, como caso particular,
o problema da incomensurabilidade de V2. Para evitar esse problema, o gedmetra Eudoxo opta por
comparar figuras geométricas em vez de associar uma medida a elas. Por exemplo, se um quadrado
tem lado a e outro quadrado tem lado B, entao se diz que o quadrado de lado @ é maior que o
quadrado de lado B, em sfmbolos, a®> > B2, desde que o quadrado de lado 8 possa ser inserido no
quadrado de lado a [19]. Essa ideia de medida procura, de certa forma, escapar as discussdes sobre
as quantidades infinitamente pequenas [2, 23]. Pode-se especular nesse caso que Eudoxo tenha
evitado a relagao entre os mundos microscopico e macroscdpico e, tal como no exemplo acima, do
mapa, tenha procurado por propriedades que fossem comuns a ambos os mundos.

Esse panorama s6 comega a mudar muito tempo depois, com o surgimento do conceito de limites
por A. L. Cauchy (1789-1857) no século XIX [12],[13]. O conceito de limites indicou um divisor de
aguas para a matematica e acelerou intimeros desenvolvimentos, tais como as alteragoes no conceito
de medida. Assim se deu com a alteragdo do conceito de medida de dreas, volumes etc., voltado,
na época anterior a de Cauchy, apenas as integrais de I. Newton (1643-1727) e G. Leibniz (1646-
1716) [37, 22]. Analisar a classe de fungdes integraveis, que nao sejam aquelas obtidas com base
em antiderivadas (integrais de Newton-Leibniz) implica, de alguma forma, indicar um processo de
medida voltado as particoes do dominio da funcao investigada, no caso das integrais de Cauchy,
Riemann, Kurzweil-Henstock, ou da particao do conjunto imagem da fungao, no caso das integrais
de Lebesgue [6]. E certo que essas medicgoes levam em conta o continuum matematico, mas é certo
também que, com base nelas, desenvolvimentos matemdticos (e tecnolégicos) puderam ser elabora-
dos. Pode-se dizer que Cauchy desenvolveu ferramentas apropriadas para “medir” as quantidades
infinitamente pequenas. Isto é, ele usou ferramentas adaptadas ao mundo microscépico. Casos
classicos da influéncia da teoria da medida e integracao de Lebesgue, com ferramentas semelhan-
tes, sao: teoria das probabilidades, mecanica estatistica, teoria da informacao, termodinamica,
analise de Fourier etc. Longe de invocar o periodo de abstragao matemética que caracterizou
o inicio do século XX ([29], p.173), mas com o viés de que uma linguagem bem estruturada é
condicao sine qua non para sustentar inovacoes em matemaética e tecnologia, entende-se, tal como
ocorreu com a teoria da medida e integracao de Lebesgue, que caracterizacoes do conceito de
medida sejam desenvolvidas com fins de indicar diversificagoes na escolha de medidas e com isso
possibilitar maior interagao entre conceitos, evitando o medir com ferramentas inapropriadas. O
importante com isso é diminuir as incertezas presentes na ciéncia com base no desenvolvimento de
novos critérios, e novas tecnologias, associadas aos critérios de medida. As medidas fundadas na

" sBm
390 - DIV



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Magossi e Izidoro

geometria plana auxiliavam os trabalhos de Newton; com N. I. Lobachevsky (1792-1856) e C. F.
Gauss (1777-1855), as da geometria ndo euclidiana auxiliaram os trabalhos de A. Einstein (1879-
1955). As incertezas presentes na época de Newton nédo sdo as mesmas de hoje, haja vista que
fisica classica e fisica moderna sao ramificagoes que indicam a evolugao na diminui¢ao dos niveis
de incertezas. Conforme L. Brillouin (1889-1969) [10, 11], levando-se em conta a ideia de que
um observador é que faz a medida, e em consonancia com a ideia de entropia da termodinamica,
na fisica, a medida de distdncias muito pequenas é fisicamente impossivel. Com isso, um ponto
interessante é que, para o fisico, no sentido operacional, as quantidades infinitamente pequenas (o
continuum) sdo apenas abstragoes, sem nenhum significado fisico [10, 11]. Para Brillouin,

O matemdtico define o infinitamente pequeno, mas o fisico € absolutamente inca-
paz de medi-lo; representa uma pura abstra¢ao sem nenhum significado fisico. Se
adotdassemos o ponto de vista operacional, deveriamos eliminar o infinitamente pe-
queno das teorias fisicas, mas, infelizmente, nao temos ideia de como alcancar tal
programa. ([10], p.x, Tradu¢do dos autores.)

Nao ¢é objetivo trazer a tona as discussoes de Brillouin sobre o determinismo ou sobre a impossi-
bilidade de fazer medigoes para distancias muito pequenas, mas sim indicar apenas um contexto
histérico, uma trajetéria de eventos e exemplos, com vistas a justificar a importancia de leituras
cuidadosas acerca do conceito de medida, nos modelos discretos e continuos.

Mesmo com tantas incertezas e pluralidade no sentido das interagoes entre o que se mede e o
que poderia ser medido, ha problemas interessantes num dominio em que o conceito de medida
relaciona-se com o conceito de incerteza, isto é, num dominio pertencente & teoria de Shannon,
ou teoria da informagao [14]. C. E. Shannon (1916-2001), em seu artigo de 1948 [31], para seu
modelo matematico de comunicagao, indicou uma medida para a quantidade de informagao a ser
transmitida entre um emissor X e um receptor Y, através de um canal de comunicacao. Com essa
medida, denominada por ele de entropial, é possivel tratar informagoes e melhorar a eficiéncia na
transmissdo de dados em sistemas de comunicagdo [26, 4, 14]. Se X = {21, %2,..., %, ..., T} €
Y ={y1,%,...,¥...,Yn} sdo varidveis aleatérias discretas, e p(z;) é a probabilidade a priori de
que X = z;, entao a entropia discreta de X, para um sistema completo de probabilidades,

M
H(X) =~ p(a:)log p(=:),
=1

mede a quantidade de informagao da experiéncia representada pela varidvel X. A quantidade de
informacao a posteriori é a incerteza eliminada a priori. No caso de varidveis aleatérias continuas,
se f(xz) representa uma funcdo de densidade de probabilidade da variavel aleatéria absolutamente
continua X, entdo a entropia diferencial de X,

hX) = / J () log f () dz,

representa, nao um numero, uma quantidade de informacao associada a varidvel aleatoria X, como
na entropia para o caso discreto, mas uma medida relativa de incerteza [24] ou uma mudanga na
incerteza?. Com base na medida da quantidade de informacao, entropia no sentido de Shannon,

IShannon adotou o mesmo nome utilizado na termodindmica por R. Clausius (1822-1888) [21].
2Note-se, nesse caso, que essa medida fundamenta-se no conceito de integral, haja vista que a existéncia de h(X)
estd condicionada & existéncia da integral presente em sua definicdo [14].
)
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uma pergunta interessante, em consonancia com a discussao aqui apresentada sobre as leituras
distintas entre o mundo microscépico e mundo macroscépico, é: Como se di a relagdo entre
entropia discreta e entropia diferencial? [31, 4, 26].

Esse conceito, de entropia diferencial, que pode ser visto como uma nova leitura da medida da
informacgao para o caso continuo, tem aplicacoes em campos além da mecanica estatistica e teoria da
comunicacdo, tais como finangas, econometria, processamento de imagens, ecologia, bioestatistica
etc. [24]. Ou seja, ha desafios matemdticos interessantes relacionados & medida de uma quantidade
de informagao, relacionados ao passar de modelos discretos para modelos continuos [26]. Mais
interessante é que a “régua’ utilizada para medir informagao para modelos discretos (entropia
discreta) é diferente daquela utilizada para medir informagoes em modelos continuos.

Na sequeéncia, neste texto, expoem-se, no sentido histérico, exemplos de medidas em modelos con-
tinuos que, quando lidos sob a ética de modelos discretos, podem incorrer em propensos paradoxos
ou contradigdes. No sentido fisico, ilustra-se, de modo breve, a rica discussao, presente em [10,
11], acerca da impossibilidade de medir distancias muito pequenas. Nesse caso, abre-se espago
para a percepcao da importancia das ferramentas mateméticas no desenvolvimento de modelos
e sua imediata limitacdo nos modelos do mundo em que habitamos. Expoe-se também o avanco
cientifico que se obtém quando alteragoes nos modelos continuos produzem novos desenvolvimentos
na matematica, tal como se deu com o conceito de integrais. Finaliza-se o artigo com o conceito de
medida relacionado as comunicagoes. Nesse caso, hd uma medida da quantidade de informacgao (ou
incerteza a priori), no caso de modelos discretos, mas hd um campo novo de investigacao que reside
na quantidade de informagao, incerteza, presente nos modelos continuos (entropia diferencial). Isso
nao deixa de ser algo conhecido na histéria da humanidade, reforgado neste artigo com alguns
exemplos, sobre qual é o divisor de aguas, se é que existe, entre as ferramentas matematicas
adaptadas para modelos discretos e aquelas adaptadas para os continuos.

2. Possiveis equivocos com a palavra “medida”

Nesta secao alguns exemplos sao expostos com o objetivo de mostrar o quanto de cuidado deve-se
ter ao utilizar ferramentas desenvolvidas para modelos discretos com fins de obter resultados em
modelos continuos, ou langar mao de ferramentas desenvolvidas para modelos continuos na busca
por resultados em modelos discretos. Nao que isso nao possa ser feito, mas precaugao talvez seja
a palavra correta, pois contradicoes podem emergir da leitura, talvez descuidada, da relagao entre
continuo e discreto, como a nao enumerabilidade de R, incomensurabilidade e conjuntos infinitos.
Note-se com os exemplos seguintes que o conceito de medida deve ser pautado em firmes definicoes,
para que contradi¢goes nao emerjam de leituras nao atentas.

2.1. Area infinita e volume finito

Considere-se o calculo da area da superficie de revolugao obtida ao girar a funcao y = % limitada
no intervalo [1,+c0), em torno do eixo z. A férmula que indica o célculo da drea da superficie desse
sélido, obtida por revolugao ([17], p.410) em torno do eixo z, é:

Area:/+m2nf(x) 1+ (f"(z)) % de.
1
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Se f(x) = =, entdo f'(z) = é, e daf:

Area—/+ 21rf(x)\/1+ / 271l :r4
1
1

. B Ngiyl
= lim 27‘[—3 dx
R—+ 1 X

Essa integral imprépria nao converge; logo, infere-se que a area da superficie de revolugao em
questdo ¢ infinita. Com o auxilio de computadores é possivel verificar, para R = 10" e n € N, que,

0 R
2r——dx

[ — 1)

(\/57 In (1 + \5) + arcsenh(100™) — 1007"\/100007"4-1) . (2)

@(n)

Entao (1) = 15,177, ¢(2) = 29,645, ¢(4) = 58,58, ¢(8) = 116,45, ¢(12) = 174,32, ¢(15) = 217,72
etc. Ou seja, quanto maior é o valor de n, maior é o valor da integral e, por conseguinte, da area
associada a integral. Nesse caso, tem-se que

lim ¢(n) = +co.

n—>+00
Por outro lado, o cdlculo do volume desse mesmo sélido, obtido por revolugao da fungao % em
torno do eixo z, no intervalo [1,+o0), é feito ([17], p.381) pela seguinte integral:

+00 +00 2 +00
Volume = / nf (z)%de = / n(l) dx = / (%) dzx.
1 1 z 1 Z

Essa é uma integral impropria, que converge, ou seja,

R
Volume = lim rz 2dz = lim [ ]

R—+o0 Jq R—+0

m [7+1)=

+ T.
R—>+<>o 1
Nesse caso, a unidade do valor do volume igual a 7 vai depender da unidade que possa ser utilizada
na descricdo do intervalo [1,+c0). O volume poders ser expresso em m?3, cm? etc. Note-se, entdo,
que a mesma figura, o sélido de revolugao com &area infinita se R — +oco, conforme pode ser
observado na figura 1, tem volume finito, se R — +oco. Essa propensa “contradicao” advém de
leituras discretas em problemas cuja esséncia volta-se a modelos continuos. Cabe observar que, em
tese, nao hé contradicao, mas a ideia de area infinita e volume finito, para um mesmo sélido?, pode
gerar confusao haja vista nao ser algo tao intuitivo. Uma leitura descuidada pode caracterizar que
isso seja uma contradicao.

3Nesse caso considera-se que o sélido existe no intervalo [1,+oc0), algo distante da realidade préatica em que
vivemos.
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Figura 1: Revolugao de y = % em torno do eixo z.

2.2. A roda de Aristételes

Supoe-se a existéncia de duas circunferéncias, C; e Cs, de tal forma que a circunferéncia C; seja
maior que a circunferéncia C;. Supde-se ainda que ambas sejam colocadas uma dentro da outra,
isto é, a circunferéncia C estd dentro da circunferéncia Cs, de tal forma que possam ambas deslizar
sobre retas u e v, paralelas entre si. A circunferéncia C) desliza sobre a reta u e a C5, sobre a reta v.
Note-se que cada ponto de uma circunferéncia estd em correspondéncia biunivoca com cada ponto
da outra, conforme pode ser observado na figura 2. No entanto, ambas percorrem o mesmo trajeto
de A até B, no mesmo tempo. Se 75 € o raio da circunferéncia Cs e 11 é o raio da circunferéncia Cf,
entao o comprimento da circunferéncia C} é 2nry, e o comprimento da circunferéncia Cs é 27ry.

Figura 2: Roda de Aristételes

Mas, por hipdtese, r; < 15, entao 2nr; < 21ry, isto é, o comprimento da circunferéncia C; é menor
do que o comprimento de C5. Mas, levando-se em conta o desenho, tem-se a impressao de que a
trajetéria de A até B refere-se ao comprimento de cada circunferéncia. Se assim for, tem-se entao
uma possivel contradi¢cdo. No entanto a curva cicloide realizada pela circunferéncia menor (com
base no ponto b e reta suporte u) ndo é a mesma curva cicloide que a realizada pela circunferéncia
maior (com base no ponto a e reta suporte u), conforme pode ser observado na curva cicloide da
figura 3. Note-se que o comprimento do segmento contido na reta suporte u, nesse caso, é 2mry.
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\/ u

2mry

Figura 3: Curva cicloide com inicio em b sobre a reta u

De modo andlogo, a curva cicloide realizada pela circunferéncia maior (com base no ponto a e reta
suporte v) nao é a mesma curva cicloide que a realizada pela circunferéncia menor (com base no
ponto b e reta suporte v), conforme pode ser observado na figura 4. Note-se que o comprimento
do segmento contido na reta suporte v, nesse caso, é 21rs.

271ry

Figura 4: Curva cicloide com inicio em a sobre a reta v

Assim, conforme for a rotagdo da roda, o tamanho da reta suporte dependerd do ponto de partida
do trajeto. Caso o trajeto seja determinado pela circunferéncia menor a partir do ponto b, ao longo
da reta u, entdo o percurso é menor que o trajeto iniciado no ponto @, com base na circunferéncia
maior ao longo da reta v. No artigo Aristotle’s Wheel: Notes on the History of a Paradoz [16]
encontra-se uma rica discussio sobre esse tema. Além disso, o fato de ambos os conjuntos terem
uma correspondéncia biunivoca (entre cada ponto de C; e C3) ndo garante que tenham trajetérias
idénticas.

2.3. Aquiles e a tartaruga

Na literatura, atribui-se a Zenao de Eleia, da Grécia antiga, um paradoxo acerca de uma corrida
entre o guerreiro Aquiles e uma tartaruga. Nessa corrida, a tartaruga tem uma vantagem sobre
Aquiles, pois estd a sua frente antes do inicio da corrida. A ideia de Zen&o é, com essa simulacao,
mostrar que Aquiles nunca venceria a corrida, pois nunca alcangaria a tartaruga. Quando Aquiles
chegar ao ponto em que a tartaruga saiu (dada a vantagem inicial), ela ji terd percorrido um
certo trajeto, e estard num ponto, digamos P;. Quando Aquiles chegar a Py, a tartaruga ja estard
em outro ponto, Py, e assim sucessivamente. Se isso se repetir ad infinitum, entdo Aquiles nunca
alcangard a tartaruga. Esse é o paradoxo de Zenao de Eleia, século V antes de Cristo, na Grécia
antiga. De certa forma, pode-se inferir que Zenao discutia acerca das quantidades infinitamente
pequenas [23] e das contradigoes que emergem de sua utilizagdo, como no caso de Aquiles e a
tartaruga. Se um objeto desloca-se de um ponto A até um ponto B, esse objeto precisa passar
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pela metade do caminho, diga-se C, que une A a B. De modo andlogo, precisa passar pela metade

do caminho que une C' até o ponto final B. E assim sucessivamente. Como, argumenta Zendao, ha

infinitos pontos a percorrer, o objeto nunca chegara ao ponto B. Ou seja, se a distancia de A até

B é de u metros, entao para ir de A até B é preciso percorrer as distancias, medidas em metros,
uoou U

§+Z+§+....

Essa soma é uma série geométrica de razao % e converge para u. Essa convergéncia é uma conclusao

com base na matematica e na teoria de limites, em que quantidades infinitamente pequenas sao
levadas em conta. Nao é uma conclusao no sentido intuitivo, mas no sentido formal fundamentado
numa teoria de limites e convergéncia, desenvolvido muitos anos apés a conhecida estéria de Zenao.
No entanto Zendo, sem o conhecimento de limites (desenvolvido por Cauchy em 1821), levantava
discussoes acerca dessas quantidades e de sua conexao com o mundo em que vivemos. Nesse caso,
pode-se citar A. Alexander, que, de certa forma, traz & luz do artigo um raciocinio elaborado por
Zenao:

Mas se os paradozos de Zenao e o problema da incomensurabilidade provam alguma
coisa, € que o sonho de um encaire perfeito entre matemdtica e o mundo fisico €
insustentdvel. Na escala dos infinitamente pequenos, miumeros ndo correspondem
a objetos fisicos, e qualquer tentativa de forgar esse encaire conduz a paradozos e
contradigoes. ([2], pp.19-20)

Nesse caso, nota-se que a palavra “soma’”destina-se a operagdes com um numero finito de parcelas.
A palavra “série” refere-se ao processo em que hd um nimero infinito de parcelas. Assim, “soma
infinita” é uma expressao que pode gerar duvidas, pois devemos lembrar a utilizagao de operagoes
finitarias, em cendrios nao finitarios.

2.4. Medidas de angulos: graus e radianos

As medidas de angulos em graus e em radianos sao muito utilizadas. A medigao em radianos é
uma das medidas que muitas vezes geram confusao nos meios escolares. Um grau é ﬁ de uma
circunferéncia, isto é, uma parte de 360 numa circunferéncia. Um radiano é o dngulo central de
uma circunferéncia unitaria C, conforme pode ser visto na figura 5, que corresponde a um arco,
cujo comprimento é igual ao raio unitario da circunferéncia C. A relacdo entre angulos em graus
e radianos é dada pela seguinte expressao:

2w radianos ~ 360°.
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1 x
9~ 57,2957°

Figura 5: Angulo U equivalente a 1 radiano

Note-se nessa expressao que, de um lado, ha o nimero irracional n, e do outro, o niimero inteiro
360°. Isso nao deixa de ser uma relagao entre continuo e discreto. Nesse caso,

1 radiano ~ 57,2957°.

No ensino fundamental e médio, nos topicos sobre trigonometria e medida de angulos, é comum
utilizar medidas em radianos em vez de medidas em graus*. Conforme pode ser observado no
artigo [35], as medidas de dngulos em graus e radianos impactam o conceito de derivadas. Ou
seja, se a medida de angulos for em graus, entdao a derivada da funcao senz serd 0,01753 cos z.
Por outro lado, se a medida de angulos for em radianos, entdo a derivada da funcdo senz serd a
funcao cos z. Isso ocorre, pois, para que a derivada da funcao seno seja a funcao cosseno, o limite
de £ deve ser 1 quando z tende a zero. Mas, no caso de medida em graus, tem-se que:

sen T T
li =L —0,017453. ...
a0z 180

3. Medidas (e nao medidas) para modelos continuos

Nesta secao, expoem-se trés exemplos. Os dois primeiros exemplos de medidas para modelos
continuos sao o problema de Plateau e a medida do calor em uma barra metalica. O de Plateau
é um problema com simples enunciado, de facil intuicao, no entanto de dificil solucao, tanto é
que sua solugdo estd relacionada a primeira medalha Fields em matemdtica’. O problema de
condugao de calor numa barra metalica é também de “natureza” continua e exibido no presente
artigo, pois sua solugao, exposta no inicio do século XIX, foi considerada formalmente correta,
mas inadequada, haja vista nao haver na época de sua solugao ferramentas matematicas sélidas o
suficiente para garantir que as hipéteses da solucdo, proposta por J. Fourier (1768-1830) em 1807,
fossem confirmadas. Nesses dois exemplos, ferramentas de modelos continuos foram utilizadas para
sua solucdo, quais sejam, equagoes diferenciais. O terceiro exemplo mostra a impossibilidade, no
sentido fisico, da implementacao do conceito de medida em sua forma geral, que, de certa maneira,
coloca um limite no “medir”. Nesse caso, mostra-se a dificuldade em relacionar o continuo com o
discreto.

4Em alguns casos, utiliza-se a medida de angulos em grados, que é a centésima parte de um angulo reto. Isto é,
uma circunferéncia dividida em 400 partes.

5J. Douglas (1897-1865) e L. V. Ahlfors (1907-1996) foram os primeiros ganhadores da medalha Fields em 1936.
https://www.mathunion.org/imu-awards/fields-medal. Acesso em 8 de junho de 2021, as 17h25.
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3.1. O problema de Plateau

O problema de Plateau [3] é o de encontrar uma superficie, delimitada por uma curva num espago
de trés dimensoes, com a menor medida de area possivel. Esse problema deve-se ao fisico belga
J. A. F. Plateau (1801-1883), que mostrou, em 1849, que uma superficie minima pode ser obtida
quando se mergulha, por exemplo, um arame numa vasilha com dgua e sabao. A superficie S que se
forma com a dgua e o sabao é a superficie com a menor area possivel tendo o arame como fronteira,
conforme pode ser observado na figura 6. Essa tipica experiéncia com dgua e sabao, que pode ser
estendida para outras formas de fronteira (que nao seja apenas um arame como uma curva simples
fechada), produz uma superficie em trés dimensoes que é a superficie de drea minima que pode ser
obtida tendo o arame como fronteira.

Figura 6: Exemplo de uma superficie de Plateau

Esse tipo de problema data da época de L. Euler (1707-1783) e J. L. Lagrange (1736-1813), e hoje
se insere na area do Calculo de Variagoes. Esse é um problema de medida que tem uma explicagao
intuitiva e pode ser observado de modo muito simples via experiéncias praticas. No entanto a
demonstracao da veracidade dessas experiéncias praticas nao é trivial, muito menos simples. Ela
foi exposta pelo matematico americano J. Douglas [15], e de modo independente pelo matemaético
hingaro-americano T. Radé (1895-1965) [25]. No caso do problema de Plateau, a medida minima
¢é obtida levando-se em conta o continuum real; caso contrario, num modelo discreto, a estimativa
pode se resumir apenas a visualizagao da referida superficie e a intuicao de que seja minima.

3.2. Medida da temperatura em uma barra metalica

Com fins de resolver o problema de conducao de calor em uma barra metélica®, Fourier indica, em
1807, uma solucdo matemética formal para a equacdo diferencial parcial a®u,, = u;, cuja resposta
[9] é:

2 2 2

+00
—n*nat nmnr
u(z,t) = Z bpe” 12 " sin (T) .
n=1

O objetivo com sua solucao é medir a temperatura u(zx,t) da barra em qualquer instante ¢t > 0
do tempo na posicao z. Considera-se que a barra tem comprimento 0 < z < L, e leva-se em conta
que u(0,t) =0 e u(L,t) =0 (a temperatura nas extremidades da barra mantém-se a zero grau).
Considera-se ainda que existe uma distribuicao inicial de temperatura na barra, f(x) = u(z,0) para

¢Problema proposto pelo Institut de France, Paris, que conferiria um prémio a quem fornecesse a melhor solugéao.
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0 < x < L, conforme pode ser observado na figura 7. Para Fourier, em sua solugdo, as condigoes
iniciais deveriam satisfazer:

f(x) = Jf: b, sin (n_zm) para b, = %/OLf(:E) sin (n_zw) dz.
n=1

Sua solucao nao convenceu o juri encarregado de analisar os trabalhos que concorriam ao referido
prémio, pois, segundo eles, havia duvidas acerca das fung¢Ges que poderiam ser escritas como
séries infinitas de senos e cossenos. Essas duvidas seriam resolvidas a partir do momento em
que se entendessem com mais precisao as ideias de convergéncia em séries e integrais. Com os
desenvolvimentos de Lebesgue, em 1902, sobre um novo conceito de integral fundamentado numa
teoria da medida, a solugéo formal de Fourier pode ser analisada [36]. Com ela, os problemas de
Fourier (fundamentados em convergéncias de séries e integrais) foram resolvidos. Note-se que um
problema pratico de condugao do calor que pode ser verificado ao esquentar uma barra metélica,
tal como o cabo de uma panela que vai ao fogo, precisou de quase cem anos para que sua solugao
fosse comprovada. Isso se deve ao fato de Lebesgue ter introduzido medidas para o trato com o
continuum real.

\ \
1 1
I I
! !

u(0,1) =0 u(z,t) u(L,t) =0

Figura 7: Barra metdlica

3.3. Incerteza no medir com “régua”

Quantidades infinitamente pequenas fazem parte do dia a dia do trabalho do matemaético. Apro-
ximagoes sao elaboradas e processos de convergéncia sao investigados. O mesmo nao se dd no
mundo fisico em que vivemos, haja vista que aproximagoes sao utilizadas e analises dos erros sao
levadas em conta. A migragdo de modelos discretos para modelos continuos, e vice-versa, implica
analises cuidadosas acerca das ferramentas utilizadas e das aproximagoes, principalmente se o foco
reside no conceito de medida.

No que concerne a discussoes acerca da impossibilidade de medir distancias muito pequenas, Bril-
louin ([11], p.32) indica a impossibilidade de, por exemplo, medir uma distdncia muito menor
do que 107*® cm, pois ndo h4 nenhuma “régua” disponivel para medir distdncias tdo pequenas.
Suponha-se, segundo Brillouin, que se queira medir algo da ordem de 107°° cm. O tnico com-
primento padrao que possibilitaria levar adiante tal medida, como comparacao de magnitudes,
conforme consta em [11], seria o comprimento A de uma onda eletromagnética. Note-se que,
quanto menor for o comprimento de onda (maior frequéncia), maior serd a precisdo, no entanto
maior serd a energia cedida pela radia¢ido em virtude da relagdo de M. Planck (1858-1947) entre
energia e frequéncia da radiagao
E=hv,

em que E é a energia do féton, h é a constante de Planck (6,62607015x10734J.5) e v é a frequéncia
da radiacao. Assim, para tal medida, levando-se em conta a comparagao com o comprimento de
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onda A, tem-se:

c 2101 24

Ainda segundo Brillouin [11], & pagina 32, isso representa uma quantidade de energia suficiente
para destruir todo o laboratério em que a medida seria realizada, e também o planeta Terra.
Desse modo, é possivel inferir que, se algo nao é possivel de ser medido, entao nao deve ser levado
em conta nas experiéncias laboratoriais. Seguindo essa linha de pensamento, pode-se conjecturar
que no trabalho do matematico ha estruturas em que quantidades infinitamente pequenas sao
utilizadas, quantidades essas que nao deixam de ser abstragoes que correspondem a situagoes
fisicas impossiveis ([10], p.236). Por outro lado, ndo hd como ndo dizer que essas quantidades
infinitamente pequenas sejam parte de desenvolvimentos mateméticos que acabam por auxiliar na
criacao de tecnologia,

O matemdtico define cuidadosamente os numeros irracionais. O fisico nunca en-
contra esses tais numeros. Nao importa se o que ele mede é representado por um
numero finito, com muitas figuras, e com uma certa quantidade de incerteza. O
matemdtico estremece com a incerteza e tenta ignorar os erros experimentais. ([11],
p.33) (Tradugdo dos autores).

Ainda segundo Brillouin, para o fisico essas quantidades sao apenas abstracoes, as quais estao muito
além das realizagoes laboratoriais. Num laboratério, a menor distancia que pode ser observada é
aquela que pode ser medida de acordo com a quantidade de energia disponivel nesse laboratério
([10], p.236).

Desse modo, uma linguagem bem definida, bem estruturada, seja no sentido abstrato, seja no
laboratorial, é parte integrante da ciéncia e, por mais que haja incerteza, tanto na linguagem
abstrata como na laboratorial, elas acabam por se complementar. Pode-se inferir que o avango da
ciéncia implica a diminuicao das incertezas. No caso do presente artigo, a diminuicao das incertezas
referentes ao conceito de medida.

4. Integrais: medir intervalos de nimeros reais

O conceito de medida estd presente na matemaética dos intervalos de niimeros reais. Com vistas
a expor a relevancia do conceito de medida nos intervalos de ntimeros reais, expoem-se algumas
mudangas significativas que ocorreram quando pequenas alteragoes no trato com os intervalos de
nameros reais indicaram alteragoes no desenvolvimento do conceito de integrais’. Nesse caso,
alteragoes foram desenvolvidas no processo de medicado com ferramentas de modelos continuos
(sentido microscépico). H4 outros exemplos da matemédtica que podem igualmente ser menciona-
dos, tais como os voltados a topologia, aos intervalos encaixantes, aos intervalos de Cantor etc.
Nem sempre hd uma designagao clara acerca de como medir, nem hé uma unidade representativa,
haja vista que normalmente a magnitude associada a medida é um nimero puro, sem unidades.

4.1. Cauchy

Cauchy, em sua definigao de integrais, utilizou uma particao de um intervalo [a, b]. Se I = [a, b]
é um intervalo fechado limitado em R, entao uma particao de I é um conjunto finito, ordenado,

7Nessa se¢do segue-se 0 exposto no artigo [22], bem como os livros [6, 7].
R
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P ={x9,21,...,2Tn 1, %, } de pontos em I, tal que a =29 < 21 < 22 < ... <z, = b ([7], pp.199-200).
Os pontos de P sdo usados para dividir I = [a, b] em subintervalos fechados que nao se sobrepoem,

I = [zg, 1], L = [21, 22], ..., Iy = [Tn1, 20 ],

cuja uniao € [a, b]. Representa-se uma particao de [a, b] por

P ={[zi1, 2]}

Cauchy elaborou somas, para cada particao, de modo a obter a area da regiao limitada entre funcao
f(z) e oeixo z. Se P = {[z;-1,2]}}, é uma particdo de [a, b], entdo a soma de Cauchy de uma
fungao continua f : [a, b] — R correspondente a £ é o ntimero

S(FP) = ) flaia) (@i — i ).
=1

Para cada retangulo que serd parte da area da regiao sob a curva f(x), Cauchy utilizou (z; — z;—1)
como base do retangulo e langou méao de f(z;_1) (os pontos z;_1 & esquerda de cada subintervalo
I; da particdo de [a, b]) como sua altura. Pode-se escrever que Cauchy utilizou uma “régua”, con-
forme pode ser observado na figura 8, com uma escala limitada. Com base nisso, escreve que uma
fungao continua f : [a, b] — R é dita ser Cauchy integravel em [a, b], se existe um numero L € R,
em simbolos C fab f(x)dz = L, tal que para cada & > 0 existe um 6 > 0 tal que se P é uma partigao
de [a, b] com ||P]| < &, entdo

|S(f;P)—L| <e.
| | | | | | |
I I I I I I I T
Ti2 X1 Z; Tiv1
N——
I;

Figura 8: “Régua” de Cauchy

4.2. Riemann

As somas de Cauchy consideram, em cada subintervalo de uma partigao, o valor da esquerda,
%;-1, do subintervalo [x;_1,z;] como argumento da func¢ao f. Por outro lado, B. Riemann (1826-
1866) aprofunda os estudos sobre a classe de fungoes integraveis e, em vez de escolher, em cada
particdo, o valor z; 1 (tal como fez Cauchy), escolhe um valor qualquer, ou seja, considera um valor
t; € [z;1, 7] A “régua” de Riemann, conforme pode ser observado na figura 9, é, com abuso de
linguagem, bem semelhante as que utilizamos no dia a dia.

Figura 9: “Régua”’ de Riemann

N

401 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Magossi e Izidoro

Essa flexibilidade permite estabelecer condi¢bes necessarias e suficientes para a existéncia de uma
integral. Riemann aprimorou a régua utilizada por Cauchy e em sua régua escalas mais diversifica-

das eram permitidas, quaisquer pontos num intervalo podem ser utilizados. Se P = {[z; 1, z;]}}
é uma particao do intervalo I = [a,b], uma etiqueta é um ponto t; € I, = [z;-1,;], para
1=1,2,...,n. Una particao etiquetada de I = [a, b] é um conjunto de pares ordenados

7') = {([331;1, .’l?i], ti)}?:l

de subintervalos I; e suas respectivas etiquetas t;. Se P = {([z;_1, ], t;)}7, € uma particao eti-

quetada, entao a soma de Riemann de uma funcao f : [a, b] — R correspondente a £ é o nimero

n
S(f#) = ) f (1) (@i~ i),
i=1
Uma fungao f : [a, b] — R é dita ser Riemann integravel em [a, b] se existe um niimero L € R, em
simbolos R /abf(x) dz = L, tal que, para cada & > 0, existe um 6 > 0 tal que, se  é uma particao
etiquetada de [a, b] com ||P|| < 8, entdo

IS(f;P) - L| < &.

4.3. Kurzweil e Henstock

Ainda com fins de aumentar a classe de fungoes integraveis, e quigd inovar nas possibilidades
de medir todos os subconjuntos de R [32], J. Kurzweil e R. Henstock (1923-2007) desenvolvem
uma “régua”’, ao estilo de Riemann, mas com escalas flexiveis. Nessa nova “régua”, que inclui a
“régua”’ de Riemann, as escalas de medida podem ser ajustadas de acordo com o que se vai medir.
Para isso utiliza o termo calibre [7]. Uma fungao calibre em um intervalo I = [a, b] é uma fungao
estritamente positiva definida em I. Se 6 é um calibre em I, entdo uma particao etiquetada # de
[a, 0], em que I; = [z;_1, z;] e t; é uma etiqueta de I;, é dita ser 6-fina se

t;eI; C[t;—6(t;),t; +06(t;)] parai=1,2,...,n.

Uma funcéo f : [a,b] — R é dita ser Kurzweil-Henstock integravel [6, 7], em [a, b] se existe um
nimero L € R, em simbolos KH fab f(x)dx = L, tal que, para cada & > 0, existe um calibre 6, > 0
em [a, b], tal que, se P é qualquer particio 8, fina de [a, b], entao

IS(f;P) -~ L| < e

Do mesmo modo que, com simples alteragoes na “régua” utilizada por Cauchy, Riemann expan-
diu sua classe de fungoes integraveis, as integrais de Kurzweil-Henstock foram expandidas gracas
também a simples alteragoes na “régua” utilizada por Riemann, tal como pode ser observado na
figura 10. Nela nota-se que, de acordo com o calibre 0, as escalas na régua alteram-se em tamanho.
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l;
T2 Ti-1 T Tit1
N——
I

Figura 10: “Régua” de Kurzweil-Henstock

- importancia qu ncei medi m n nvolvimen matemati ja vis

Note-se a ortancia que o conceito de medida tem no desenvolvimento da matematica, haja vista

que pequenas alteracoes na “régua” utilizada para “medir” intervalos de ntimeros reais acarretaram

profundas alteragoes na classe das funcoes integraveis. H4 ainda as medidas (e teoria da medida)

de Lebesgue [18, 5], nao tratadas neste artigo, que de modo analogo impactaram significativamente
) ) )

muitos ramos da matematica.

O objetivo da discussao sobre as medidas em intervalos de nimeros reais e o conceito de integrais
relacionam-se também com a préxima se¢ao, que indicarda como o conceito de medida pode também
ser caracterizado como medida de quantidade de informagao. Como sera exibido na préxima secao,
a diferenca entre medir informacgao para modelos discretos e modelos continuos reside na utilizacao,
grosso modo, do sinal de somatoério ), para modelos discretos e do sinal de integral f para modelos
continuos. Ou seja, a existéncia de medidas de informacao para o caso continuo envolve a existéncia
de integrais, e, por conseguinte, a existéncia de funcoes integraveis. Ou seja, a “ponte” entre o
discreto e o continuo, no quesito “medida de informacao”, passa pelo conceito de integral.

5. Medidas de informagao discreta e continua

E bem plausivel escrever que a palavra “medir” esteja relacionada a utilizagao de alguma régua,
de alguma escala numérica, para medir alguma coisa. E o caso também da medida de informacao,
ou medidas de incerteza, desenvolvidas por Shannon [31]. Shannon indicou uma medida de in-
formacao, denominou-a de entropia, para um modelo matemético de comunicagao, a qual é essen-
cial na caracterizacao da era digital, nos tempos atuais. Os processos de comunicacao valem-se
de sinais, continuos ou discretos, que sao transmitidos (codificados e decodificados) por canais de
comunicacao (fios, antenas, cabos etc). Shannon tratou da comunicagdo entre dois pontos levando
em conta a existéncia de ruidos (interferéncias no canal de comunicagao). Os modelos de comu-
nicagao, no sentido da entropia de Shannon, podem ser lidos de acordo com os conceitos da area de
engenharia, levando-se em conta sinais, recep¢ao, emissao, redundancia, codificagao, decodificagao,
filtro, canais etc.

Ao se levar em conta que a entropia “mede” a quantidade de informagao, entao essa propensa
“régua” precisa de ajustes ao lidar com medidas em modelos discretos e continuos. Para modelos
discretos tem-se a entropia discreta, para modelos continuos tem-se a entropia diferencial. Note-
se que, nos modelos continuos, a entropia diferencial de Shannon nao compartilha das mesmas
leituras que a dos modelos discretos. Ou seja, ha propriedades da entropia discreta que nao
valem na entropia diferencial. Grosso modo, no caso da medida de informagao, entropia discreta
e diferencial nao compartilham da mesma “régua”’. No entanto, ao se fazer uma extensao para o
caso de duas varidveis aleatorias continuas, X e Y, entao a medida da informacao mutua I(X;Y)
compartilha de propriedades comuns ao caso discreto ([26], p.269), ([4], p.236) e [24]. Ou seja,
hé propriedades da entropia diferencial que valem para o caso discreto, mas nao valem para o
caso continuo, e hé propriedades da informagdo mutua que valem para ambas. Isso acaba por
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possibilitar outras leituras, e aplicagoes, da entropia diferencial, em areas que nao a da teoria da
informacao [24].

5.1. Modelos discretos

Em seu artigo de 1948 [31], Shannon utilizou probabilidades para caracterizar uma medida de
incerteza ou, como é comumente escrito, uma medida de informagao. Shannon trabalhou com
a estrutura da informacao como sendo derivada de consideragoes estatisticas, nao levando em
conta aspectos semanticos, valores ou significados relacionados a palavra informacao. Quanto
maior a incerteza a priori associada a um experimento, maior serd a quantidade de informagao
(incerteza eliminada apds o experimento). A seguinte férmula, para simbolos 21, T2, ..., iy ..., Ty,
com respectivas probabilidades a priori

p(21) = p1,p(2) = P2,..., (%) = pi, ..., P(Tm) = Prm,

representa a quantidade de informacao por simbolo:

H(pi,p2,- o, pm) ==K ) pilnpi.

=1

A constante K determina a unidade dessa informacao. Se o alfabeto é binario, entdao K = ﬁ =

log, e, e dai se pode escrever que a quantidade de informagao é medida em bits.

IOgZ pz)

1 m
H(pl,pQ,...,pm)=7E;pilnpi IOgQCZpZ(logQ(B

_,i ogn p. PitS_
L Pil0B2Pi o bolo”

bits
segundos *

Se cada simbolo consome um tempo ¢ em segundos, entao se tem a medida em

No caso em que se tem eventos equiprovaveis p; = py = %, tal como no lancamento de uma moeda
“honesta”, entao

1 1 1 1 1 1
H(pi,p2) = szlogﬂ?z— Z—log2§=(§10g2§+§log2§ =1
=1

Ou seja, a medida da quantidade de informacao no lancamento de uma moeda é 1 bit.

Shannon generalizou sua férmula de entropia para varidveis aleatérias discretas,
X = {1'1,"1727... Ty, Qi'm},

com p(z;) =p; paral <i<me )" p; =1 Para um alfabeto bindrio,

H(X) =~ p(z:)log, p(z:)
i=1
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é a féormula de entropia discreta de Shannon, e denota uma medida de quantidade de informacao.

5.2. Modelos continuos

A transmissao de informagoes pode se dar por meio de simbolos discretos, ou por sinais continuos,
ou por ondas elétricas, ou como uma funcao continua em relacdo ao tempo, estabelecida num
intervalo ¢ € [a, b]. Nesse intervalo a amplitude do sinal assume valores continuos com base numa
fungéo de densidade de probabilidade ([26], p.267). Tal como em outros setores da matemdtica, a
mudanca de discreto para continuo exige cuidado. No caso da féormula de entropia para modelos
discretos, H(X) = - X%, p(z;) logy p(;), sua extensdo para o caso continuo é dada pela entropia
diferencial, em que f(z) é uma fungdo densidade de probabilidade,

h(X) = / £ (2)og £ (2)d.

Em consonancia com o que tem sido exposto neste artigo, H(X) tem propriedades que h(X)
nao tem. Ou seja, enquanto H(X) é positiva, h(X) pode ser negativa (“informagao negativa”),
infinita (“quantidade infinita de informagao”) ou mesmo positiva. Isso indica que, para modelos
continuos, h(X) nao pode ser considerada, de imediato, como uma medida de informagao, a menos
que restrigoes apropriadas sejam indicadas [28].

5.3. Entropia diferencial 2 (X) negativa

Nesta secao o objetivo é exibir um exemplo em que a entropia diferencial pode ser negativa. No

caso em que X é uma varidvel aleatéria discreta que pode assumir os valores xy, 2s, . . ., Z,, com
respectivas probabilidades p(z1) = p1, p(22) = p2,...,p(@,) = pn, tal que Y-, p; = 1, a entropia
H(X) = - X, pilog, p; é sempre um nimero nao negativo, haja vista que a funcéo zlog, z é

negativa para valores entre 0 e 1, conforme pode ser observado na figura 11.

Y
[(z) =zlogy x

Figura 11: Fungao logaritmica y = zlog,

Ja para o caso de uma variavel aleatéria continua X, com fungao densidade de probabilidade f(z),
a seguinte condicao deve ser satisfeita:
+00
/ f(x)dx =1.

Essa condi¢do é andloga a condigdo Y; p; = 1 em varidveis aleatérias discretas. A construgdo
de exemplos em que se tenha a entropia negativa leva em conta a determinacao de uma fungao
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f(x) = 0, cuja drea no plano zy seja 1, de acordo com a variagao de alguns parametros. Por
exemplo, para nimeros reais a, h > 0, seja f(z) = —a: se0 <z < a, conforme pode ser observado
na figura 12. Note-se que os infinitos valores de a e h que satisfazem <* 2 =1 implicam que a &area
hachurada A serd igual a 1 (como é o caso quando a =1 e h = 2). Entende-se entao que hé valores
de a e h tais que “—h =1 e que, ao assumir, como hipétese, que a drea da regido A vale 1, tem-se
entao que A = 2 =1.

Figura 12: Funcao densidade de probabilidade f(z) = &£

Com base nessa defini¢do da funcao f, mostra-se que ela é uma funcao densidade de probabilidade,
+00 ~ s . . ~
ao mostrar que Lw f(x) =1eque f(z) = 0. A fung@o f é maior ou igual a zero por construcao.

Resta entao mostrar que
+0o0
[ st

‘[;mf(x)dxzf Ed [};—f

Como, por hipétese, a area A = 2 =1, tem-se entao que

[;mf(u:)dx = %h =1,

e f(x) é uma funcao densidade de probabilidade.

[ o]
0 2a

Com base nessa fungdo f(z), que é uma funcdo densidade de probabilidade, torna-se possivel
determinar o valor de h(X). Assim, ao considerar, sem perdas de generalidade, que o logaritmo é
expresso na base e, tem-se:

+00

h(X) :7‘/7‘+°°f(:1;) logf(x)dx :7/ %xlog%xd&t

—00

Ao fazer a substituicdo u = %, tem-se que du = %dx. Logo,

+0oo +00 a
h(X)sz ulogu(h)du—ﬁ‘/ ulogudu:fﬁ/ ulog udu.
—o0 a J a Jo

—ﬁu—Qlo ufu—2a ﬁ—lo afa—270—a—hlo afa—h
T2 YT T a2 Y T

0
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Portanto,
h 1
h(X) = % [1og a- 5] .

Como, por hipdtese, tem-se que %h =1, entao o valor de loga — % determinara o valor de h(X).

Por exemplo, se a = V2, entao
h
h(X) = % Moga 1] =1. [log\@f 1] =0,3465 - 0,5=0,1534 < 0.

Ou seja, h(X) < 0.

Assim, levando-se em conta que o logaritmo é expresso na base e, tem-se:

e Se a = +/e, entao h(X) = 0.

1 1
loga7§=0 = loga=§ = a=e? = a=+e
e Se a < /e, entdao h(X) > 0.
1 1
logaf§<0 = loga<= = a<e? = a<-+e.
e Se a > /e, entdao h(X) < 0.
1 1
logaf§>0 = loga>= = a>e? = a>+e.

A entropia diferencial h(X) pode ser nula, positiva ou negativa. Ou seja, enquanto no caso discreto
a quantidade de informacao H(X) é um numero positivo ou nulo, no caso continuo h(X) pode
ser nula, positiva ou negativa. Isso mostra que a “medida de informagao” para o caso continuo é
diferente da medida de informacao para o caso discreto.

5.4. A informagao mitua 7(X;Y).

Nesta secao, sem pretensoes de completude na exposigao, expoe-se, com base em referéncias bi-
bliogréficas, o conceito de informacao mutua. Para o caso discreto, tal como pode ser observado
em [26], [4] ou [14], a informac@o mutua pode ser expressa como

I(X;Y)=H(X)- HX|Y).

Nesse caso, tanto H(X) quanto a entropia condicional H(X|Y) s@o positivas ou nulas. Dali,
I(X;Y) > 0 para o caso discreto. Para o caso continuo, a informagao mutua 7(X;Y) tem
propriedades semelhantes a da entropia discreta, isto é, é maior ou igual a zero. Para verificar
essa condicao, consideram-se duas variaveis aleatérias continuas, a variavel aleatéria continua X
e a varidvel aleatdria continua Y. Considera-se também uma funcao densidade de probabilidade
conjunta f(x,y), tal que f:: L;mf(w, y)dazdy = 1. Assim, conforme pode ser observado em [26], &
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pagina 276, tem-se que:

o F(a,y)
X Y) = / / (2, y)log 70 s dady

R fx (z)
I(X;Y)=- / / f(x, y)logf( r )dmd

> [ e )[f((|)>1]1°ged””dy
= [T [T i @ose dsy+ [ [T staioge dsdy

=1.1.loge—loge =0.

Portanto, I(X;Y) > 0.

Desse modo, mostrou-se que, enquanto a entropia diferencial h(X) e a entropia discreta H(X)
sofrem alteragoes na medida da quantidade de informacao quando se alteram os modelos de discreto
para continuo, a informacao mutua, isto é, a informacao que transita pelo canal de comunicacao,
se mantém-se inalterada. Ou seja, a medida de ambas é nao negativa. Essa é uma propriedade
que reside na interseccao dos modelos discretos e continuos.

6. Conclusoes

Na matemadtica, vista como uma linguagem composta de estruturas e objetos [17], ndo somente abs-
tragoes sao possiveis, mas também uma abertura total para processos imaginativos que permitem
a criagao de estruturas adaptadas aos, por exemplo, processos de medi¢ao. Isso nao assegura que
todos esses processos tenham uma contraparte presente na realidade do mundo em que vivemos.
Ou seja, nao hd uma regra especifica que indique quais devam ser os desenvolvimentos que nao
sejam apenas uma multiplicagao de estruturas matematicas, e quais os que impactam a construgao
de novas tecnologias. Nao hd também como indicar impedimentos nesses desenvolvimentos. O
conceito de medida, a nocao intuitiva de medir alguma coisa, apresenta-se na histéria da humani-
dade e vem se desenvolvendo ao longo dos tempos. Medidas na época de G. Galilei (1564-1642) sao
muito distintas das medidas nos tempos atuais. Isso nao significa que se estd no dpice do estado
da arte dos processos de medigao. Tal como indicado por Brillouin, a menor distancia possivel a
ser medida depende da quantidade de energia a disposicao no laboratério em que a medida sera
realizada. Isso revela que novos desenvolvimentos podem ser feitos de modo a diminuir as incerte-
zas, aumentar as precisoes no quesito “medida”, como por exemplo, a classica e fantastica histéria
da definicao da medida “metro”, na Franga, em 1792 [1], que impactou os sistemas de medida ao
redor do mundo. Neste artigo, exemplos foram exibidos com vistas a mostrar que ha oscilagao, em
relagdo ao conceito de medida, entre as leituras advindas de ferramentas discretas para modelos
continuos e leituras advindas de ferramentas continuas para modelos discretos. Mostrou-se que
héa casos em que, mesmo que a leitura seja descuidada, o resultado é equivalente, haja vista a
utilizacao de uma ferramenta que serve aos dois propoésitos, quais sejam, a medida em modelos
discretos e nos continuos.

H& também contradigoes, ao se limitar a leitura ao “mundo discreto” quando o objetivo é observar
o “mundo continuo”. Como exemplo, pode-se citar a importancia de ter leituras atentas a pro-
priedades advindas do continuum real. Atengao deve-se ter, por exemplo, para nao concluir que
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o conjunto R é “maior” que um intervalo dele mesmo®. Isso pode levar a contradigoes, se uma
atengdo maior nao for empregada a distincao entre o todo e a parte. Ou seja, esse é um exemplo
de uma leitura do mundo macroscépico acerca de modelos do mundo microscépico. Ha também,
nao abordada neste artigo, a teoria da medida de Lebesgue, presente no inicio do século XX, e
também todas as discussoes acerca de medidas (ndo de Lebesgue), voltadas as ciéncias humanas,
que elencam critérios de medida apropriados a cada cenario em particular. Note-se, com base
na figura 13, a existéncia de alguns pontos-chave que impactaram (e podem ainda impactar) o
conceito de medida ao longo da histéria da matematica.

1+ Tecnologia 5G
XXI: Internet das coisas
y Cidades inteligentes
Integrais de Kurzweil-Henstock
xx |Medida da Informagao; Shannon
Medida e Integragao: Lebesgue
Riemann: integrais
x1x | Cauchy: limites
Fourier: séries

XVIII Intuicdo geométrica

XVII Célculo: Newton e Leibniz

-
1
1
1

| Civilizagbes antigas

Figura 13: Evolucao do conceito de medida ao longo dos séculos.

Estima-se, com este artigo, que a proposta da analise do conceito de medida em patamares discre-
tos e continuos, e da andlise de quais sao as propriedades que pertencem a ambos os patamares,
possa incentivar novos desenvolvimentos e auxiliar na elucidagao de equivocos, ou aparentes con-
tradigoes. Em particular, estima-se que novos desenvolvimentos possam surgir das investigagoes
acerca das medidas de informacao, e das leituras operacionais possiveis, no sentido das proprie-
dades pertencentes aos modelos discretos e continuos. Note-se que desenvolvimentos nessa area
impactam os desenvolvimentos tecnoldgicos que podem propiciar melhorias nas comunicagoes e no
desenvolvimento humano, tais como tecnologia 5G, internet das coisas, cidades inteligentes etc.
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