PROFESSOR DE

MATEMATICA PMO v.10, n.4, 2022

ONLINE ISSN: 2319-023X
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica https://doi.org/10.21711/2319023x2022/pmo103 1

Simplificando a resolucao da
equacao do terceiro grau

Joao Francisco da Silva Filho® Odete Elana Sousa Pereira®
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Resumo

No presente trabalho, abordamos as equagbes polinomiais do terceiro grau (ou simplesmente,
equagoes do terceiro grau) e os polindmios do terceiro grau, apresentando uma nova férmula que
simplifica o calculo das suas respectivas raizes. Como aplicagao natural da férmula citada, obte-
mos critérios alternativos para caracterizar as raizes de equacoes e polinomios do terceiro grau,
concluindo o trabalho com a resolugao de exemplos.

Palavras-chave: Equagoes do terceiro grau; Polinomios do terceiro grau; Raizes; Férmula de
Cardano-Tartéglia.

Abstract

In this present work, we approach third degraee polynomial equations (or simply, third degraee
equations) and third degraee polynomials, presenting a new formula that simplify the calculation
of the their respective roots. As natural application of this formula, we obtain alternative criteria
to characterize the roots of third degraee polynomial equations and third degraee polynomials,
concluding the work with solving examples.

Keywords: Third degraee equations; Third degraee polynomials; Roots; Cardano-Tartaglia’s for-
mula.

1. Introdugao

Inicialmente, recordamos que a resolucao da equagao do terceiro grau foi obtida no século XVI,
de forma independente, por Scipione del Ferro (1465-1526) e por Niccolo Tartdglia (1499-1557),
publicada em 1545 no livro Ars Magna de Girolamo Cardano (1501-1576), que foi escrito com
a colaboracao de Ludovico Ferrari (1522-1565). Nesse contexto, podemos expressar as raizes da
equagao do terceiro grau através da formula de Cardano-Tartdglia, que por bastante tempo ficou
conhecida apenas como férmula de Cardano. Convém salientar que Cardano foi quem verificou que
a equacao do terceiro grau na sua forma geral pode ser reduzida a um interessante caso particular,
conhecido na literatura por forma reduzida (ou forma deprimida), cujo coeficiente lider é igual a
um, e o coeficiente do termo quadrético é nulo.
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No intuito de esbogar a demonstragdo da férmula de Cardano-Tartéaglia, devemos lembrar que a
forma geral assumida pela equacao do terceiro grau é dada por

ax® +bx? + cx+d = 0, (1)

onde a,b,c,d € R com a # 0. Dividindo essa equagao pelo coeficiente lider e fazendo x = y — 3%,

obtemos a forma reduzida

y>+py+q=0, (2)
cujos coeficientes sao expressos por
b2 - 3ac 2b? + 27a2d — 9abc
P= 732 ¢ 97 27a3

Agora, escrevendo y = u+ v e substituindo na forma reduzida (2), chegamos & igualdade
W+v3i+ Buv+p)(u+v)+q=0,

portanto basta encontrar u, v € C, tais que

para que y = u+ v seja raiz da equacgao (2).

3 e v satisfazem a equacao quadrética

3

b
+qz— —==0
Z qz o7 y

Decorre das relagdes constantes em (3) que u

entao resolvendo-a, deduzimos que
u3:f%+\/ﬁ e V3=*%*\/ﬁ, (4)

onde a constante, definida por

é chamada de discriminante.

Sabendo que y = u+ v e usando as expressoes (4), temos que

u= [ 44D /4D,

y:i/%+\/ﬁ+3%\/ﬁ, (5)

que é a formula de Cardano-Tartdglia para equacgoes do terceiro grau na forma reduzida.

consequentemente,

Finalmente, recordando a relacao inicial estabelecida por
b

X=y— —

Y3y

concluimos da expressao (5) que

X:£+¢/g+m+¢/§va (6)

que corresponde a formula de Cardano-Tartdglia para equagdes do terceiro grau na forma geral.
D
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Observagao 1. Através do sinal do discriminante, podemos caracterizar as raizes de polindomios
e/ou equagdes do terceiro grau (cf. [4] ou [6]). Mais precisamente, temos que:

(a) Se D < 0, entao a equagdo possui trés raizes reais distintas.
(b) Se D =0, entéo a equagao possui uma raiz real de multiplicidade dois ou trés.

(¢) Se D > 0, ent@o a equagdo possui uma raiz real e duas raizes complexas nao reais.

A férmula de Cardano-Tartédglia foi decisiva na concepc¢ao do método de Ferrari (cf. Gongalves [3]) e
de grande importancia na introdugao dos niimeros complexos, no entanto em alguns casos a referida
férmula nao é muito pratica. Para equagoes do terceiro grau que possuem trés raizes reais distintas,
temos o caso irredutivel, no qual o discriminante é negativo e nem sempre é possivel eliminar os
radicais da expressao das raizes, resultando na necessidade de utilizar fungoes trigonométricas e
trigonométricas inversas. Mais informagoes sobre o assunto podem ser encontradas em Lima [4],
onde o referido autor apresenta uma interessante abordagem sobre as equacoes do terceiro grau,
incluindo o contexto histérico.

Na perspectiva de minimizar as dificuldades de trabalhar com equacoes do terceiro grau e com a
férmula de Cardano-Tartédglia, estaremos introduzindo neste trabalho uma nova forma reduzida,
que simplifica o cdlculo e a caracterizagdo das rafzes (reais e complexas ndo reais) desse tipo de
equacao polinomial. Nessas condigoes, deduzimos uma nova féormula para calcular as raizes de
polindémios e equagoes polinomiais do terceiro grau com coeficientes complexos, cuja expressao é
mais simples que a expressao da férmula de Cardano-Tartaglia. Por fim, obtemos como aplicagoes,
critérios alternativos para caracterizar as raizes de polindmios e equactes do terceiro grau com
coeficientes reais.

2. A Nova Forma Reduzida

Nesta secao, vamos introduzir conceitos e notagoes sobre polinémios e equagoes do terceiro grau,
que serao essenciais ao longo do nosso trabalho. Estaremos aqui considerando apenas polindmios
e equagoes do terceiro grau sobre os complexos, ou seja, polindomios e equagoes do terceiro grau
com coeficientes complexos. Nas proximas secoes, faremos menc¢ao a polinémios do terceiro grau
com coeficientes reais em momentos oportunos.

Inspirado na forma reduzida da equacao do terceiro grau, introduzimos uma nova forma reduzida
para polindmios e equagoes do terceiro grau sobre os complexos. De modo similar a forma reduzida,
mostraremos nas préximas segoes que a nova forma reduzida também simplifica a expressao das
raizes de polinomios e equagoes do terceiro grau.

Definigao 1. Seja P(x) = ax® + bx? 4+ cx + d um polindémio do terceiro grau sobre os complexos,
cujos coeficientes satisfazem c? = 3bd. Em tais condicdes, diremos que:

a) P(x) é um polinémio da nova forma reduzida.

b) A equacdo P(x) =0 estd (ou encontra-se) na nova forma reduzida.

Novamente, vamos considerar um polinémio do terceiro grau, dado por
P(x) = ax® + bx? + cx + d,

onde a,b,c,d € C com a # 0.
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Partindo de uma constante t € C e do polinomio P(x), podemos definir um novo polinémio do
terceiro grau por

Py(x) =P(x+1),

ou equivalentemente,

Pi(x) = a(x+t)® +b(x +t)? + c(x +t) +d,
onde a expressdao de P(x) justifica a igualdade anterior.
Desenvolvendo a 1ltima expressao e organizando os termos, obtemos

P (x) = ax® + (3at + b)x? + (3at? + 2bt + ¢)x + (at® + bt? + ct + d).
que pode ser reescrito na forma simplificada
P (%) = agx® + bex? + cex + dy,

onde a; =a, by =3at +b, ¢, =3at? +2bt +c e dy = at® + bt + ct + d.

Observagao 2. Usando a defini¢ao de raiz, verifica-se facilmente que w € C serd uma raiz de P(x),
se e somente se, w —t for uma raiz de Py(x).

3. Resultados Principais

Conforme apresentado na introducgao, sabe-se que o estudo das raizes de equagoes do terceiro grau
resume-se ao estudo da forma reduzida, que torna mais simples a expressao das raizes desse tipo
de equagao. De modo anédlogo, mostraremos nesta secao que o estudo das raizes de polinomios ou
equagoes do terceiro grau também resume-se ao estudo da nova forma reduzida (cf. Defini¢ao 1),
que simplifica ainda mais a expressao das raizes de equagoes do terceiro grau.

Nesse contexto, nosso primeiro teorema expressa as raizes de polinomios do terceiro grau da nova
forma reduzida.

Teorema 1. Seja P(x) = ax®+bx?+cx+d um polinémio do terceiro grau com coeficientes complexos
da nova forma reduzida. Diante do exposto, valem as sequintes afirmagcoes:

a) Se o termo independente de P(x) € nulo, entdo suas raizes sao dadas por
X1 =X9 =0 e X3 =——.
a

b) Se o termo independente de P(x) € ndo nulo, entdo suas raizes sdo expressas pela formula

3d

3d(bc — 9ad) — c

Xk =

onde k € {1,2,3}.
Demonstra¢do. Faremos a demonstracao de cada item separadamente, conforme descrito a seguir:
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a) Sabendo que P(x) é um polindémio da nova forma reduzida, entao
¢? = 3bd,
mas lembrando que o termo independente d é nulo, segue que ¢ = 0, e, assim,
P(x) = ax® + bx? = x?(ax + b).
Dessa forma, observe que P(x) = 0 equivale a equagao
x?(ax +b) =0,

cujas solugoes sao dadas por x; =xo =0 e x3 = 72, concluindo o primeiro item.

b) Como o termo independente d é ndo nulo, entao para todo x € C— {0}, podemos escrever

_,.3fa b c 1Y)
P(X)—dX (a-f—&-l-&%—;),

entao reorganizamos os termos entre parénteses, obtendo

P(x):dx3(X—13+é+%+g). (7)
Por outro lado, observe que
(_+_)3=L+L+i+i
x 3d)  x3 dx? 3d% 27d®’
ou, ainda,
3
onde usamos a relacdo c? = 3bd, visto que P(x) é um polinémio da nova forma reduzida.

Combinando as expressoes (7) e (8), vamos ter

)

1 ¢\ bec-9ad
Px)=d? |[=+—] - —==
(x) = dx [(x+3d) o

para todo x € C—{0}. Desde que P(0) =d e d é nao nulo, entao P(x) = 0 equivale a equagao

(1 0)3 bc - 9ad
-+ — - -
9d?

7

x 3d
obtida a partir da ultima expressao de P(x).

Por um célculo direto, decorre da tltima equagao que as raizes de P(x) sao dadas pela formula

3d
Xi = (k=1,2e3),

V3d(bc—9ad) — ¢

concluindo a demonstracgao. O

Em condigoes similares ao Teorema 1, explicitamos as expressoes das raizes de polinomios do
terceiro grau com coeficientes reais.
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Corolario 1. Seja P(x) = ax® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais
da nova forma reduzida. Suponha que P(x) possui termo independente ndo nulo, entdo suas raizes
sao dadas por
3d 6d
X] = — € Xgg3=———————7>
! 237 (5 +20)2 + 362

= [(5 + 2¢) + V36i],
0—c

onde § denota a raiz cibica real de 3d(bc—9ad).

Demonstrag¢ao. Decorre diretamente do Teorema 1(b) que as raizes de P(x) s@o expressas por
3d

/3d(bc — 9ad) — c

ou, equivalentemente,

_ad
T Swi—c¢’

(9)

onde k€ {1,2,3}, w1 =lewyz=-1+

Finalmente, basta substituir w1, ws e ws (raizes cibicas da unidade) em (9) para chegarmos as
expressoes das raizes de P(x), conforme enunciado. O

O préximo resultado garante que o estudo das raizes de polindomios ou equagoes do terceiro grau
resume-se ao estudo da nova forma reduzida. Como consequéncia, podemos aplicar o Teorema 1
(direto ou indiretamente) a qualquer polinémio ou equagao do terceiro grau.

Teorema 2. Seja P(x) = ax®+bx%+cx+d um polinémio do terceiro grau com coeficientes complexos,
entdo Pi(x) € um polinémio do terceiro grau da nova forma reduzida para alguma constante t € C.
Em particular, toda equagdo do terceiro grau com coeficientes complexos pode ser escrita na nova
forma reduzida.

Demonstracdo. Dividimos a demonstracao do teorema em dois casos, apresentados a seguir:
1° Caso: b? = 3ac.

Nessas condigoes, vamos definir uma constante t € C por
b

t = “3 (10)

bem como o polinémio P¢(x) = P(x +t), que pode ser escrito na forma
Pi(x) = a¢x® + bex? + cex + dy,
onde a; = a, by =3at+b, ¢, =3at?> +2bt +c e dy = at® + bt? +ct +d (cf. Secdo 2).
Por outro lado, temos que
c% —~3byd; = (3at?+2bt +c)? — 3(3at + b)(at® + bt? + ct + d)
= (b%-3ac)t? + (bc — 9ad)t + (c? — 3bd),
entdo usamos a hipétese b? = 3ac junto com (10) para obter
~b(bc—9ad) - 3a(c? ~3bd)  c(b®-3ac) _
3a 3a

logo Cf = 3byd; e assim concluimos que P¢(x) é um polinomio da nova forma reduzida.

Ct2 - 3btdt =

0,

" sBm
445 - DLV



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Silva Filho, Pereira e Castro

2° Caso: b? # 3ac.
Neste ultimo caso, consideramos a constante t € C, dada por

1
tzfm[(bC*gad) i‘/Z], (11)

onde A = (bc - 9ad)? — 4(b? — 3ac)(c? — 3bd). Em seguida, definimos o polinémio P (x) = P(x +t),
podendo ser expresso na forma

Pi(x) = ax° + bex? + cix + d¢,
onde a; = a, by = 3at +b, ¢; = 3at? + 2bt + ¢ e dy = at3 + bt + ct +d (cf. Secdo 2).
De modo analogo ao caso anterior, verificamos a igualdade
ct2 —3bdy = (b2 - 3ac)t? + (be — 9ad)t + (¢2 - 3bd),
implicando por (11) que
¢2 — 3byd; =0,
portanto Cf = 3bydy, e, com isso, concluimos que Py (x) é um polinémio da nova forma reduzida. O
Na sequéncia, apresentamos dois corolarios que nos permitem caracterizar as raizes de polindmios

do terceiro grau sobre os reais. No primeiro deles, explicitamos as raizes em termos dos coeficientes
dos polinomios.

Corolario 2. Seja P(x) = ax® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais,
tais que b? = 3ac. Nessas condi¢oes, temos que as raizes de P(x) sdo dadas por

) ~(y +2b) + V3yi
e Xgg=—-—— 1
3a ’ 6a

onde y denota a raiz cibica real de 3a(bc—9ad).

X1 =

Demonstragao. Dividimos a demonstracao em dois casos distintos, a saber:
1° Caso: bc = 9ad.

Decorre das igualdades b? = 3ac e be = 9ad que

T3 ¢ YT omar

entao a expressao de P(x) pode ser escrita na forma

b2 qobe_ b’

b2 3 b 3
P(x):ax3+bx2+£x+ﬁ =a(x+—) ,

portanto as raizes de P(x) sdo dadas por

b
X1=X2=X3=*£,

que coincide com as expressoes enunciadas, visto que y = 0 nesse caso.
@ sBm
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2° Caso: bc # 9ad.
Considerando a constante real, definida por

b
= —— 12
i 3a’ (12)

segue-se da prova do Teorema 2 (cf. 1° Caso) que P¢(x) é um polinémio da nova forma reduzida,
o qual assume a expressao

Pt (X) = atx?’ + th2 +CX + dt, (13)
onde a; = a, by = 3at + b, ¢; = 3at? +2bt + ¢ e d; = at® + bt? + ct +d (cf. Secdo 2).
Substituindo (12) na expressio d; = at + bt? + ct + d, temos que

2bh3 — 9abe + 27a2d

d; =
¢ 27a2 ’
mas como b? = 3ac e be # 9ad, obtemos ainda
bc — 9ad
dq = f% 0, (14)

implicando pelo Teorema 1(b) que as raizes de Py(x) sao dadas por

Xy = 54 (15)

\3/ 3dt (tht - 9adt) — C¢ ,

onde k=1,2¢ 3.
Combinando b = 3at +b e c¢; = 3at? + 2bt + ¢ com (12), vamos ter

b2 - 3ac B

bt:O (§ Ct = — 3a

0, (16)

onde foi usada a relagio b? = 3ac. Substituindo (14) e (16) em (15), deduzimos que

33 _
g = Yalbe 9ad) -y o)
3a

fornece as raizes de P (x).
Aplicando a Observagao 2, obtemos que as raizes de P(x) sao dadas por

: v3a(bc—9ad) — b _ywx—b
= = =

3a

Xk

onde ke {1,2,3}, w1 =lewss= 7% + ‘/;’i. Fazendo as substituicoes, concluimos que
v-b ~(y +2b) = V3yi
X1 = € X933 = —"FT"
3a ’ 6a
expressam as raizes de P(x). O

Complementando o caso abordado no Corolario 2, apresentamos, a seguir, mais um resultado para
caracterizacao de raizes de polinémios do terceiro grau sobre os reais.
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Corolario 3. Seja P(x) = ax® + bx? + cx + d um polinémio do terceiro grau com coeficientes reais,
tais que b® # 3ac e com derivada P’ (x) = 3ax? + 2bx + ¢. Supondo que s € R seja uma constante,
definida por

_ bc—9ad
- 72(b2 ~3ac)’
entdo valem as sequintes afirmagoes:
a) Se aP’(s) < 0, entdo P(x) possui trés raizes reais distintas.

b) Se aP’(s) > 0, entdo P(x) uma raiz real e duas complexas nao reais.

¢) Se P’(s) =0, entdo P(x) possui duas raizes reais, uma simples e outra de multiplicidade dois.

Demonstracio. Sabendo que P’(x) = 3ax? + 2bx + ¢, obtemos a igualdade

3a(bc — 9ad)? — 4b(b? — 3ac)(bc — 9ad) + 4c(b? — 3ac)? _

P’(s) = 17
®) 4(b? - 3ac)? (17)
entao, desenvolvendo os termos e fazendo simplificagoes, vamos ter
P/(s) = —— 2% (b2 + 18abed - 27a2d - 4bPd - dac®). (18)
4(b* — 3ac)?
Por outro lado, observe que o discriminante é dado por
P\3  [q)\2 b2~ 3ac\® [2b3+27a2d - 9abc)’
o= () 4 - () (e
3 2 9a2 54a3
consequentemente,
— 2 3 3 2 2
= 301646 [74(b —3ac)” + (2b” + 27a°d — 9abc) ] .
Desenvolvendo a 1ltima expressao, temos ainda que
1
D= (b%c? + 18abed — 27a%d? — 4b®d — 4ac?) ;
entdo, comparando com (18), inferimos a relagao
243a’
P(s) = —a (19)
(b” - 3ac)?

Nesse momento, passamos a prova de cada item separadamente:

a) Supondo que aP’(s) < 0, entdo decorre da igualdade (19) que o discriminante é negativo,
implicando pela Observagao 1 que P(x) possui trés raizes reais distintas.

b) Supondo que aP’(s) > 0, segue diretamente da igualdade (19) que o discriminante é positivo,
portanto a Observagdo 1 garante que P(x) possui uma raiz real e duas complexas nao reais.

¢) Considere o polindémio do terceiro grau, definido por
Ps(x) = P(x+5),
que pode ser escrito na forma
Py(x) = agx® + bex? + cex + dg,

onde ag = a, by = 3as +b, ¢s = 3as? + 2bs + ¢ e dg = as® + bs? + cs +d (cf. Section 2).
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Desde que P’(s) = 0, temos pela igualdade (17) que
3a(bc —9ad)? — 4(b% - 3ac)[b(bc — 9ad) — ¢(b? - 3ac)] = 0;
no entanto,
b(bc - 9ad) — ¢(b? - 3ac) = 3a(c? — 3bd),
que substituido na igualdade anterior, resulta em
(be — 9ad)? = 4(b% - 3ac)(c¢? — 3bd),
entdo segue da prova do Teorema 2 (cf. 2° Caso) que P4(x) é da nova forma reduzida.
Em tais condicdes, vale a relacio c2 = 3bydg e, consequentemente,
bsds = 0,
visto que ¢s = P’(s) = 0. Novamente usando a hipdtese P’(s) = 0, verificamos que
bZ = (3as + b)? = (9a%s? + 6abs + b?) = 3a[P’(s) — ¢] + b? =b? — 3ac # 0,
donde concluimos que by # 0 e dg = 0.

Diante do exposto, decorre do Teorema 1(a) que as raizes de Ps(x) sdo dadas por
- bs b

X1=%=0 e Xg=-——=-3s——,
a a

portanto Py(x) possui uma raiz simples e uma raiz dupla e o mesmo ocorre com o polinémio P(x),
cujas raizes satisfazem

X1 =X9 =8 e X3=*—*QS?/:S,
a

onde usamos a Observacao 2 e também o fato de by nao ser nulo. O

4. Resolvendo Alguns Exemplos

Nesta tltima segao, apresentamos alguns exemplos nos quais aplicamos os resultados principais
(cf. Segdo 3) para determinar as raizes de polinémios do terceiro grau, mostrando a praticidade
de trabalhar com a nova forma reduzida. Nos dois primeiros exemplos, usamos diretamente o
Teorema 1 para calcular as raizes.

Exemplo 1. Determinar as raizes do polinémio P(x) = 8x3 — 12x% + 6x — 1.

Solugao: Sabendo que a =8, b=-12, ¢ =6 e d =1, observa-se a relagao
c? = 3bd = 36;
entao, P(x) é da nova forma reduzida e segue do Teorema 1 que
3(-1)
Xk =
PBEDIE1) - 6-9-8- (D] -6

expressa as raizes de P(x).

(k=1,2¢3) (20)

Como o radicando da tltima expressao é nulo, concluimos que

1
X1 =X2=X3 ==

2
portanto, P(x) possui uma raiz com multiplicidade trés.
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Exemplo 2. Calcular as raizes do polinémio P(x) = x? — 6x2 + 6x — 2.

Solugao: Desde que a=1, b=-6, c=6 e d =2, verifica-se a igualdade

¢® = 3bd = 36,
implicando pelo Teorema 1 (ou Coroldrio 1) que as rafzes de P(x) sao dadas por
3-(-2) 6-(2) .
= =———————[(6+2-6) £ V36 21
M= © X =G arager (04200 = V3, (21)

onde § representa a raiz cibica real de 108 = 33 - 4.

Simplificando as expressoes em (21), temos que as raizes de P(x) sdo dadas por
2 12

= —_ - 34 " X
X1 i e X2.3 (3\3/14_ 127+ 3(3\3/1)2 [(3\/_+ 12) + 3\/5?/4_11]7
ou, ainda,
x1=2+V2+V4 e Xz,gzmu4+%)imi]

onde V2, V4 e V432 denotam nimeros reais positivos.

Dando continuidade, apresentamos dois exemplos que nos mostram como se aplicar o Teorema 1
(ou Coroldrio 1) a polinémios que nao sao da nova forma reduzida.

Exemplo 3. Encontrar as raizes do polindémio P(x) = 4x> + 6x? + 3x + 1.

Solugao: De posse dos coeficientes a =4, b=6, c =3 e d = 1, confirmam-se as relagoes
c2#3bd e b?=3ac
portanto, P(x) nao é um polinémio da nova forma reduzida. Dessa maneira, definimos a constante
b 1
3a 2
conforme o 1° Caso da demonstragdo do Teorema 2.

Nessas condigoes, segue da prova do Teorema 2 (cf. 1° Caso) que

1 1
P(x) = P(x o) =4+
+(x) X-5 x” + 5
é um polinémio da nova forma reduzida, cujas raizes sao dadas pela expressao
1
Xy =——= (k=1,2¢3), (22)

que pode ser obtida pelo Teorema 1 ou através de um calculo direto.

Substituindo as raizes cubicas da unidade em (22), obtemos as raizes de Py(x) dadas por

1 5 1 V3,

X1=—%= e Xoz=-+—1
1 5 23 =77
as quais somadas com t = f% (cf. Observagao 2), resultam em

4

+

e

X1 = -1 e X23 =~

que correspondem as raizes do polindémio P(x).
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Exemplo 4. Determinar as raizes do polinémio P(x) = x> + 3x? + 8x + 6.

Solugao: Podemos afirmar que P(x) nao é da nova forma reduzida, visto que
¢ # 3bd,

onde a=1,b=3 c=8ed=6. Desde que b? # 3ac, introduzimos a constante

1
t = *m[(bC*gad) + \/Z],

onde A = (bc - 9ad)? — 4(b? - 3ac)(c? — 3bd).
Substituindo os coeficientes de P(x), vamos ter

A= (-30)*—4-(-15) - 10 = 1500,
consequentemente,

30+10V15 _VI5
=30 3 7
dai definimos o polinémio P¢(x) = P(x +t).

Deduzimos da prova do Teorema 2 (cf. 2° Caso) que o polindémio

20V15
9

Pi(x) =x% + V15x2 + 10x +

é da nova forma reduzida. Do Teorema 1 (ou Corolério 1), obtemos as raizes de Py(x) dadas por

3-20VI5 6-20V15
YT =— 2 . 1 + .
06 10) ° 0T Jorz2- 102 +3e2 (0PI Vsl

onde ¢ denota a raiz ctbica real de —1000, isto é, 6 = —10.

X1

Simplificando as ultimas expressoes, temos que as raizes de Py(x) sdo as seguintes

1 1

X1 = *T e )22’3 =—
portanto basta somar t = @ —1 a cada raiz acima (cf. Observagao 2), obtendo

x1 =—1 e X233 = -1+ \/517
que correspondem as raizes de P(x).

Por fim, apresentamos um exemplo no qual recorremos a um polinémio da nova forma reduzida
)
que possui coeficientes complexos nao reais.

Exemplo 5. Calcular as raizes do polinémio P(x) = 2x3 - 3x — 1.

Solugao: De modo andlogo ao Exemplo 4, inferimos as desigualdades
c2+3bd e Db?#3ac,

visto que a=2, b=0, c=-3 e d =—1. Sendo assim, podemos definir a seguinte constante
1

t = *m[(bC*Q&d) + \/Z],

onde A = (bc — 9ad)? — 4(b? - 3ac)(c? - 3bd).
-
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Substituindo os coeficientes de P(x), obtemos
A=18%-4-18-9 =324,
por conseguinte,

1

t =
2-18

(18 + 18i) =7%(1+i).

implicando pela prova do Teorema 2 (cf. 2° Caso) que P (x) é da nova forma reduzida.

Realizando um célculo direto, temos que

P (x) :P(x%) =2x2 - 3(1+1)x® - 3(1 - i)x+ (1 +1)

entao aplicamos o Teorema 1 para chegar a expressao
- 3(1+1) (1+1)
Xk = = B
N27(1+1)3+3(1-1)  (1-1)— (1 +1)3

a qual fornece as raizes de Py(x).

(23)

Multiplicando 1+1i pelas raizes ctibicas da unidade, obtemos as raizes ctibicas de (1 +i)> dadas por
1 1
1+, 75[(1+\/§)+(17\/§)i] e 75[(17\/§)+(1+\/§)i];

daf basta substitui-las em (23), resultando em

1 1 1
fi=-p(1-0), %= 5[(27\/§)+i] e = 5[(2+«/§)+i],
que corresponde as raizes do polinémio Py(x) = P_ 1 (x).
Finalmente, somamos t = f% em cada raiz de Py(x), concluindo que

1 1
x1 =-1, X2=§(1*\/§) e X3=§(1+‘/§)

sao as raizes do polinémio P(x).
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