PROFESSOR DE

MATEMATICA PMO v.10, n.4, 2022

ONLINE ISSN: 2319-023X
Revista eletrénica da Sociedade Brasileira de Matematica https://doi.org/10.21711/2319023x2022/pmo1033

O GeoGebra como ferramenta de apoio ao
entendimento de demonstracoes em (eometria.

Hilario Alencar ® Larissa Candido ® Ronaldo Garcia ® Carmen Mathias ®

Resumo

Neste artigo temos como objetivo apresentar possibilidades de utilizar o software de matemaética
dindmica GeoGebra para ilustrar demonstragoes de resultados de geometria euclidiana presentes
na literatura. Optamos por escolher o referido software visto que propicia aspectos dinamicos
visuais relevantes para compreender as demonstragoes dos resultados elencados. Esperamos que
as construgoes aqui apresentadas, assim como a discussoes quanto as demonstragoes, sirvam como
suporte a professores e alunos que estao estudando os resultados apresentados nesse artigo.
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Abstract

In this article we aim to present possibilities of using the mathematical software GeoGebra to il-
lustrate demonstrations of results of Euclidean plane geometry present in the literature. We chose
this software because it provides dynamic visual aspects relevant to understanding the demonstra-
tions of the results listed. We hope that the constructions presented here, as well as the discussion
about the demonstrations serve as support to teachers and students who are studying the results
presented in this article.

Keywords: Pythagorean theorem, law of sines, law of cosines, golden number.
1. Introdugao

O uso de recursos visuais na obtengao de resultados de geometria euclidiana plana ganhou novos
horizontes usando ferramentas computacionais de matematica dindmica, especialmente a partir
dos mecanismos disponiveis no software GeoGebra, como, por exemplo, as elencadas em [1], [4] e
[14].

Neste artigo, usamos esses recursos para obter demonstragoes de resultados de geometria plana.
Enfocaremos nos resultados que tem um apelo visual, uma figura expressa na sua esséncia um
fato matematico e que nos favorece a encontrar e formalizar a demonstracao do mesmo. Esse tipo
de comunicagao é conhecido como provas sem palavras e ficou popular na revista Mathematics
Magazine que publica desde 1975, com regularidade, esses tipos de demonstragoes, conforme [8].
Nesse contexto, destacamos a seguinte frase atribuida a Lynn Steen:
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Para a maioria das pessoas, a memoria visual € mais poderosa do que a memoria
linear de passos em uma prova. Além disso, as vdrias rela¢des incorporadas em
um bom diagrama representam matemdtica real a espera de reconhecimento e ver-
balizacao. Entdo como um dispositivo para ajudar os alunos a aprender e lembrar
matemdtica, provas sem palavras sGo muitas vezes mais precisas do que provas (mal
lembradas) com palavras (Steen, 2012 apud Doyle et all, 2014).

2. Matemadtica e reflexoes

Virios autores dedicaram e refletiram sobre a questao da natureza da matemaética. Dentre os mais
contemporaneos podemos mencionar M. Atiyah [2], P. Halmos [10], T. Tao [29] ¢ W. Thurston
[30]. W. Thurston ao refletir sobre processo e tempo, defende que:

Temos facilidade para pensar em processos ou sequéncias de agoes que muitas vezes
podem ser usadas para um bom efeito no raciocinio matemdtico. Uma maneira de
pensar em uma fung¢do € como uma acdo, um processo, que leva o dominio para
o intervalo. Isso € particularmente valioso ao compor funcoes. QOutro uso dessa
facilidade é para lembrar provas: as pessoas geralmente se lembram de uma prova
como um processo que consiste em vdrias etapas. Na topologia, a no¢ao de homo-
topia é mais frequentemente pensada como um processo que evolui no tempo. Ma-
tematicamente, o tempo ndo € diferente que um espaco unidimensional, mas como
0s humanos interagem com ele de maneira bastante diferente, € psicologicamente
muito diferente (Thurston, 1994).

Ou seja, o processo como descrito por W. Thurston é particularmente aplicado na manipulagao do
software GeoGebra. Tais procedimentos podem ser observados desde as construgdes geométricas
até a abordagem dinamica presente nas animacoes e atividades interativas. No caso de uma
demonstracao de certo resultado de geometria euclidiana plana, sao realizadas véarias construgoes
geométricas até estabelecer evidéncias heuristicas de que ele é verdadeiro. E esses procedimentos
podem ser associados ao fazer matemadtica, que conforme Paul Halmos [10], significa:

Nao apenas leia; lute! Faca suas proprias perguntas, procure seus proprios erem-

plos, descubra suas proprias provas. A hipdtese € necessdria? A reciproca é verda-
deira? O que acontece no caso especial classico? E os casos degenerados? Onde a
prova usa a hipdtese? (Halmos, 1985).

Com o software GeoGebra podemos aplicar com muita propriedade o que “significa fazer ma-
tematica”, explorando, criando estratégias, argumentando, conjecturando, etc.

Ainda sobre o fazer matemédtica, para Terence Tao [29] a “boa matemdtica” poderia se referir (sem
ordem particular) a:

e Boa resolugdo de problemas matemdticos (por exemplo, um grande avango em um
problema matemdtico importante);

e Boa técnica matemdtica (por exemplo, um uso magistral de métodos existentes ou
o desenvolvimento de novas ferramentas);
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e Boas relagdes piblicas matemdticas (por exemplo, uma apresentacao eficaz de uma
realizagao matemdtica para nao matemdticos ou de um campo de matemdtica para
outra);

o Matemdtica intuitiva (por exemplo, um argumento que € natural e facilmente vi-
sualizdvel) (Tao,2007).

Acreditamos que “uma boa prova matematica” pode ser inspirada a partir dos recursos proporcio-
nados por softwares como o GeoGebra, pois elas obedecem a um protocolo de construgao designado
pelo usudrio, que as executa, desde um computador ou um dispositivo mével, seguindo uma de-
terminada ordem. E, essa ordenacao necessaria a realizar uma determinada construcgao, pode ser
encarada como uma estratégia, assim como as utilizadas para resolver determinados problemas
matematicos.

3. Estratégias para resolugao de problemas

A resolugao de problemas é uma ferramenta indispensavel para o treinamento e o aprimoramento
do conhecimento da Matemadtica. Basicamente, devemos compreender bem o problema, avaliar
nossa competéncia para resolvé-lo, dimensionar a sua relevancia e a sua profundidade, organizar e
propor ideias, fazer uso correto da linguagem matemadtica, procurar analogias, executar as etapas
da solugao pretendida, reavaliar o processo desenvolvido, verificar as coeréncias etc.

A seguir iremos discutir brevemente sobre as estratégias propostas por G. Pélya [21] e L. Larson [11]
que julgamos uteis para o processo de construgao das animagoes realizadas no software GeoGebra
e que ilustram as demonstragoes presentes neste artigo.

As estratégias para resolugao de problemas descritivas por Pélya sao difundidas em vérios tra-
balhos [21, 22, 23, 24] e devem compreender quatro passos bdsicos: compreensao do problema,
planejamento, execugdo e avaliagdo. J& Larson [11] cita doze estratégias para resolugéo de proble-
mas. Ou seja, ele faz um refinamento daquelas citadas por Pélya. Ao abordar um problema existe
a necessidade de procurar por um padrao, tragar uma figura, formular um problema equivalente,
modificar o problema, escolher uma notagao efetiva, explorar as simetrias; dividir em casos, usar
um raciocinio diferente, argumentar por contradigao, procurar paridades, considerar casos extre-
mos e generalizar [11]. Para maiores detalhes sobre as estratégias adotadas por Larson, sugerimos

).

Quando falamos em resolucdo de problemas devemos considerar os variados tipos de problemas
propostos nos livros didaticos. Em geral, nos livros didaticos sao propostas atividades em que os
autores sabem que a solugao existe. Tais atividades tém como objetivo o treinamento do aluno a
um novo contetido, complementar a teoria exposta, e fazer interconexées com outros assuntos da
matemdtica e de outras ciéncias. Isso é corroborado por [27] que diferencia um exercicio de um
problema. Para esse autor,

O ezxercicio € uma atividade de adestramento no uso de alguma habilidade ou co-
nhecimento matemdtico jd conhecido pelo resolvedor, como a aplicacao de um algo-
ritmo CONHECIDO, de uma formula CONHECIDA etc. O exercicio envolve mera
aplicagdo e o problema necessariamente envolve invengao ou/e criagao significativa.
Um problema matemdtico é toda situacdo requerendo a descoberta de informagoes
matemdticas desconhecidas para a pessoa que tenta resolvé-lo, e/ou a invengao de
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uma demonstra¢do de um resultado matemdtico dado. O fundamental € que o re-
solvedor tenha de inventar estratégias e criar ideias; ou seja: pode até ocorrer que
o resolvedor conheca o objetivo a chegar, mas so estard enfrentando um problema
se ele ainda nao tem os meios para atingir tal objetivo.(Silveira, 2001)

Existem também os problemas desafiadores (também conhecidos como conjecturas e/ou proble-
mas abertos) que nao sabemos a priori se tém ou terdao solugdes. Elaborar um bom problema
matematico adequado ao processo de ensino-aprendizagem, isto é, aquele que pode ser resolvido
aplicando as ferramentas e as estruturas matematicas conhecidas até a sua época é um processo
que demanda treinamento, conhecimento e maturidade.

Por outro lado, para os problemas abertos nao temos nenhuma estratégia a seguir. Dependera
essencialmente do trabalho drduo e das ideias originais de quem pretende resolvé-los. As vezes é
preciso criar/descobrir uma nova teoria matemdtica para resolver um problema aberto. Existem
problemas abertos com mais de 350 anos de idade, como, por exemplo a chamada conjectura de
Goldbach.

4. O GeoGebra e as demonstragoes

A seguir ilustramos varios fatos de geometria euclidiana plana em que aplicamos as ferramentas
visuais e dindmicas disponiveis no GeoGebra para estabelecer provas heuristicas. Inspiramos tais
construgdes em pesquisas, como exemplificado em [6], [15], [16], [17], [18], [19], [20], [25], [26], [28]
e [31] .

Caso seja o interesse reproduzir as animagoes que foram desenvolvidas, observamos que é necessario
um certo nivel de familiaridade com o software Geogebra.

4.1. Teorema de Pitigoras

Nessa subsecao serao exploradas duas demonstragoes do Teorema de Pitdgoras. A primeira, fre-
quentemente encontrada em livros didaticos, utiliza a ideia de dreas equivalentes, e a segunda é
atribuida a Leonardo da Vinci.

Teorema 1 (Teorema de Pitdgoras). Considere um triangulo retangulo de lados a e b e hipotenusa
c. Entao:

2 =a?+ b2,

A Figura 1 ilustra um recorte da animagao relativa a primeira demonstragdo. Observamos que
uma construgao similar foi apresentada em [14] porém, no referido trabalho os autores nao se
preocuparam em justificar o porqué a animagdo caracteriza uma prova para o Teorema, o que
faremos na sequeéncia.
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c?=a’+b?

Figura 1: Tlustracao da prova do Teorema de Pitdgoras via equivaléncia de areas.
Animacao: https://www.GeoGebra.org/m/wwzd4dTj

Demonstra¢cao. Conforme mencionado, o resultado é obtido usando equivaléncias de dreas. Na
Figura 1 a esquerda, o quadrado de lado a+ b é decomposto em quatro triangulos retangulos e um
quadrado de lado ¢. Na construcao final ilustrada a direita, o quadrado de lado a+ b é decomposto
em dois quadrados de lados a e b e dois retangulos de lados a e b.

Portanto temos:

b
02+4(%)=a2+b2+2ab = Z=a2+0%
O

Uma outra demonstracao do Teorema de Pitdgoras é atribuida a Leonardo da Vinci, que nasceu
na Itélia em abril de 1452 e faleceu na Franga em maio de 1519, conforme aponta [12]. A Figura
2 ilustra uma foto original da referida prova.

"The Euclidean demonstration of the Pythagorean theorem" by Leonardo da Vinci displayed at the Louvre
museum, Oct 20, 2019 in Paris. (RAFAEL YAGHOBZADEH / AP)

Figura 2: Foto original da prova do Teorema de Pitagoras por Leonardo da Vinci.
Fonte: Louvre exhibit acclaims Da Vinci (2019) [13]
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Um recorte da animagao realizada no GeoGebra é ilustrada na Figura 3 abaixo.

Area (CDML) = Area (ACG) + Area (ABF)
— —
Area (BLME) = Area (AFH) + Area (AIG)

Area (BCDE) = Area (ACGI) + Area (ABFH)

» Il <« D Exibir malha

Figura 3: Tlustracao da prova do Teorema de Pitagoras atribuida a da Vinci.
Animacdo: https://www.geogebra.org/m/ubhce3dq

Demonstracdo. Para demonstrar o teorema, foram adicionados ao triangulo retangulo original
ABC os quadrados BCDE, ACGI e ABFH cujos lados medem a, b e ¢ respectivamente. Apds,
foram estrategicamente colocados dois tridangulos (EDJ e AHI) congruentes ao tridngulo ABC e
tragados os segmentos AJ e FG. Ao fazé-lo, determinou na figura quatro quadrilateros AFHI,
BCGF, ABEJ e ACDJ congruentes entre si e, portanto, com mesma area. O segmento AJ dividiu
os triangulos ABC e EDJ em outros quatro tridngulos ABL, ACL, DJM e EJM. Notemos que os
triangulos ABL e DMJ sdo congruentes e, consequentemente, ACL e MJE também o sdo. Voltando
a atengao ao quadrildteros ACDJ e BCGF, e denotando por A(poligono) a area do poligono, temos

A(ACDJ) = A(ACL) + A(CDML) + A(MDJ)

A(FBCG) = A(ACG) + A(ABC) + A(ABF)
Como essas dreas sdo iguais, vem
A(ACL) + A(CDML) + A(MDJ) = A(ACG) + A(ABC) + A(ABF)
Mas, como A(ABC) = A(ABL)+ A(ACL) e como os triangulos DJM e ABL sao congruentes, segue
que
A(CDML) = A(ACG) + A(ABF)

Analogamente mostra-se que

A(BLME) = A(AFH) + A(AIG)
487 " sBm
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E, como
A(BCDE) = A(CDML) + A(BLME),
A(ACGI) + A(ACG) + A(AIG)
e
A(ABFH) = A(ABF) + A(AHF),
segue que

? =a%+ b2

Uma variagao da prova de Leonardo da Vinci é ilustrada na Figura 4 que é um recorte da animagao
realizada para essa demonstracao.

b

Figura 4: Decomposicao de éreas.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/p8xgxwws

Demonstracao. Nessa construgao, um retangulo de lados 2b+c e b+2¢ é decomposto em 3 quadrados
(vermelho, azul, verde), trés retdngulos de lados b e ¢, além de quatro tridngulos retdngulos de
lados b e ¢ com hipotenusa a.

Logo, por equivaléncia de areas, temos:

b
(b+2¢)(2b+¢) =a2+b2+c2+3bc+4(§) = ad®>=b2+c%

No que segue, listamos algumas consequéncias advindas da construcao realizada.

Observagao 1. Em um triangulo retangulo de lados b > 0, ¢ > 0 e hipotenusa a temos:
a<b+c<V2a.
A Figura 5 ilustra esse fato.
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Figura 5: Ilustracio que a desigualdade a < b+ ¢ < V2a é valida.

Observagao 2. Referindo a Figura 6, temos que |AAg| > |0Q:| e a diferenga |AAg| — |OQ1| é
méaxima quando cos B = V2 - 1, sendo B ~ 74.93°. Esse valor ¢ igual a
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Figura 6: Consequéncias da prova do Teorema de Pitdgoras usando decomposicao de édreas.

Observagao 3. Considere um triangulo com lados a, b, c, onde a > b > ¢ e ¢ o ntimero de ouro.

Entao:

a+c a+b+c Cfa b
<3, a<———=5, 1<min|—,—|<e¢

1<
2 b’ ¢

em que s é o semiperimetro do triangulo.

~¥
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4.2. Alguns resultados de trigonometria

O teorema de Pitdgoras enunciado no Teorema 1 é um caso particular da conhecida Lei dos
Cossenos. Uma demonstragao visual desse resultado pode ser encontrado em [4].

Teorema 2 (Lei dos cossenos). Sejam a, b e ¢ nimeros positivos. Entdo:

c?=a%+ b 2abcosa.

A figura 7 ilustra a animacao feita no GeoGebra.

2_ 2 2
¢“=a"+ b — 2abcosw a®+b>—2abcosa

©
/ 2 2
b ¢ =1/(a—bcosa) + (bsena) b A
bsen o bsen o
——
2% 2%
bcos a—bcosa bcos a—bcosa
] ]
I a | | 2 1

Figura 7: Tlustracao da prova dinamica do Teorema 2.
Animacgo: https://www.GeoGebra.org/m/pppurs6e

Demonstracao. O resultado é obtido usando as relagoes trigonométricas e o Teorema de Pitagoras.
Como ¢? = (a — beosa)? — (bsena)?, usamos a relacao fundamental sen? a + cos? @ = 1 para mostrar
que ¢ = a? + b> - 2abcosa. O

Outro resultado importante também encontrado em [4] e em geral trabalhado no Ensino Médio é
a conhecida expressdo que determina o seno da diferenca de dois arcos.

Teorema 3 (Seno da diferenga). Considere dois angulos a e B tais que 0 < a—f < g Entao:

sen(a—f) = sen acosp —sen f cos a.

A figura que inspirou a animacao ilustrada na Figura 8 é encontrada em [17].

i
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——————xseng ———— | S
xsen(a — /1) (x senav)(cos3)
2 2

(sen/3) (xcos)

2
Figura 8: Ilustragao da prova dinamica do Teorema 3.

Animagéo: https://www.GeoGebra.org/m/rvrndged

Demonstragcao. Considere dois tridngulos retdngulos com hipotenusas 1 e z > 1 e angulos 8 e «

como ilustrado na Fig. 8 (esquerda). Usando o Teorema de Pitdgoras e calculando a altura do
triangulo ilustrado em amarelo, o resultado segue argumentando por equivaléncias de areas.

2
dindmica apresentada. O resultado vale sem essa restrigao.

T
Observagao 4. A hipétese 0 < a—f < = é feita somente para garantir a funcionalidade da construcao

O
No que segue, enunciamos um resultado de trigonometria, denominado Cosseno do arco duplo,

cuja prova sem palavras encontra-se em [31] e cujo processo de animagao estd ilustrado em [4].
T
Teorema 4 (Cosseno do arco duplo). Seja 0 < a < —. FEntdo:

cos2a=1-2sen? a.

1 — 2sen’a

2sen’a
[

SeI o

Sen o
I

=
cos 2ar

Figura 9: Tlustracao da prova dinamica do Teorema 4.

Animacao: https://www.GeoGebra.org/m/vhwtaqfc
491
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Demonstracao. Na construgao dinamica usamos o Teorema de Pitagoras para calcular os lados
e hipotenusas dos tridngulos envolvidos. O ponto crucial é convencer-se que a é um angulo do
triangulo retangulo de hipotenusa senae + sena = 2sena. Mas esse fato segue-se observando na
construgao o triangulo isésceles de lado 1 e base 2sena e o triangulo retangulo com hipotenusa
2sen ¢ tendo um lado tangente ao arco de circulo (pontilhado) também construido. ]

Observagao 5. A hipdtese 0 < a < jzr foi feita somente para garantir que cos2a > 0 (lado do

retangulo) e construir a animacao dinamica. O resultado vale sem essa restrigao.

O Teorema de Viviani é um resultado atribuido ao matematico, fisico e astrénomo italiano Vincenzo
Viviani. Encontramos na literatura ilustragoes da prova desse Teorema em [17], [15], [9] e [25].

4.3. Teorema de Viviani e generalizagoes

Teorema 5 (Teorema de Viviani). Considere um triangulo equildtero AABC de lado | e P um
ponto interior a AABC como ilustrado na Figura 10. Entdao as perpendiculares passando por P
aos trés lados do triangulo AABC determinam trés segmentos com comprimentos a, b e c, e cuja
soma € igual a altura do triangulo denotada por h. Isto é:

h=a+b+c.

Figura 10: Ilustracao da prova dinamica do Teorema 5.
Animagao: https://www.GeoGebra.org/m/pkrbngfe

Demonstracdo. O resultado segue diretamente calculando as dreas dos triangulos AABC, AAPB,
AAPC e ABPC.

Area(AABC) = Area(AAPB) + Area(AAPC) + Area(ABPC)

al bl cl
Portanto7E—E+5+5eh—a+b+c. |

Outra ilustracao da animagao de uma prova do Teorema 5 usando o software GeoGebra é esbogada
na Figura 11.
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A\

Figura 11: Versao alternativa da Prova do Teorema de Viviani
Animagao: https://www.GeoGebra.org/m/tvvuxn9j

Demonstra¢do. Pelo ponto P tracamos retas paralelas aos lados do tridngulo AABC obtendo
trés tridngulos equildteros (vermelho, azul e verde). A seguir rotacionamos os triangulos (azul e
vermelho) obtendo a configuragao a direita como esbocado na Figura 11. O

Observagao 6. A reciproca do teorema de Viviani é também verdadeira, ou seja, se a soma das
distancias do ponto P aos lados de um triangulo AABC é independente de P, entdo AABC é um
tridngulo equildtero. Esse resultado pode ser encontrado em [5].

Observagao 7. Quando P é exterior ao triangulo devemos considerar a distancia com sinal. Temos
6 regides, e com a convencao de sinais, levando em consideracao a orientacao, temos que

+a+b+c==h.

Observagao 8. O artigo [5] apresenta uma generalizagao para esse resultado para todos os poligonos
regulares. Ou seja, dado um ponto no interior do poligono regular #,,, a soma das distancias do
ponto P as retas contendo os lados de #,, é independente de P.

Observagao 9. Para um quadrilatero, a soma das distancias de um ponto interior P aos lados é
independente de P se, e somente se, o quadrilatero é um paralelogramo.

Uma generalizacao do Teorema de Viviani para o espago 3D é apresentada em [7]. A Figura 12
ilustra a animagao realizada no GeoGebra.

Figura 12: Generalizagao do Teorema de Viviani para o espago.
Animagao: https://www.geogebra.org/m/tzbu7yng
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Teorema 6 (Teorema de Viviani no espago). Em um tetraedro reqular, a soma das distincias de
um ponto interior qualquer as quatro faces € igual a altura do tetraedro.

Demonstracdo. Consideremos o ponto G interior ao tetraedro regular ABCD de altura h e seja
A a &rea de cada face. Notemos que G divide ABCD em quatro outros tetraedros de altura h;.

Entao,
Ab A Ay | Aby | Al

Volume(ABCD) = 3 3 + 3 + 3 + 3

Portanto, h = hy + hy + hg + hy. Ou seja, a soma das distdncias de um ponto interior qualquer as
quatro faces é igual a altura do tetraedro.

O

Observagdo 10. Conforme consta em [7] usando o mesmo argumento, o Teorema 6 pode ser gene-
ralizado para qualquer poliedro cujas faces possuem a mesma area. E, portanto, nao inclui apenas
os outros quatro poliedros regulares, mas também os irregulares que satisfazem tal condicao.

Para encerrar esse artigo, vamos retomar alguns conceitos apresentados em [3] e que sdo temas
frequentes nas salas de aula, visto suas aplicabilidades.

4.4. Proporgao aurea e nimeros de Fibonacci

4.4.1 Proporcao aurea e o nimero de ouro

Definigao 1. Um retangulo de lados a e b é chamado retangulo de ouro se a/b = (V5 +1)/2 = ¢.
O numero ¢ é chamado nimero de ouro.

A Figura 13 ilustra uma animacao da construgao desse retangulo.

Figura 13: Construgao do retangulo de ouro.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/qqanjgpe

Conforme consta em [3] a propor¢do apresentada na definigdo acima é conhecida desde os pi-
tagoricos de cinco séculos a.C. e foi descoberta no pentagono regular, ilustrada na Figura 14.
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Proporgdo Aurea

Pl

Figura 14: Proporcao durea no pentdgono regular.
Animacao: https://www.geogebra.org/m/w6exuftp

Com o pentigono regular previamente construido, tracamos todas as diagonais desse poligono.
Assim, por meio dessas extensoes das diagonais formamos um pentagrama. Observando essas
diagonais, utilizamos a proporgao dois por um, isto é, vemos que a soma do comprimento das
diagonais destacadas em roxo e laranja é igual ao comprimento da terceira diagonal em verde, e,
além disso, a segunda e a terceira (laranja e verde) diagonais somadas sdo exatamente iguais a
quarta (vermelha). Essa caracteristica é conhecida como Propor¢do Aurea. Veja também [19].

Sejam dois nimeros reais positivos a e b satisfazendo a equagao

a a+b

b a
e considere a Figura 15 construida partindo dos retangulos de ouro ABMI e ACEH. As diagonais
IB e CH sao paralelas e formam um angulo ¢ = arctan(y¢) com os lados verticais.
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Teorema 7. Na Figura 15 os retangulos ABMI, ACEH, MDEF, HILG, ANGH, NBML, A1 A; A3 Ay
sdo retangulos de ouro. As diagonais AF e GC dos quadrados ABFH e NCEG de lados ¢ e
1+ 1/¢ = ¢ intersectam-se num ponto cuja projecio ao lado AC € o seu ponto médio (A + C)/2.

Demonstracdo. Na construgao da Figura 15 observamos que as diagonais MN e AG sao paralelas
e ortogonais as diagonais HC e IB. Das construgoes efetuadas observamos que |IJ| = |[LM|=1/¢
e |JL| = 1/¢?. Fazendo uso das relagoes métricas de triangulos retangulos, todas as afirmagoes
podem ser verificadas lembrando que ¢? = ¢ + 1. O

4.4.2 Sequéncia de Fibonacci, niumero Pi e relagoes trigonométricas

Teorema 8. A sequéncia de Fibonacci definida por frio = fav1 +fn, fo=0, fi =1 € dada por

1 n o\
fn—%(so +(-) ")

onde ¢ = 1+2‘/5 € o numero de ouro. Além disso,
-1 T
arctan( In ) + arctan (fn—) = -
n+1 fn+2 4
’ / /
1 . n+2 3
1 " -y e lim
noe £ 2 BN

Demonstra¢do. A solugdo da equagao linear de recorréncia fyio = fus1 + fn, fo =0, f1 =1 é obtida
procurando um candidato da forma f,, = A™. Substituindo, obtemos a equagao do segundo grau
A2—A—1=0 cuja solucio {p,—1/¢} onde ¢ = (1 + \/5)/2 Finalmente, procurando uma solugao na
forma f, = k1p™ + kQ(*%)n obtemos o resultado com k; = 1/\/5 e ky = 71/\/5.

A demonstracao da segunda parte é baseada na Figura 16 inspirada em [9]. Na figura temos uma
sequéncia de quadrados de lados f,, e retangulos de lados f,+1 > fn, fa+2 > fa+1 € far2 > fno1. Como
mostrado, as diagonais de trés retangulos definem um tridngulo retadngulo isésceles e, portanto, o
resultado segue usando as relacgoes trigonométricas.
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Figura 16: Sequéncia de Fibonacci e invariancia envolvendo o nimero de ouro ¢ =

- \\ fn—l

Animagao: https://www.geogebra.org/m/vizqjvia

3 3r 1
arctan(p) + arctan(g”) = T e arctan|— |+ arctan
[

Demonstragdo. Segue da relagao

Corolario 1. Nas condicoes anteriores,

arctan ( In ) + arctan
fn+1

fazendo o limite quando n — oo, e da relacao
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Lembramos também que

+
arctan(x) + arctan(y) = arctan (f Y ) , xy # 1.
~ 1y

Uma relagao trigonométrica muito conhecida, envolvendo arcos tangentes, é a seguinte:

+ 1 ¢ 1 T
arctan | = | + arctan | = | = —.
2 3 4
Um questionamento natural é se essa relacao vale para outros valores. Na busca de respostas é
possivel perceber uma relacao entre trigonometria e a sequéncia de Fibonacci.

Considere a Figura 17 decomposta em trés triangulos retangulos AABD, AADG e ADFG.

G a+b F
<
bv'2
a+b
A v2(a -+ b)
a
B
o AN
. a+2b

Figura 17: Relagoes trigonométricas e o ntimero .

Teorema 9. Nas condi¢des acima tem-se:
¢ ( a ) T arct b T
arctan (——— | + arctan [ —— | = -.
a+2b a+b 4

Demonstragdo. Segue diretamente das relagoes métricas dos triangulos retangulos AABD e AADG.

O
Corolario 2. Supondo a = f,,, b = f+1 na sequéncia de Fibonacci, tem-se que
arctan( Jn ) + arctan (fn+1) = 7—T.
n+3 n+2 4
e
1 1 T
arctan | — [ +arctan | —| = —.
@ ¢) 4
Demonstracdo. Segue diretamente dos Teoremas 8 e 9. O
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Corolario 3.
arctan(2) 1 arctan(2)
arctan(¢) + ————= = =, arctan|—| = ———.
2 2 %) 2

Observagdo 11. A Figura 18 ilustra uma configuracao de quadrados cujos lados s@o os niimeros de

Fibonacci 1,1,2,3,5,8 e arcos de circulos formando uma espiral.

Sequéncia de Fibonacci

D Exibir malha

Figura 18: Sequéncia de Fibonacci e curva espiral formada por arcos de circulo.
Animagdo: https://www.geogebra.org/m/vv3vdmrj

A espiral formada que se assemelha ao logotipo da Sociedade Brasileira de Matemdtica (SBM).

5. Conclusao

Usando a potencialidade das ferramentas disponiveis em um software de Matematica dindamica,
ilustramos demonstracoes de resultados como o Teorema de Pitagoras, algumas relacoes trigo-
nométricas e o Teorema de Viviani (no plano e o espa¢o). Também enunciamos e demonstramos
algumas relagoes provenientes do nimero de ouro e da sequéncia de Fibonacci. Conforme ja sa-
lientamos, diferentemente do apresentado em outros trabalhos que apenas exibiram ilustracoes,
sem nenhum tipo de explicacao, neste artigo concentramo-nos em exibir as provas no formato de
uma animacao. Além disso, em todos os resultados apresentamos uma demonstracao e possiveis
desmembramentos, na forma de observagoes. Esperamos que esse artigo possa servir de inspiragao
para aqueles que apreciam geometria e tecnologias.
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