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A Intuicao Matematica
e 0 estudo da Lineabilidade
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Resumo

A Intuicdo Matemadtica consiste em um dos principais recursos na investigacdo, pois serve de
guia da razao humana. Entretanto, a Intuicdo Matematica por si sé nao basta e deve ser vista
como complemento ou contrapeso da Loégica. Em verdade, tanto a légica como a intuicao tém
seu legitimo papel na criagao da Matematica e sao necessarias ao progresso da ciéncia. Neste
trabalho, iremos relacionar esse tema a uma area relativamente nova da Matemdtica, chamada
Lineabilidade, que busca a existéncia de grandes estruturas matemadticas compostas de objetos
com certas propriedades “patoldgicas”. Iremos apresentar interessantes resultados de lineabilidade
em espagos de fungoes e de sequéncias.

Palavras-chave: Intuicao Matemadtica; Logica Matematica; Lineabilidade.

Abstract

Mathematical Intuition is one of the main resources in research, as it serves as a guide for human
reason. However, Mathematical Intuition alone is not enough and must be seen as a complement or
counterweight to Logic. In fact, both logic and intuition have their legitimate role in the creation
of mathematics and are necessary for the progress of science. In this work, we will relate this
topic to a relatively new area of Mathematics, called Lineability, which seeks the existence of
large mathematical structures composed of objects with certain “pathological” properties. We will
present interesting results of lineability in spaces of functions and sequences.

Keywords: Mathematical Intuition; Mathematical Logic; Lineability.

1. Introdugao

Intuicao Matemaética é o ato de perceber, discernir ou pressentir coisas, objetivando chegar a uma
conclusao sobre algo, independentemente de raciocinio ou de andlise. Para quem comegca a estudar
Matematica, um questionamento, aparentemente muito dificil de se responder, é suscitado: Como
fazer para saber demonstrar qual é a proxima verdade que estd ao meu alcance? Nessa perspectiva,
a intuicdo matemadtica consiste em um dos principais recursos na investigacao, pois serve de guia
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da razao humana. Por exemplo, Euclides recorria a figuras para se inspirar em suas descobertas
geométricas, bem como para guiar suas demonstragoes.

Para Poincaré, “a intuicao deve ter um lugar preponderante no ensino da Matemdatica. Sem
ela, os espiritos ainda jovens nao teriam meios de ascender ao entendimento da Matemaética; nao
aprenderiam a gostar dela e vé-la-iam apenas como uma va logomaquia. Além disso, sem a intuigao
nunca poderiam ser capazes de aplicar a Matematica”.

Entretanto, é necessario tomar muito cuidado quando estamos diante de um determinado problema,
e queremos chegar a alguma conclusao baseada no que nossa intuigao diz. Poincaré ja afirmava
que nao é possivel obter rigor, nem mesmo certeza, com a intuicao. Cada vez mais, percebemos
que o rigor nao poderia ser introduzido nos raciocinios sem que, em primeiro lugar, entrasse nas
defini¢oes. Ora, durante muito tempo os objetos estudados pelos matematicos estavam, em sua
maior parte, mal definidos. Pensdvamos conhecé-los, porque conseguiamos representa-los com o
auxilio dos sentidos e da imaginacao. No entanto, a imagem extraida desses objetos era grosseira,
nao havia uma ideia precisa sobre a qual o raciocinio pudesse incidir.

Before the mathematician demonstrates he must invent. But nobody has ever
invented anything by pure deduction. Pure logic cannot create anything; there
18 only one way to discovery, namely induction; for the mathematicians as well
for the physicists. (Henri Poincaré)

Assim, a Logica Matematica por si s6 nao basta. A Intuicao Matematica deve andar ao lado da
légica, quando estamos diante de algum problema; a intuigao tem que conceder o seu papel de
complemento, contrapeso ou antidoto da légica.

Tanto a légica como a intuicao sao necessarias ao progresso da ciéncia, ambas tém seu legitimo papel
na criagdo matemadtica. Muitas conjecturas que posteriormente viraram teoremas importantes
surgiram devido as intuigoes. Ldgicos e intuitivos realizaram e realizam feitos na Matematica
que, talvez, outros nao teriam alcangado éxito. Quem conseguiria mensurar o prejuizo cientifico
matematico causado, caso Weierstrass® nada tivesse escrito, ou se Riemann# nao tivesse existido?

Tendo em vista que a intuigao, muitas vezes, tem um importante papel de guia para a verdade,
considera-se a Intuicao Matematica a primeira base de estratégia para resolver uma situacao,
aparentemente semelhante a outra jd vista. Assim, é natural que algumas de nossas intuigoes
sejam enganosas. Isso ocorre devido ao primeiro juizo dado sobre uma ideia, com base no que é
conhecido e naquilo que ja se tem experiéncia. Inclusive, a intui¢cao levou P. Fermat® a achar que
todo nimero de Fermat® era primo, mas Euler mostrou que nao era verdade.

Com aporte nesses embasamentos, apresentamos a seguir alguns exemplos simples que podem ilus-
trar tais colocagoes.

(1) Considere a soma de infinitas parcelas

S1=1+2+3+4+5+---.

3Matemadtico Légico Analitico que viveu entre 1815 e 1897.
4Matemadtico Intuitivo que viveu entre 1826 e 1866.
5Pierre de Fermat (17 de agosto de 1601 — 12 de janeiro de 1665) foi um magistrado, matemético e cientista
francés.
6Ntmero de Fermat é um ntmero inteiro positivo da forma 22" +1 sendo n um ntmero natural.
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J& é conhecido o processo de acréscimo e, portanto, é natural esperar que a soma S; cresca infini-
tamente. Nesse caso, é exatamente isso o que ocorre.

Considere agora a soma
1 1 1 1 1 1
SQ=§+Z+§+E+§+6—4+~~.
Intuitivamente, espera-se o mesmo comportamento da soma S; para a soma S,. No entanto, a
soma So resulta 1 (série geométrica). Isso pode ser verificado em parte, com o auxilio de uma

calculadora, aumentando, suficientemente, o niimero de parcelas.

(2) Um outro exemplo é o seguinte: uma lenda conta que um rei perguntou ao inventor do jogo de
xadrez o que ele queria como recompensa pela invencao. E o inventor respondeu:

“1 grao de trigo pela primeira casa, 2 graos pela seqgunda, 4 pela terceira, 8 pela
quarta, 16 pela quinta, e assim por diante, sempre dobrando a quantidade a cada
nova casa.”

Como o tabuleiro do xadrez tem 64 casas, o inventor pediu a soma dos primeiros termos da
progressao geométrica (PG) 1,2,4,8,16,32,..., de razdo q = 2. Da expressao que nos dé a soma
dos primeiros termos de uma PG, isto é,

1-q*
Sn = . )
a1 17q
obtemos o
1-2
=1- =204 1.
Se4 1-2

Fazendo esses cédlculos, encontraremos o gigantesco niimero de vinte algarismos:

18.446.744.073.709.551.615 graos de trigo.

Para efeitos demonstrativos do que essa quantidade representa, considerando que a densidade étima
de semeadura de trigo é, no maximo, 350 graos/m?, para cultivar essa quantidade de sementes,
seria necessdria uma area de 52.704.983.067, 74 km?. Sabendo que a superficie do globo terrestre
tem a 4rea aproximada de 510.000.000 km? e que 3/4 da superficie do globo sdo cobertos por dgua,
para a realizacao de tal feito seriam necesséarios 413, 37 planetas iguais a Terra.

(3) Suponha que uma pessoa estd participando de um programa de televisao e lhe é fornecida a
possibilidade de escolher uma entre 3 portas. Atrds de uma das portas existe um carro e atrds
das demais nao existe prémio algum. O participante escolhe uma porta, digamos a Porta 1, e o
apresentador abre outra porta, digamos a Porta 3, revelando que nao ha nada atrés dela e, entao,
oferece ao participante a oportunidade de trocar de porta. O que é mais vantajoso? Trocar ou ndao
a porta escolhida?

Serd que devemos confiar em nosso palpite inicial e permanecer na porta que escolhemos inicial-
mente? Além disso, como uma das portas foi aberta, entao a possibilidade da escolha ter sido a
certa é maior. Serd que tanto faz trocar ou nao? Serd que é mais vantajoso nao trocar?

Vamos analisar duas estratégias:
R
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e O participante seleciona uma porta e, apds aberta uma outra porta sem prémio, se lhe é fornecida
a oportunidade de trocar de porta, ele recusa.

e O participante seleciona uma porta e, apds aberta uma outra porta sem prémio, se lhe é fornecida
a oportunidade de trocar de porta, o participante realiza a troca.

Utilizando a primeira estratégia, o participante ganhard o carro com probabilidade 1/3, j& que a
chance dele ter escolhido a porta premiada é de uma em trés. Ja utilizando a segunda estratégia,
o participante ganhara o carro se, a principio, tiver escolhido uma porta que nao contém o carro
como prémio, o que repesenta uma probabilidade de 2/3, tendo em vista que duas das trés portas
nao possuem prémio algum.

Ou seja, a probabilidade de ganhar com a estratégia 2 é 2/3 e, portanto, duas vezes maior do
que utilizando a estratégia 1. Por maior que seja a sua vontade de permanecer na porta escolhida
inicialmente, para aumentar (dobrar) sua chance de vitéria, o participante deve adotar segunda
estratégia.

Observacgao 1. O problema descrito acima é conhecido como o problema de Monty Hall. Ele surgiu
a partir de um concurso televisivo dos Estados Unidos chamado “Let’s Make a Deal”, exibido na
década de 1970.

Como visto acima, a Intuicao Mateméatica pode ser estimulada, em um primeiro estégio, por ex-
periéncias, atividades e manipulacoes de objetos, assim como por tracos no papel e abstracoes, em
um segundo. Entretanto, deve-se sempre reforcar que a intuicao é um instrumento da “invencao”,
e que somente a Logica Matematica é que nos fornece a certeza. Nesse sentido, o objetivo desse
trabalho é relacionar um tema relativamente novo na Matematica, chamado Lineabilidade, ao que
foi discutido acima. Esse tema tem atraido, ultimamente, a atencao de muitos autores. Gros-
seiramente falando, chamamos de Lineabilidade a existéncia de grandes estruturas matemaéticas,
compostas de objetos com certas propriedades “especiais” (algumas vezes chamadas de proprie-
dades “patoldgicas”), isto é, objetos vistos, a priori, como raros ou nao intuitivos, mas que, na
verdade, sao bem mais comuns do que imaginamos. Nossa intuigao falha em achar que sao poucos
os exemplos que ilustraremos mais adiante, mas a Ldgica Matemadtica, através da Lineabilidade,
ird nos mostrar o contrario.

Os famosos monstros de Weierstrass sao exemplos classicos dessa teoria, isto é, sempre que ima-
ginamos uma fungao f : R — R continua, muito provavelmente, pensamos em alguma fungao que,
nao somente seja continua, mas também que possa ser diferencidvel em muitos pontos de R.

Entretanto, em 1872, K. Weierstrass construiu uma fungao continua que é nao diferenciavel em
todo ponto do seu dominio: sejam a € (0,1) e b um inteiro positivo impar tal que ab > 1+ %ﬂ'; a
funcdo f : R — R definida como

[o0]
f(x) = Z al cos(blrx)

i=0
goza desta propriedade, isto é, é continua e nao diferencidvel em todo ponto de R (ver Figura
1). De fato, apesar de nunca ser diferencidvel, a fungao f é continua: como, para cada x € R, os
termos da série que a define sdo limitados por xa! e, para 0 < a < 1, e al < co, a convergéncia
uniforme de }77, al cos(bizrx) é garantida pelo Teste M de Weierstrass. Como cada soma parcial é
uniformemente continua, segue que f é uniformemente continua.

N
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Figura 1: As figuras abaixo representam gréficos de somas parciais da série acima. A esquerda

0 10 0
temos n = 10 e f(x) ~ %+--~+COS(§’T’"‘); 3 direita temos n = 20 e f(x) = COS(;—0”)+---+
cos(329 %)
230

Fonte: Producgao prépria

Funcoes desse tipo, atualmente, sao conhecidas como monstros de Weierstrass’. O aparente cho-
que da comunidade matematica, quando Weierstrass exibiu tal fungao, ocorreu pelo pensamento
geral compartilhado pela maioria dos matematicos da época: “Uma fungao continua deve ser di-
ferencidvel em um conjunto significante de pontos” (até mesmo A. Ampere compartilhava desse
pensamento e tentou dar uma justificativa tedrica para isso).

Pode-se pensar que, uma vez que um objeto dessa natureza tenha sido encontrado, nao ha a
possibilidade de existir muitos outros. De imediato nos vem a seguinte pergunta: Quantos monstros
de Weierstrass existem? Na verdade, ao contrario do que diz nossa intuicao, existem muitos®
objetos dessa natureza.

Seguindo essa linha, Vladimir Gurariy provou em 1966 que a familia de fungbes continuas em
[0,1] que sao nao diferencidveis em todo ponto contém, com excecao da fungao nula, um espago
vetorial de dimensao infinita. Esse foi um resultado bastante surpreendente, porque, de fato,
fornecer explicitamente uma dessas fungoes nao é uma tarefa facil, como aquela construida por
Karl Weierstrass em 1872. O resultado de V. Gurariy principiou o surgimento de um conceito
relativamente novo da Matematica, chamado Lineabilidade, o qual faz uma interessante conexao
entre duas areas de pesquisa, a Andlise e a Algebra, e, grosso modo, busca a existéncia de grandes
estruturas matematicas lineares compostas de objetos com certas propriedades “patologicas”.

Este artigo foi adaptado do artigo [1] e da dissertagdo de mestrado [8], além de trazer corregoes
de algumas imprecisoes dessa tultima. E importante destacar que a dissertacdo [8] faz uma trans-
posicao do tema, apresentado, por exemplo, em [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7], para um contexto de menor
complexidade, apresentando a teoria de forma mais simplificada e com mais exemplos ilustrativos,
possibilitando, dessa forma, uma menor quantidade de conhecimento preliminar para sua leitura

7Apesar de serem conhecidos como monstros de Weierstrass, B. Bolzano (~ 1830), M. Cellérier (» 1830), B.
Riemann (1861) e H. Hankel (1870) j& haviam encontrado fungdes desse tipo.

8Como uma boa aplicagdo do Teorema da Categoria de Baire, S. Banach provou em 1931 que quase todas
as fungoes continuas sdo nao diferencidveis em todo ponto. Mais precisamente, o conjunto das fungoes de R em R
continuas que sdo nao diferencidveis em todo ponto é residual em C(R), o conjunto das fungoes de R em R continuas,
quando dotado da convergéncia uniforme nas partes compactas (ou, simplesmente, topologia da convergéncia com-
pacta).
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€ compreensao.

O trabalho estd organizado da seguinte forma: na Introdug@o, buscamos inicialmente expor algu-
mas questoes matemdticas basicas que nos fazem refletir sobre a relacao entre intuigao e logica.
Em seguida, motivados por tal reflexao, apresentamos, informalmente, o conceito de lineabilidade,
através do primeiro exemplo que impulsinou o surgimento desta teoria, além de explanarmos sobre
sua conexao com o que ja fora discutido. Na Sec@o 2, apresentamos e definimos formalmente os
conceitos relacionados a lineabilidade. Em sequéncia, na Sec¢do 3, discutimos resultados cldssicos
dessa teoria no contexto das fungoes reais de uma varidvel real; aqui, abordamos, sem demons-
tragoes, resultados sobre a lineabilidade do conjunto das fungoes sobrejetivas em todo lugar e do
conjunto das funcoes de Sierpinski e Zygmund. Na tltima secao, exibimos e apresentamos uma
prova simples de um resultado recente de lineabilidade no espaco das sequéncias que geram séries
para as quais os Testes da Razao e da Raiz falham; grosso modo, esse resultado mostra que os
Testes da Razao e da Raiz estao longe de serem 6timos.

2. Lineabilidade: O basico

Nesta segao, apresentaremos os conceitos bésicos sobre Lineabilidade para, em seguida, apresen-
tarmos alguns exemplos recentes dessa nova abordagem.

Definicao 1 (2004). Sejam X um espago vetorial, A um subconjunto de X e g um nimero cardinal.
Diremos que A é:

e [inedvel se existe um espaco vetorial M de dimensao infinita tal que M \ {0} C A;

e u-linedvel se existe um espago vetorial M com dim(M) = u e M\ {0} c A (portanto, lineabilidade
significa Ng-lineabilidade, onde Ny := card (N), a cardinalidade de N);

e maximal linedvel em X se A é dim (X)-linedvel.

Com essa nova terminologia, podemos reescrever o resultado de V. Gurariy como:

Teorema 1 (V. Gurariy, 1966). O conjunto da func¢éoes reais em [0,1] continuas que sao ndo
diferencidveis em todo ponto € linedvel.

O termo lineabildiade foi usado primeiramente por R. Aron, V. Gurariy, J. Seoane-Sepulveda
em Proc. Amer. Math. Soc. 133 (2004) 795-803. Desde aquela época, vérios autores mostraram
interesse sobre o topico e, além do conceito apresentado acima, uma série de outros conceitos foram
criados para descrever o tamanho algébrico de um determinado conjunto (a titulo de curiosidade,
apresentaremos abaixo diversas definigoes relacionadas a essa teoria; veja [2] para uma abordagem
mais profunda das propriedades de lineabilidade de subconjuntos especificos de espagos vetoriais).

Se, além disso, X é um espago vetorial topolégico, entao A é dito:

e denso-linedvel em X se existir um subespaco vetorial denso M de X satisfazendo M \ {0} Cc A
(portanto, denso-lineabilidade implica lineabilidade quando dim(X) = o), e

e mazximal denso-linedvel em X se existir um espaco veotorial denso M de X satisfazendo M\ {0} c

A e dim (M) = dim (X).
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Além disso, de acordo com [3, 4], quando X é um espago vetorial topoldgico contido em alguma
algebra (linear), entdo A é chamado:

e algebrdvel se existe uma algebra M tal que M \ {0} C A e a cardinalidade de qualquer sistema
de geradores de M é infinita.

e densamente algebrdvel em X se, ademais, M é denso in X.

e a-algebrdvel se existe uma algebra M tal que M \ {0} C A e a cardinalidade de qualquer sistema
de geradores de M ¢ a.

e fortemente a-algebrdvel se além de ser a-algebrdvel, a dlgebra M é livre (para @ = 8y, é usual
dizermos, simplesmente, fortemente algebrdvel).

e densamente fortemente a-algebrdvel se, além disso, a algebra livre M é densa em X.

Observe que a-algebrabilidade forte = a-algebrabilidade = a-lineabilidade, e nenhuma dessas
implicagdes podem ser revertidas (veja [5, p. 74]). Os conceitos acima foram apresentados apenas
por uma questao de completude do trabalho e como uma forma de introduzir conceitos mais
técnicos da teoria a leitores interessados em aprofundar seus conhecimentos no toma. Para isso,
recomendamos fortemente a leitura do livro [2].

Nas secoes seguintes, apresentaremos exemplos que nos mostram o quanto a Intuicao Matematica
deve sempre andar ao lado da Légica Matematica, quando estamos diante de algum problema, e
que ambas sao complementares e essenciais ao progresso da ciéncia.

3. Lineabilidade em espagos de fungoes
3.1. As Fungoes Sobrejetivas em todo lugar

Daremos a seguir a definigao de um tipo de fung@o que o leitor pode até duvidar se essa é, de fato,
uma boa definigao, isto €, serd que o conjunto das fungoes que definiremos a seguir é nao vazio?

Definigao 2. Dizemos que uma fungao f : R — R é sobrejetiva em todo lugar se f(I) =R para todo
intervalo nao degenerado I C R.

Lebesgue ([7], 1904) foi provavelmente o primeiro a mostrar um exemplo de uma fungéo real sobre
os reais satisfazendo a surpreendente propriedade de que ela assume cada valor real em qualquer
conjunto aberto nao vazio. E claro que tais fungoes sdo nao continuas em todo ponto de R.

O exemplo abaixo mostra que o conjunto das fungoes sobrejetivas em todo lugar é nao vazio.

Exemplo 1 (Ver Figura 2). A fungéo f : R — R definida por

n—oo

lim tan(n!lnx), se o limite existe,
f(x) =

, caso contrario,

verifica as seguintes propriedades:

1. Sex e R e qeQentao f(x+q) =f(x).
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2. f é sobrejetiva: para todo y € R existe x € R tal que f(x) =y.

3. f é sobrejetiva em todos os intervalos abertos nao degenerados, isto é, se a,b € R com a < b,
entao {f(x) :a<x <b}=R.

Figura 2: Na primeira linha, temos o grafico das restrigoes f|[o,1] e f[[o 3], respectivamente. Na
segunda linha, os graficos de f|[_3 3] e f, respectivamente.

3

2

Fonte: Producgao prépria

A seguinte observagao serd tutil na demonstracao das propriedades acima.

Observagdo 2. Se |x] := max{k € Z : k < x}, entédo

. r(n+1)]
lim ————==r
n—oco N+ 1

K

para cada r € R. De fato, x—1 < [x] < x, Vx € R. Se definirmos nas desigualdades anteriores
x =r(n+1) para r € R arbitrdrio e n € N, entdo r(n+1) -1 < [r(n+1)] < r(n+ 1). Dividindo por
n+ 1 implicara
1 rm+1)-1 < [r(n+1)] < r(n+1)

n+l  n+l1 = n+l ~ (n+l)

T

Dessa ultima desigualdade e do Teorema do Sanduiche, concluimos que

. lr(n+ 1))
lim —————= =r.
n—oo  n+1

Provemos agora as propriedades (1), (2) e (3) acima:

65 @= sBm
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(1). Dado q € Q, existem r,s € Z com s # 0 tais que q =r/s. Se n > s, entdo nlq é um inteiro e,
portanto, para x € R, nlrx e nlz(x + q) sdo multiplos de . Segue que tan(nlr(x + q)) = tan(nlxx)
para todo n >s. Assim, f(x + q) = f(x).

(2). Dado y € R, escolha r € [0,1) tal que tan(ar) = y. Defina x € R como

N Lril
x= 25
i=0
Mostraremos que f(x) = y. Sejam x, a n-ésima soma parcial de x e &, o termo remanescente.

Assim,
3 |_knJ B — |kn] B
Z = Z T =X—Xp.
k=n+1
Note que n!x, € Z para todo n e, portanto, pelo item anterior, tan(n!nx) = tan(n!re,) para todo

n. Consequentemente,

oy = L

n+1 & k!
Como
. r(n+1)] N k]
S ST mr e fm 2, A=

concluimos que lim, . nle, =1, de onde segue que

f(x) = lim tan(n!rx) = lim tan(nlre,) = tan(ar) =

(8). Sejam a,b,y € R com a < b. Pela propriedade (2), existe ¢ € R tal que f(c) = y, e pela
propriedade (1), f(c) = f(c+q) =y para todo q € Q. Como entre dois niimeros reais distintos,
quaisquer que sejam, sempre existe um numero racional, existe q € Q tal que um a < c+q < b. Se
x=c+q,entaoa<x<be

f(x)

lim tan(nlz(c+q))

tan(n!rc) + tan(nlrq)

lim
n—o 1 —tan(n!rc) tan(n!rq)

= lim tan(n!nc)
= f(c) =

Observe que tan(n!rq) — 0 quando n — oo. Desde que y é um nimero real arbitrario, segue-se
que {f(x) : a < x < b} =R, como queriamos demonstrar.

O exemplo acima, assim como o exemplo dado por Lebesgue em 1904, parecem ser raros ou, pelo
menos, pode-se dizer que sdo nao intuitivos (ou serd que alguém quando pensa numa fungao de R em
R imagina uma func¢io cujo gréfico é denso em R??) Apesar de ser uma defini¢ao, aparentemente,
“inimaginével”, foi provado em 2005 por R. Aron, V. Gurariy e J. Seoane-Sepiilveda que o conjunto
das fungdes sobrejetivas em todo lugar é, na verdade, um conjunto (algebricamente) grande (no
teorema abaixo e em todo o restante do texto, iremos denotar ¢ := card(R)).
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Teorema 2 (Aron, Gurariy, Seoane, 2005). O conjunto das fun¢ées R — R que sao sobrejetivas em
todo lugar € mazimal linedvel (isto €, 2°-linedvel).

A demonstragdo da Teorema acima pode ser verificada em [2].

3.2. As Fungoes de Sierpinski e Zygmund

Daremos nesta secao mais um exemplo surpreendente de lineabilidade. Como motivagao, iremos
indagar algo que, a primeira vista, parece nao ser algo tao natural:

Dada uma funcdao arbitraria f : R — R, podemos encontrar um subconjunto
“grande” S C R tal que a restricao f|g € continua?

Em 1922, Blumberg deu uma surpreendente resposta afirmativa para a questao acima:

Teorema 3 (Blumberg, 1922). Seja f : R — R uma fungdo arbitrdria. Entdo, existe um subconjunto
denso S C R tal que a funcao fls € continua.

Uma leitura cuidadosa na prova deste resultado mostra que o conjunto S acima é enumeravel, isto
é, card(S) = Np. Naturalmente, poderiamos nos perguntar se seria possivel escolher o conjunto S no
Teorema de Blumberg como sendo nao enumeravel. Relativo a esse questionamento, uma excelente
resposta na negativa, apesar de parcial em certo sentido, foi dada por Sierpinski e Zygmund:

Teorema 4 (Sierpiniski, Zygmund, 1923). Existe uma funcdo f : R — R tal que, para qualquer
conjunto Z C R de cardinalidade do continuum (card(Z) = ¢), a restricao f|z nao é uma fungao
continua.

Este teorema responde de forma parcial a questao acima, pois exige que a cardinalidade de Z seja
¢. Uma fungdo como a do Teorema 4 serd chamada de fungdo de Sierpinski e Zygmund. Iremos
considerar, portanto,

SZ={f:R—> R:fé uma fungio de Sierpinski e Zygmund}.

Observagao 3. Se a Hipétese do Continuum® (HC) é assumida, entdo a restrigio de uma funcao
de SZ a qualquer conjunto ndo enumeravel ndo pode ser continua. Na verdade, a HC é necesséria
nesse contexto; de fato, em 1973, Shinoda provou que, sob algumas hipdteses axiomdticas (incluindo
a negacao da HC), para qualquer f : R — R existe um conjunto nao enumeravel Z c R tal que a
restrigao f|z é continua.

Além de todos essas discussoes acerca das fungdes de Sierpinski e Zygmund, uma indagacdo que
neste momento parece natural é a seguinte: o que dizer sobre a lineabilidade do conjunto da fungoes
de Sierpinski-Zygmund? Serd que existem muitas fungdes como a do Teorema 47

Quem deu uma primeira resposta para essa pergunta foi J. Gamez-Merino, G. Mufioz-Fernandez,
V. Sanchez e J. Seoane-Septilveda, em 2010 (veja [6]).

9A Hipétese do Continuum é uma hipétese sobre os possiveis tamanhos de conjuntos infinitos. Ela afirma que nao
hé conjunto cuja cardinalidade esteja estritamente entre a cardinalidade dos nimeros inteiros e a dos niimeros reais,
isto é, ndo existe um conjunto S para o qual 8g < card(S) < 28 =¢. Assumindo o Axioma da Escolha (AE), existe
um menor nimero cardinal 8; maior que No, e a Hipétese do Continuum é, por sua vez, equivalente a igualdade
280 =K.
N
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Teorema 5 (Gamez-Merino, Mufioz-Fernandez, Seoane-Sepilveda, 2010). O conjunto das fungdes
de Sierpinski-Zygmund € ¢*-linedvel.

No resultado acima, ¢* representa o cardinal sucessor de ¢. Como consequéncia, assumindo que
¢ = 2° (0 que ocorre, por exemplo, se assumirmos a HipGtese Generalizada do Continuum?©,
concluimos que SZ é 2°-linedvel (lineabilidade méxima, neste caso).

4. Um resultado de lineabilidade onde Testes da Razao e da Raiz falham

Em Matemdtica, o Teste da Razdo (ou Critério d’Alembert) e o Teste da Raiz sdo testes para
saber sobre a convergéncia ou nao de uma série de nimeros reais. Mais precisamente, temos os
seguintes critérios:

Teorema 6 (Teste da Razdo). Dada uma sequéncia (an)n>1 de nidmeros reais, considere

a
L= lim | n+1|

n—oo |an|

FEntao,

(i) se L <1, Z a, converge;

n=1

(ii) se L > 1, Zan diverge;

n=1
(iii) se L =1 ou o limite ndo existe, nada podemos dizer sobre a convergéncia ou divergéncia da série
0
ap.
n=1
Teorema 7 (Teste da Raiz). Dada uma sequéncia (an)n>1 de nimeros reais, considere

L = lim |aq|*/™.

n—oo

FEntao,

oo
1.se L <1, Zan converge;

n=1

2.se L>1, Zan diverge;

n=1

3. se L =1 ou o limite nao existe, nada podemos dizer sobre a convergéncia ou divergéncia da série

)

3o

n=1

A Hipétese Generalizada do Continuum (HGC) afirma que para qualquer cardinal infinito A ndo existe nenhum
cardinal « tal que A < k < 2. Assumindo o AE, a HGC é equivalente a Nq41 = 28¢ para todo ntmero ordinal a.

N
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Os terceiros itens de ambos os teoremas acima sao necessédrios pois existem tanto séries convergentes
como séries divergentes que verificam a condicao L = 1 ou o limite nao existe. Em outras palavras,
os itens (i) e (ii) de ambos os critérios ndo sdo suficientes. Por exemplo,

(o)
. . a,
ap=— = Zan diverge, mas lim 1 =1
n n—oo |an|
n=1
e
(o]
1 . |an+1|
ap=— = Z ay converge, mas lim —— =1.
n n=1 e |an|

Outros exemplos: (1) Considere a série

¢ . 11 1 1
ZQ"‘*H) = 4+ +—+—=+--=1
- 22 2 24 23

Fazendo a, = 2 "*1D" observe que

Antl _ ga(-1)™1 _ 2 sen ¢ impar,
= = =47 )
an § sen é par,
e, portanto, limy, e “2# nao existe.
£t 00 _ vy on+(-1)* J;
(2) A série 32, by = 3, 22D diverge e
bny1 92(-1)"141 _ 8 sen ¢é impar,
= =4 )
bn 5 sen é par.

- L. . . 1
(3) A série 322, 1/n? converge, a série Yoo | n diverge e lim, e an/n

=1 para ambas.

Na verdade, alunos de Célculo Diferencial e Integral ou de Séries e Equacgoes Diferenciais, nao
muito raramente, deparam-se com listas de exercicios em que muitas das questoes que solicitam a
andlise sobre a convergéncia ou divergéncia de séries acabam tendo que ser resolvidas por outros
critérios que nao os mencionados acima, pois ambos fornecem L = 1 ou a nao existéncia do limite.
O que muitos alunos nao imaginam (talvez até muitos professores dessas disciplinas também nao
estejam cientes disso) é que o fato de muitos exemplos resultarem em L = 1 ou na néo existéncia
do limite, tanto no Teste da Razao como no Teste da Raiz, nao é uma raridade, apesar de nosso
sentimento/desejo inicial ao tentar aplicar tais testes é que ocorra exatamente o oposto (isto é, que
os critérios fornegam alguma informagao sobre a convergéncia/divergéncia).

De fato, em [1] foi provado que os Testes da Razéo e da Raiz estao longe de serem 6timos, isto é, para
ambos os critérios, o resultado a seguir (veja [1, Theorem 6.2]) mostra que existem espagos vetoriais
de dimensao infinita formados por sequéncias que geram séries absolutamente convergentes ou
sequéncias que geram séries divergentes para os quais os referidos testes falham, ou seja, nao dao
nenhuma informagao sobre a convergéncia ou divergéncia das séries.

O teorema a seguir é um caso particular de [1, Theorem 6.2]. Por uma questao de completude e para
exemplificar como proceder numa demonstragao de um resultado de lineabilidade, apresentaremos
sua prova.

N
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Teorema 8.(a) O conjunto das sequéncias que geram séries absolutamente convergentes para as
quais o teste da razdo falha € mazimal (c-) linedvel.

(b) O conjunto das sequéncias que geram séries absolutamente convergentes para as quais o teste
da ratz falha é mazimal (c-) linedvel.

(c) O conjunto das sequéncias que geram séries divergentes para as quais o teste da razao falha €
maximal (¢-) linedvel.

(d) O conjunto das sequéncias que geram séries divergentes para as quais o teste da raiz falha é
maximal (¢-) linedvel.

Demonstragdo. Vamos mostrar apenas o primeiro item. Nosso objetivo é provar que o conjunto

nao existe

A=< (ap)n>1 CR: Z lan| converge e lim ln1]

~ n—oco |an|
é maximal linedvel. Os itens restantes podem ser feitos de forma semelhante e suas demonstragoes
serdo deixadas para o leitor (dica: em vez da cole¢do de sequéncias {((ns) ™ D") 5, s > 1}
usada para (a), pode-se usar {(n)y>1 : s > 1}, {(ns)**D")s1 18 > 1} e {(0%)ns1 : 8 > 1},
respectivamente, para provar (b), (¢) e (d)).

Vamos provar (a). Para qualquer nimero real s > 1, considere a sequéncia (ans)n>1, COM a ¢ =
(ns) D" Como ans <1 2 para todo n > 3, o Teste da Comparagio assegura-nos que Yo, |an s|
converge, para todo s > 1. A seguir, considere

E = [{(ans)nz1 : s> 1}],

o espago gerado por {(ays)n>1: S > 1}, que é um subespago vetorial do espaco das sequéncias que
geram séries absolutamente convergentes. Mostremos agora que dim(E)= ¢. De fato, suponha que
uma combinacao linear do tipo
k
X = Z (Yj (an,Sj)n
=1

é identicamente 0. Observe que

k

X = (Xp)n>1 COM X, = Z @jans;, (n>1). (1)
=1

Entao, supondo sem perda de generalidade que k > 2 e s; > s9 > -+ > s, e dividindo a expressao
anterior por (nsi) "*1" obtemos

—n+(-1)" —n+(-1)"

S1 Sk-1

O=a;|— +octag g | — + ax.
Sk Sk

Fazendo n — oo, concluimos que ai = 0. Indutivamente, podemos obter que todos os ajs sao 0.
Portanto, o conjunto de sequéncias {(ans)n>1,5 > 1} é linearmente independente, o que mostra
que dim(E)= ¢.

N
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Agora vamos mostrar que, dada uma sequéncia x = (Xy)n>1 € E \ {0} como em (1) (com ay # 0 e

$1 > --- > si), o Teste da Raz@o néo fornece nenhuma informagao sobre a convergéncia de Y0 ; Xy.
. . . . — — n z

Dividindo numeradores e denominadores por e (nsi) 1" concluimos que

)n+1 )n+1

ap((n+1)s) ™ HED™ 4o (n+ 1)) 1+

al(nsl)7n+(*l)n 4o ak(nsk)qﬂ.(,l)n

:Bl,n +-- +ﬁk,n

Xn+1
Xn

)

Yn+1
onde y, — 0 (n — o),

-2 1
aj(n)nsjsk sic|” ,
——) ——— se n é par
ax \n+1/ nn+1) s bat,

Bin =

@; n n Sk " /2
—( ) nsy | — se n é impar
ap \n+1 Sj

(j=1,...,k). Note que

lim Bjn = 0 para todo j € {1,...,k},

n par

lim Bjn =0 para todo j € {1,...,k~1},

n impar

1‘% |ﬁk,n| = 00.

n impar

Logo,

li |Xn+1|
1m
n—oo |Xn|

nao existe e, portanto, x € A, como queriamos provar. Isso mostra que A é maximal linedvel. O
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