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O Teorema de Van Aubel com triangulos:
nova prova e uma razao encontradas

Rogério César dos Santos ®

Resumo

O cléssico e conhecido Teorema de Van Aubel afirma que, se quadrados séo construidos sobre os
lados de um quadrilatero qualquer, entéo os centros desses quadrados formam um quadrildtero cujas
diagonais sdo congruentes e perpendiculares. A ideia deste artigo é apresentar resultados similares
a esse, quando, em vez de quadrados, tridngulos sao construidos sobre os lados do quadrilatero.

Palavras-chave: Teorema de Van Aubel; Geometria Plana; Nimeros Complexos.

Abstract

The classic and well-known Van Aubels Theorem states that, if squares are constructed on the
sides of any quadrilateral, then the centers of these squares form an quadrilateral whose diagonals
are congruent and perpendicular. The idea of this article is to present results similar to this one,
when, instead of squares, triangles are constructed on the sides of the quadrilateral.

Keywords: Van Aubels Theorem; Plane Geometry; Complex numbers.

1. Introdugao

O Teorema de Van Aubel ([3] e [2]) afirma que, se quadrados sdo construidos sobre os lados de
um quadrildtero ABCD qualquer, entdo os centros By, B,, B3 e B, dos mesmos formam um
quadrilatero cujas diagonais B;B3 e B,B4 sdo congruentes e perpendiculares, conforme ilustra a
figura 1.
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Figura 1: O Teorema de Van Aubel: B{B; = B,B, e B;B3 1L B,B,.

Trocando os quadrados por triangulos, serda que vale o mesmo resultado? A resposta é nao. Porém,
vale uma outra propriedade, como mostrou, por meio de trigonometria, Krishna [1]. Ele provou
que segmentos que unem os centros opostos dos tridngulos sdo perpendiculares aos segmentos
que unem os vértices externos opostos dos tridngulos. O propdsito deste artigo é fornecer outra
demonstracao deste resultado de Krishna, a qual serd feita aqui por meio de niimeros complexos.
A prova por numeros complexos permitird ainda descobrir a razao entre os comprimentos desses

segmentos: V3. Eo que veremos ha se¢ao seguinte.

2. O Teorema de Van Aubel com tridngulos.

Proposi¢ao 1. O Teorema de Van Aubel com triangulos. Considere um quadrildtero ABCD e
tridngulos equildteros AV B, BV,C, CV3D e DV,4A construidos externamente sobre os lados de
ABCD, como mostra a figura 2. Sejam By, B,, B3 e By os baricentros (centros) dos triangulos.
Entdo, V| V5 € perpendicular a B,By e VoV, é perpendicular a ByBs. Além disto, V,V5 = \/Em
e V2V = V3 B3Bs.
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A=0=(0,0)

Figura 2: O Teorema de Van Aubel com tridngulos.

Demonstragdo. Coloquemos A na origem (0,0) do plano cartesiano. Chame de “a’”’ o ndmero
complexo nulo, afixo de A = (0,0). Também, denote por “b" o afixo complexo de B “¢”” o afixo
complexo de C e “d” o afixo complexo de D. Consideremos o vetor AB = OB7 onde O = A = (0,0)
é a origem do plano cartesiano. Considere x; o niimero complexo afixo de B—A =B - (0,0) =
Assim, x; é 0 ntimero complexo representante do vetor AB = OB, e |x,| = |AB| = |OB| é a medida
do lado do tridngulo AV ;B. Analogamente, definamos x,, X3 € X4 0s nuimeros complexos afixos
dos pontos C—B, D—C e A —D, representantes dos vetores BC, CD e DA, respectivamente, como
mostra a figura 3.
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Figura 3: Ntumeros complexos xj, j = 1,...,4, representantes dos lados do quadrildtero ABCD.

Dessa forma, os nlimeros complexos xj, j = 1,...,4 sdo assim expressos:
xy=b-a=b-0=b,xp=c-b,x3=d-cexy=a-d=0-d=-d.

Logo, |x,] = |BCJ, |x3] = [CD| e |x4] = |DA| sdo as medidas dos lados dos tridngulos BV,C,
CV3D e DV,4A, respectivamente e, também, x; + X, + X3 + x4 = 0, o nimero complexo nulo. Tal
identidade sera usada mais adiante. Considere, agora, b; o niimero complexo afixo do baricentro
B, do tridngulo equilatero AVB, v; o afixo do vértice V; e h; o afixo do pé H; da altura do
tridngulo AV, B relativa a base AB, conforme ilustra a figura 4.
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Figura 4: Os nimeros complexos v, by e h; afixos dos pontos V|, By e H;, respectivamente.

E importante salientar neste momento que os nimeros complexos X1, Xp, X3 € X4 sdo afixos das
diferencas B— A, C—-B, D—-C e A — D, respectivamente, isto é, sdo representantes dos vetores
respectivos H?;, B—C)7 CD e EK, enquanto que a, b, ¢, d, h;, b; e vj, j = 1,..4, sao afixos e
representantes dos pontos A, B, C, D, Hj, B;j e Vj, respectivamente.

Como x; é o ntmero complexo representante do vetor AB = OB, que parte da origem, entdo:

hlz%.

. O vetor

2
Bl a3
2

2

AH,; = OH, é representado pelo seu afixo complexo h; = % Entdo, para rotacionar AH; em 90°

A altura H,V, do tridngulo equildtero AV,B mede: H,;V, = \[|x;]? - (

no sentido anti-hordrio em torno da origem A = O, basta multiplicar h; pela unidade imaginéria

complexai = y-1, obtendo assim s = h;i. O ndmero complexo unitirio (de norma 1) correspondente
s, sera, portanto,

1
sl il by

i
Sy = >

que ¢é paralelo a H;{V;, como mostra a figura 5. Logo, o nimero complexo que representa H; V7,
ou seja, afixo de V; — Hy, sera
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vy —hy =Su'|m‘=

hli‘|Xl|‘/§_ i .|X1|\/§_X1\/§'i
hy| 2 % /21 2 2

Logo,

Xl\/g'i

Vlfhlz 5

x1v3-1i
B e, portanto,

Ou seja, vi = h; + 5

como ilustra a figura 5.

Figura 5: O afixo complexo v| = em termos de x;.

Xy xlﬁd
> vt 2

Sobrenome

Também, sabemos que o comprimento de H;B; é igual a um ter¢o da altura de H;V, (veja
novamente a figura 4). Logo, procedendo de modo anédlogo ao anterior, concluimos que o niimero

592

N

M
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Sobrenome

complexo b; —h; afixo de By —H, e representante do vetor H;B; serda: by —h; = % -(vi —hy) =
l‘Xl‘/g'i X1 Xl\/g'i
3 2

. Portanto, b; = 5t veja figura 6, que mostra a soma poligonal dos vetores
e seus respectivos niimeros complexos em destaque verde a partir da origem A = O = (0,0).

X1 xl\/g-i

Figura 6: O afixo complexo by = 5+ + =¢—, do baricentro B, em termos de x;.

Analogamente, lembrando que x, = ¢—b é o nimero complexo afixo de C —B, entdo, se h, é o
numero complexo afixo de H,, o pé da altura do tridangulo BV,C relativa a base BC, podemos

novamente girar o vetor BH2, noventa graus no sentido anti-horario em torno de B, obtendo assim
x21

o complexo resultante 2=, e depois tomar seu unitario correspondente —=— e concluir que

2’ |2|

Xl
2

o afixo de V, —H, ¢é

Xl |X2\\/3 _ xV3 -1

bol 2 72

vy —hy = —= ‘szz‘ =
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3-i
Portanto, v, = hy + #

b =x; e x, = c—b, entdo:

. A questdo agora é como escrever h, em termos de x, e de x;. Ora,

C:X2+b:X1+X2.
Logo,

_ btc _ xitxi+xp _ X2
b= ="FH—=x+73.

Enfim: V2=x1+%+#

nimeros complexos respectivos em destaque verde:

. Veja a figura 7 que mostra a soma poligonal dos vetores e seus

xz\/g-i
tT

Figura 7: O afixo complexo v, = x7 + % em termos de x; e de x,.

A partir daqui, podemos proceder de maneira similar, por meio da soma poligonal de vetores e seus
respectivos complexos, para encontrarmos os afixos dos demais baricentos e vértices dos tridngulos.
Os vértices dos triangulos vi, j = 1,...,4, sdo:

X le/g-i
Vi=zt—m

_
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X X \Ei X X \/g-i X, X, \Ed
VyEXj+ 3, V3 =X Xt 5 =y eV, =X +Xp X3+ 5+ .

Os baricentos by, j = 1,...,4, sdo:

_ Xy xlﬁd

bl = 7"" 6
_ Xo xz\/5~i _ X3 x3\/§-i _ X4 x4\/§'i
bz—X1+7+ 3 ,b3—X1+X2+7+Teb4—X1+X2+X3+7+T.

Agora sim, podemos provar que V;V;3 é perpendicular a B,B4, V,V, é perpendicular a B;Bj
e, além disso, que V,V3 = V3 - B,Bs e VLoV, = V3 - B;Bs3. Bem, para provarmos que V;Vj3 ¢é
perpendicular a B,B,, basta mostrarmos que existe um k real tal que

V3 —Vq :k'i'(b4*b2),

em quei= V-1 , V1, V3, by € by sdo os ntimeros complexos afixos dos vértices e baricentros Vi, Vs,
B, e By, respectivamente. Isto é, precisamos mostrar que a rotacao do vetor m, noventa graus
no sentido anti-horario, seguida da multiplicagdo do mesmo por um escalar real k, resulta no vetor
V V3. Vamos provar a existéncia desse k real, desenvolvendo a identidade

vz3—vy =k-i-(bs—b,) se e somente se

X3 x3\/§~i X Xl\/g'i X4 X4\/§-i

2 P > =k-i- X] +Xp +X3+

X9 Xzﬁ'i
X1+—+T

2

Eliminando os colchetes e parénteses, cancelando x; no segundo membro e lembrando que i? = -1,
temos:

22
2

V3
-

. X
v3—vy =k-i-(bs—by) se e somente se x; Xyt 5+

>k T ki Sk

3 X3\/§'i X1 Xl\/g-i
2

kei-xp+k-i-xg+k-i-
Agora, transportando para o primeiro membro os termos em que a unidade imaginaria i ndo aparece
explicitamente e para o segundo os termos em que i aparece explicitamente, temos:

v3—v; =k-i-(bs—by) se, e somente se,

X3 X X4\/§ Xz\/g Xo k 1 k x4

=-=+k- -k- ==4+x3'—=—-5|+—= =

2 2 6 6 2 "\ B 2 3 2

Neste momento, € suficiente exibirmos um k real que torne o primeiro e o segundo membros iguais

ao numero complexo nulo, pois, dessa forma, verificar-se-4 a igualdade. E para isso é importante
lembrarmos que, por ser o quadrilitero ABCD uma figura fechada, entdo x; + x5 +x3 +x4 =0 (0

X1 +Xp +

ndimero complexo nulo). O valor real k que torna os dois membros nulos é k = V3. Verifiquemos:
substituindo no primeiro membro, temos:

7+X2 ? +7 7+7+7+7:E'(X1+X2+X3+X4):O.
R
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J4 fazendo k = 3 no segundo membro, temos:

i-\/§~[%+‘/—‘/§~%+x3-(‘/—‘/§%)+‘/—‘/§-X74]:i~\/§~0.5-(x1+x2+x3+x4):O.
3 3 3

Logo, mostramos que para k = \/3,
v3—vy =k-i-(bs—by) se e somente se 0 = 0.

Ou seja, a igualdade v3 —vy = V3-i- (bgy —by) é verdadeira. Tal identidade revela, assim, que os

segmentos V{ V3 e B,B, sdo perpendiculares, e revela também que V| V5 = V3- B,By4, que é o que
queriamos demonstrar.

O resultado correspondente para V,V,4 e B{B3 prova-se de maneira inteiramente andloga. O

3. Conclusao

Enfim, provamos de outro modo o resultado de Krishna [1], utilizando nimeros complexos. Além
diso, descobrimos que a razao entre os segmentos perpendiculares V;Vj,, e B3 jBs;, j = 1,2, ¢

sempre igual a \/g, para qualquer quadrilaitero ABCD, seja ele convexo ou ndo. Além disso, é
possivel mostrar que, tomando os quatro tridngulos internamente sobre os lados do quadrildtero,

em vez de externamente, a razao continua sendo \/3 . Basta, para verificar isso, realizar as rotacoes
dos vetores AH;, BH,, CH; e DH4 no sentido horario, para obtencao dos afixos dos vértices e dos
baricentros dos tridngulos. Ou seja, a multiplicagdo é por —i, em vez de por i. As demais contas
sdo andlogas (figura 8).
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Figura 8: O teorema também vale com os tridngulos sendo construidos internamente aos lados dos
quadrilatero.
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