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O Jogo Nim, sua estratégia de vitoria e
uma nova forma de jogar com foco na educacao basica

Ana Carolina Vargas Frederico '® Christine Serta Costa ®

Resumo

O presente artigo é um recorte de um trabalho de conclusao de curso do Profmat PUC-Rio con-
cluido em 2020. Tem como propédsito apresentar resultados que fundamentam a estratégia ven-
cedora que o matematico Charles L. Bouton desenvolveu para o jogo Nim e uma nova forma de
utilizar essa estratégia com o objetivo de dinamizar seu uso na sala de aula da educagao bésica.
O ponto de interesse tedrico na estratégia apresentada é o fato de ela ter sido desenvolvida com
base no sistema de numeragao binario, o que torna o jogo Nim um forte atrativo para trabalhar
esse conteudo nas aulas de matemadtica. Com este trabalho, esperamos contribuir com professores
que estejam buscando alternativas para trabalhar as diversas possibilidades académicas que emer-
gem dos conceitos dos nimeros binarios. Almejamos caminhar no sentido de aulas mais dinamicas,
atrativas e significativas e, assim, despertar a curiosodade e o pensamento investigativo no alunado.
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Abstract

This article is an excerpt from a course conclusion work from Profmat PUC — Rio defended in 2020.
Its purpose is to present results that support the winning strategy that mathematician Charles
L. Bouton developed for the game Nim and a new way to use this strategy with the objective
of dynamizing its use in the basic education classroom. The point of interest of the proposal
presented is the fact that it was developed based on the binary numbering system, which makes
the game Nim a strong attraction to work with this content in math classes. With this work, we
hope to contribute to teachers who seek alternatives to work with the various possibilities that
emerge from the concepts of binary numbers. We aim to move towards more dynamic, attractive
and meaningful classes and, thus, arouse curiosity and investigative thinking in the students.

Keywords: Nim; Binary numbers; strategy game.

1. Introdugao

O presente artigo é fruto de um trabalho de conclusao de curso do Profmat PUC — Rio defendido
em 2020 e intitulado Ndmeros Bindrios: uma proposta de ensino para a educagdo bdsica [5]. O
trabalho original traz uma proposta de ensino de nimeros bindrios na educacao béasica por meio
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de algumas atividades lidicas e motivadoras. Convidamos o leitor a consultar o referido trabalho
para conhecer a proposta na integra. Para este artigo, trazemos um recorte desse TCC, com o
intuito de apresentar um novo olhar para a estratégia vencedora do jogo Nim desenvolvida por
Bouton, 1902 [2] e que tem por base o sistema de numeragao bindrio. Com essa nova forma de
enxergar a estratégia, mais pratica e concreta, é possivel trabalhar o Nim em aulas de matematica
da educagao basica e trazer motivacao e significado no estudo dos conceitos dos niimeros bindrios.

Comegamos apresentando o conceito de jogos imparciais, alguns aspectos histdricos e conceitos
relevantes do jogo Nim, suas regras e forma de jogar. Com o objetivo de analisarmos a estratégia
vencedora que Bouton desenvolveu para o jogo, apresentamos a soma-Nim, que é parte fundamental
da teoria matemaética que baseia esta estratégia, assim como algumas de suas propriedades. Em
seguida, conceituamos a teoria de Bouton para a estratégia vencedora e demonstramos o teorema
que justifica sua validade. Trazendo um aspecto inovador, apresentamos uma nova forma de utilizar
a estratégia vencedora, desenvolvida com o intuito de facilitar seu uso no chao da escola basica.

2. Jogos e O Jogo Nim

Vamos trabalhar aqui com uma categoria de jogos que atendem as propriedades listadas a seguir,
definidas em [7].

e O jogo tem 2 participantes que alternam suas jogadas.
e Ambos os participantes tém a informacao completa do jogo em todas as jogadas.

e Niao é permitida a utilizagdo de nenhum instrumento aleatério (como dados e roletas, por exem-
plo).

e Em cada jogada, é de conhecimento de ambos os jogadores as agoes permitidas, e cabe ao jogador
da vez fazer a sua escolha de jogada.

e Ha um critério bem definido e previamente conhecido por ambos os jogadores para indicar o
término do jogo.

e Ao final do jogo, hd um resultado bem definido. Em geral, esse resultado sera a vitéria de um
ou de outro jogador, podendo, em alguns jogos, ser empate.

Esses jogos, sao usualmente nomeados de jogos imparciais. Neles, todos os jogadores podem realizar
as mesmas agoes e, a partir de uma dada configuragao inicial, existe uma estratégia vencedora para
um dos jogadores, ou seja, se esse jogador jogar corretamente, ele sempre ganha, nao importando
as agoes de seu adversario. Em [3] pode-se encontrar outros jogos, ndo tdo conhecidos como o
Nim, que também se colocam nessa categoria. Descrevemos a seguir alguns deles que podem ser
trabalhados na educagao basica e sugerimos ao leitor que se aprofunde na teoria e dinamica que
os envolvem.

e O jogo do ddlar de prata, sem o délar: Este jogo é jogado em uma faixa semi-infinita de quadrados,
com um numero finito de moedas, nenhuma das quais é um dolar de prata. Cada moeda é
colocada em um quadrado de forma aleatéria e a agao permitida é, em cada jogada, mover uma
moeda para um quadrado desocupado da esquerda da faixa (ou seja, na dire¢ao da extremidade
finita da tira), sem passar por nenhuma outra moeda. O jogo termina quando algum jogador nao
tem mais como fazer uma agao permitida porque as moedas estao dispostas de forma sequencial
nos quadrados da extremidade esquerda da faixa.
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e O jogo do ddlar de prata, com o ddlar: Este jogo é jogado exatamente como o jogo descrito
anteriormente, exceto pelo fato de que uma das moedas é, de fato, uma moeda de um doélar de
prata e o quadrado mais & esquerda da faixa semi-infinita é substituido por uma bolsa de dinheiro.
O quadrado da bolsa de dinheiro é capaz de conter qualquer nimero de moedas. Assim, a moeda
mais & esquerda que esteja em qualquer quadrado (exceto o da bolsa) pode, caso o jogador da
vez queira, ser colocada na bolsa de dinheiro. Quando a moeda do délar de prata entrar no
quadrado da bolsa de dinheiro, o jogo termina.

e O jogo de Northcott: Este jogo é jogado em um tabuleiro quadriculado n X m (pode-se, por
exemplo, usar um tabuleiro do xadrez). Em cada coluna coloca-se uma pega branca e uma
peca preta. Cada jogada (acdo permitida) consiste em movimentar uma pega para a frente ou
para tras pelo ntimero de casas que se quiser, desde que nao saia da coluna original e nao salte
sobre uma outra peca. Perde quem, por ter todas as suas pegas encurraladas, nao puder realizar
nenhuma agao permitida.

O nosso interesse aqui ¢ falar sofre o jogo Nim, que é um exemplo de jogo imparcial. Pouco se sabe
sobre a origem do Nim, mas acredita-se ter sido originado na China. Segundo [6], um dos primeiros
trabalhos dedicados a esse jogo, apresentado em um artigo publicado em 1902, foi do matematico
Charles L. Bouton. No artigo, intitulado Nim, a game with a complete mathematical theory, [2],
- Nim, um jogo com uma teoria matemédtica completa (traducdo nossa), Bouton analisa o jogo e
apresenta a teoria matematica que utilizou para a construgao de uma estratégia vencedora.

O jogo aqui discutido interessou ao escritor por conta de sua aparente complezidade,
e sua teoria matemdtica extremamente simples e completa. O escritor ndo conseguiu
descobrir muito sobre sua historia, embora algumas variagoes do jogo estejam sendo
praticadas em algumas faculdades e feiras americanas. Ele tem sido chamado de
Fan-Tan, mas como nao se trata do jogo chinés que tem esse nome, o nome deste
artigo € proposto para ele. ([2], p. 35, tradugdo nossa)

Foi nesse artigo que o jogo recebeu o nome que conhecemos hoje. Segundo [1], esse nome, em
inglés arcaico, significa apanhar; em alemao (Nimm) significa tirar e, quando rotacionado em 180°,
transforma-se na palavra win que, em inglés, significa vencer.

O Nim é um jogo de regras simples e de facil entendimento feito para duas pessoas jogarem. A
dindmica do jogo desenvolve-se da seguinte forma:

e Sao dispostos em uma mesa um determinado ntimero de objetos separados em grupos que nao
precisam ter a mesma quantidade de objetos;

e Os dois jogadores jogam se alternando em rodadas;

e Em cada rodada, o jogador da vez escolhe um dos grupos e retira dele a quantidade de objetos
que desejar (note que o jogador s6 pode retirar objetos de um mesmo grupo numa quantidade
minima de um objeto e maxima de todos os objetos do grupo escolhido);

e Vence o jogador que retirar o ultimo objeto da mesa.

Existem varias versoes do Nim. Estamos utilizando a versao inspirada naquela apresentada por
Bouton em seu artigo de 1902, mas em [7] e [3] esse jogo também ¢ discutido cuidadosamente e
apresentado teoricamente.
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3. A Soma-Nim

A soma-Nim estd conceituada em [2] e é parte fundamental do desenvolvimento da teoria ma-
tematica por trdas da estratégia vencedora do jogo. Cabe ressaltar que, em seu artigo, Bouton
apresenta a operagao sem, entretanto, nomea-la.

Definigao 1. Seja Nj um natural escrito na base bindria, ou seja, Ni = (ajum)aim-1) * - * i(0))2;
onde a;; € {0,1},Vj € {0,1,...,m}. A soma-Nim entre os nimeros No,Ny,--- Ny, representada
por Ng® N; & --- & Ny, é o natural W = (byby 1---bg)2, também na base bindria, tal que
Vje{0,1,...,m} tem-se que

.bj =0, se Z]iﬂ:oaij =0mod 2 e

e bj = 1, caso contrario.
Se, para algum Nj, ndo existir aj; a partir de um j = k, consideramos aj;; =0 Vj € {k,k+1,...,m}.

A seguir, na defini¢do 2, apresentamos uma forma algoritmica de definir a Soma-Nim.

Definigao 2. A soma-Nim, de simbolo &, é uma operacio matemética feita com os niimeros naturais
escritos na base binaria. Para efeturar essa soma deve-se organizar os niimeros que determinam as
parcelas a serem somadas, um embaixo do outro, com seus algarismos alinhados & direita (como se
faz em uma soma de base 10). Em cada uma das colunas (todas formadas apenas por algarismos
0 e 1), se a quantidade de algarismos iguais a 1 for par, o resultado da soma na referida coluna é
0 (zero); caso contrario, o resultado é 1 (um).

Observe que 0060=0,001=1,160=1e¢1®1=0.

Exemplo 1. Vamos efetuar a soma-Nim dos nimeros 18,22, 8 e 6, todos escritos na base 10.

e O primeiro passo é passar estes nimeros da base 10 para a base 2:
18 = (10010)3 = N1,22 = (10110)2 = N2, 8 = (1000)2 = N3 e 6 = (110)9 = Ny.

e Depois, deve-se organizar os nimeros obtidos alinhando seus algarismos a direita:

1
1

—_— o O
_ o = O
— O = =
o O OO

e Por fim, basta verificar se a quantidade de algarismos iguais a 1 em cada coluna é par ou impar
e proceder conforme explicitado na definicao 2. Neste exemplo,

NieNyd N3Ny = (01010)2 =W.

E importante ter a clareza de que a soma-Nim nao é uma soma usual. Ao efetuar 18 + 22 + 8 + 6,
encontramos como resultado o nimero 54 que, na base bindria, equivale ao nimero (11011),.

" sBm
622 - DIV



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Frederico e Costa

3.1. Algumas propriedades da soma-Nim

A soma-Nim é munida de algumas propriedades. A seguir, baseados em [4], iremos enuncid-las e
demonstré-las. Para tanto, considere os ntimeros x,y e z, escritos na base binaria. Nessa secao,
representamos um numero na base 2 com seus algarismos separados por virgulas apenas para
dar mais clareza no desenvolvimento das demonstragoes. Assim, X, y e z j4 na base 2, estao
representados por: X = (Xn,Xn-1,"** ,%X0),¥ = (Vn, Yu1,""* »Y0) € 2= (Zn,Zn-1,- " ,20),1 € N.

(a) Associativa: x® (y®z)=(xdy) dz

Demonstrag¢ao. x® (y ®z) =

= (Xn,Xn 1, " 7X0)@ [(Yruynfl?"' ﬂy0)®(zn7zn 1,° " 7Z0)] =

= (Xns Xn-1," " ,X0) ® [(Yn @ Zn, Y1 ® Zn1," >YO®ZO)] =

= [Xn ® (Yn ®2%n),Xn 10 (Yu1 @ 2Zn1), X0 @ (Yo D 20)] =

= [Xn OV ®Zn, X190V 1 D Zn1, " ,X0®Yg®2Z0] =

= [(Xn ®Yn) ®Zn, (Xn 109V 1) @ %Zn 1, -, (X0 69YO) ® 7] =

= [Xn @Y, Xn 1 O Yy 1, aXOQBYO] ® (Zn,Zn-1," "+ ,%0) =

= [(Xnaanlf" 7X0) @ (Yn7yn—17"' 7YO)] 2] (Zn7zn71a"' 720) =

=(x®y)®z |

(b) Comutativa: x®@y =y ®&x

Demonstracao. x®y =

= (Xn,Xn,l,"' 7X0) © (ynaynflv"' 7YO) =

= (Xn OYn;Xn-1DYp1,""" X0 69}’0) =

= (YH 6)(1'17}]1’1*1 ®Xn 17'.. 7y0 ®XO) =

= (YnaYnfla"' ’yO) @ (Xanflf" 7X0) =

=yex O

(c) Elemento Neutro: x® 0 =x
Demonstracao. x® 0 =
= (Xn;anla"' 7X0) @ (070, aO) =
= ®0,x,190,--+ ,x0®0) =
= (Xn;anh T aXO) =
=X O

(d) Elemento Inverso: x@®x =0

Demonstragao. x ®x =

= (Xn,anl,"' 7X0) © (Xnaxnflf” 7X0) =

= (Xneaxnaxn—l ©Xn-1,"" ,XO@XO) =

= (0707 70) =

=0 O
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3.2. Algumas consequéncias das propriedades da soma-Nim

Vimos que a soma-Nim satisfaz as propriedades associativa, comutativa, possui elemento neutro
0 e cada elemento tem um inverso. A partir dessas propriedades podemos provar algumas con-
sequéncias diretas que estao enunciadas a seguir. Considere aqui também todos os ntiimeros escritos
na base binaria.

(i) Lei do corte ou cancelamento: x®y=x®z Sy =z

Demonstra¢io. x0y=x0z (xDy)dx=x®z2) xS xd(ydx)=x®(z0x) &
SxdxPY)=x0(xdz) o xdx)dy=x0x)dzo00y=002zy=12 O

(if) O elemento neutro da soma-Nim é 1nico.

Demonstragao. Pela propriedade (c) tem-se que 0 é elemento neutro de soma-Nim, ou seja,
x®0 = x. Suponha que n também seja um elemento neutro da soma-Nim, entao x&n = x®0 = x.
Pela lei do cancelamento, tem-se que n = 0. O

(iii) Um nimero é o unico elemento inverso de si mesmo.

Demonstragao. Pela propriedade (d) tem-se que um ndmero é elemento inverso de si mesmo,
ou seja, x ® x = 0. Suponha que exista x; # x que também seja inverso de x. Neste caso,
x@®x=x@®x; =0. Pela lei do cancelamento, tem-se que x = x;. O

(iv) A soma-Nim de dois ntimeros distintos é diferente de zero.

Demonstrag¢ao. Seja x # y e suponha por absurdo que x @ y = 0. Entao y é o inverso de x e,
portanto, y = x (o que é um absurdo uma vez que, por hipétese, x # y). m|

4. A teoria de Bouton para a estratégia vencedora do Nim

A teoria de Bouton para a estratégia vencedora do jogo consiste no fato de que, se um determinado
jogador, digamos A, consegue deixar uma certa configuragdo de objetos na mesa e, depois disso,
joga sem cometer erros, o outro jogador, digamos B, nao consegue ganhar. Tal configuragao
vencedora é chamada de combinacao segura. Bouton ainda demonstra que, se A deixar uma
combinagao segura na mesa, B, em sua préxima jogada, nao conseguird deixar uma combinagao
segura. E mais: independentemente do que B faca, A sempre conseguird deixar uma combinagao
segura na mesa na sua jogada subsequente. Uma configuracao que nao for uma combinagao segura
chamaremos de combinacao nao segura.

O conceito matematico presente na teoria de Bouton para formar uma combinagao segura trata da
aritmética dos ntimeros naturais escritos na base bindria. Mais precisamente da soma-Nim. Uma
combinagao segura é aquela em que a soma-Nim dos nimeros que representam as quantidades de
objetos em cada grupo vale zero.
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4.1. O Teorema de Bouton

As demonstragoes aqui presentes foram baseadas em [4].

A teoria de Bouton é generalizada para qualquer quantidade de grupos e qualquer quantidade de
objetos em cada grupo. A seguir, vamos enunciar e demonstrar o teorema de Bouton, que é base
para a estratégia vencedora do Nim. E, para tanto, considere um jogo do Nim com n grupos,
n € N e seja x; a quantidade de objetos pertencentes ao grupo i,1 < i < n. Tomemos a n-upla
(x1,X2,...,Xy) como uma configuracao qualquer de objetos deixada na mesa em um determinado
momento do jogo. Note que o jogo termina quando um jogador alcancgar a configuragao (0,0, ..., 0),
que chamaremos de configuragao terminal.

Cabe destacar as seguintes propriedades:

(a) A configuracao terminal (0,0, ...,0) é, sem divida, uma combinagao segura ji que tem soma-Nim
igual a zero.

(b) A partir de uma configuragdo que representa uma combinagdo segura, qualquer jogada védlida
origina uma combinacdo nao segura. (vide Lema 1).

(¢) A partir de uma configuracdo que representa uma combinagdo nao segura, existe pelo menos
uma jogada valida que a transforma em uma combinacdo segura. (vide Lema 2).

Entende-se por jogada vélida aquela em que o jogador da rodada escolhe um grupo e dele retira
(no minimo 1 e no méximo todos) objetos do grupo escolhido.

Lema 1. Seja (x1,X2,...,%n) # (0,0,...,0) uma configuragio com soma-Nim igual a zero (com-
binacao segura), ou seja, X1 ®x2 & -+ ® xy = 0. Entdo, qualquer jogada vdlida feita nessa con-
figuragdo, ird transformd-la em uma configuragao com soma-Nim diferente de zero (combinagao
ndao segqura,).

Demonstra¢dgo. Suponha que a jogada valida tenha sido feita no grupo k, alterando a quanti-
dade xj para um valor y,; note que y, < Xx. A nova configuracdo passou a ser da forma
(X1,X2,« + vy Xke1s Yiey Xkt15 - - - 3 Xn), € sSua soma-Nim é

X1 DX - OXp 1Y OXy1 D - DXy

Utilizando a hipdtese e as propriedades da soma-Nim, podemos escrever as seguintes equivaléncias:

X1®X0@ - OXp 1Oy BOXp41 @ B Xy &
S X1BX2D  PXp 1BV PXpt1 B - DXyp) & (X DXY) ©
S X1 BX0D DX 1 BXkPXp41 D D Xy) B (Y DXi) ©
S0 (ydxK) ©
€ (yi ®xx)
Como y) < xk e a soma-Nim de dois niimeros distintos é sempre diferente de zero, tem-se que
Vi Oxx #0
O

N
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Lema 2. Seja (x1,Xa,...,%n) # (0,0,...,0) uma configuragcdo com soma-Nim diferente de zero

(combinagdo nao segqura), ou seja, X1 ®Xa®---®xy, # 0. Entdo, a partir de uma jogada vdlida bem
construida, € possivel transformda-la em uma configuragdo com soma-Nim igual a zero.

Demonstra¢ao. Considere que x1 ®Xo ® - - ®x, =s# 0, com 8= (S;uSm_1 - *S150)2-

Seja d(0 < d < m) o natural tal que sq = 1; e se s, = 1, entao d > k, ou seja, sq é o digito igual a 1
que se encontra mais a esquerda da representagao binaria de s.

Escolha um natural j tal que o d-ésimo digito de x; é também igual a 1. Repare que j existe, uma
vez que o digito sq é a soma-Nim dos d-ésimos digitos de cada x;.

Seja y; =s @ xj. Observe que y; < xj; isso se deve ao fato de que todos os digitos a esquerda de x;
e de y; sao nulos, e o d-ésimo digito de y; diminui de 1 para 0 por ser resultado de uma soma-Nim
de dois niimeros com o d-ésimo digito igual a 1. Ao retirarmos x; —y; objetos do grupo j obtemos
uma configuracdo que anula a soma-Nim. Note que, se (y1,¥9,...,y,) for a configuragdo obtida
apos essa jogada, entao y; = x;Vi # j, e como y; = s @ Xj, temos:

V1®y, @@y, =
=X1®X2®D - DXj1 @yj@ij,l@'--@xn:
=X1PxX2P PX1PSsPXjDXj41 @ DXy =

=X1®XoD DX, DS =

=s®s=
=0
]
Teorema 1. Teorema de Bouton: Uma configura¢do (X1,Xz2, -+ ,Xy) € uma combinagdo sequra se,

e somente se, X1 ®Xo @ -+ - ®x, =0.

Demonstracdo. Iremos ter por base que qualquer configuracdo é uma combinacdo segura ou uma
combinacao nao segura. Seja V o conjunto de todas as configuragbes com soma-Nim nula, e seja
D o conjunto de todas as configuragoes cuja soma-Nim é nao nula. Logo, VN D = ¢. Entao:

(i) A configuragao (0,0,...,0) pertence a V, uma vez que 0@ 0@ ---® 0 = 0. Observe que essa
configuracao é de fato segura, ja que o jogador que deixar tal configuracao na mesa obtera a
vitéria no jogo.

(ii) Dada uma configuracao de V, qualquer jogada nessa configuragao ird transforma-la numa confi-
guracao de D. Considere que (x1,X2,...,X,) € V e, sem perda de generalidade, suponha que séo
retirados objetos do primeiro grupo da configuragao. Seja (XII,XQ, -+ Xp) a nova configuragao.
Por hipétese, x1 ® xo & --- & x, = 0. Supondo por absurdo que x/1 DX @ - dxX, = 0 entao
X1 DXo D - DX, = x/1 DXy D DX, € pela lei do corte, x; = X/l, o que é absurdo. Logo
x'1 ®xX2® - ®xy # 0 e, portanto, (X;,XQ,"' ,Xn) € D.

(iii) Resta mostrar que, dada uma configuracido de D, existe sempre uma jogada que a transforma
numa configuracdo de V. Vamos fazer uma prova construtiva, construindo qual é essa jogada,
com base no Lema 2. A jogada em questao pode ser obtida com os seguintes passos:

N
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e Determinar os valores de d e s onde d é o niimero da coluna (contadas da direita para a esquerda
na montagem da soma-Nim) mais & esquerda, com um ndmero impar de digitos iguais a 1, e s
é o valor da soma-Nim;

e Escolher uma das parcelas da soma-Nim (equivale a escolher um grupo) onde aparega um digito
1 na coluna d. Seja j o grupo escolhido. Lembre-se que x; é o nimero de objetos do grupo j;

e Trocar o digito 1 de xj que estd na coluna d para o digito 0;

e Trocar (de 0 para 1 ou de 1 para 0) todos os digitos de x; nas colunas da soma-Nim onde o
nimero de digitos 1 ¢ impar. Seja y; = s ® Xj 0 novo nimero de objetos da nova configuragao
(X1,X2, s Xjo1, Vi Xj1, - - - Xn). Assim

X1 ®X2® - BXj1 @yj@Xj+1®"'€DXn=

=X10xX®PX 195X BXjy1 D B Xy =
=X1 DX - DX, DS =

=sds=0

De (i), (ii) e (iii) tem-se que uma configuracdo é uma combinacdo segura se, e somente se, a sua
soma-Nim é nula. ]

A proxima subsecao explicita um exemplo de construgao de uma jogada que anula a soma-Nim.

4.2. A jogada que transforma uma configuracao de D em outra de V

O exemplo 2 mostra uma jogada que transforma uma combinagao nao segura (soma-Nim diferente
de zero, pertencente a D) em uma combinagio segura (soma-Nim igual a zero, pertencente a V),
tendo por base o item (iii) da prova do teorema de Bouton.

Exemplo 2. Como ponto de partida, vamos considerar que os objetos do jogo estejam divididos em
4 grupos com 11, 12, 7 e 5 objetos respectivamente em cada um desses grupos, ou seja, (11,12,7,5)
é a atual configuracao do jogo. Observe que essa disposi¢ao de objetos representa uma combinagao
nao segura, ja que 11 = (1011)5, 12 = (1100)3, 7= (111)3 e 5 = (101)5 €

10111100 ® 111 ® 101 = 0101 # 0

Para construir a proxima jogada que deixe na mesa uma combinagao segura, vamos seguir os passos
explicitados em (iii) da prova do teorema de Bouton nos dados do exemplo em questao.

e Observe que d = 3 (coluna mais & esquerda com um ntumero fmpar de digitos iguais a 1 na
soma-Nim) e s = 0101 (valor da soma-Nim).

e Nessas condigoes, podemos escolher qualquer uma entre as segunda, terceira ou quarta parcelas
da soma-Nim, ji que todas elas tém o elemento 1 na coluna d = 3. Neste exemplo, escolhemos
a segunda parcela, j = 2, (equivalente a escolher o segundo grupo de objetos). x3 = (1100)2 =
12 indica o nimero de objetos do grupo 2. A figura 1 ilustra esses dois primeiros passos da
construcao.
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1011
@ (1100
111
101
0101

Figura 1: soma-Nim com destaque para a coluna d, o valor de s e a parcela escolhida

o E preciso agora trocar de 0 para 1 e de 1 para 0 todos os digitos de xo que estao em colunas com
nimero {mpar de digitos iguais a 1. Neste exemplo isso ocorre nas colunas 1 e 3, como ilustra
a figura 2. Fazendo isso, todas as colunas passam a ter quantidades pares de digitos iguais a 1,
e o nimero 12 = (1100)2 diminui para o nimero 9 = (1001),. Dessa forma, conseguimos zerar a
soma-Nim retirando 3 palitos do segundo grupo e, assim, alcangamos a combinagao (11,9,7,5)
que é segura, como ilustra a figura 2.

1011

¢ (1001
111

101
0000

Figura 2: soma-Nim igual a zero depois das trocas realizadas no grupo 2

5. Um novo olhar sobre a estratégia vencedora

Para utilizarmos a estratégia vencedora durante uma partida do Nim é necessério efetuarmos
célculos mentais, tanto para passarmos os numeros de uma base para outra, quanto para cons-
truirmos a jogada que zera a soma-Nim. E é interessante que esses calculos sejam feitos em

N
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tempo hébil para nao “travar” o jogo. Isso pode nao ser um problema para algumas pessoas,
mas nem todos possuem tamanha habilidade. Uma outra alternativa seria jogar fazendo uso de
papel e caneta, mas, dessa forma, ficaria claro para o oponente que uma estratégia predeter-
minada estaria sendo utilizada. Nessas duas possibilidades, podemos enxergar desvantagens, e
esta fol a motivagao que tivemos para desenvolver uma terceira alternativa para jogar o Nim,
utilizando a estratégia vencedora.

Ao efetuarmos uma soma-Nim, organizando os nimeros que estao na base binaria, um embaixo
do outro e alinhados a direita, sabemos que para obtermos uma combinagao segura, em cada
coluna precisamos ter uma quantidade par de algarismos iguais a 1 para que a soma-Nim seja
nula. Sabemos também que cada coluna estd associada a uma determinada poténcia de base 2.
Portanto, se uma coluna s6 possui algarismos iguais a zero significa que, em nenhum daqueles
grupos, a poténcia de base 2 referente aquela coluna compoe o nimero de elementos do grupo. Se,
em uma determinada coluna, existe uma quantidade par de algarismos iguais a 1, isso significa
que a poténcia de base 2 referente aquela coluna compoe uma quantidade par de ntmeros, ou
seja, aparece uma quantidade par de vezes.

Dessa forma, quando observamos a configuragao de objetos na mesa, e conseguimos enxerga-los
em cada grupo “separados” em poténcias de base 2, é possivel perceber juntando todos os grupos,
quais poténcias de 2 estao em quantidades impares e quais estao em quantidades pares. E o que
iremos buscar com nossa jogada é que cada poténcia de base 2 apareca uma quantidade par de
vezes (ou simplesmente ndo aparega). Conseguindo isso, garantimos uma combinagao segura.

Para entendermos melhor esta nova forma de jogar utilizando a estratégia vencedora, vamos
acompanhar o exemplo a seguir.

Exemplo 3. Neste exemplo, consideramos uma configuracao de objetos dispostos em 3 grupos
com, respectivamente, 3,5 e 7 objetos em cada grupo, ou seja, (3,5,7) é a configuragao inicial
do jogo. Os jogadores sao nomeados por A e B, e os objetos estao representados por palitos. A
figura 3 ilustra essa configuracao disposta na mesa.

Figura 3: Configuracio inicial do jogo: (3,5,7)

O jogador A serd o primeiro a jogar e usard a estratégia vencedora. Para isso, ele precisa enxergar
cada grupo de palitos como somas de poténcias de base 2, onde cada poténcia s6 aparece uma
tnica vez dentro de cada grupo. O primeiro grupo possui trés palitos e 3 =2!+2°=2+1. No
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segundo grupo, temos 5 = 22 +2% =4+ 1. E no terceiro, 7=22+2'+2° =4+ 2+ 1. A ideia é
enxergar esta configuragao conforme a representacao da figura 4.

Figura 4: Configuracdo (3,5,7) com as poténcias destacadas.

Na imagem acima destacamos as poténcias 22 = 4 com a cor azul, 2! = 2 com a cor vermelha
e 2° = 1 com a cor amarela. Nao existe essa distin¢io de cores na hora do jogo, mas é preciso
imaginar as poténcias assim destacadas. Dessa forma, fica facil perceber que, na configuracgao
do jogo, a poténcia 2° aparece em quantidade impar, enquanto as poténcias 22 e 2! aparecem,
cada uma, em quantidades pares. Logo, precisamos retirar uma poténcia 2° de um dos grupos,
ou seja, para garantir uma combinacao segura basta retirar um nico palito de qualquer um dos
trés grupos.

Para o préximo passo, vamos supor entao que o jogador A tenha retirado um palito do primeiro
grupo, conseguindo a combinacgéo (2,5,7), que é segura. Em seguida, o jogador B faz sua jogada
e suponhamos que ele retire 2 palitos do segundo grupo. Portanto, a configuragdo (2,3,7) é a
combinacao nao segura do momento. Usando o mesmo raciocinio devemos enxergar essa nova
configuracao como exibido na figura 5.

Figura 5: Configuragio (2,3,7) com as poténcias destacadas.

Observe que nesta nova configuracio apenas a poténcia 2° est4 em quantidade par. As poténcias
N\
630 @ sBm



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Frederico e Costa

22 e 2! estdo em quantidades impares na mesa e precisamos retirar uma de cada numa tnica
jogada. Como, pela regra do jogo, sé podemos retirar palitos de um tnico grupo, iremos reti-
rar essas duas poténcias do grupo trés, sendo essa a tUnica jogada possivel para alcancar uma
combinagao segura neste momento do jogo. Foi isso que o jogador A fez, retirou seis palitos do
grupo trés e, portanto, a configuracao ficou (2,3,1). Novamente é a vez de B jogar e vamos supor
que ele retire os 3 palitos do segundo grupo, deixando na mesa a combinacao nao segura (2,0,1)

ilustrada na figura 6.

Figura 6: Configuracdo (2,0,1) com as poténcias destacadas.

Observe agora que, neste ponto, as duas poténcias, 2! e 2°, estdo em quantidades fmpares, mas
podemos transformar 2! em 2° retirando um palito do primeiro grupo e, assim, a mesa terd duas
poténcias do tipo 2%, ou seja, fica na mesa a combinacao segura (1,0,1). Quando B jogar agora,
terd que retirar um palito ou do grupo 3 ou do grupo 1 e sobrard um tunico palito para A retirar,
ganhando o jogo.

Uma observagao interessante é que, partindo de uma combinagéo nao segura, se o jogador A (o
que comega o jogo) sempre fizer uma jogada usando a estratégia vencedora, em algum ponto da
partida, aparecera apenas dois grupos com quantidades iguais de palitos. E, a partir disso, a
cada jogada de B, basta que A retire a mesma quantidade de palitos que B retirou, sé que do
outro grupo. Seguindo assim, a ultima jogada serd de A, que vencerd do jogo, como discutido
no exemplo 4.

Exemplo 4. Vamos supor que, numa determinada partida, apés uma das jogadas do jogador A,
a configuracao na mesa seja (4,4,0), que é uma combinagao segura. Se B retirar os quatro palitos
de um dos grupos, basta A retirar os quatro palitos do outro grupo para vencer o jogo. Se B
retirar apenas um palito de um dos grupos, A deve retirar apenas um palito do outro grupo e o
jogo continuard dessa maneira até que A venca.

E natural que, durante uma partida do Nim, os jogadores, mesmo sem conhecerem a estratégia
vencedora, percebam que deixar dois grupos com a mesma quantidade de palitos no final do
jogo garante-lhes a vitoria. Desta forma, quem consegue esse feito primeiro, ganha. O que a
estratégia vencedora garante é que, independentemente do que o seu adversario faga, é o jogador
que conhece a estratégia vencedora que conseguira deixar os dois grupos com a mesma quantidade
de palitos no final da partida, garantindo-lhe a vitéria.

N
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No exemplo 3, a configuragao inicial era uma combinagao nao segura e o jogador A foi o primeiro
a jogar, o que possibilitou que ele utilizasse a estratégia vencedora logo na primeira rodada
do jogo. Também seria possivel utilizar tal estratégia sendo o segundo a jogar e, para isso,
seria necessario esperar por uma combinacao nao segura para transforméa-la em segura. Mas, é
claro, isso sé seria possivel se o oponente nao soubesse a estratégia vencedora. Caso contrario,
se o primeiro a jogar conhece a estratégia vencedora sempre serd o vencedor, a menos que a
configuracao inicial da mesa j4 apresente uma combinacdo segura ou que ele “erre”’em alguma
jogada.

Outro ponto importante a destacar é quando, em uma configuragao, em cada grupo sé exista
uma poténcia de cada tipo, e essas sao distintas. Nesse caso, nao adianta retirar uma dessas
poténcias de palitos pois as outras continuariam em quantidades impares, nao configurando uma
combinacao segura. A estratégia seria entao retirar, da maior poténcia, uma quantidade de
palitos equivalente a diferenca entre a maior poténcia e a soma das demais. O exemplo 5, ilustra
essa situacao.

Exemplo 5. Comsidere a configuracao (4,2,1)=(22,2%,2%), ilustrada na figura 7, formada por
3 grupos onde cada um deles tem exatamente uma quantidade de palitos expressa por uma
poténcia de 2 distinta.

Figura 7: Configuragio (4,2,1) com as poténcias destacadas.

A estratégia, nesse exemplo, serd retirar da maior poténcia a quantidade que equivale a diferenga
entre a maior poténcia e a soma entre as outras duas. Assim, retiraremos do grupo com 4 palitos
a quantidade de 22 — (2! +2°) = 4 - 3 = 1 palito, obtendo a combinacio segura (3,2,1), expressa
na figura 8.
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Figura 8: Configuracao (3,2,1) com as poténcias destacadas.

6. Consideragoes finais

A inovagao do presente artigo encontra-se no novo olhar que apresenta a estratégia vencedora do
jogo Nim desenvolvida por Bouton. Esse novo olhar dinamiza a aplicabilidade no chao da escola
bésica e provoca posicionamentos questionadores e investigativos que certamente contribuem
para uma aprendizagem critica e autonoma.

Como a base tedrica para construcao da estratégia vencedora dé-se a partir dos nimeros binérios,
este jogo torna-se um forte aliado para introducgdao de conceitos desse conteido, repleto de
aplicagoes nos dias atuais. Estudar temas contemporaneos onde o alunado perceba conexoes
com o mundo em que vive certamente traz significado a apropriagao de conhecimento.

Uma atividade que envolve niimeros bindrios e o jogo Nim foi produzida e aplicada com turmas do
nono ano do ensino fundamental de uma escola publica, e sua descri¢ao e resultados encontram-se
em [5]. Convidamos o leitor professor a ler esse texto, conhecer em mais detalhes a proposta e
analisar a viabilidade de sua aplicacao de forma completa ou adaptada nas suas turmas.

Finalmente, questionamentos sobre variagoes nas regras do Nim podem ser investigadas com mais
ou menos complexidade. [7] sugere, por exemplo, impor restri¢gdes sobre o ntimero de palitos a
ser retirado ou permitir jogadas que afetem mais de uma pilha de objetos. Além disso, considerar
a versao do Nim onde quem perde é quem retira o ultimo objeto da mesa também possibilita
discussoes interessantes. Enfim, muito ainda se pode ser desenvolvido em relagao a esse jogo com
um olhar no ensino bésico.

Esperamos que este artigo motive professores a buscar novas alternativas para o trabalho no chao
da escola, e reforcamos a necessidade de transformar a sala de aula em um lugar mais atrativo,
investigativo e de troca de saberes.
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