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Uma proposta para o ensino de funcoes exponenciais e
logaritmicas de acordo com a BNCC: mediada pelo
GeoGebra e resolucao de problemas
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Resumo

Neste artigo abordaremos as relagoes entre as propriedades das expressoes algébricas de fungoes e
suas respectivas representacoes graficas. Ao abordar a representagio gréafica da fungéo, o docente
precisa fazer de forma articulada a expressao algébrica, buscando referenciar e explicitar as relagoes
entre elas.E as tecnologias serao aliadas para estabelecer essas articulagoes. Este artigo objetiva
apresentar propostas de atividades didaticas para os professores referentes a fungoes exponenciais e
logaritmicas no ensino médio, utilizando a resolugao de problemas como metodologia e o aplicativo
GeoGebra. O uso da metodologia de resolucao de problemas e do GeoGebra como alternativa de
ensino dos conceitos referentes ao contetddo escolhido ¢é justificado e proposto pelos documentos
oficiais da educagao, enfatizando as relagoes entre conceitos e procedimentos. A metodologia de
pesquisa € de natureza bibliografica e qualitativa.
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Abstract

In this article we will discuss the relationships between the properties of algebraic expressions
of functions and their respective graphical representations. When approaching the graphic re-
presentation of the function, the teacher needs to articulate the algebraic expression, seeking to
make reference and explain the relationships between them. In this, technologies will be allied
to establish these articulations. This aims to present proposals for didactic activities for teachers
about exponential and logarithmic functions in high school, using problem solving as a metho-
dology and the GeoGebra application. The use of problem solving methodology and GeoGebra
as an alternative for teaching concepts related to the chosen content is justified and proposed by
official education documents, emphasizing the relationships between concepts and procedures. The
research methodology is bibliographic and qualitative in nature.
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Neste trabalho temos como objetivo apresentar atividades didaticas?® para o ensino de funcoes
exponenciais e logaritmicas no nivel médio, utilizando a Metodologia de Resolugao de Problemas
(MRP) como atividade de ensino mediada pelo aplicativo computacional GeoGebra. Salientamos
que sustentados na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [4] buscaremos as competéncias e
as habilidades nela declaradas. Dessa maneira apresentamos uma proposta de atividades didaticas
que englobam o contexto relatado. Construimos tal proposta embasados na MRP e Tecnologias
de Informagao e Comunicagao (TIC) de forma articulada e vinculada aos aspectos do cotidiano ou
interdisciplinares.

O conceito, ou as nogoes, de fungao abordado por meio de procedimentos algébricos, simplesmente
como “férmula”’; induz os estudantes a desenvolverem uma concepgao confusa acerca do assunto.
Ao apresentar ou ensinar esse tema buscamos relacionar e articular representacées numéricas,
algébricas e graficas mediadas pela MRP e TIC, como alternativa para obtermos o desenvolvimento
das habilidades exigidas pela BNCC [4].

Além disso, é fundamental observarmos que a ideia nao é simplesmente usar o GeoGebra para
verificar o que estd correto ou errado na representagao grafica da funcao. Em lugar disso, a vi-
sualizacdo no GeoGebra deve ser explorada para motivar reflexdes e conjecturas no que concerne
ao comportamento das fungdes. Em consonéncia com [11] usamos a plataforma GeoGebra como
instrumento de mediacao pedagdgica; o ambiente interativo proporciona aos discentes uma possi-
bilidade de aprendizagem instigante, concreta e investigativa, auxiliando-os a superar dificuldades
para aquisicao de conceitos abstratos da Matematica.

No tocante aos aspectos metodolégicos, esse estudo é caracterizado como pesquisa bibliografica, que
de acordo com [6] é o tipo de pesquisa desenvolvida tendo como base materiais j4 elaborados (livros,
artigos cientificos,...). Ademais possui uma abordagem qualitativa, pois, destacamos o processo
de resolugao de cada situagao-problema, e nao apenas o resultado ou solugao final, amparada por
eixos categorizados na MRP, conforme [12]. Recentemente, hé diversas dissertagoes de mestrado
produzidas no Brasil, principalmente no programa Profmat“, muitas dessas exploram o uso do
GeoGebra como instrumento de mediagdo pedagdgica para a apresentacao, fixagdo ou revisao de
conceitos em Geometria. Na prépria PMO tomamos contato com esse panorama da literatura
pelas referéncias [1, 2, 14]

Nossa proposta consiste em apresentar ao docente atividades direcionadas a preparacao ou capa-
citacdo do professor; as atividades almejam instigar ou estimular a autonomia do discente pela
utilizagdo da MRP. Assim as propostas de atividades aqui apresentadas também podem servir
como sugestoes ao docente enquanto roteiros pedagdgicos completos e possiveis de serem apresen-
tados aos estudantes. A proposta que ora apresentamos apontam que nao devemos mecanizar o
ensino da MRP e que a condugao do estudante, por intermédio de problematizacao ou perguntas,
preparadas e direcionadas pelo docente, podem torné-los independentes para a resolucao de pro-
blemas. Na Sec@o 2 apresentamos uma justificativa da conexao da MRP e o GeoGebra. Ja na
Secao 3 abordamos o ensino de fungées exponenciais e logaritmicas por meio de 6 (seis) atividades
sequenciadas destacando as habilidades e competéncias associadas. A proposta que expomos aqui
¢ um recorte da pesquisa de mestrado’ [13].

3As atividades didaticas constituem meios de organizagdo do trabalho pedagdgico em sala de aula, que con-
cretizam um conjunto de procedimentos especificos, préprios da situagdo de ensino-aprendizagem e servem como
mediadoras da relac@o entre os estudantes e um objeto de conhecimento. (MONTEIRO, [s.d.])

4Mestrado Profissional em Matemadtica http://www.profmat-sbm.org.br/

5Esclarecemos que nao realizamos um estudo de caso devido ao distanciamento social nos anos de 2020 e 2021.
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2. A resolugao de problemas e o GeoGebra

Desde a década de 1990, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) [3] destacavam a MRP
como ponto de partida da atividade matematica e discutiam caminhos para ensinar matemaética,
destacando-se, entre outras, a importancia das TIC. Desse modo, formar estudantes criativos e
versateis, capazes de entender o processo como um todo, dotando-os de autonomia e iniciativa
para resolver problemas em equipe e utilizar diferentes tecnologias e linguagens. Ainda nesse
contexto apontava que:

[...] os alunos, confrontados com situagdes-problema, mas compativeis com o0s ins-
trumentos que jd possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a desen-
volver estratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relagoes, verifi-
cando reqularidades, fazendo uso dos erros cometidos para buscar novas alternativas;
adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a erperimentar, a organizar
dados, a sistematizar resultados, a validar solugoes; desenvolvem sua capacidade
de raciocinio, adquirem autoconfianca e sentido de responsabilidade; e, finalmente,
ampliam sua autonomia e capacidade de comunicagdo e de argumentagdo. [3, 1998,
p. 52]

Atualmente, a BNCC [4] recomenda que os estudantes desenvolvam a capacidade de identificar
possibilidades de utilizagao da matemaética para resolver problemas, empregando conceitos, proce-
dimentos e resultados para conseguir solugoes e interpretéd-las segundo os contextos das situagoes,
fazendo uso de verificacao de conjecturas e da dedugao de propriedades, a partir de outras. Agora,
quanto a competéncia especifica 3 do ensino médio que se refere a Resolucao de Problemas no
ensino da matemaética, a BNCC [4] espera que os educandos tenham competéncia de

[...] identificar os conceitos e procedimentos matemdticos necessdrios ou 0s que pos-
sam ser utilizados na chamada formulagcdo matemdtica do problema. Depois disso,
eles precisam aplicar esses conceitos, executar procedimentos e, ao final, compatibi-
lizar os resultados com o problema original, comunicando a solu¢do aos colegas por
meto de argumentacao consistente e linguagem adequada, no entanto, a Resolucao
de Problemas pode exigir processos cognitivos diferentes. Hd problemas nos quais
os estudantes deverao aplicar de imediato um conceito ou um procedimento, tendo
em vista que a tarefa solicitada estd explicita. Hd outras situacoes nas quais, em-
bora essa tarefa esteja contida nmo enunciado, os estudantes deverdo fazer algumas
adaptacoes antes de aplicar o conceito que foi explicitado, exigindo, portanto, maior
grau de interpretagdo. [4, 2018, p. 535

Contudo, em [10, 12], a MRP possibilita que os estudantes utilizem seus conhecimentos e de-
senvolvam a capacidade de administrar as informacoes ao seu redor. Desse modo, proporciona
o desenvolvimento do raciocinio légico, enfrentamento de novas situagoes e o conhecimento de
aplicagoes da matemadtica.

Nossa proposta ou abordagem é fortemente centrada na atuacao do docente, valorizando sua
atuacao diante de uma ferramenta tecnolégica, concebendo o uso das TIC no ensino da matematica.
Alinhado as concepgoes de [7, 11] vemos a existéncia de aplicativos, recursos ou ferramentas com-
putacionais nos quais os estudantes podem explorar e construir diferentes conceitos matemaéticos,
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referidos a seguir como programas de expressao. Os programas de expressdo apresentam recur-
sos que provocam, de forma natural, o processo que caracteriza o “pensar matematicamente”, ou
seja, os estudantes fazem experimentos, testam hipdteses, esbogcam conjecturas, criam estratégias
para a resolucao dos problemas. Destacamos algumas caracteristicas desses aplicativos: conter
um certo dominio de saber matematico; oferecer diferentes representacoes para um mesmo objeto
matematico (numérica, algébrica, geométrica) e permitir a manipulacdo dos objetos que estdao na
tela.

Acerca das representagoes graficas que articulam geometria e fungdes, em [7] apregoa que o Geo-
Gebra abrange recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos e calculos simbdlicos em um tnico
ambiente, permitindo construcoes geométricas com a utilizagao de pontos, retas, poligonos, entre
outros. Especificamente, no GeoGebra é possivel introduzir fungoes e modificar todos esses objetos
dinamicamente mesmo apds a conclusao da construgao. E mais, equagoes e coordenadas também
podem ser diretamente inseridas na sua forma explicita.

Como destacado em [2, 7], o GeoGebra é um aplicativo de matemética dindmico que pode ser
utilizado como ferramenta que apresenta aos estudantes possibilidades de vivenciarem processos
criativos, estabelecer aproximacoes, juntar significados anteriormente desconexos e ampliar a ca-
pacidade de interlocugao por meio das diferentes linguagens que tais recursos propiciam. Pactuado
com esta andlise, utilizamos o GeoGebra como ferramenta de ensino® para desenvolver as aborda-
gens e 0s conceitos matematicos na segao seguinte.

3. Ensino de fungoes exponenciais e logaritmicas

Nesta segdo destacamos algumas competéncias e habilidades na BNCC [4], e desenvolvemos as
propostas de atividades diddticas, orientadas pelas concepgoes de [12] conexo a MRP e mediada
pelo GeoGebra. Tais atividades, apresentadas em separado e sequenciadas, estarao direcionadas a
auxiliarem o docente no ensino de fungoes exponenciais e logaritmicas para o ensino médio.

As fungdes exponenciais e logaritmicas na BNCC [4] estao associadas & competéncia especifica 1
do ensino médio, que € a utilizagao de estratégias, conceitos e procedimentos matemdticos para
interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das ciéncias
da natureza e humanas, ou ainda questoes economicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferen-
tes meios, de modo a consolidar uma formacao cientifica geral. Nesta competéncia especifica 1,
salientamos as habilidades:

1. Interpretar situagdes econdomicas, sociais e das Ciéncias da Natureza que envol-
vem a varia¢do de duas grandezas, pela andlise dos graficos das funcgoes repre-
sentadas e das taras de variagcdo com ou sem apoio de tecnologias digitais.

2. Analisar grdficos e métodos de amostragem de pesquisas estatistica apresenta-
das em relatorios divulgados por diferentes meios de comunicagao, identificando,
quando for o caso, inadequagoes que possam induzir a erros de interpretagao,
como escalas e amostras nao apropriadas.

3. Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de diferentes gran-
dezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento de dados e de
distancias astronémicas e microscopicas, ligadas aos avancos tecnoldgicos, am-
plamente divulgadas na sociedade.

SFerramenta de ensino é uma facilitadora do ensino-aprendizado, com a fungao de contribuir para aprendizagem
efetiva do educando.
r‘ﬂ
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4. Interpretar taxas e indices de natureza socioecondomica, tais como indice de de-
senvolvimento humano, tazas de infracao, entre outros, investigando 0s processos
de cdlculo desses nimeros.

5. Utilizar as nogdes de transformagoes isométricas (translagao, reflexdo, rotagdao e
composigoes destas) e transformagoes homotéticas para analisar diferentes produgdes
humanas como construgoes civis, obras de arte, entre outras.

[4, 2018, p. 532-534]

Salientamos também a competéncia especifica 5 do ensino médio que consiste em investigar e
estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades, empregando recursos
e estratégias como observacao de padroes, experimentagoes e tecnologias digitais; identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstragao mais formal na validagao das referidas conjecturas.
Focamos, em particular, a habilidade em investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento
de duas varidveis numéricas, usando TIC, e, se apropriado, levar em conta a variacao de dados
numeéricos,e, por fim, utilizar o plano cartesiano para descrever a relacao observada.

Considerando essas competéncias e habilidades, enfatizamos que ensinar matemaética no ensino
médio deve ser mais do que exibir resultados para memorizar, ou seja, propor a construgao ou
elaboragao do conhecimento matematico deve estar vinculado ao dominio de um saber pensar
matematico, em atencao ao modo de pensar do estudante e as ferramentas de que dispoe ou tem
acesso, motivando-o mediante a MRP.

Para criar as representacoes graficas via campo de entradas algébricas, basta digitar no Campo
de Entrada (na parte inferior da tela de visualizacao do aplicativo computacional GeoGebra) a
sequéncia de comandos destacados apds as figuras, ao digitar o comando no Campo de Entrada,
pressione a tecla ENTER para a visualizagdo da representacao grafica.

3.1. Atividade 1

Esta atividade relaciona conceitos da fungao exponencial a resolugao de um problema que envolve
as Ciéncias Biolégicas. Tem como objetivo fazer com que os discentes consigam: reconhecer e inter-
pretar informagoes relativas ao problema; manipular expressoes inerentes ao problema; identificar
graficamente as varidveis e a situagdo de seu crescimento; montar e representar graficamente as
tabelas; aprender acerca do tratamento de dados com a montagem de tabelas e construgao gréfica.

SITUAQAO—PROBLEMA: O Coronavirus, que provoca a Covid-19, pode ser transmitido de uma
pessoa para outra. A Organizacdo Mundial da Satde (OMS) afirma que a transmissdo pode
ocorrer através de goticulas de saliva ou muco, expelidos pela boca ou narinas quando uma pessoa
infectada tosse ou espirra. Digamos que temos um crescimento no nimero de infectados de uma
cidade que possui 19 mil e 683 habitantes em que, a cada trés dias, a quantidade de pessoas doentes
triplique. No primeiro dia, descobre-se um infectado, quantos dias serao necessarios para que um
terco da populagao dessa cidade esteja infectada. Considere que nenhuma medida seja adotada
para o controle do crescimento dos infectados”.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Quantos dias serao necesséarios para que um tergo
da populagao esteja infectada? Quais sao as condicionantes? Ha 19683 habitantes, e a cada trés

7Estas sao apenas estipulagbes grosseiras a fim de contextualizar como se dé hipoteticamente o crescimento do
Coronavirus.
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dias a quantidade de pessoas doentes triplica e no primeiro dia descobre-se um infectado. E possivel
satisfazer as condigoes e elas sdo suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam
dados? “Nao”.

Construgdo de uma resolucao: Apés a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexdes entre os dados (informagoes fornecidas) e o que é
solicitado. Momento de o educando desenvolver um plano para encontrar a quantidade de dias,
encontrar a sequéncia de crescimento de infectados, organizar os dados para encontrar a expressao
que representa a situacao e pensar na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos
que fagam uma representacao grafica da situacao. Finalizada a discussao, o docente deve desafiar
os discentes a refletirem sobre quantos dias ou ciclos serao necessarios para atingir um tergo da
populagao.

Execucao escolhida: Apds ter o plano em maos, o docente poderd observar as concepgoes dos
educandos frente a resolucao apresentada. Sejam I os nuimeros de infectados e ¢ a quantidade de
ciclos, sabemos que 1 ciclo equivale a 3 dias. Assim, considerando Tabela 1 e suas sucessoes de

Quantidade de Ciclos | Numeros de Infectados I I(c)
1 1 1 30
2 3 3 3!
3 9 3-3 32
4 27 3-3-3 33

——
3
5 81 3-3-3-3 3%
~———
4
C 3.3..... 3|31
————
c—-1

Tabela 1: Relagao entre Infectados e Ciclos.

valores, podemos generalizar a situagao e obter a expressao que representa o niumero de infectados,
que é I(c) = 3° !, sendo ¢ a quantidade de ciclos.

Como um terco de 19683 é % -19683 = 6561. Como queremos encontrar a quantidade de ciclos que

serdo necessarios para 6561 pessoas da cidade serem infectadas, ou seja, I(c) = 6561. De I(c) = 31,
temos que 6561 = 3°°!; como 6561 = 3%, segue que 3° ! =38 daf c—1=8, logo ¢ = 9. Sabendo que
cada ciclo possui 3 dias, temos que 3 -9 = 27. Portanto sao necessarios 27 dias para que um terco
da populagao esteja infectada.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta interativa para identificar o nimero
de infectados em funcao dos ciclos. Na Figura 1 temos a representacao gréfica de uma funcao do
tipo exponencial, I(c) = b-3°! em que b = 1 é a quantidade inicial de infectados, enquanto c
indica a quantidade de ciclos para os quais os numeros de infectados sofre variacoes. Caso queira
outros valores para b, basta no comando 3 escolher o valor desejado quantas vezes quiserem, a
partir de cada escolha a representacao gréafica modificara de forma dinamica e automatica. E pela
representacao grafica podemos identificar o crescimento da funcdo que corresponde a situagao-
problema.

Para ativar a funcionalidade “Criar Controle(s) Deslizante(s)”, basta pressionar a tecla ENTER.

D)
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Antes de inserir os comandos a seguir, primeiro altere a escala da representagdo gréfica: Clique
com o botao direito do mouse na Janela de Visualizacao; Clique com o botao esquerdo do mouse
na opcao EixoX : EixoY e apds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 1000. Lembrando
que ao digitar cada comando, pressione a ENTER.

o
i

2000
7000

2000

Comandos:
L I{c) = b*3 {e-1} ; om0
2. Criar Controle(s) Deslizante(s) <00
para: b (Tecla ENTER) ; aoo0
3. b=1; 2000
L A=(9, G561) . 1000

Figura 1: Representacao Grafica da Atividade 1.

3.2. Atividade 2

Esta atividade relaciona conceitos de potenciagao e funcao logaritmicas a resolucao de um problema
de aplicacao que envolve outras areas do conhecimento como a Fisica e Geologia. Tem como
objetivo fazer com que os discentes consigam: valorizar a leitura e interpretagao; reconhecer e
interpretar informagcoes relativas ao problema; identificar a necessidade do uso de logaritmos na
resolucao de equacgoes inerentes ao problema; utilizar conceitos de funcao logaritmica para resolver
problemas envolvendo outras areas do conhecimento.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (UPE-2012) : Terremotos sao eventos naturais que nao tém
relagdo com eventos climéticos extremos, mas podem ter consequéncias ambientais devastadoras,
especialmente quando seu epicentro ocorre no mar, provocando tsunamis. Uma das expressoes
para se calcular a violéncia de um terremoto na escala Richter é:

2 E
M(E) = - -log| =],
(E) =3 -log (Eo)
sendo M a magnitude do terremoto, E a energia liberada (em joules) e Eg = 10%° joules é a energia
liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia. Determinar a ordem de grandeza da
energia liberada pelo terremoto do Japao de 11 de marco de 2011, que atingiu magnitude 9 na
Escala Richter.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual foi a ordem de grandeza da energia liberada
pelo terremoto? Quais sao as condicionantes? Esse terremoto atingiu magnitude 9 na Escala
Richter e é dada a grandeza da energia liberada Eg usada como referéncia. E possivel satisfazer as
condigoes e elas sao suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

N
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Construgao de uma resolugdo: Apéds a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a desafiar
os estudantes a buscarem conexodes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o educando
desenvolver um plano para encontrar a grandeza da energia liberada, adquirir o discernimento de
como substituir os valores disponiveis e aplicar na expressao que representa a situagao e pensar
na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos que desenhem uma representagao
grafica da situagao, juntamente com analise das consequéncias de alteragao dos valores. Finalizada
a discussdo, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre qual a ordem de grandeza da
energia liberada pelo terremoto do Japao que atingiu magnitude 9.

Execugao escolhida: Apds ter o plano em méaos, o docente poderd observar as concepgdes dos
educandos diante da resolucao apresentada. Queremos o valor de E, sabemos que M(E) = 9. De

2 E 2 E 2 E
M(E) = 3 log (E_o) temos que 9 = 3 - log (E_o) . Como Eg = 10%®, obtemos 9 = 3 log (W) ,
27 E . .
logo 5= log 10i5 ; usando propriedades de poténcia temos que
105 =10 11049

)

assim 10% = entdo 1013245 = E. Portanto, E = 10'®. Concluimos que a ordem de grandeza

10457
da energia liberada pelo terremoto é 10'® joules.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para visualizagao da representagao

grafica da funcao. Na Figura 2 temos a representagao grafica de uma fungao logaritmica, M(E) = 3

E
log (E_o) com Eg = 10%° que, é energia liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia,
enquanto E indica a ordem de grandeza da energia liberada por um terremoto para o qual a

quantidade dos elementos sofrem variagoes. Pela Figura 2 podemos visualizar que E precisa de
valores extremamente grandes para que M(E) atinja valores positivos, ou seja, acima do eixo x. E
também que a funcao M é crescente.

Comandos:

1. M(E) = 2/3* logl0(E/10" {4.5}) .

Figura 2: Representacao Grafica da Atividade 2.

N

653 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

I I I ) MATEMATICA

Rt i St s i Costa, Silva e Silva

3.3. Atividade 3

Esta atividade relaciona conceitos da fungao do tipo exponencial & resolugao de um problema de
aplicagdo que envolve outras dreas do conhecimento como a Quimica e Antropologia. Tem como
objetivo fazer com que os discentes consigam: valorizar a leitura e interpretagao; manipular ex-
pressoes inerentes ao problema; utilizar conceitos de fungao exponencial e logaritmos para resolver
problemas envolvendo outras areas do conhecimento.

SITUAQAO-PROBLEMA - Adaptado (ENEM-2013) : Em setembro de 1987, Goiania foi palco do
maior acidente radioativo ocorrido no Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um
aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte da populagao.
A meia-vida de um material radioativo é o tempo necessario para que a massa desse material
reduza-se a metade. A meia-vida do césio-137 é 30 anos, e a quantidade restante de massa de um
material radioativo, apés t anos, é calculada pela expressio M(t) = A - (2,7)%*, sendo A a massa
inicial e k é uma constante negativa. Considere log2 = 0,3. Qual o tempo necessario, em anos,
para que uma quantidade de massa do césio-137 reduza-se a 10% da quantidade inicial?

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual o tempo, em anos, para que a massa do
¢6sio-137 reduza-se a 10% da quantidade inicial. Quais sao as condigoes? A meia-vida do césio-137
¢ 30 anos e a quantidade restante de massa de um material radioativo, apds t anos, é calculada pela
expressio dada. E possivel satisfazer as condigoes e elas sao suficientes ou nao para determinar a
solucao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

Construgao de uma resolucao: Apds a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
educando desenvolver um plano para encontrar o tempo para que a massa reduza-se a 10%, adquirir
o discernimento de como substituir os valores disponiveis, aplicar na expressao que representa a
situagao e pensar na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos que desenhem
a representacdo grafica da situagdo, juntamente com analise das consequéncias de alteragao dos
valores. Finalizada a discussdo, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre quanto
tempo (em anos) para a massa reduzir a 10% da quantidade inicial.

Execugao escolhida: Apds ter o plano em méaos, o docente poderd observar as concepgdes dos
educandos frente a resolucao apresentada. Sabemos que a meia-vida do césio-137 é de 30 anos.
Aplicando esse valor & expressao M(t) = A - (2,7)%*, podemos substituir o tempo t por 30 e a

1
massa A, quando t = 30, por 7 Desse modo 7= A - (2,71)%30 logo (2,7)30k = 5 due equivale

a (2,7)%0% = 271 Aplicando logaritmo decimal a ambos os membros, obtemos que log(2, 7)30% =
log 271, segue que 30 -k -log(2,7) = -1 -log2. Como log 2 = 0, 3, temos que 30 - k - log(2,7) = -0, 3,
entao log(2,7) = f’T.

Agora, desejamos obter quanto tempo a massa serd apenas 10% da massa inicial, ou seja, 0,1 - A.
Desse modo, temos que 0,1-A = A - (2,7)%*, logo (2,7)%t =0, 1. Aplicando o logaritmo decimal a
ambos os membros, obtemos que log(2, 7)¥* = log 107!; segue que k-t -1log(2,7) = —1. Sabendo que

0,01 0,01

1
log(2,7) = f’T, temos que k - t - ( =-1, logo t-0,01 =1, entdo t = —— = 100. Portanto,

k 0,01
em 100 anos, a massa do césio-137 sera reduzida para 10% da quantidade inicial.

Revisao da solucao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para verificar a variagao da massa
no decorrer do tempo. Na Figura 3 temos a representacao gréafica de uma fungao do tipo expo-
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0,01
nencial, M(t) = a- (2,7)¥*, sendo k = 7log,(—27)’ considerando log(2,7) = 0, 431363764, temos que

k é aproximadamente —0,02318229, e a massa inicial consideramos a = 1 unidade (u), enquanto t
indica o tempo (em anos) para o qual a quantidade dos elementos sofrem variagoes. Caso queira
outros valores para a, basta no comando 3 escolher o valor desejado quantas vezes quiserem, a
partir de cada escolha a representacao gréafica modificard de forma dinamica e automatica. E pela
representacao também podemos verificar o decrescimento da fungao que corresponde a situacao-
problema.

Por intermédio dos pontos destacados na Figura 3 podemos visualizar que quando t estd variando
(de 30 a 30 anos) a massa do material radioativo M(t) reduz-se & metade da massa anterior.

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representagao grafica: Clique com o
botao direito do mouse na Janela de Visualizagao; Clique com o botao esquerdo do mouse na
opcao EixoX : EixoY e apds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 50 : 1.

Comandos: ™ -
1 M(t) = a*(2.7)" {-0.02318220%t} ; -
2. Criar Controle(s) Deslizante(s)
para: a [Tecla ENTER) :

3. a=1;

LoA=(0. 1)

5. B=(30, 0.5) ;

6. C=(60, 0.25) ;

7. D=(90, 0.125) ;

8. E=(120, 0.0625) .

Figura 3: Representacdo Grifica da Atividade 3.

3.4. Atividade 4

Esta atividade relaciona conceitos da funcao exponencial e logaritmos a resolugao de um problema
na Matemdtica Financeira. Tem como objetivo fazer com que os discentes consigam: reconhecer e
interpretar informacoes relativas ao problema; manipular expressoes inerentes ao problema; iden-
tificar graficamente as varidveis e a situacao de seu crescimento; formalizar a lei que descreve um
determinado fendmeno; aprender acerca do tratamento de dados com a montagem de tabelas e
construgao grafica.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (MIRANDA; ASSIS, [s.d.]) : O Senhor Francisco possui um
capital de 10000 reais e deseja investi-lo em um Banco que detém rendimentos a uma taxa anual de
8%, com juros capitalizados anualmente. Qual é a quantidade minima de anos para que o montante
de Francisco seja maior que o dobro do capital inicial. Considere log 2 =10,3 e log 3 =0,48.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual é a quantidade minima de anos para que o
montante seja maior que o dobro do capital inicial? Quais sao as condigoes? Capital de 10000 reais
aplicado a uma taxa anual de 8%, com juros capitalizados anualmente. E possivel satisfazer as
condigoes e elas sao suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.
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Construgao de uma resolucao: Apds a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
educando desenvolver um plano para encontrar a quantidade minima de anos, encontrar a sequéncia
de crescimento dos juros, organizar os dados para encontrar a expressao que representa a situagao
e pensar na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos que faga uma representagao
grafica da situacao. Finalizada a discussao, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre
a quantidade minima de anos para que o montante seja maior que o dobro do capital inicial.

Execucao escolhida: Apds ter o plano em maos, o docente poderd observar as concepgoes dos
educandos. Sejam M(t) o montante desta aplicagao apds t anos e C o capital aplicado. Se t =1
teremos M(1) = C - 1,08, se t = 2 disporemos M(2) = C - (1,08) - (1,08) = C - (1,08), se t = 3
possuiremos M(3) = C - (1,08) - (1,08) - (1,08) = C - (1,08)3, e se t = 4 teremos M(4) = C - (1,08) -
(1,08) - (1,08) - (1,08) = C - (1,08)*, generalizando para t anos temos que

M(t) = C - (1,08) - (1,08) - - - - - (1,08) = C - (1,08)".

t
Entao, M(t) = C- (1, 08)".

Desse modo, como queremos que M(t) = 2-C, temos que 2-C = C-(1,08)¢, assim 2 = (1,08)*. Apli-

cando logaritmo decimal a ambos os membros obtemos que log 2 = log(1,08)*. Podemos reescrever
2,93

1,08 como 00’ desta forma:

22.33\"
log2 =1
o2 =tog (2
assim log2 =t - (log 2% + log 3% — log 100) , daf log2 =t - (2-log2 + 3 - log 3 — log 100) . Como log 2 =
0,3 e log3=0,48. Segue que 0,3 =t-(2-0,3+3-0,48 2), logo 0,3 = t - (0,6 + 1,44 — 2). Entdo,

t = — =7,5. Portanto, a quantidade minima de anos para que o montante seja maior que o dobro

do capital aplicado é 8 anos.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para testes praticos alternativos
para identificar a variacao do montante no decorrer do tempo de aplicagao e analisar quais os valores
de t que aproxima de M(t) = 20000. Na Figura 4 obtemos a representacdo grafica de uma fungao
do tipo exponencial, M(t) = 10000 - (1,08)", temos que t indica a variagio de tempo (em anos)
da aplicacdo do C para o qual a quantidade dos elementos sofre variagbes. E pela representagao
grafica podemos verificar o crescimento da fungao que corresponde a situagao-problema

Por intermédio dos pontos destacados na Figura 4 podemos visualizar que quando t = 9 temos
que M(t) = 10000 - (1.08)? = 19990, 05, e j4 quando t = 10 temos que

M(t) = 10000 - (1.08)'° = 21589, 25.

Ao analisamos a representacao grafica verificamos que a quantidade minima de anos para que o
montante seja maior que o dobro do capital aplicado é 10 anos. Com isso, ao sabemos que a nossa
solugao para o problema estar utilizando aproximagoes para log2 = 0,3 e log 3 = 0, 48, obtivemos
um valor para M(t) menor que o dobro do capital aplicado, pois com t = 8 temos que

M(t) = 10000 - (1.08)® = 18509, 3 .

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representagdo gréafica: Clique com o
botao direito do mouse na Janela de Visualizacdao; Clique com o botao esquerdo do mouse na
opcao EixoX : EixoY e apéds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 1000.
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22000

20000 ' A = (9,19990.05)
18000 c B = (10,21589.25)
C = (8,18500.3)

16000

Comandos:

14000

L M(t) = 10000%(1.08) "t ; 1200

20 A=(9, 10000*(1.08)°9 ) ;

8000

3. B=(10, 10000%(1.08)"10) :

8000

L. C=(8, 10000*(1.08)"8) . s

Figura 4: Representacao Grafica da Atividade 4.

3.5. Atividade 5

Esta atividade relaciona conceitos da fungao exponencial a resolucdo de um problema a respeito
do jogo de xadrez. Tem como objetivo fazer com que os discentes consigam: reconhecer e inter-
pretar informagoes relativas ao problema; identificar graficamente as variaveis e a situagao de seu
crescimento; representar graficamente os valores de uma tabela; aprender acerca do tratamento de
dados com a montagem de tabelas e construcao gréfica.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (MIRANDA; ASSIS, [s.d.]) : H4 uma lenda que credita a
invencao do xadrez a um bramane de uma corte indiana, que, atendendo a um pedido do rei,
inventou o jogo para demonstrar o valor da inteligéncia. O rei, encantado com o invento, ofereceu
ao bramane a escolha de uma recompensa. De acordo com essa lenda, o inventor do jogo de xadrez
pediu ao rei que a recompensa fosse paga em graos de trigo da seguinte maneira: 1 grao para a
casa 1 do tabuleiro, 2 graos para a casa 2, 4 para a casa 3, 8 para a casa 4 e assim sucessivamente.

a) De acordo com a lenda, qual é quantidade de graos de trigo correspondente & casa 8 do tabuleiro?

b) Escreva uma fungao que expresse a quantidade de graos de trigo em func¢do do niimero de casas
do tabuleiro.

c¢) Escreva, na forma de poténcia, quantos graos de trigo devem ser colocados na tultima casa do
tabuleiro de xadrez.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual é quantidade de graos de trigo correspondente
a casa 8, expressao que representa a situagao, e quantos graos devem ser colocados na iltima casa.
Quais sao as condigoes? Colocar 1 grao para a casa 1 do tabuleiro, 2 graos para a casa 2, 4 para
a casa 3, 8 para a casa 4 e assim sucessivamente. E possivel satisfazer as condigoes, e elas sao
suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

Construgdo de uma resolucao: Apés a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
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educando desenvolver um plano para encontrar as solugoes, encontrar a sequéncia de crescimento
dos graos de trigos, organizar os dados na forma de tabela, para, dai, identificar a expressao que
representa a situacao e pensar na estratégia para execucao do plano. Solicitar aos educandos que
desenhem a representagao grafica da situagao, juntamente com alguns pontos inteiros em destaque.
Finalizada a discussao, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre as interrogagoes dos
itens a), b) e ¢).

Execucao escolhida: Apds ter o plano em maos, o docente poderd observar as concepgoes dos
educandos frente a resolugao apresentada. Sejam G(c) os nimeros de graos de trigo e ¢ 0os nimeros
de casas.

Quantidade de Casas | Numeros de Graos G(c) G(c)
1 1 1 20
2 2 2 2!
3 4 2-2 22
4 8 2-2-2 23

——
3
5 16 2-2-2-2 2%
———
4
6 32 2:2.2.2-2 2°
—_———
5
7 64 2.-2-2.2.2-2 26
———
6
8 128 2-2-2.2.2-2-2 27
7
c 2.92..... 2 9c-1
———
c-1

Tabela 2: Relagao entre Graos e Casas.

Assim, considerando Tabela 2 e suas sucessoes de valores, podemos generalizar a situacao e obter
a expressao que representa a quantidade de graos, G(c) = 2°! onde ¢ é os niimeros naturais de
casas que pertence de 1 a 64. Agora, na Tabela 2, observa-se que na casa 8, ha 128 graos de trigo.
A quantidade de graos de trigo que devem ser colocados na ultima casa do tabuleiro de xadrez
serd 263, pois ¢ = 64.

Revisao da solucao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para testes praticos para identi-
ficar a quantidade de graos em funcao do numero de casas no tabuleiro. Na Figura 5 temos a
representacio grafica de uma funcao exponencial, G(c) = 2°°!; temos que c indica a quantidade de
casas em que os numeros de graos sofrem variagoes. E com os pontos em destaque na representagao
grafica, podemos verificar o crescimento da fungao que corresponde a situagao-problema.

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representagdo gréafica: Clique com o
botao direito do mouse na Janela de Visualizagao; Clique com o botao esquerdo do mouse na
opcao EixoX : EixoY e apds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 100.
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Comandos: 500
1. Gle) = 27 {e-1} ¢ .
2. A=(5, 16) ;
3. B=(6, 32) 0
L C=(7, 64) ;
5. D=(8, 128) ;
6. E=(9, 256) :
7. F=(10, 512) ; o - - -

Figura 5: Representacao Grafica da Atividade 5.

3.6. Atividade 6

Esta atividade relaciona conceitos da funcao logaritmica & resolucao de um problema de Intensidade
Sonora que estd intimamente relacionado a Fisica. Tem como objetivo fazer com que os discentes
consigam: reconhecer e interpretar informacgoes relativas ao problema; manipular expressoes ine-
rentes ao problema; identificar graficamente as varidveis e a situacao de seu crescimento; utilizar
conceitos de fungao logaritmica para resolver problemas envolvendo outras areas do conhecimento.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (UEPA—2007) : Os carnavais conseguem reunir uma grande
quantidade de pessoas que se divertem ao som dos famosos Trios Elétricos. Os frequentadores
desses eventos ficam submetidos a uma excessiva exposi¢ao sonora, que podem causar dores e
lesoes auditivas. A expressao utilizada para medir o Nivel de Intensidade Sonora (NIS), em decibel
(dB), é dada por:

Io

sendo I a intensidade de energia qualquer, e Iy a intensidade de energia do limiar de audigao.
A nocividade auditiva comeca a partir de 80 dB. Se em um desses eventos descritos acima a
intensidade de energia for quadruplicada, qual serd o NIS? Considere log4 = 0, 6.

NIS = 10 - log (i) ,

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual o NIS? Quais sao as condigoes? Se intensidade
de energia for quadruplicada, é possivel satisfazer as condigoes e elas sao suficientes ou nao para
determinar a solu¢ao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

Construgao de uma resolucao: Apds a descoberta dos dados e das relages, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
educando desenvolver um plano para encontrar o NIS, adquirir o discernimento de como substituir
os valores disponiveis, aplicar na expressao que representa a situacao e pensar na estratégia para
execucao do plano. Solicitar aos educandos que desenhem a representacao grafica da situacao.
Finalizada a discussao, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre qual serd o novo
NIS.

Execugao escolhida: Apds ter o plano em méaos, o docente poderd observar as concepgdes dos
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educandos frente & resolugdo. Querendo quadruplicar a intensidade de energia, temos que

4-1
NIS =10 log (—) ,
Ip

logo NIS = 10 - (log4 + log I - log Ip) , assim NIS = 10 -log4 + 10 - (logI—1logIy) . Como log4 =0, 6,

I I
segue que NIS =10-0,6 + 10 - log (I_) ,dai NIS=6 + 10 - log (I_) .
0 0

I

Sabemos que NIS = 10 - log (I_) . Entao, NIS = 6 + NIS. Portanto, quando a intensidade de energia
0

for quadruplicada o NIS aumentara 6 dB.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para identificar a intensidade
sonora em funcao das intensidade de energia. Na Figura 6 temos a representacao grafica das
fungoes logaritmicas que mede o NIS, asim N(I) = 10 - log(Il) e No(I) = 10 - log(g) com
0 0
Ip = 102 que é intensidade sonora de referéncia, correspondente ao limiar da audicdo, enquanto
I indica a intensidade de energia qualquer para o qual a quantidade dos elementos sofre variagoes.
Pela Figura 6 podemos visualizar que ao quadruplicamos o valor de I obtemos a diferenca de 6
unidade (no nosso caso de dB) em relagdo a N(I) e No(I). Pois ao analisamos os pontos A e B
temos que possuem o mesmo valor de I e uma diferenca de 6 dB entre N(I) e No(I). Isso também
acontece ao analisamos os pontos C e D. Outro fato que podemos verificar é que as fungoes sao
crescentes.

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representacao grafica: Clique com o botao
direito do mouse/ na Janela de Visualizacao; Clique com o botao esquerdo do mouse na opgao
EixoX : EixoY e apés Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 100.

Comandos:

1. N(I) = 10* log10(T* 10°12) ;

2. N_{OMI) = 10* logl0O(4*T* 10712 ;
3. A=(0.08, 10* logl0{0.08* 10712))
L. B=(0.08, 10* logl0{4*0,08* 10712)) ;
5. C=(0.1, 10* logl0(0.1* 10°12)) ;

6. D=(0.1, 10* logl0(4*0.1% 10" 12))

Figura 6: Representacao Grafica da Atividade 6.
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4. Consideragoes

Nosso objetivo foi propor ou apresentar uma sequéncia de atividades destinadas ao estudo de
fungoes logaritmicas e exponenciais, utilizando o aplicativo computacional Geogebra como ferra-
menta de ensino e a resolucao de problemas como instrumento metodolégico. A possibilidade
de apresentar atividades abordando fungoes e utilizando MRP permite que tal conteido nao seja
estudado apenas seguindo o roteiro da aula-padrdo: definigdo, propriedades e exercicios. Apre-
sentamos uma proposta em que tais situagoes (aplicagbes) podem ser exploradas por meio de um
recurso digital facil de ser encontrado e instalado, o GeoGebra. Com esse exemplo esperamos que
os professores reflitam sobre as diversas possibilidades ou formas de abordar determinados assuntos
ou conteudos por meio de situacoes dinamicas, em que os estudantes possam fazer verificacoes e
assim estimular o envolvimento com a disciplina. Outro ponto de reflexao para aqueles que ensi-
nam matematica na Educagao Basica é a oportunidade de vincular os contetidos estudados com
aspectos do cotidiano ou interdisciplinares.
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