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Mosaicos e ladrilhamentos
com o uso do GeoGebra

Jhone Lima Santos ® André Nagamine ®

Resumo

Este trabalho esta baseado em uma dissertacao de mestrado desenvolvida no Programa de Mestrado
Profissional em Matemética em Rede Nacional (Profmat), da Universidade Estadual do Sudoeste
da Bahia, no periodo de 2018 a 2020 e tem como principal objetivo explorar o desenvolvimento de
determinados tipos de ladrilhamentos por meio do software GeoGebra. Inicialmente é feita uma
breve contextualizacao historica acerca dos mosaicos e ladrilhamentos e, em seguida, focalizam-se
aspectos mais especificos, tal como o dos ladrilhamentos do ponto de vista matematico. Levando-se
em conta o uso das tecnologias digitais na Matematica, propoe-se o uso de GeoGebra na construgao
de alguns ladrilhamentos. Por fim, visando a aplicagao da proposta, foi realizada uma oficina em
uma escola da rede publica da cidade de Salinas, MG. Nessa oficina foram vistos tépicos de geo-
metria plana e aspectos histéricos dos ladrilhamentos, bem como suas construgoes, primeiramente
por meio de materiais concretos e, em seguida, usando GeoGebra.
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Abstract

This investigation was based on a master’s thesis developed on the Professional Master’s Program
in Mathematics in National Network (PROFMAT), of the State University of Southwest Bahia
(UESB), in the period 2018-2020, and its main goal was explore the development of certain types
of tessellations by means of the GeoGebra software. Initially, a brief historical contextualization
of mosaics and tessellations is presented, followed by more specific aspects of the study from a
mathematical point of view. Taking into account the use of digital technologies in mathematics,
we propose the use of GeoGebra to construct some tiles. Finally, to apply the proposal, a workshop
was offered in a public school in the city of Salinas, Minas Gerais state. In the workshop, topics of
plane geometry and historical aspects of tessellations, as well as its constructions, were addressed,
first by means of concrete materials and then using GeoGebra.

Keywords: Mathematics; Tessellations; GeoGebra; Workshop.

1. Introdugao

A palavra ‘mosaico’ provém do grego mosaicon, que tem significado de “obra paciente”, no sentido
de algo construido com cautela. Em termos praticos, podemos definir um mosaico como a arte
de preencher um plano (piso, parede etc.) com objetos ou pegas menores, de variados materiais.
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Muitas vezes é desejavel que esses mosaicos criem algum padrao visual, de modo a imprimir tom
artistico a superficie.

Esse intuito artistico estd presente em toda a histéria da humanidade, sendo atribuidos a ci-
vilizagbes muito antigas papéis essenciais no que é construido hoje. De acordo com Dacol [5],
apontar precisamente a origem dos mosaicos é ainda discutivel. O arquedlogo Leonard Woolley!,
em escavagoes realizadas em torno de 1928 na antiga cidade de Ur, no Iraque, encontrou mosaicos
sumerianos datando de aproximadamente 3500 a.C. A Figura 1 mostra um desses mosaicos.

Figura 1: Estandarte de Ur, exposto no Museu Briténico, em Londres [8].

Outra civilizagao que teve grande influéncia na criagado de mosaicos foi a egipcia, que usava técnicas
avancadas de construgao que geram ainda hoje debates sobre como realmente foram praticadas.
Um dos principais marcos da civilizagao egipcia é a construcao das grandes piramides, por volta
de 2700 a.C, o que exigiu habilidades técnicas e precisdo. A construcao das piramides determinou,
de maneira complementar, o desenvolvimento da arte para fins de decoracao.

As piramides eram divididas em vérias “salas” e compartimentos, com seus respectivos fins. Em
seus interiores foram encontradas pinturas e montagens, tanto em paredes quanto em pisos. As
proprias piramides sao construidas com base em montagem de pedras, principio basico dos mosai-
COS.

Dando um salto no tempo, cabe citar também a Europa (de onde proveio parte da cultura bra-
sileira), principalmente quanto & arte da Idade Média. Nesse perfodo, foram construfdas igrejas
cujas ornamentacoes utilizavam mosaicos. Outro marco da utilizagao dos mosaicos nessa época
foram as confecgoes de retratos utilizando pecas de ceramica em diversas cores. Na Figura 2 tem-se
a Imperatriz Teodora? retratada com cores e aderegos.

I Charles Leonard Woolley (1880-1960) foi um arqueélogo briténico renomado por suas escavagdes em Ur e na
Mesopotamia.

2 Teodora foi imperatriz do Império Bizantino de 527 a 548. Sua inteligéncia e entendimento politico-social a
tornaram uma das mais relevantes mulheres da era bizantina, influenciando as decisdes politicas de seu esposo,
Justiniano I.
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Figura 2: Imperatriz Teodora [15].

No seculo XIX, em que a cultura europeia foi mais intensamente cultivada no Brasil, pode-se
observar a tradicao de mosaicos refletida no pais. Em um periodo de incipiente industrializacao, a
arte dos mosaicos comecou a ser levada a diferentes objetos de uso cotidiano. Um dos movimentos
artisticos do final daquele século e inicio do seguinte, o Impressionismo, valorizou as variagoes de
luzes e cores. Esse também seria o momento de ascensao das fotografias, que nascera em meados
do século XIX [15].

Em relagao as mudangas ocorridas ao longo da histéria, pode-se destacar que a finalidade orna-
mental dos mosaicos acompanhou toda a sua histéria. Além disso, de acordo com especialistas no
assunto, entre eles a mosaicista curitibana Bea Pereira [14], as técnicas e métodos de construgao
de mosaicos nao sofreram alteragoes relevantes com o passar dos séculos, sendo que os mosaicistas
mantém o preparo de tesselas®, que sao fixadas em uma superficie com algum tipo de adesivo.
Desde os romanos, a mudanca mais significativa foi a dos materiais utilizados. Dacol [5, p.23],
complementa que,

O mosaico, inicialmente usado apenas na arquitetura, passou a revestir todo e qual-
quer tipo de objeto. Com a ampliagdo de possibilidades de suportes para mosaicos,
consequentemente, ampliaram-se também os tipos de materiais e hoje € possivel fa-
zer mosaicos em qualquer base: madeira, cimento, ferro, vidro. O que muda € o
adesivo, ou seja, o tipo de cola que sustenta as tesselas.

Os mosaicos perpetuaram-se ao longo dos milénios em diferentes civilizagbes. Assim, hoje podem
ser vistas diversas formas artisticas baseadas nessas técnicas. A Figura 3 mostra um dos mosaicos
mais famosos do Brasil: o calgadao da orla de Copacabana.

3 Tesselas é o nome dado as pequenas pecas usadas na montagem de um mosaico, tipicamente consistindo em
fragmentos de pedra.
ran
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Figura 3: Orla de Copacabana [1].

Esse mosaico tem estilo de origem portuguesa e é um ponto turistico do Brasil. Além disso, essa
montagem busca trazer harmonia em seu formato e tons. Outros mosaicos de estilo europeu estao
presentes em igrejas, museus e em varias obras de arquitetura contemporéanea, além de objetos
diversos.

Os mosaicos apresentam formas variadas, que nos inspiram a observar aspectos geométricos. A
proxima secao tem esse foco: nela exploraremos a arte dos mosaicos construidos com poligonos,
que chamaremos de ladrilhamentos.

2. Mosaicos e ladrilhamentos
2.1. Introdugao aos ladrilhamentos

Um ladrilhamento pode ser tratado como uma pavimentagéo do plano, que segundo Oliveira [13,
p.28], é “a divisdo do plano em uma quantidade enumerével de poligonos de modo que a unido de
todos esses poligonos constitui todo o plano, e a intersecao de dois desses poligonos ou é vazia ou
é um vértice ou estd contida em uma linha poligonal”. A criagdo de um ladrilhamento baseia-se
em dois principios: a distribuicdo dos poligonos nao pode deixar espacos vazios e nao pode haver
sobreposicao de poligonos. Além disso, uma configuragao de poligonos no plano é um ladrilhamento
se, e somente se, todo ponto desse plano pertencer a uma, e apenas uma, figura geométrica, exceto
pelos pontos que estao sobre as arestas e sobre os vértices dos poligonos, onde ocorre o encasamento
desses.

Para além da definicdo matemaética, ladrilhamento é a arte de ladrilhar, ou seja, de reunir pecas
de forma a preencher uma regido do plano. Essas pegas, chamadas ladrilhos, em sua construgao
histérica, sao de ceramica, pedra, barro etc. Diferentes povos da antiguidade ja dominavam o
conhecimento geométrico e o aplicavam na composi¢ao de ladrilhamentos,

Os antigos egipcios, por exemplo, desde 4000 a.C usavam ladrilhos decorativos na
construcao de templos e nas grandes piramides. Mais recentemente, os drabes cri-
aram belissimos ladrilhamentos como os encontrados em Alhambra, um conjunto
de paldcios da Espanha, construido por mouros e cristaos nos séculos XIII, XIV e
XV. Tipos diferentes de ladrilhamentos foram criados e recriados por diversas ci-
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vilizagoes, e eventualmente introduzidos nas Américas pelos prdprios espanhdis. [6,
p.11]

A Figura 4 mostra um dos mosaicos geométricos do paldcio de Alhambra, que também pode ser
tratado como parte de um ladrilhamento, uma vez que faz uso de poligonos em sua formacao.
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O estudo dessas formas desenvolveu-se ao longo do tempo. Um dos artistas mais influentes no
trabalho com mosaicos e ladrilhamentos, cuja mengao é imprescindivel , é Escher4. De acordo com
Dias e Sampaio [6, p.70],

Nenhum artista mergulhou tao fundo mo infinito quanto Maurits Cornelis Escher.
Em suas viagens pelo mundo, descobriu a arte drabe de ladrilhar, especialmente
quando conheceu os azulejos de Alhambra. Escher apaizonou-se pelas figuras geométricas
que se repetiam e se refletiam, e comecou a ladrilhar superficies, substituindo as fi-
guras geométricas, usadas pelos drabes, por imagens concretas. Seu caso de amor
com o infinddvel encontrou um lar definitivo. O antigo paldcio da rainha holandesa
Emma, um charmoso casardo no centro de Haia, foi transformado [...] no Museu
Escher.

Os ladrilhamentos de Escher sao baseados em varios principios artisticos, visando padroes so-
fisticados aos olhos. Um de tais principios a se destacar é o uso de um padrao geométrico no
preenchimento do plano. Outro fator importante a considerar-se é o uso de técnicas artisticas, que
incluem transformacoes de figuras, posicionamento dos objetos do plano com efeito tridimensional,

contraste, repeticao de estruturas, similaridade e gradagao de cores, entre outros recursos.

A partir dessas transformacoes, acrescidas de uma ou mais das técnicas citadas, Escher desenvolveu
uma variedade de mosaicos e ladrilhamentos. Um deles é mostrado na Figura 5.

4 Maurits Cornelis Escher (1898-1972), nascido em Leeuwarden, foi um grande artista grafico da Holanda, reno-
mado por suas obras que utilizam xilogravuras, litografias e meios-tons. Grande parte de suas artes busca fazer a
representagio de construgbes “impossiveis”, além de pensar no ladrilhamento do plano usando padroes geométricos
“entrelacados”, que proporcionam a visao de formas diferenciadas. Outro conceito da geometria usado em suas
obras foi o das isometrias (transformacoes geométricas). [7]
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Figura 5: Mosaico de Escher [7].

As criagbes desses mosaicos fizeram com que sua contribui¢do fosse vista em diversas construgoes
e artes contemporaneas, além das expostas no Museu Escher.

Abre-se aqui uma oportunidade para analise das estruturas geométricas de onde partiram essas
construgoes e de como os ladrilhamentos foram tratados matematicamente. Para melhor percepgao
dos principios dessas artes, é interessante o conhecimento dos tipos de ladrilhamentos.

2.2. Tipos de ladrilhamentos

Ao classificar os tipos de ladrilhamentos, uma diferenciacao a ser considerada inicialmente é se este
constitui-se apenas de poligonos regulares ou de poligonos quaisquer. Um ladrilhamento sera aqui
tratado como “irregular” quando admitirmos poligonos com diversos nimeros de lados e variadas
medidas de lados e angulos. A Figura 6 mostra o tangram®, que em sua montagem estendida ao
plano corresponde a um ladrilhamento irregular.

Figura 6: Tangram (formacao de um ladrilhamento irregular).

50 Tangram é um jogo chinés, composto por 7 pegas (5 tridngulos, 1 quadrado e 1 paralelogramo) que, juntas,
formam um quadrado. Acredita-se que este jogo foi inventado por um homem chamado Tan, quando quebrou
em 7 pedagos uma telha quadrada e, ao tentar arrumé-la, formou com eles uma série de outras figuras. (Dias e
Sampaio,[6], p. 14)
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No presente artigo, daremos destaque aos ladrilhamentos definidos como “bem comportados”, cuja
construgio deve obedecer a trés condigoes que, de acordo com Dias e Sampaio [6, p. 16], constituem
condigoes de “bom comportamento”.

1. Os ladrilhos usados sdo poligonos regulares, podendo ter todos a mesma quantidade de lados ou
nao.

2. O encontro de dois ladrilhos adjacentes sempre serd entre seus vértices ou entre seus lados (o
lado de um poligono nunca se encontra com o vértice de outro).

3. A configuracao de poligonos em torno de um vértice é sempre a mesma (os poligonos usados em
torno de todos os vértices sdo os mesmos, sendo relevante a ordem em que se dispdem).

A Figura 7 exemplifica as condi¢oes de um ladrilhamento bem comportado.

.

Figura 7: Exemplo de um ladrilhamento bem comportado [6].

Tal ladrilhamento obedece a condicao 1, uma vez que é composto de quadrados e octdgonos regula-
res, cujos lados tém a mesma medida. A condicao 2 também é satisfeita, uma vez que os encontros
dos poligonos sao sempre vértices ou lados. A condi¢ao 3 é mostrada pelas setas circulares em
torno dos vértices, que indicam sua formacao. Se a observagao for feita a partir de um poligono
qualquer, nao importa a diregao de visualizagao, sempre serd visto o mesmo padrao.

Para a descri¢cao do padrao de um ladrilhamento bem comportado é usada uma sequéncia ordenada
cuja quantidade de informagoes depende da quantidade de lados dos poligonos em cada vértice.
Por exemplo, se o ladrinhamento tem em cada vértice trés poligonos (como o ilustrado na Figura 7)
o padrao sera descrito por uma terna (k,1, m) em que k,1 e m indicam as quantidades de lados dos
trés poligonos que se encontram em torno de cada vértice. Vale ressaltar que as notagoes (k, 1, m),
(1, m,k) e (m,k,1) descrevem o mesmo ladrilhamento, sendo apenas alterado o tipo de poligono
em que ¢ iniciada a observacao. Caso seja alterado o sentido de visualizagao, tém-se as notagoes
(k,m,1), (m,1,k) e (1,k,m), que também representam o mesmo ladrilhamento.

No caso da Figura 7, tem-se um ladrilhamento do tipo (8,8,4), (8,4,8) ou ainda (4, 8,8). As trés
disposicoes de nuimeros referem-se ao mesmo tipo de ladrilhamento, sem perda de informacao.

A partir da definicdo de um ladrilhamento bem comportado, podemos subdividi-los em dois grupos,
com base em suas caracteristicas.

N
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Se um ladrilhamento bem comportado utiliza apenas um tipo de poligono regular, entao é chamado
de ladrilhamento “regular”; caso utilize mais de um tipo de poligono regular (todos os poligonos
com lados de mesma medida), é denominado ladrilhamento “semirregular”.

A Figura 8 mostra um exemplo de ladrilhamento regular a partir dos favos de mel produzidos pelas
abelhas, e a Figura 7 mostra um ladrilhamento semirregular.

‘
Figura 8: Favos de mel: forma de ladrilhamento regular [11].

Um ladrilhamento bem comportado obedece a uma série de condigoes geométricas, o que permite,
por meio de um raciocinio esquematizado, a descricao e construgao desses tipos de ladrilhamentos.
Um resultado importante a partir desses, que define a continuagao deste trabalho, é o teorema de
Keplers, que, de acordo com Alves e Dalcim [2, p.12], assim se enuncia:

Teorema de Kepler: Existem exatamente onze maneiras de se cobrir o plano utilizando-se exclu-
sivamente de poligonos regulares sujeitos as condigoes:

a) se dois poligonos regulares intersectam-se, entao essa interse¢ao é um lado ou vértice comumn;
b) a distribuicdo dos poligonos regulares ao redor de cada vértice é sempre a mesma.

A demonstracdo desse teorema é extensa, descrevendo todas as condigbes geométricas para a
formacao dos 11 modos de cobrir o plano com poligonos regulares. Ela serd aqui omitida, mas
na préxima secao serao descritos todos os ladrilhamentos bem comportados, de acordo com o
embasamento tomado.

2.3. Ladrilhamentos bem comportados
Definidas as condigdes do bom comportamento de um ladrilhamento, pode-se proceder a uma
catalogagao” de seus 11 tipos.

Todo ladrilhamento bem comportado pode ser representado na forma (k,1,m), (k,1,m,n),
(k,I,m,n,p) ou (k,I,m,n,p,q), sendo k,1,m,n,p,q as quantidades de lados dos poligonos que
compoem cada vértice.

O Quadro 1 mostra todos os 11 tipos possiveis de ladrilhamentos bem comportados.

6 Johannes Kepler (1571-1630) foi um matemaético, astrénomo e astrélogo alemio, que fez parte de um processo
revolucionéario da ciéncia no século XVII. Ele fundamentou estudos e leis da fisica, que embasaram as teorias de Isaac
Newton sobre a gravitagdo universal. Em parte de seus estudos matematicos Kepler descreveu o preenchimento do
plano a partir de poligonos regulares.(FRAZAQ)[9]

" Dedugdes embasadas em Dias e Sampaio [6].
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M Regular Semirregular
(k,1,m) (6,6,6) (3,12,12), (4,8,8) e (4,6,12)
(k,1,m,n) (4,4,4,4) (3,6,3,6) e (3,4,6,4)
(k,1,m,n, p) (3,3,3,6,3), (3,3,4,4,3) e (3,4,3,3,4)
(k,],m,n,p,q) (3,3,3,3,3,3)

Quadro 1: Tipos de ladrilhamentos bem comportados.

Até aqui, procedemos a uma discussdo um pouco mais técnica dos ladrilhamentos, com destaque
em suas caracteristicas. Vejamos agora como podemos explorar as funcionalidades do GeoGebra
para a construgao de alguns ladrilhamentos.

3. GeoGebra
3.1. Sobre o software

O software GeoGebra foi concebido por Markus Hohenwarter® e desenvolvido junto a outros pes-
quisadores com o intuito de proporcionar uma relagao dindmica entre matematica e as tecnologias
digitais de informacao e comunicagao (TDICs).

De livre acesso e disponivel para download no site GeoGebra[10], o aplicativo pode ser usado em
formatos compativeis com Android, Windows Phone e 1I0S para smartphone e tablet, bem como
Windows, MAC OS X e Linux para computador. Outra maneira de utilizé-lo é através da extensao
virtual também disponivel no site.

3.2. Uso de Geogebra na construcao de ladrilhamentos

Aqui sao apresentadas algumas construgoes de ladrilhamentos bem comportados. Uma fungao do
GeoGebra que simplifica o processo € a criacdo de ferramentas, a qual se baseia em transformar
uma sequéncia de comandos, realizados para determinado fim, em um tnico botao, que integrara
o menu de ferramentas do aplicativo. Com essa funcao, é possivel criar os tipos de poligonos a
serem trabalhados e torné-los fixos para utilizagao subsequente.

Exemplificaremos com a criacao da ferramenta triangulo equildtero, sendo que para os demais
poligonos regulares o processo é andlogo. Essa construcao dé-se pelos seguintes passos (Figura 9):
1. Escolher a opcao Poligono regular, na barra inicial de tarefas.

2. Selecionar dois pontos e digitar o ntimero de vértices do poligono desejado (neste caso, trés).

3. Acessar Opgaes adicionais, Ferramentas e Criar uma nova ferramenta.

8 Markus Hohenwarter é um matematico da Austria e leciona na Universidade Johannes Kepler (JKU) Linz.
Ele é presidente do Instituto de Educagao Matemadtica e possui grande influéncia em pesquisas sobre as TDICs na
educacdo matemdtica (CORDEIRO)[4].
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4. Definir como objeto final o tridngulo criado e como objetos iniciais os pontos usados.

5. Salvar a nova ferramenta (sendo opcional, antes disso, modificar nome e comando de entrada e
adicionar icones a ferramenta criada).

GeoGebra Classic J GeoGebra Classic - o X
kA 4RO 0 £ N2 ¢ RlA X004 N = Q =

@ B Aquivo

Criar uma Nova Ferramenta » Editar

D> Poligono c

@ I Poligono Regular

_.",\ Poligono Rigido

7 Disposicdes

L A Exiir

5 Poligono Semideformavel Ay a Potgono gt Palgancls B.3) . & Configuractes

@ - % Feramentas

a§ Configurar Barra de Ferramentas

Poligono Regular @ <+ Criar uma Nova Ferramenta

¥ Gerenciar Ferramentas

o> ) @ Ajuda & Feedback

o3 Entrar.

Figura 9: Criagao de ferramenta - Triangulo equilatero.

Outras duas funcionalidades do GeoGebra a serem utilizadas sdao os comandos Transladar e
Sequéncia. O comando Transladar copia um objeto predefinido, sendo a distancia e o sentido
expressos por um vetor. Neste caso, atribui-se a expressao:

Transladar( <Objeto>, < Vetor>)

O comando Sequéncia faz uma lista de objetos a partir de uma expressio (neste estudo, o comando
Transladar), seguindo os pardmetros de uma varidvel com valores inicial/final e incremento, sendo
usados na forma:

Sequéncia(<Expressao >, < Varidvel >, <Valor Inicial >, <Valor Final >, <Incremento >)

Em outras palavras, para nosso propésito, o comando Sequéncia faz sucessivas cépias da translagao
de um poligono (ou uma lista de poligonos), no sentido e distancia dos miltiplos de um vetor. Além
disso, é possivel transladar uma Sequéncia, assim como sequenciar essa nova translagao, o que gera
um padrao de preenchimento do plano. Esse padrao é uma lista de poligonos que pode ser editada
com intuito visual, modificando cores e ocultando rétulos.

Pra construcao do ladrilhamento (6,6, 6), inicialmente cria-se um controle deslizante inteiro w tal
que 1 < w < 30 (que para fins de visualizagdo é um tamanho suficiente). A partir desse nimero w,
define-se uma lista R de ntimeros inteiros tal que:

(-1r-1

R=Sequéncia((-1)" (g + 1

)7n7l7w)

ou seja, R={0,1,-1,2,-2,3,-3, ...}, gerando uma representagao de inteiros com sinais alternados
para cada valor w. Em seguida, utiliza-se a ferramenta Hexdgono Regular (anteriormente criada)
para construir o poligono desejado (poll), selecionando na janela de visualizacdo dois pontos A
e B. Usando a ferramenta vetor e os vértices do poll cria-se o vetor U, no sentido e médulo de
AFE, selecionando respectivamente os pontos A ¢ E e o vetor v, com sentido ¢ médulo de EC,

N

1 O %
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Santos e Nagamine

selecionando respectivamente os pontos £ e C. A Figura 10 mostra a construgdo requisitada para
o ladrilhamento.

pall

Figura 10: Hexagono regular - Elementos.

Para obter o ladrilhamento, colocamos o comando abaixo no campo de entrada do GeoGebra:

Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar(poll, R(3)u), 1,0, w, 1), R(j)v), 5,0, w, 1)

Esse encadeamento de comandos faz uma sequéncia de translagoes do hexdgono regular na direcao
dos multiplos de U pela lista R e outra na direcao dos multiplos de Vv pela lista R, & medida
que movimentamos o controle deslizante w (pode-se variar manualmente ou selecionar a opgao
animagdo com o botao direito do mouse sobre o controle deslizante w). Obtemos assim uma lista
de hexagonos congruentes ao primeiro, os quais fazem o preenchimento do plano. Os elementos
iniciais podem ser ocultados e a lista criada pode ser modificada em termos de cores, transparéncia,
preenchimento etc., para melhor visualizagao. A Figura 11 mostra o resultado para o ladrilhamento

(6,6,6).

Figura 11: Ladrilhamento regular (6,6, 6).

Para a elaboracao dos préximos ladrilhamentos, serao suprimidos alguns detalhes cuja construgao
é andloga. O ladrilhamento (3,3, 3,3,3,3) é um caso particular do ladrilhamento (6,6, 6) (e vice-
versa), uma vez que cada hexdgono regular pode ser dividido em seis triangulos equildteros. De
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certo modo, a construcdo através do comando Sequéncia é andloga, com uma pequena diferencga:
o fato de os triangulos nao terem lados paralelos faz com que sejam necessarios, inicialmente, dois
destes poligonos. A Figura 12 mostra os elementos iniciais do ladrilhamento (3, 3,3, 3, 3, 3).

B

Figura 12: Triangulos equilateros - Elementos.

Em seguida, o comando Sequéncia é aplicado aos poligonos t1 e 2, por meio do comando
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar({t1, 12}, R(i)w), 1,0, w, 1), R(j)v), 4,0, w, 1)

que gera o ladrilhamento regular (3, 3,3, 3,3, 3), como mostra a Figura 13.

\/ \/ AV AV AV AV ]

/N /N /N /N /NN

Figura 13: Ladrilhamento regular (3,3, 3,3, 3, 3).

Os ladrilhamentos semirregulares utilizam mais de um tipo de poligono em sua formacao. Sendo
assim, serdo construfdas duas listas (ou mais) de translagoes, a fim de possibilitar a mudanga de
cores dos poligonos de diferentes tipos.

Para construir o ladrilhamento (3,12,12), inicialmente sdo criados o controle deslizante (igual
ao anteriormente descrito), um dodecigono regular (poll) e dois tridngulos equildteros (i1, {2),
juntamente com os vetores 1 e V. A Figura 14 mostra essa construcao inicial.
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Figura 14: Dodecagono regular e triangulos equilateros - Elementos.

Aplica-se entao o comando
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar(poll, R(3)w), i,0, w, 1), R(j)v), 4,0, w, 1)
ao hexdgono regular e o comando
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar({tl, {2}, R(i)u), 1,0, w, 1), R(j)v), 7,0, w, 1)

aos dois triangulos equildteros, gerando assim as duas listas citadas. Estas, portanto, geram o
ladrilhamento (3,12, 12), exibido na Figura 15.

Figura 15: Ladrilhamento semirregular (3,12,12).

O 1ltimo ladrilhamento do tipo (k,I,m) a ser construido é o ladrilhamento semirregular (4, 6,12),
composto por quadrados, hexdgonos e dodecigonos regulares. A criagao dos elementos para execu-
tar o comando, neste caso, é “um pouco” mais elaborada, visto que sao necessarios um dodecagono
regular, dois hexdgonos e trés quadrados, como mostra a Figura 16.

N

13 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m P Santos e Nagamine

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

pol3

palt pol2

Figura 16: Dodecdgono regular, hexdgonos regulares e quadrados - Elementos.
Dessa forma, usando os vetores U e V e o controle deslizante w, podem-se utilizar os comandos
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar(poll, R(i)u), 1,0, w, 1), R(j)v), 7,0, w, 1)

Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar({pol2, pol3}, R(i)u), 1,0, w, 1), R(j)v), j,0, w, 1)
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar({q1, q2, ¢3}, R()u), 1,0, w, 1), R(j)v), 0, w, 1)

respectivamente, transladando o dodecdgono (polf), os hexdgonos (pol2, pol3) e os quadrados
(q1, 42, ¢3). A Figura 17 representa o ladrilhamento (4,6,12) apds realizados os processos de
translagao e modificagao de padroes.

L] L |
[ ] L]
[ ] [ ]

L] L]

Figura 17: Ladrilhamento semirregular (4,6, 12).

> O
7O O
> OO
7 OO

O dltimo ladrilhamento da forma (k,l,m,n,p), e também a ultima dessas construgées, possui
vértices do tipo (3,4, 3, 3,4), ou seja, é composto por quadrados e triangulos equildteros.

Os elementos iniciais necessarios sao dois quadrados (ql,q2) e quatro tridngulos (t1,t2,t3,t4),
juntamente com os vetores U e v, expostos na Figura 18.
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Figura 18: Quadrados e tridangulos equilateros - Elementos.

Os comandos
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar({q1, ¢2}, R(i)u), 1,0, w, 1), R(j)v), 7,0, w, 1)
Sequéncia( Transladar(Sequéncia( Transladar({t1, t2, t3, t4}, R(i)w), 3,0, w, 1), R(j)v), 4,0, w, 1)

aplicados respectivamente aos quadrados e triangulos, sequenciam suas translagoes, formando,
portanto, o ladrilhamento (3,4, 3, 3,4), apresentado na Figura 19.

Figura 19: Ladrilhamento semirregular (3,4, 3, 3,4).

Na secao seguinte, é descrita a realizacao de uma oficina que teve como principal objetivo explorar
os conteudos abordados neste artigo de forma pratica, aplicando-os em uma turma do ensino
fundamental.

4. Oficina

Para uma abordagem prética dos conteudos focalizados anteriormente, foi desenvolvida uma ofi-
cina junto aos alunos do 92 ano do ensino fundamental da Escola Estadual Professor Elidio Duque,
na cidade de Salinas, MG. A oficina foi realizada em um tnico encontro, com duracao de aproxi-
madamente 4 horas, em um laboratério de informatica.

Inicialmente foi apresentado o tema aos alunos, com breve abordagem histérica dos mosaicos
através de fotos e imagens que constam na introdugdo do presente texto. Além disso, foram
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relembrados aos alunos alguns tépicos bésicos de geometria plana, que seriam essenciais para o
decorrer da parte pratica das atividades.

A oficina compds-se de dois momentos. Primeiramente, a ideia foi explorar os ladrilhamentos por
meio de materiais concretos (moldes confeccionados em papel-cartdo), e, no segundo momento,
procedeu-se ao trabalho com o software GeoGebra.

A proposta de atividade teve como foco o estudo dos ladrilhamentos bem comportados. Essa etapa
da oficina permitiu estabelecer as propriedades de cada tipo de ladrilhamento a ser construido e
examinar as condigoes necessarias para um ladrilhamento ser considerado bem comportado.

Nessa parte da oficina, os alunos passariam a ter papel ativo, usando suas habilidades para realizar
as montagens propostas. Para essa atividade, foram distribuidos moldes de poligonos regulares a
turma. Esses moldes foram anteriormente montados no software GeoGebra e impressos em papel-
cartao. Havia tridangulos, quadrados, pentdgonos e hexagonos, entre outros poligonos regulares
com diferentes quantidades de lados, mas todos de lados com a mesma medida, para que fosse
possivel obedecer a uma das condigoes necessarias para um ladrilhamento bem comportado.

A partir da distribui¢cdo dos moldes, foi-lhes proposto que inicialmente fizessem a montagem de
ladrilhamentos regulares. De forma rapida, comecaram as tentativas e logo construiram ladrilha-
mentos regulares e bem comportados, exemplificados na Figura 20.

Figura 20: Ladrilhamentos (3,3,3,3,3,3) e (4,4,4,4) com moldes.

Na tentativa de construir um ladrilhamento regular usando pentagonos e heptagonos, alguns alunos
fizeram investigagOes e chegaram a algumas conclusdes. Constataram que nao é possivel construir
um ladrilhamento regular com esses poligonos. Foi-lhes esclarecido que o mesmo aconteceria com
poligonos com mais de sete lados, uma vez que nenhum poligono com quantidade de lados maior
que seis tem medida do angulo interno como um divisor de 360°. Essa mesma percepgao vale
para os pentagonos regulares, que tém como angulo interno 108°, ou seja, um nao divisor de 360°.
Desse modo, haveria espagos néo preenchidos, ou, na tentativa, sobreposicao das pegas. A Figura
21 mostra essas tentativas.

N
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Figura 21: Tentativas de ladrilhamentos pentagonais e heptagonais com moldes.

Apés algumas consideragoes, foi-lhes proposto que usassem poligonos com diferentes quantidade de
lados, ou seja, que tentassem a montagem de ladrilhamentos semirregulares. Apds algumas tentati-
vas de comparagao e encaixe das figuras, logo apresentaram algumas construcoes de ladrilhamentos
bem comportados, como na Figura 22.

Figura 22: Ladrilhamento (3,3, 3,4,4) com moldes.

Apébs esse momento, foram recolhidos os moldes e passou-se & segunda etapa, utilizando GeoGe-
bra. Inicialmente, o software foi apresentado a turma e foram explorados os itens necessarios as
construcgoes.

Este momento das atividades foi usado para mostrar todos os tipos de ladrilhamentos bem com-
portados e propor que os alunos verificassem a construgao desses, usando o programa nos compu-
tadores. Por uma questao de nivel tedrico, os comandos Lista, Sequéncia e Transladar, discutidos
na se¢ao 3.2, ndo foram apresentados aos alunos. Dessa forma, as construgdes deram-se pelas
ferramentas de criagdo de poligonos do GeoGebra, que proporcionam uma constru¢do menos au-
tomatizada, mas simplificada dos ladrilhamentos.

A proposta de atividade foi que diferentes alunos escolhessem distintos ladrilhamentos bem compor-
tados e tentassem construi-los no GeoGebra, visando obter variados ladrilhamentos e permitindo
que surgissem também diferentes questionamentos e discussoes no decorrer da proposta. Alguns
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alunos tentaram construgoes simples e que até ja haviam sido realizadas com os moldes, como por
exemplo os ladrilhamentos (3, 3, 3,3, 3,3) e (4,4,4,4). Outros aceitaram a tarefa de construir os la-
drilhamentos que utilizam diferentes poligonos. A Figura 23 mostra a construgao do ladrilhamento
(6,3,3,3,3), feita por um dos alunos, utilizando hexdgonos regulares e tridngulos equildteros.

Figura 23: Ladrilhamento (6,3, 3, 3,3) com GeoGebra.

Outros alunos acessaram as configuragoes para colorir os poligonos e transformar o aspecto visual
das construgoes. A Figura 24 mostra o ladrilhamento (6,4, 3,4), construido por outro aluno, que
utiliza hexagonos regulares, quadrados e tridngulos equildteros.

Figura 24: Ladrilhamento (6,4, 3,4) com GeoGebra.

Apoés a conclusao das atividades, os alunos foram questionados, por meio de discussoes, a respeito
de suas percepgoes sobre a oficina e o uso do software GeoGebra. Eles o descreveram como algo
diferente, mas consideraram ser uma ferramenta inovadora e eficiente no estudo de geometria.

Outra questao levantada foi a percepcao dos alunos ao estudar os poligonos através do software
e dos moldes. Os principais comentérios foram a respeito da facilidade na construcao de diversos
an
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poligonos e a comparacao com os moldes em material concreto. Para outros alunos, a oficina foi
vista como uma aula diferente da que vivenciam em sala de aula com quadro e papel, sendo um
momento de usar as TDICs em um contexto distinto daquele com que estao acostumados, ou seja,
vivenciaram uma oportunidade de usar a tecnologia para aprender conceitos matematicos.

Nesse contexto, os estudantes foram indagados exatamente sobre o uso de tecnologias digitais no
estudo de matemadtica. Eles o perceberam como uma maneira diferente e interessante de estudar.
E importante adequar as aulas e os estudos a realidade tecnolégica em que se vive, e essa utilizagao
pode abrir novas possibilidades e mostrar novas perspectivas.

5. Consideragoes finais

Neste artigo foram abordados os conceitos de mosaico e ladrilhamento. Quanto estudo dos ladri-
lhamentos do ponto de vista matematico, ja se dispoe de uma teoria completamente desenvolvida
sobre o assunto, com resultados bem estabelecidos. No entanto, considera-se que seja de grande
utilidade, para o aprimoramento no ensino, a adaptagao de tais conceitos por meio das novas tec-
nologias. Em especial, destaca-se o uso do software GeoGebra como agente motivador e facilitador
no processo de ensino e aprendizagem.

Mostrar isso aos alunos traz a eles significados acerca de um conteuido, despertando entusiasmo
e participagao. A abordagem histérica dos mosaicos e ladrilhamentos leva-os a pensar no que
também podem construir hoje e em como sociedades passadas nao s6 desenvolveram arte usando
matematica, mas também matematica usando arte.

Os alunos utilizam tecnologias digitais tais como celulares e computadores, mas pouco o fazem para
estudar geometria ou matematica. A proposta deste trabalho constitui-se em uma possibilidade de
levar uma atividade diferenciada, mostrando caminhos para que o uso de celular e computador pelos
alunos possa estar associado ao estudo de matematica. Esse momento da oficina permitiu mostrar
algumas das inimeras funcionalidades do GeoGebra, tendo os alunos utilizado criatividade para
construir os ladrilhamentos propostos. A interacao jé existente entre os estudantes e as tecnologias
digitais permitiu que rapidamente soubessem utilizar as ferramentas do GeoGebra e tivessem boa
participacao na oficina.

O ensino é uma atividade em que os professores devem ser mediadores e os alunos protagonistas.
Construir um ensino significativo é uma tarefa modelada com o tempo. Este artigo visa que ou-
tros professores também possam se conectar a essas ideias para inovacao e ampliagao do ensino,
adequacao das aulas ao desenvolvimento tecnoldgico e apresentagao de significados do que é traba-
lhado. Espera-se também que este trabalho seja continuado, uma vez que tal abordagem propicia
novas pesquisas, no que diz respeito a educacao, a histéria da matematica e as tecnologias digitais.
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