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Resumo

Diferentes estratégias matematicas podem ser utilizadas para resolver o mesmo problema e é salutar
que o aluno experimente multiplas técnicas de enfrentamento de situagées-problema, entendendo
assim que a matematica é dinamica. Com base nessa premissa, este artigo traz um estudo de
equacoes diofantinas lineares apresentando trés estratégias de resolugao, em que duas delas possuem
em esséncia a teoria do maior divisor comum entre dois inteiros, e a outra trata basicamente de
divisbes sucessivas.
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Abstract

Different mathematical strategies can be used to solve the same problem and it is salutary that
the student experiences multiple techniques for facing problem situations, thus understanding that
mathematics is dynamic. Based on this premise, this paper brings a study of linear Diophantine
equations presenting three resolution strategies, in which two of them have in essence the theory
of the greatest common divisor between two integers and the other deals basically with successive
divisions.

Keywords: Linear Diophantine Equations; Greatest Common Divisor; Successive Divisions.

1. Introdugao

Abordar equacgoes diofantinas lineares na educagao bésica proporciona uma excelente oportuni-
dade para explorar estratégias diversificadas de aprendizagem envolvendo a resolugao de situagoes-
problemas, estimulando a autonomia e a criatividade do aluno. Oliveira (2006), [5], argumenta
que muitos pesquisadores em educacdo matemédtica tém enfatizado que trabalhar a matemaética
discreta na educac@o bésica contribui para uma formacao mais sélida do aluno, onde é possivel
desenvolver ideias fundamentais tais como investigar, conjecturar, argumentar etc., pois os objetos
examinados (nimeros) sdo familiares aos estudantes.

Serao apresentadas trés técnicas de resolugdo de equacoes diofantinas lineares como parte de estra-
tégias diversificadas para a resolucéo de situagoes-problemas. Primeiramente, serdo desenvolvidos
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alguns conceitos tedricos relativos as equagoes diofantinas lineares, bem como a condigao para que
tais equagdes tenham solugao no conjunto dos ntimeros inteiros.

O método de resolugdo 1, que é o método mais encontrado nos livros que abordam o assunto,
como [1], [3] e [4], baseia-se no fato de que, a partir de qualquer solugdo particular encontrada, é
possivel escrever expressoes mateméaticas para obter outras solu¢des da equagdo. Para encontrar
uma solucao particular, serd utilizado o algoritmo de Euclides.

O método de resolugao 2 apresenta uma forma alternativa para encontrar uma solucao particular
de equacgoes diofantinas lineares explorando de forma mais abrangente o algoritmo de Euclides;
nesse método é discutido o que foi apresentado por Carneiro (1998), em [2].

Por fim, é apresentado o método 3 de resolucao de equagoes diofantinas lineares, método esse que
utiliza basicamente divisdes sucessivas e manipulagdo matemaética simples, consistindo em uma
variacdo do método da pulverizagdo utilizado por Euler em seu livro Algebra, de 1970, [6].

Ao longo do texto, a partir de uma situacdo problema serd exemplificada uma aplicagdo desses
trés métodos de resolucao, assim o leitor podera analisar as peculiaridades de cada método. Nas
consideragoes finais, hd uma selecdo de problemas considerados interessantes pelos autores.

2. Equagoes Diofantinas Lineares

Uma equacgao diofantina linear de duas varidveis é uma equacao do tipo

ax + by =c, (1)

em que a, b e ¢ sdo numeros inteiros, X e y sdo incognitas a serem determinadas no conjunto dos
nimeros inteiros, e os coeficientes a e b ndo sdo ambos nulos.

Segundo [3]: ,

o primeiro a considerar problemas desse tipo, isto €, equagoes indeterminadas
que eventualmente admitem solugées, foi Diophanto de Alexandria (em torno de
250 d.C.); porém, ele procurava solugdes racionais. De qualquer forma, esse tipo de
equacoes associa-se tradicionalmente ao seu nome e, por extensdo, até hoje o adjetivo

s

“diofantino” é usado para indicar problemas relativos a nidmeros inteiros.([3],p97)

Muitos problemas do cotidiano que podem ser modelados matematicamente pela equagao (1) s6
fazem sentido para solugoes inteiras. A equagao 6x + 8y = 14 é um exemplo de equacdo diofantina,
e de imediato é possivel verificar que o par xg = 1 e y, = 1 é uma solucdo, pois substituindo os
valores de xg e y, na equacdo, obtém-se:

6x+8y=6.1+8.1=6+8=14.
Ja a equagdo 6x + 8y = 15 é um exemplo de equagdo diofantina que ndo possui solugdo. Sendo
I ={6x+8y|xy € Z}o conjunto de todos os valores assumidos pelo primeiro membro dessa

equacao, nota-se que os valores do conjunto I sdo todos pares, portanto, nunca igual a 15, logo, a
equacao 6x + 8y = 15 nao tem solucao.

.............................
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2.1. Condigao para que a equagao ax + by = c possua solugao inteira.

E util de antemao saber identificar em que condicio a equacio (1) possui solucdo. Para enunciar
e justificar tal condigdo, serd utilizado o teorema de Bézout cuja demonstragao sera feita a partir
do conceito de conjunto ideal.

Defini¢ao 1. Um conjunto nédo vazio J de ntimeros inteiros diz-se um ideal de Z se:

ea,Bp el = a+pel,

eaqel, keZ = akel.

E ainda, considerando J # 0. Seja m o menor inteiro positivo que pertence ao conjunto J, todos
os elementos do conjunto J sdo multiplos de m, ou seja, J = mZ, a demonstracao dessa afirmagao
pode ser encontrada em [3].

Teorema 1. (Teorema de Bézout) Sejam a, b e d = mdc(a,b). Entdo existern nimeros inteiros s
et tais que d = sa + tb

Demonstragao. Considere o conjunto J = {xa + yb | x,y € Z}. Veja que J é um ideal de Z, pois
pela definicao (1), sendo a e B elementos de J, com ¢ = xja+y,;be f =xa+y,b, ek € Z, tem-se:

e a+ f=x1a+yb+xa+y,b=(x; +x)a+ (y; +y,)b €J;

e ka =k(xja+y;b) = (kxy)a + (ky;)b €J.

Ainda pela definigao (1), J possui um menor inteiro positivo tal que todos os demais elementos de
J sdo multiplos desse elemento. Sendo m = sa + tb esse menor elemento, pode-se concluir que m
pertence ao conjunto de divisores de a e b, ou seja, m € D(a, b), pois a € J, (basta tomar s =1 e
t=0) e b e J, (basta tomar s =0 e t = 1), veja:

a=1la+0b
b=0a+1b }aebe g,

e como qualquer elemento de J é multiplo de m, m divide a e m divide b.

Seja d o maximo divisor comum de a e b, d = mdc(a,b), logo d > m. Dividindo ambos os lados da
equacao m = sa + tb por d, tem-se:

LU tg. (2)
Como o segundo membro da equagdo (2) é um niimero inteiro, o primeiro membro também é,
portanto d divide m, logo d €< m. Uma vez que d = m e d < m, conclui-se que m = d e fica
demonstrado o teorema de Bézout. O

Proposicio 1. A equagio diofantina (1) admite solugdo se, e somente se, mdc(a,b) divide c
Demonstragdo. Tomando por hipétese que x = xg e y =y, é uma solucdo da equagdo (1), ou seja,

axg + by, = ¢. Sendo, d o maximo divisor comum de a e b, existem niimeros inteiros a e f tais
que a = ad e b = d, assim:

.............................
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axg+by, = c
(ad)xg + (Bd)y,
d(axg + Byo)

Fazendo p = axy + By, € Z, tem-se dp = c, portanto, d = mdc(a, b) divide c.

Reciprocamente, se d = mdc(a,b) divide ¢, existe um inteiro 1 tal que ¢ = Ad. Além disso, pelo
teorema (1), existem os inteiros s e t tais que d = sa + th. Multiplicando essa tltima equacdo por
A, tem-se:

Ad = Zsa+ Atb
¢ = a(As) +b(Ait).
Desse modo, x = As e y = At é solucdo da equagdo (1). O

3. Método de resolugao 1

Esse método de resolucdo baseia-se no fato de que, a partir de qualquer solugdo particular da
equacdo (1), é possivel escrever expressoes para obter todas as suas solugoes.

Teorema 2. Seja o par ordenado x = Xy ey =y, uma solugdo particular da equacdo diofantina
linear (1), e d = mdc(a,b) que divide ¢, entdo todas as solugies da equagdo sio do tipo:

X=X0+ak e Y=Y¥0

com k variando no conjunto dos nimeros inteiros.

Demonstragao. Sendo o par x = xg e y =y, solucdo da equacgao, entdo:

ax+by = axq+ by,
ax—axg = byg—by
a(x-xg) = b(yy-y). (3)

Como d divide a e d divide b, existem ntimeros inteiros a; e by, tais que:

a=ad e b=bd

~ . . . a b
Ocorre que a; e by s@o primos entre si, pois escrevendo a; = Je b, = T tem-se que:
_ a b) mdc(a,b) d
mdc(al,bl)—mdc(d,d)_ ] _d_l

Substituindo a = a;d e b = b;d na equacio (3) e dividindo ambos os lados por d:

.............................
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a(x-%xg) = b(yy-y) (4)
ajd(x-x9) = byd(yy—y)
aj(x-x9) = bi(yo-¥)- (5)

Como a; e b; sdo primos entre si, pela equagdo (5), conclui-se que b; divide x —xq e, portanto,

existe um ndimero inteiro k tal que x —xy = b;k. Substituindo b; = ¥l nesta ultima expressao,
tem-se que:
b
_ - =k 6
X—Xp d ( )
b
X = Xp+t ak (7)

E, finalmente, substituindo (6) em (4):

a(x-xg) = byyg-¥)
b
aak = b(yy—y)
a
ak = YooY
a
Y = Yo~ ak- (8)

b
De fato, sendo x = x¢ e y =y, solugdo particular da equagéo (1), x = xo + ak ey =yo— %k, com

k € Z, é solugao geral da equacao (1), e isso pode ser verificado substituindo (7) e (8) no primeiro
membro da equagdo (1), veja:

b a
ax + by a(x0+ak)+b(yofak>

= axo+ agk + by~ bk
= axg + by,

= C.

O

Problema 1. Considere a seguinte situagao hipotética: Uma empresa deseja investir exatamente
de R$ 100000,00 na compra de dois modelos distintos de celulares, sabe-se que os precos dos
equipamentos sao respectivamente R$ 1300,00 e R$ 480, 00. Escreva as possibilidades de compras
que essa empresa dispoe.

.............................
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Seja x a quantidade que serd comprada do modelo de celular que custa R$ 1300,00 e y a quanti-
dade que serd comprada do modelo de celular que custa R$ 480,00. Para resolver esse problema
precisam-se determinar as solugoes da equagao 1300x+480y = 100000. Simplificando essa equacao,
obtém-se a equagdo equivalente

65x + 24y = 5000. (9)

Os coeficientes da equacio (9) sdo 65 e 24; pelo Algoritmo de Euclides' é possivel determinar o
mdc(65,24). A tabela (1) sintetiza as divisdes necessarias no Algoritmo de Euclides.

Dividendo Divisor Quociente Resto

12 divisao 65 24 2 17
22 divisao 24 17 1 7
3% divisao 17 7 2 3
42 divisao 7 3 2 1
52 divisao 3 1 3 0

Tabela 1: Divistes sucessivas do Algoritmo de Euclides.

Observando a tabela (1), verifica-se que a ltima divisdo com resto diferente de 0 foi a 42 divisao,
assim, o resto da 42 divisdao é o mdc procurado e, portanto, mdc(65,24) = 1. Como o ntmero 1 é
divisor de qualquer niimero, segue pela proposigio (1) que a equagdo (9) tem solugio.

E comum apresentar essas divisdes pelo diagrama ilustrado na tabela (2)

2 11 ]2]2
65 |24 | 17 | 73| (D)
177 [3[1

Tabela 2: Diagrama: Algoritmo de Euclides.

Pelo Teorema (1), dado que mdc(65,24) = 1, existem ntmeros inteiros s e t tais que 1 = 65s + 24t.
Para encontrar os inteiros s e t, utilizam-se as equacoes geradas a partir das divisGes sucessivas
realizadas no Algoritmo de Euclides. Por exemplo, pela tabela (1) na 4* divisdo, tem-se 7 dividido
por 3, obtém-se quociente 2 e resto 1, logo 1 = 7—-2.3. Com excec¢ao da 5* divisdo cujo resto é 0,
obtém-se as seguintes equacoes:

= 7-23 gerada pela 4? divisao (10)
= 17-27 gerada pela 32 divisdo (11)
= 24-1.17 gerada pela 22 divisao (12)
17 = 65-224 gerada pela 1% divisdo (13)

Substituindo a equagdo (11) na equagao (10):

1O leitor pode encontrar um estudo do Algoritmo de Euclides em [4, p. 53], ou em [3, p. 71].

.............................
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1 = 7-23
= 7-2(17-27)
= 7-217+47
= 57-217. (14)

Substituindo a equagéo (12) na equagdo (14):

1 = 57-2.17
= 5.(24-117)-2.17
= 524-5.17-2.17
= 524-7.17. (15)

Substituindo a equagéo (13) na equagdo (15):

1 = 524-7.17
= 5.24-7(65-2.24)
= 524-7.65+14.24
= 65(-7) +24.(19). (16)

Pela equagéo (16), conclui-se que s = —7 e t = 19, cuja existéncia j& estava garantida pelo Teorema
(1). Além disso, vale comentar que os valores de s e t néo sdo nicos. Para obter uma solucdo
particular da equagao (9) do problema (1), basta multiplicar ambos os lados da equagdo (16) por
5000, assim:

65(-7) +24(19) = 1
65(-35000) + 24(95000) = 5000.
(17)
Pelo teorema (2), a solucdo geral da equagao (9) pode ser dada por:
x = -35000 + 24k, y = 95000 - 65k, com (k € Z). (18)

Como as solugoes devem ser nimeros inteiros e positivos, para que a varidavel x seja positiva,

35000 5000
k > i Para que a variavel y seja positiva, k < 2 . Os tnicos valores de k que satisfazem

essas duas inequagoes sdo k; = 1459, k, = 1460 e k3 = 1461. Assim:

Portanto, tem-se trés solugdes distintas para o problema (1):

e 16 celulares que custam R$ 1300, 00 cada e 165 celulares que custam R$ 480, 00 cada.
e 40 celulares que custam R$ 1300, 00 cada e 100 celulares que custam R$ 480,00 cada.

e 64 celulares que custam R$ 1300,00 cada e 35 celulares que custam R$ 480, 00 cada.
-
; @ sBm
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k X y

1459 16 165
1460 40 100
14601 64 35

Tabela 3: Solugoes inteiras positivas.

4. Método de resolugao 2

Agora serd resolvida a equacgio (9) do Problema 1 usando o Algoritmo de Euclides e o Teorema 1
expondo passo a passo o procedimento de um dispositivo pratico para determinar os valores de s
e t a partir do maior divisor comum de dois ntimeros inteiros, apresentado por [2]:

12 Passo: Primeiramente, preenche-se a coluna “‘n” de acordo com o nimero da linha. FEm
seguida, preenche-se a coluna “q” com os quocientes obtidos no algoritmo de Euclides, tabela (1),
desprezando-se o dltimo, que corresponde ao Testo zero (no caso, o quociente igual a 3) na ordem

contrdaria ao de seu aparecimento no algoritmo, e deixando-se em branco a primeira linha.

q st

ULk W N | B
N = NN

2° Passo: Na coluna “s,t”, coloca-se o nimero 1 na primeira linha (é sempre 1 mesmo), e na
seqgunda linha repete-se o valor do quociente da linha 2.

n q st
1 1
2 2 2
3 2
4 1
5 2

3¢ Passo: Agora, a partir da terceira linha, cada valor sequinte da coluna “s,t” vai sendo obtido de
acordo com a lei de formacdo:

Conforme o esquema abaixo:

|(S’t)n| =4y |(S’t)n71| + |(Svt)1172|7 para n < 3.

O peniltimo valor da coluna “s,t” é o valor de [s| e o ltimo valor da coluna “s,t” é o valor de |t|.
Pela tabela (4), conclui-se que [s| = 7 e |t| = 19. Para decidir sobre os sinais, aplica-se a seguinte
regra: se o nimero de quocientes aproveitados (ou seja, o nimero de linhas preenchidas na coluna
“q”) for impar, entdo s é positivo e t negativo; se o niimero de quocientes aproveitados for par,

. @ sBm

.............................



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Rt o St st i Costa Filho, Rodrigues e Ferri

n q s,t
1 1
2 2 2
3 2 2x2+1=5
4 1 1x5+42=17
5 2 2x7+5=19

Tabela 4: Dispositivo pratico para determinar os valores de s e t a partir do mdc(65,24).

ocorrerd o contrario, entdo s é negativo e t é positivo. Como no problema foram aproveitados
quatro quocientes, segue que s = -7 e t = 19.

Na maioria dos livros o processo envolve uma combinagao linear dos valores a e b dados Esse
processo, que usa a expressao literal, é um tanto trabalhoso quando comparado ao dispositivo
apresentado.

Dessa forma, obtém-se através do dispositivo acima, a equagdo (16):
65-(-7)+24-(19) =1.

A partir daqui segue a solugdo dada anteriormente.

4.1. Dedugao do dispositivo pratico

Supondo |a| > |b|] > 0, com a,b € Z, aplica-se o Algoritmo de Euclides:

Quocientes q, 9,7 9o 93 = Uy q; 9o
a b rq Ty 3 e Tpo Tpog o (1)
Restos Ty Ty I3 Ty o Ty I'n 0

obtendo as equacdes abaixo:

a=qn~b+r1
bzqnfl-r1+r2
Iy =gy Ty +1I3

Iy =q,3°I3 + 1y

I'n3=dpy-TIpp+Ty g
T'np=dqq-Tpq+7Ty
I'n-1 =490 " I'n>

de modo que r, = mdc(a, b).

Isolando os restos das equagbes obtidas pelo Algoritmo de Euclides, segue:

0 @ sBm
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ry=a-q,-b

rp=b-q, 1
'3 =T1 —qpo 12
Tq =I‘2*qn73 + I3

I'n-1=ITn3-9p " I'no

I'n =Tp2 91 " I'n:

Substituindo a primeira das equagoes, no caso ry, na segunda equacédo referente ao r,, obtém-se:

r,=b-q, ;-(@aq,-b)
Iy = b7qn71 cat+dy -y -b
rp=a-(—qu,q1)+b-(1+q, -qy1): (19)
Note que r, foi escrito como combinagio linear de a e b.

Continuando o processo, substituindo r; e o novo valor obtido de r, em r3, segue:

I3 (a Ay - b) S [a ' ( qnfl) +b- (1 +dy Ay )]
I3 =a—qy- b+ qn-1"Y9n-2- a—b- (qn72 T4y A1 qn72)]
r3=a-(1+dy1-Gn2) b (G +Gu 2+ qy Qo1 Gn2)s

que também nos da r3 como combinagdo linear de a e b. O processo continua para os demais restos

I'4,Ts, ..., 1 até obter ry = a-s+b-t. O que importa aqui é entender que os valores s e t que
formam a combinagao linear com a e b (vide Teorema de Bézout) dependem apenas dos quocientes

qn9 qnflv qn725 ceey Q2, q] .

Em [2] é apresentada a tabela a seguir em que é possivel analisar os valores que s e t assumem a
cada novo quociente

n q Sn tn

1 q 1 -ql,

2 aq -3 dp-qp +1

3 q3 q-qq +1 —qz-(dy-q; +1)—q
4

dq a9z (@p-qy+1)—q; —qq-[qz3-(qp-q+1)—qy]+(q-q; +1)

Tabela 5: Dedugéo do dispositivo prético. Fonte:[2].

Observe que a tabela mostra-nos uma lei de formacao dada por uma recorréncia para n > 1:

Sp = tnfl
(o2 , -

n = Q- tho1 +8n
% s

1 O ‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEWATICA
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coms; =1et; =-q.

Voltando no Problema 1 e ainda analisando o Algoritmo de Euclides, de acordo com a equagéo (1)
bem como a Tabela (4), observe que:

mdc(65,24) = mdc(24,17) = mdc(17,7) = mdce(7,3) = 1.
Sendo assim,

mde(7,3) =7-(1) +3- (72)
mdc(17,7) =17 - (-2) + 7 (5)
mdc(24,17) =24 - (5) + 17 - (-7)
mdc(65,24) = 65- (-7) + 24 - (19).

em que os valores realgados podem ser obtidos conforme a Tabela (5):

n qn sn tn
1 2 1 —2
2 2 2 2.(2)+1=5
3 1 5 —1-(5-2=-7
4 2 1 2.(7+5=19

5. Método de resolugao 3

O método que sera apresentado agora consiste basicamente na busca de solugbes inteiras da equacao
(1) utilizando apenas divisdes e manipulagdes matemdticas simples. Segundo [6], a utilizagdo de
divisdes sucessivas para encontrar solugoes inteiras de equagoes diofantinas lineares sdo variagoes
do método da pulverizacio utilizado por Euler em seu livro Algebra, de 1970.

Inicia-se o processo de resolucio isolando na equagao diofantina (1) a varidvel cujo coeficiente em
valor absoluto é menor. Supondo |a| < |b|, isola-se a varidvel x para obter uma expressdo para x
em funcao de y

ax+by = ¢
_ c-by
X = (21)

c—b

Y for um ntmero inteiro para todo y € Z, entdao x também serd e, desta forma, a solugao
c—by
a

Se

geral da equagdo (1) pode ser dada em fungdo do pardmetro y por x = ,com y e Z.

Caso contrario, buscam-se solugoes inteiras realizando algumas manipulacoes matematicas. Como
|a|] < |b| na equacgao (21), para seguir o processo de resolugdo, ha trés casos a considerar de acordo
com os possiveis valores do termo c, que sdo: |c| > |al, |c| = |a] e |c| < |a].

11 ‘-l SBM

.............................
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5.1. Caso I, [c| > |a]

Caso |c| > |a| na equagdo (21), substitui-se ¢ nessa equagdo por ¢ + ¢, com a condigdo de ¢ ser
multiplo de a e |c,| < [a], substitua também b por by + b,, com a condigdo de by ser multiplo de
a e |by| < |a]. A expressdo resultante é:

_ c—by
T a
_ (Cl +C2)*(b1 +b2)y
a
_ Cl*b1y+C2*b2y. (22)
a a

~byy

c
Analisando a equagao (22), IT € Z para todo y € Z, j4 que ¢; e by sao multiplos de a.

Entao, para que x seja sempre um nimero inteiro, c, — b,y deve ser divisivel por a, ou seja, deve
existir um nimero u € Z tal que ¢, —byy = au. Escrevendo y em fungio de u:

au

cr, —au

y b,
2

Cy —boy

(23)

Na equagao (23), se ¢, e a forem multiplos de b,, y serd um ndmero inteiro para todo u € Z, e a
equacido (23) serd uma expressao para y da solugdo geral de (1). Para obter uma expressdo para
x da solugdo geral, basta substituir a equacdo (23) na equagdo (21), conclui-se que a solugdo geral
da equagéo (1), neste caso em func¢do do pardmetro u, é dada por:

cb, —bey + abu cy —au

X:T (§] y:T,ComUGZ.

Caso y na equagao (23) ndo seja um ndmero inteiro para todo u € Z, continua-se o processo das
divisbes sucessivas reescrevendo os termos do numerador da equacao a fim de obter duas parcelas
nas seguintes condigoes: uma das parcelas é divisivel pelo denominador da fracdo, e a outra parcela
é sempre formada por nimeros tdo menores quanto for possivel expressar em valores absolutos.
Dessa forma, o processo pode se repetir de maneira mais simples nessa segunda parcela, ja que ela
¢é composta por nimeros menores em valores absolutos.

Continuando o processo das divisdes sucessivas, na equagao (23), sabe-se que |a| > |b,|: quanto ao
valor de c,, ha 3 situagbes que precisam ser consideradas: |c;| > |bs], |co| = |bo| € |ca] < |by|. A
seguir, serd analisada cada uma das trés situagoes.

o (Situagdo 1:) Sendo |c,| > |by| na equacgdo (23), realizam-se duas substituigdes: ¢, por ¢z + cg,
com a condigdo de c3 ser multiplo de b, e |c4] < |by| e a por a; + a, com a condi¢io de a; ser
multiplo de b, e |ay| < |b,], assim:

" s
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_ cp—au
y - b2
_ (C3 +C4)*(a1 +az)u
b,
_ C3—aju Cq —apu
= N, + n, (24)
~ C3—aju ., ~ S
Pela equacio (24), 5 € Z para todo u € Z, ja que c3 e aj sao miultiplos de b,. Para
2

que y seja sempre um numero inteiro, ¢4 —a,u deve ser divisivel por b,, ou seja, deve existir um
numero v € Z tal que ¢4 —asu = byv. Escrevendo u em fungao de v:

sz
Cq — sz
an ’

Cq —apu

(25)

Na equagao (25), se ¢4 e by forem multiplos de a,, u serd um ntimero inteiro para todo v € Z.
Dessa forma, substituindo a equagéo (25) na equacdo (23) obtém-se uma expressdo para y da
solucdo geral da equagdo (1). Para obter-se uma expressao da solugdo geral para x, basta
substituir essa expressao geral de y na equagdo (21). Vale notar que a solucao geral neste caso
fica em funcao do pardmetro v € Z.

Caso u na equagdo (25) nao seja um numero inteiro para todo v € Z, continua-se o processo
das divisoes sucessivas.

o (Situagdo 2:) Sendo |c,| = |by| na equagdo (23), realiza-se a substituicdo a por a; + a, com a
condicdo de a; ser multiplo de b, e |ay| < |by], assim:

_ cy-au
y - b2
Gy (a; +ay)u
= by
Cr —aju au
= = 1 T2 26
b b (26)
CH—a
Pela equagédo (26), 2b—111 € Z para todo u € Z, ja que c, e a; sao multiplos de b,. Para
2

que y seja sempre um numero inteiro, —a,u deve ser divisivel por b,, ou seja, deve existir um
nimero v € Z tal que —a,u = byv. Escrevendo u em fungao de v:

—au = sz
*sz
u = a (27)

Sendo b, multiplo de a,, u serd um nimero inteiro para todo v € Z. Substituindo a equagao
(27) na equagdo (23) obtém-se uma expressio para y da solugdo geral da equacdo (1). Para

13 @ sBm
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obter-se uma expressao da solucao geral para x, basta substituir essa expressao geral de y na
equacdo (21). Vale notar que a solugdo geral nesse caso fica em fungao do pardmetro v € Z.

Caso u na equagdo (27) ndo seja um ndmero inteiro para todo v € Z, substitui b, por bz + by
na equagdo (27) com a condicdo de bz ser miltiplo de a, e |by| < |as| e continua o processo das
divisbes sucessivas.

o (Situagao 3:) Sendo |cy| < |by| na (23), realiza-se a substitui¢do a por a; + a, com a condigdo
de a; ser miltiplo de b, e |ay| < |b,|, assim:

_ Cy —au
y - b2
- (a; +ap)u
= by
—aju Cy —asu
_ 2o 28
by 5 (28)
Pela equagdo (28), 72—111 € Z para todo u € Z, ja que a; é multiplo de b,. Para que y seja
2

sempre um numero inteiro, ¢, —a,u deve ser divisivel por b,, ou seja, deve existir um nimero
v € Z tal que ¢, —aju = byv. Escrevendo u em fungao de v:

Cr —aru = b2V

¢y —byv
2 2 (29)

ap

Sendo ¢, e b, multiplo de a,, u serd um ndmero inteiro para todo v € Z. Substituindo a
equagdo (29) na equagdo (23) obtém-se uma expressio para y da solugdo geral da equagdo (1).
Para obter-se uma expressao da solucao geral para x, basta substituir essa expressao geral de y
na equacao (21). Vale notar que a solugdo geral neste caso fica em fungdo do pardmetro v € Z.

Caso u na equagdo (29) néo seja um ndmero inteiro para todo v € Z, continua-se o processo
das divisbes sucessivas.

5.2. Caso II, |c| = |a|

Caso |c| = |a| na equagdo (21), substitui b nessa mesma equagdo por by + b, com a condigdo de b,
ser miltiplo de a e |by| < |a|. A expressdo resultante seré:

« = &by
a
_c—(by +by)y
B a
_ by oy (30)
a a

” @ sBm
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< c—b . U .
Pela equagéo (30), le € Z para todo y € Z, ja que ¢ e by sdo multiplos de a. Para que x seja
sempre um numero inteiro, b,y deve ser divisivel por a, ou seja, deve existir um nimero u € Z

tal que —b,y = au. Escrevendo y em fungao de u:

-by = au
—au
y = b_z (31)

Na equagao (31), se a for multiplo de by, y serd um ntimero inteiro para todo u € Z e a equagao
(31) é uma expressao para y da solucao geral de (1). Para obter-se uma expressiao para x da
solucdo geral, basta substituir a equagdo (31) na equagdo (21), e conclui-se que a solugdo geral da
equacdo (1), neste caso em funcdo do pardmetro u, é dada por:

b,c + abu —au
X=——F—— e y=-—,comuc”Z.
ab2 b2

Caso y na equagdo (31) néo seja um nimero inteiro para todo u € Z, continua-se o processo das
divisOes sucessivas.

5.3. Caso III, |c| < |a]

Caso |c| < |a| na equagdo (21), substitui b nessa mesma equagdo por by + b, com a condicdo de b,
ser multiplo de a e |by| < |al. A expressdo resultante serd:

« = &by
a
_c—(by +by)y
- a
- by, e bay (32)
a a

-b
Pela equagao (32), le € 7 para todo y € Z, j4 que —b; é miltiplo de a. Para que x seja sempre
um numero inteiro, ¢ —b,y deve ser divisivel por a, ou seja, deve existir um niimero u € Z tal que
¢—byy = au. Escrevendo y em funcio de u:

c—byy au
c—au

y by,

(33)

Na equagdo (33), se ¢ —a forem multiplos de by, y serd um ndmero inteiro para todo u € Z e a
equacdo (33) é uma expressao para y da solucdo geral de (1). Para obter-se uma expressio para x
da solugdo geral, basta substituir a equagao (33) na equagdo (21), conclui-se que a solucao geral
da equagdo (1), neste caso em func¢do do pardmetro u, é dada por:
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boc—bc + abu c—au
X=————— e y=——, comuc?Z.
ab2 b2
Caso y na equagao (33) ndo seja um ntmero inteiro para todo u € Z, continua-se o processo das
divisbes sucessivas.

Basicamente, o método das divisoes sucessivas vai se repetindo até encontrar um parametro no
conjunto dos niimeros inteiros, garantindo que as incégnitas pertengcam ao conjunto dos ntimeros
inteiros. Esse processo é finito, ja que se trabalha com numeros cada vez menores em valores
absolutos. Agora, esse método sera utilizado para resolver o problema (1).

5.4. Resolugao do problema 1

No problema (1) foi obtida a equagao (9): 65x + 24y = 5000. Como o coeficiente do y é menor que
o coeficiente do x, escreve-se 0 y em funcao de x, substitui 5000 por 4992 + 8 e 65 por 48 + 17:

65x + 24y = 5000
24y = 5000 - 65x
5000 - 65x

(4992 +8) - (48 + 17)x
B 24
4992 -48x 8—-17x
= 7 VI (35)
Analisando a equagdo (35), w € 7 para todo x € Z. Para que y seja sempre um nimero

inteiro, 8—17x deve ser divisivel por 24, ou seja, deve existir um nimero u € Z tal que 8—17x = 24u.
Escrevendo x em funcgao de u:

8—-17x 24u
8 —24u

17

(36)

8§24
Na equagao (36), note que Tu ¢ 7 para todo u € Z, entdo substitui 24 por 17 + 7 para
continuar o processo de divisoes sucessivas:

8 —24u

8- (17+T)u

17
—17u N 8—7Tu
17 17
-

16 @ sBm
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-17
Pela equagéo (37), ez para todo u € Z. Para que x seja sempre um numero inteiro, 8 — 7u

deve ser divisivel por 17, ou seja, deve existir um v € Z tal que 8 - 7u = 17v. Escrevendo u em
funcao de v:

0 = 8*17\/. (38)

- 17
8 = v ¢ 7 para todo v € Z, entao substitui 8 por 7+ 1 e 17 por 14+3

para continuar o processo das divisoes sucessivas:

Na equagdo (38), note que

_ 8-17v
v T
o (T+1D)—(14+3)v
B 7
7-14v 1-3v
= (39)
. 7—14v . , S

Pela equagao (39), —— € Z para que u € Z. Para que u seja sempre um nimero inteiro, 1—-7v

deve ser divisivel por 7, ou seja, deve existir um w € Z tal que 1 —3v = 7w. Escrevendo v em
funcao de w:

1-3v
v = —. (40)

[
~
g

1-Tw

3
o processo das divisoes sucessivas:

Na equacao (40), note que ¢ 7 para todo w € Z ,entdo substitui 7 por 6 + 1 para continuar

(41)

6
Pela equacao (41), ?W € Z para todo v € Z. Para que v seja sempre um ntmero inteiro, 1 —w

deve ser divisivel por 3, ou seja, deve existir um k € Z tal que 1 —w = 3k. Escrevendo w em
funcao de k:

l1-w = 3k
w = 1-3k (42)

.............................
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Na equagdo (42), w € Z para todo k € Z, e o processo de divisdes sucessivas encerra-se. Agora
serd encontrada uma expressao que fornece o valor das incégnitas x e y e obtendo-se uma solugao
geral para a equacdo (9). Essa serd uma solugdo paramétrica em fungdo do pardmetro inteiro k,
para tanto, serao feitas algumas substituigdes nas equagoes obtidas.

Substituindo a equagdo (42) na equagdo (40) obtém-se v em fungdo do pardmetro k:

Substituindo a equagdo (43) na equagdo (38) obtém-se u em funcdo do parametro k:

Substituindo a equagdo (45) na equagdo (36) obtém-se x em fungdo do pardmetro k:

1-7Tw
3
1-7(1-3k)
3
= 2+7k.

_ 8-17v
- 7
8—-17(-2 + 7k)
7
= 6-17k.

8 —24u
17
8 —24(6—-17k)
17
= -8+ 24k.

(43)

(46)

E, finalmente, substituindo a equagdo (46) na equagdo (34) obtém-se y em fungao do pardmetro k:

Portanto, uma solugdo geral da equagao

x = -8 + 24k,

5000 - 65x
24
5000 — 65(-8 + 24k)
24
230 - 65k.

(9) pode ser dada por:

e y=230-65k, comkeZ.

(48)

Como as quantidades de celulares devem ser inteiras e positivas, para que varidvel x seja positiva,

8 L . -
k > —; para que a variavel y seja positiva, k <

24

65
18

230 , . L .
——. Os tnicos valores inteiros de k que satisfazem

.............................
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k x y
1 16 165
2 40 100
3 64 35

Tabela 6: Solugées inteiras positivas.

essas duas inequagdes sdo k| = 1, k, = 2 e k3 = 3. Na tabela (6) sdo apresentadas as solugdes
inteiras positivas obtidas através desses parametros k.

Vale comentar que as solucgoes gerais apresentadas no método 1 pela equacio(18) e no método 3
pela equagao (48) sdo dadas por expressoes matematicas diferentes, porém, representam a mesma
solugdo; esse fato pode ser verificado pelas tabelas (3) e (6).

6. Consideragoes finais

Neste trabalho foram apresentados trés métodos simples que sao utilizados nas aulas preparatoérias
para olimpiadas com alunos de cursos técnicos integrados ao ensino médio do Instituto Federal de
Sao Paulo - Campus Registro, além de jovens participantes do PIC da Obmep oriundos da regiao
do Vale do Ribeira. Espera-se que ele possa contribuir com o aprimoramento do estudo e ensino
de equagoes diofantinas lineares entre professores e alunos do ensino béasico e ensino superior.
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Generalizacao da integral de Fresnel

Joilson Ferreira de Carvalho ® Paulo Sérgio Costa Lino ®

Resumo

Na literatura, existem varias classes e técnicas para calcular integrais improprias, tais como a
teoria dos residuos, mudanca de ordem de integragao, transformadas de Laplace, etc. Neste artigo,
iremos apresentar uma expressao analitica para a generalizacao de uma das integrais de Fresnel,
para tal, usaremos as transformadas de Laplace mudanga de ordem de integracao e identidades
envolvendo as fungoes beta e gama. Consideramos que o desenvolvimento de técnicas alternativas
para calcular analiticamente as integrais impréprias é de suma importancia para a compreensao
da teoria e para o aprimoramento das técnicas atuais.

Palavras-chave: Integral de Fresnel; Funcao beta; Funcao gama.

Abstract

In the literature, there are several classes and techniques for computing improper integrals, such
as residue theory, change of order of integration, Laplace transforms, etc. In this article, we
will present an analytical expression for the generalization of one of the Fresnel integrals, for
this, we will use Laplace transforms, change of order of integration and identities involving beta
and gamma functions. We believe that the development of alternative techniques to Analytically
calculating improper integrals is of paramount importance for the understanding of theory and for
the improvement of current techniques.

Keywords: Fresnel Integral; beta function; Gamma function

1. Introdugao

Em Célculo, quando introduzimos a definicao de integral definida, inicialmente trabalhamos com
uma funcgao f definida em um intervalo limitado [a, b], e consideramos que f nao tenha uma
descontinuidade infinita nesse intervalo. No entanto, para os casos em que o intervalo ¢é infinito ou
f possui uma descontinuidade infinita em [a, b], a integral é chamada de imprépria [8]. Esse tipo
de integral desempenha um grande papel em diversas areas da Matematica e da Fisica.

Dentre as famosas integrais impréprias, destacamos as integrais de Fresnel [1, p. 83] definidas por:

S(z) = ‘/Oxsin(tQ)dt (1)

N
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C(x) = /(jcos(ﬁ)dt (2)

Elas foram desenvolvidas pelo engenheiro civil e fisico francés Augustin Jean Fresnel (1788-1827),
e originaram-se nos estudos da ética, para explicar os fend6menos
da difragao da luz, como as chamadas franjas de interferéncias

[1].

As integrais de Fresnel também sao usadas no método da fase es-
taciondria, um instrumento de analise aproximada, usado em es-
tudos de propagacao ondulatéria [2]. Além disso, elas compoem
as equagoes paramétricas da Espiral de Cornur [1].

. . _ Figura 1: Augustin Jean Fresnel
Neste artigo, iremos usar as transformadas de Laplace, fungao Fonte: https://bit.ly/3FusCZO

gama, fungdo beta e mudanca de ordem de integracao para determinar uma expressao analitica
para a generalizagdo de uma das integrais de Fresnel (1), dada por

1(a) =‘/Omsin(xa)dx, com a>1 (3)

Para isso, apresentaremos algumas defini¢oes e lemas preliminares que serao cruciais para obtermos

I(a).
2. Definicoes e Lemas

Nesta secao, expomos algumas defini¢oes e lemas que serao primordiais para obtermos o resultado
desejado.

Definicao 1. A funcdo gama, denotada por I'(z) , é definida pela integral imprépria

F(x)z/ e ttTtdt
0

com z > 0, de modo que a integral convirja.

Definicao 2. A funcao beta, denotada por B(p, q) é definida por:

1
M%®=/trmfﬂﬂﬁ
0

comp>0eq>0.

Definicao 3. Seja f(¢) uma funcdo definida para ¢t > 0 . A transformada de Laplace de f(t),
denotada por F'(s) é definida por

3UUH=NQ=AMEWUMt

Se a funcdo f é seccionalmente continua (continua por partes) e de ordem exponencial, entdo a
transformada de Laplace F'(s) existe. Chama-se fungoes admissiveis, a classe de fungoes para os

N
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quais a transformada de Laplace existe. E possivel verificar que se f(t) = sen(x), entdo L{f (1)} =
1

14s2°

Lema 1. Seja f : [0,00) — R dada por f(t) =t™. Sen > -1 e s >0, entdo

F(n+ 1)

Z{f)} = (4)
Demonstracdo. Fazendo st = u, e supondo que s > 0, temos
Y A A AN C o u, _T(n+1)
L (1)} _/0 e (2) d(2) = = /O whetdu = — . (5)
m]
Do Lema (1) segue que, se f(t) = t" 1, com n € N*, temos
L _Z{f)}
s T(n) (6)
Lema 2. Se p >0 e g >0, entdo
I'(p)I'(q)
B(p,q) = ——+ 7
( L(p+q) ™
Demonstracao. Considere,
G(z) = /0 P Nz - )T de (8)
Entéao, pelo teorema da convolugdo [8, p. 72 - 74], temos
L{G(x)} = L{z" 12 {z"") (9)
Do Lema (1), segue que
F(p) I'(g) _ T(»T(9)
PGy =-L L D (10)
Assim,
4 [TT(9] _ T(»T(9)
— 1 p+q 1
Gn=< { st* |7 T(p+aq) )
Fazendo z = 1, temos
! L'(p)T'(g)
G(1 =/ (1)@t = prat 12
M= [ N (12)

23 ‘-u SBWI
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Portanto,

I'(p)['(q)

B(p,q) = T(ptq)

Lema 3. Se p >0 e g >0, entdo

-

2 9 - 1I(p)I'(q)
sin?? 1 9 cos?? 19 d9= - ——~ X
A 2T(p+q)
Demonstrag¢do. Do Lema (2), segue que
! T'(p)(g)
B(p, =/tp11—tq1dt=—.
(p,q) ; (1-1) T(p+ )

Considerando ¢ = sin? 0, temos

: T'(p)T
/‘($ﬂ2@p4ﬁ(1*$n2®¢12$n0amﬁdﬁ= (P)I'(q)
0

I

2/ ’ sin?? 2 9 cos?? 2 9 sin fcos @ d=
0 I'(p+q)

Da equagao (17), segue que

[SE]

1T(p)T'(q)

: 2p-1 2q-1 _
sin 0 cos 0do=
L 2T(p+q)

Lema 4. Seja z € R tal que 0 < z < 1, entao

T

F@ra-q = sin(mz)

Demonstragao. Veja em [8, p. 218 - 219].
1 ~ 1
Observe que, se © = 3 entdao I’ (5) =+

3. Resultado principal

Usando a teoria dos residuos [4, p. 231 - 233], obtemos

T

1(2) = ‘/Omsin(xz)dx = % 3

24

L(p+q)
I'(p)I'(q)

Carvalho e Lino

(16)

(17)

(18)

(19)

(20)
" sBm
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que representa a integral de Fresnel classica. A desvantagem do uso dessa teoria é a escolha de um
contorno adequado para realizar a integracao complexa, cuja parte real ird fornecer a integral real
[4, p. 206 - 235]. Outra técnica utilizada para resolver integrais impréprias é o uso de métodos
classicos baseados em transformadas de Laplace, fungao gama, funcao beta e mudanca de ordem
de integracao. Para ilustrar essa técnica, iremos obter a expressao analitica de I(a) dada em (3),
sendo um nimero real. E claro que se a = 2, obtemos o resultado dado em (20).

Teorema 1. Se a > 1, a expressdo analitica para a generalizacdo da integral de Fresnel I(a) € dada
por:

1 (1 T

I(a)=-T"(-|sin|{=— 21

(a) p (0)5111(2(1) (21)

Demonstracdo. Seja v = z™, de modo que du = az® 'dr. Mas = = {/u entdo du = ﬂdm e

u
dr = —udu, assim,
au
°° 1 /= 1~ 1
I(a) :/ sin(u)ﬂdu: —/ wa sin(u)du = —/ - sin(u) du (22)
0 az a Jo aJo wula

Da equagao (6), segue que

1 zg{f(tl)}: 11 / efmtlﬁﬂdt:;l / ety g (23)
ulE 1—‘(1*;) F(l*;) 0 F(l ) 0

Substituindo a equagdo (23) na equagao (22), temos
I(a) L /w(/m ”ttldt) in(u)d (24)
Q)= —— e a dt | sin(u)du
i Db

Aplicando a mudanga de ordem de integragao [5, p. 252] na expressio (25), segue que

1 C T B 1 T .
I(a) m/() ta‘/o e Sm(u)dUdt_—aF(ll)/o t"a L{sin(u)}dt (25)
1

a

1
® ta 1 © 1
= dt = dit
aF(li)/o 1+12 aF(li)/o te(1+ %)

Seja y = t%, de modo que t = y® e dt = ay® 'dy. Assim,

1 0 ayafl 1 /*00 ya72
I(a) = dy = d 26
(@) am%)/o T ) T (26)

1 1 1
Seja y* = tan(J), de modo que y = (tan(9))= e dy = E(tan(ﬁ))ailsecg(ﬁ)dﬁ'
Note que
1+ 9% =1 +tan?(0) = sec?(9), (27)
N
”s @= sBm
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Y2 = [(tan(a))%]H = (tan(9))* (28)

- . T
Se y =0, entao =0, e se y — oo, entao 9= 5 Dessa forma,

10 = s [ it
_ ﬁ%)/om(tan(ﬁ))idﬁ. (29)
Sendo tan() = 12((?) entdo
I(a) = m/om(sm(a))i(cos(a))ida (30)
Scjam 2p71=f% e2q-1= % entdo p = % (1%) eq= % (1+§), assim
I(a) = Wll) /O " (sin(8) (cos(8)2 1 . (31)

Pelo lema (3),

" (sin(@) gy TG RITG ) TG TG
J i s o= 5 S < ST

_T(3-5)T(5+35)
1) = 22a}(17§) 2
TG )0 (5 5)
- 2al(1 - 1) (33)
Pelo lema (4),
11 11 T
R U | e o

|‘. S
26 = SBM
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Substituindo a equagédo (34) na equagao (33), temos
T T

Jsin (5 2)  2a0(1- 1)cos ()

o= a1

a

1
Sendo a > 1, entao 0 < — < 1, de modo que
a

assim,

Note que, se a = 2, temos
1_(1 T 1 1 1 |rn
1(2) = =T [ =] si (-):- S 39
@=3 (2)““4 2ﬁv§ 2\/; (39)
4. Consideragoes Finais

As integrais improéprias desempenham um importante papel em diversas dreas da Matematica e
da Fisica. Muitas das transformadas integrais sdo definidas através de integrais impréprias. Além
disso, elas também estao presentes nas distribuigoes de probabilidades e nas defini¢ées de derivadas
e integrais fraciondrias [6].

Nesse sentido, desenvolver técnicas alternativas para calcular analiticamente as integrais impréprias
é de fundamental importancia para a compreensao da teoria e para o aprimoramento das técnicas
atuais. Como trabalho futuro, desejamos usar as técnicas apresentadas nesse artigo para resolver
outras integrais improprias da Fisica-Matematica.
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A lei de Poiseuille como motivadora
para o ensino de Calculo

Gabriel Fernandez Ferrari Melo ® Juscimar da Silva Araujo ®

Resumo

Neste artigo, apresentamos a lei de Poiseuille, revisitada para o ensino de Célculo Diferencial
e Integral (CDI). Alguns estudos evidenciam a necessidade do uso de préticas alternativas para
o ensino e a aprendizagem do CDI, visando dirimir a evasao e o alto indice de reprovagao que
h& nessa disciplina. Assim, utilizamos uma abordagem baseada na Modelagem Matematica, em
que, por meio da modelagem e descrigao da circulagao sanguinea, obstrucao e ramificacao dos
capilares, apresentamos os principais conceitos referentes ao CDI, a saber: o estudo de fungoes,
limites, derivadas e integrais; evidenciando como esses podem ser empregados em sala de aula;
apresentando assim a conexao entre a Matematica e o mundo real, de modo a contribuir para
dirimir os problemas que se percebem em relacao ao ensino e a aprendizagem nessa disciplina,;
além de possibilitar um lugar na Matematica para o espirito criativo e investigativo.

Palavras-chave: Ensino de Célculo; Aplicagoes da Matemadtica; Lei de Poiseulle; Modelagem
Matematica.

Abstract

In this article, we present Poiseuille’s law, revisited for teaching Differential and Integral Calculus
(CDI). Some studies show the need to use alternative practices for teaching and learning the CDI,
aiming to reduce the dropout rate and the high failure rate in this discipline. Thus, we use an
approach based on Mathematical Modeling, in which, through the modeling and description of
blood circulation, obstruction and branching of capillaries, we present the main concepts related
to the ICD, namely: the study of functions, limits, derivatives and integrals; showing how these
can be used in the classroom; thus presenting the connection between Mathematics and the real
world, in order to contribute to resolve the problems that are perceived in relation to teaching
and learning in this subject; in addition to providing a place in Mathematics for the creative and
investigative spirit.

Keywords: Calculus teaching; Applications of Mathematics; Poiseulle’s Law; Mathematical Mo-
deling.

1. Introdugao

A origem do Célculo Diferencial e Integral (CDI), de acordo com [3], estd fortemente ligada ao
século XVII e a dois importantes nomes da ciéncia: o do inglés Isaac Newton (1642 — 1727), sendo
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amplamente reconhecido como um dos cientistas mais influentes de todos os tempos, e o do aleméao
Goltfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), um polimata que é figura importante na histéria da
Ciéncia, em especial, da Matematica.

O CDI esta presente e é um importante componente curricular nos cursos de graduagao em Ma-
tematica, Fisica, Engenharias, entre outras na area das ciéncias exatas. E nessa componente que
os alunos tém um contato amplo e formal com alguns conceitos importantes, tais como os de limite,
derivada e integrais; conceitos esses que proporcionam uma base sélida para o estudo, por exemplo,
da Matematica no ensino superior e suas aplicagoes em situagoes do mundo real.

Nesse ambito ressaltamos que as disciplinas de Calculo, de modo geral, tém se mostrado desafi-
adoras para boa parte dos académicos nos cursos de ciéncias exatas, como colocado por [1, 11].
Desse modo, entendemos que, ao optarmos por diferentes metodologias de ensino de CDI, pode-se
dirimir os entraves no ensino e na aprendizagem dessa area do conhecimento matemaético.

Seguindo esse viés, ressaltamos que em tempo atual, no ambito da Educagao Matematica, encon-
tramos trés tendéncias muito difundidas nos tltimos tempos, quais sejam: a introducdo de aspectos
de aplicagoes, resolugcao de problemas e a modelagem matemdtica. Nesse contexto, abordaremos no
presente artigo essa tultima, por entendermos que ao trabalhar com a modelagem matemética na
sala de aula podemos provocar sua associagao com questoes reais, o reconhecimento de problemas
e o levantamento de hipdteses.

De posse dessa tendéncia, revisitaremos a lei de Poiseuille; enquanto realizaremos sua modelagem
a partir da situagao fundamental que é o alicerce para seu desenvolvimento: o escoamento laminar
até sua formulacao e determinacao do fluxo sanguineo em um capilar. Além disso, apresentaremos
modelos que estendem essa lei, mostrando sua aplicabilidade para o estudo da obstrugao e rami-
ficacao de vasos sanguineos, onde evidenciaremos os aspectos fundamentais do CDI presente nessa
modelagem, além de explicitar como os mesmos podem ser utilizados como ferramenta motivadora
e alternativa para o ensino dessa disciplina.

Dessa forma, exploramos o uso da lei de Poiseuille, diferindo de como ela é comumente apresentada
em textos, a exemplo de [4, 8]. Entendemos que ao estabelecer forte conexao entre a realidade e a
Matematica, cria-se um espago para discussao, criatividade e investigacao em sala de aula.

2. Algumas consideragoes sobre Modelagem Matematica e fené6menos do mundo real

No presente artigo buscaremos revisitar a Lei de Poiseuille como uma alternativa didatica para
o ensino do CDI via Modelagem Matemaética!. Dessa forma, torna-se importante destacarmos os
aspectos tedricos que fundamentam a modelagem, para explicitar alguns tipos de modelos, bem
como 0s passos para que esses sejam concebidos, testados e aperfeicoados, e sua utilizacao para o
ensino de Matematica.

A modelagem tem sua base fundada na matemaética aplicada e centra-se no desenvolvimento de
um modelo matematico, ou simplesmente modelo, o qual pode ser apresentado como uma repre-
sentacdo de um sistema real [5]. Todavia, o desenvolvimento de um modelo, isto é, o ato da
modelagem, da-se através de fundamentos de um processo, os quais devem ser seguidos para ob-
termos sistematizadamente nosso modelo. De inicio, apresentaremos as diferencas entre os tipos
fundamentais de modelos conforme colocado em [5]: modelos empiricos e tedricos.

Os modelos ditos empiricos tém, como ponto de partida, um processo sistematico de medigao.

1Para fins textuais, utilizaremos o termo Modelagem para nos referirmos & Modelagem Matematica.
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Isto é, os mesmos baseiam-se na averiguacao experimental, em que por meio da anélise dos dados
obtidos formula-se uma equacao ou sistema de equagoes que vinculam as grandezas de interesse
envolvidas no fenémeno estudado. Nesse ambito, citamos, por exemplo, o modelo obtido para a lei
do decaimento radioativo, a qual fora definido através da medigao do nimero de particulas emitidas
pela amostra emissora por unidade de tempo, usando um “contador Geiger” para tal aferigao e
a partir disso identificando, através de uma curva de ajuste, o comportamento exponencial desse
fenémeno.

Ja os modelos tedricos sao fundamentados em algumas etapas, conforme enunciamos abaixo:

e Todo modelo tedrico é obtido em relagao a um determinado contexto, em que se ajustam as
“hipdéteses de trabalho”, isto é, as condicoes e leis compativeis com as restrigoes da situacao
estudada,;

e Todo novo modelo obtido deve ser submetido a testes de confiabilidade, de modo a concordar,
ou nao, com os resultados previamente encontrados sobre a realidade objetiva;

e Um modelo aperfeigoado, isto é, com menos restrigoes ou menos hipéteses de trabalho deve
reduzir-se aos casos mais simples ja determinados nas respectivas situagoes limites;

e Modelos mais simples nao devem ser descartados, pois podem resolver de forma simples proble-
mas em determinadas condigoes.

Os tépicos mencionados acima formam os fundamentos da modelagem como colocado por [5].

Em relagao ao presente texto, destacamos que trabalharemos tanto com modelos empiricos quanto
tedricos; visto que as leis fundamentais que estabelecem as primeiras condigoes para a mode-
lagem da lei de Poiseuille advém diretamente da experimentagao. Nesse caso apresentaremos
uma discussao qualitativa dos resultados, bem como os mesmos apresentam-se matematicamente.
Posteriormente, passaremos a nos ater aos modelos tedricos, os quais serao desenvolvidos sob as
hip6teses experimentais, mas valendo-se de todos os fundamentos da modelagem j& citados.

3. Apresentando a lei de Poiseuille

Um dos pontos de interesse no estudo da dindmica de fluidos é entender como os estados de posigao
comportam-se com a evolugao temporal do escoamento. Todavia, diferentemente do estudo da
dindmica de particulas e trajetorias de outros corpos, os fluidos constituem sistemas continuos, que
nao podem ser tratados de forma discretizada, tornando a andlise de sua dindmica mais complexa
de ser concebida, seja analiticamente ou por métodos numéricos.

Tendo isso em vista, torna-se interessante para tal estudo a avaliacao de aspectos fundamentais do
fluido, de modo que seja possivel estabelecer uma descricao do seu comportamento sob condigoes
particulares que se relacionam com sua natureza fisica.

Nesse contexto, citamos a lei de Poiseuille, publicada em 1840/1841 por Jean Leonard Marie Poi-
seuille (1797 — 1869), um fisico e médico francés. Essa lei apresentou importantes contribuigdes
para a hemodinamica — a qual é um conjunto de componentes fisicos que constituem o bombea-
mento de sangue no sistema cardiovascular — visto que permite a descrigdo do fluxo sanguineo em
vasos cilindricos como colocado por [9], a qual é dada pela Equacao (1)

_ AP RA

V= 1
R (1)
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em que AP é a diferenca de pressoes, n é uma constante chamada de coeficiente de viscosidade,
l e R sao, respectivamente, o comprimento e o raio do vaso cilindrico. No entanto, a formulagao
obtida na lei de Poiseuille mostra-se capaz de modelar nao apenas o fluxo do sangue, mas também
uma classe de fluidos sob algumas hipdteses, que sao:

e O fluido tem de ser viscoso;
e O fluido deve obedecer ao escoamento laminar;

e O vaso cilindrico tem que possuir mais de 0.4 mm de diametro.

Partindo dessas hipéteses, revisitaremos a lei de Poiseuille, de modo que, através da otica da
modelagem, nas subsec¢oes seguintes abordaremos uma descrigao dos aspectos fisicos e matematicos
relacionados & Equagdo (1) como uma alternativa didética ao ensino de CDI, evidenciando como
os principais conceitos dessa disciplina podem ser empregados na descricao dessa lei, além de
mostrarmos como os aspectos mateméaticos presentes na estrutura curricular do CDI levam-nos a
obter importantes consideracées do modelo trabalhado com a finalidade de contextualizar e motivar
o ensino dessa disciplina.

3.1. Viscosidade e escoamento laminar

De inicio, comegaremos revisitando as hipéteses de trabalho da lei de Poiseuille, em especial as
que se referem a classe de fluidos por ela trabalhada: os fluidos viscosos. Essa propriedade é da
natureza fisica do fluido, isto é, relaciona-se a sua constitui¢cao ao nivel molecular, mas seus efeitos
sao notados em escala macroscépica. Nao obstante, sua presenca é mais bem perceptivel quando
observamos o deslizamento de camadas fluidas umas sobre as outras, dando origem a tensoes
tangenciais. Para melhor entendermos esse fenomeno, faremos a descri¢ao do resultado empirico
do que ocorre quando puxamos uma placa de uma caixa com area lateral A com uma forca F na
direcdo do eixo x, a qual estd sobre um recipiente com um fluido viscoso, como o ilustrado na
Figura 1.

YA A

# » X

Figura 1: Esquematizagao do escoamento de um fluido viscoso em uma caixa retangular.

A forca F aplicada gera um deslocamento na direcao do eixo x, todavia, o fluido nao se desloca
de forma homogénea, mas como se fosse composto por uma superposicao de finas laminas em que
a medida que temos uma maior proximidade com o fundo do recipiente temos uma diminuigao
da velocidade v,, e, exatamente, no fundo, temos que o fluido permanece em repouso. Esse fato
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experimental, permite o inicio do processo de modelagem para o escoamento de um fluido viscoso,
visto que temos uma relagao de proporcionalidade entre a velocidade e a profundidade da caixa,
que € linear, mas inversamente proporcional. Com isso, podemos estabelecer uma funcao para a
velocidade do deslizamento em termos de uma altura qualquer y, sendo essa: v : [0,d] — R com
lei de associacao dada pela Fungao (2)

Vo

v(y) = . 2

W)=V (2)
Em que, para y = 0 temos a situacao de repouso do fluido e para y = d temos a velocidade vg da
parte superior do recipiente, evidenciando que essa equagao contém as informacgoes referentes ao
nosso modelo para os niveis de altura avaliados pela caixa da Figura 1.

A Equagao (2) fornece-nos uma descrigdo da velocidade em qualquer altura y, porém ainda pre-
cisamos de um modelo para o entendimento das tensoes tangenciais, as quais permitem que se
mantenha o deslocamento da placa superior com velocidade vg,. Para tanto utilizaremos a lei de
Newton da viscosidade, que se expressa pela Equacao (3)

F
X—UE— o 5 (3)

F
Isto é, a tensao tangencial (K) é proporcional & variacao da velocidade v em relagao a altura, o que

entra em consonancia com o modelo empirico que tratamos acima, visto que a medida que temos
uma menor variacao da altura no eixo y temos uma maior resisténcia ao escoamento que ocorre
nas proximidades do nivel zero do modelo tratado. Ademais, é importante ressaltar a presenca do
termo 7, o qual é uma constante de proporcionalidade chamada coeficiente de viscosidade do fluido;
em especial quanto maior o valor numérico de n mais espesso e maior resisténcia ao escoamento o
fluido possui.

Além disso, é impar que especifiquemos os aspectos matematicos trabalhados nessa primeira des-
cricao do modelo estudado. Em especial, nesse primeiro momento evidenciamos a relevancia da
Equagao (1), a qual nos mostra que a descrigdo do escoamento laminar, o qual é base para a
lei de Poiseuille, pode ser tratada em termos das variacoes da velocidade, sem uso explicito das
derivadas, o que possibilita sua apresentagao aos discentes desde o inicio do curso de CDI.

3.2. Escoamento viscoso em um tubo cilindrico

A partir do entendimento do escoamento laminar, bem como dos efeitos da viscosidade na dinamica
do fluido, podemos nos direcionar para a hipétese do escoamento do fluido em um cilindro. Para
tanto, esquematizaremos esse corpo através da Figura 2 e suporemos o escoamento de um fluido
viscoso que parte do ponto A até o ponto B, atravessando um cilindro de comprimento 1 e raio R.
Nao obstante, iremos, também, descrever um cilindro de raio r’ interno ao cilindro maior.
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Figura 2: Esquematizacao do escoamento de um fluido viscoso em um corpo cilindrico.

Dada tais consideragoes, realizaremos uma descri¢cao do fluxo do escoamento em termos de uma
varidvel r que representa um raio arbitrario definido de maneira consoante ao esquema proposto
pela Figura 2, isto é r € [r’,R]. Para isso, usaremos a lei da viscosidade definida na Equagao (3)

em que as pressoes serao descritas pela relagao da pressao hidrostatica: P; = K‘ comi=1,2. E

importante pontuarmos que a forga relacionada a pressdo P serd positiva, enq{lanto a forca em
relacao a pressao Po serd descrita com sinal negativo. Tal consideracao é efetuada para modelarmos
em que sentido as forcas sao aplicadas. Aqui consideramos o sentido positivo dado pelo fluxo do
fluido. Em relagao as areas A; tomaremos a area da secgao circular do cilindro expressa pelo raio
r ja definido. Com isso, podemos escrever a forga resultante F, atuante no sistema dada por:

F=F; +Fy =Pyr? - Ponr? = (P — Py)ar. (4)

Agora, estamos prontos para expressarmos a lei da viscosidade para nosso modelo em um corpo
de simetria cilindrica. Assim, relacionaremos a parte dos termos diferenciais da Equagéo (3) e a
Equagao (4) tomando uma area A dada por A = 2xrl e a funcdo da velocidade de escoamento serd
definida por v : [r’,R] — R. Ademais, é necessério realizarmos uma ressalva, a qual tomaremos

V 7’ N . . . . . . ~
que o < 0, que decorre do carater de que a medida que o raio r varia, temos uma diminuicao da
T

velocidade por estarmos trabalhando sob a hipdtese do escoamento laminar. Com efeito, podemos
prosseguir para o seguinte desenvolvimento algébrico:

E _ (P1*P2)7Tr2 _ dv

A 2nr] - "E
(P1—Py)r _ dv
21 — dr
Cdv o (P1-Po)
Tdr 271 " 5)

A Equacao (5) apresenta a velocidade v sendo dada por um termo diferencial em relagao & varidvel
independente r. Ademais, essa é uma Equagdo Diferencial Ordindria (E.D.O). Em suas classi-
ficagoes a mesma é dita de varidveis separaveis, no entanto, no enfoque do nosso trabalho nao se
objetiva o tratamento da equagéo (5) com o rigor exigido para uma E.D.O. Entretanto, a dedugao
dessa Equagao mostra uma primeira motivacao aos estudantes, ao passo que apresenta a nocao de
derivada como elemento impar na modelagem e descri¢ao de sistemas fisicos.
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Por outro lado, ao termos uma E.D.O, torna imperativo enunciar o Teorema Fundamental do
Célculo, dado que esse apresenta-se como uma poderosa ferramenta para explicitarmos a funcao
v(r), visto a possibilidade de relacionar os conceitos de derivada e integral (Parte 1), bem como o
célculo de integrais definidas (Parte 2).

Teorema 1. (Teorema Fundamental do Cdlculo — Parte 1) Seja f : [a,b] — R wma funcgdo

continua. A fungdo F : [a,b] — R definida pela expressao

F(x) = / f(s)ds (6)
€ derivdvel e F'(x) = f(x) para todo x € (a,b).

Demonstragao. Ver referéncia [10]. o

Teorema 2. (Teorema Fundamental do Cdlculo — Parte 2). Dada uma fun¢ao continua f{a,b] —» R
e uma de suas primitivas G, entao

b
/ f(x)dx = G(b) - G(a). (7)

Demonstragao. Ver referéncia [6]. i

Sabendo que a funcao v(r) é continua, por implicagoes fisicas do movimento, o que satisfaz as
hipéteses do Teorema Fundamental do Célculo, assim possibilitando que possamos nos valer do
mesmo, em especial a Parte 2, em que tomaremos a =r e b = R. Além disso, destacamos que
faremos uma mudanga de variaveis na integragdo para s, assim como colocado pelo Teorema 1,
de modo que, apds a integragdo da Fungao (5), obtenhamos uma fungao da velocidade em termos
da variavel r definida no intervalo [r’,R]. Efetuada essas consideracoes, realizaremos a integragao
dessa Funcao, que nos leva ao seguinte desenvolvimento,

R dv R (P1 - Pg)
[ adr = *\/r' 2—771st

R
v(R)-v() = [—(P1P2)s2
nl .
P,-P
v(r) = (14—”12)@{242). (8)

Nele, o termo v(R) = 0, pois a velocidade anula-se nas paredes do cilindro. Ademais, a Equagéo (8)
dé-nos a velocidade (v) em relagao a um raio arbitrario r que condiz com as hipdteses de trabalho
para o modelo. Nao s6 isso, mas a descricao da velocidade dé-se por uma fungao do segundo grau,
mostrando que a velocidade possui um carédter parabdlico. Além disso, a obtengao da Equagéo (8)
torna-se de imensa valia para o estudo desse modelo, visto que, ao interpretamos seus aspectos
matematicos, possibilitamos um estudo de fungoes que se conecta com o sentido real do sistema
que estamos modelando.

Primeiramente, analisaremos as raizes dessa equagao, as quais podem ser vistas a medida que
decompomos o termo (R? — 1?) em (R + r)(R — 1) evidenciando que as raizes sio obtidas para
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r = +R. No entanto, como sabemos que a velocidade v estd definida para valores de r € [r’,R],
ou seja, o ponto —R nao pertence ao dominio da fungdo, é interessante, entretanto, discutirmos o
aparecimento desse valor como raiz da Equagao (8). O aparecimento do sinal negativo relaciona-se
diretamente com a simetria do corpo estudado e do perfil da velocidade: parabdlico, pois a parte
que diz respeito a —R pode ser entendida de forma andloga ao R positivo dado que esse é apenas
uma reflexao do mesmo.

Agora, apresentaremos a concordancia da Equagdo (8) com o modelo do escoamento laminar
proposto na subsecao anterior, em especial pelo ilustrado na Figura 1, por isso plotamos o gréfico
da fungéo (8) na Figura 3 (a) e apresentamos na Figura 3-(b) tracamos o comportamento das
velocidades, de fato, ao se aproximarem dos extremos do cilindro, isto é quando r — |R|, tendem
a zero.

R
(Pl Ps) 9 _,1,1‘:.!/“) _—>>
4nl R —pl
>‘

X
;

(a) ' — (b)

Figura 3: Em (a) grafico da fungao (8) e em (b) o perfil parabdlico da velocidade, que ilustra o
escoamento laminar.

Em especial, a interpretagao das raizes da equagao da velocidade bem como a forma parabdlica
dessa equacao compactuam com o modelo previamente apresentado. Além disso, a modelagem e
deducio da equacao (5) motiva e possibilita a inser¢do de um dos conceitos substanciais do CDI:
O teorema Fundamental do Calculo.

3.3. Taxa de variagao e gradiente da velocidade

Nessa subsegdo resgataremos uma equagao previamente trabalhada: A Funcao (5). Essa, que fora
obtida ao aplicarmos as condigoes do escoamento laminar para um corpo com simetria cilindrica
também nos permite obter informacoes acerca da dinamica do fluido. Em especial, tomares a(r) =

v
T e assim temos a expressdo dada por (9)
r

P,-P
a(r) = ﬁr.

(9)
Nesse ponto é interessante analisarmos a funcdo a(r), de modo a entendermos o seu sentido no
presente contexto da modelagem da lei de Poiseuille. Para tanto, iremos nos valer da definicao 1
conforme colocado por [8].
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Defini¢ao 1. Definimos a aceleracdo instantanea a(t) num instante de tempo t como o limite das
velocidades médias num intervalo [t,t + h], isto é:

v(t+h)—v(t) _ @

o I (10)

o)~ i

A Defini¢do 1 estabelece que a aceleracao a(t) é a derivada temporal da velocidade. No entanto,
podemos trabalhar de forma andloga para a fungdo (9), em que definiremos uma aceleragdo em
relacdo & varidvel r, a qual conceituaremos por aceleracao radial a(r). Dessa forma, teremos a
possibilidade de mensurar a variacao da velocidade em termos da distancia r do cilindro apresentado
na Figura 2, a qual possui comportamento descrito pelo grafico da Figura 4.

PPy
251

T
0.000 1

P, - P,

Figura 4: Grafico da fungéo (9); foram usados valores arbitrérios para o termo o
n

Com isso explicitado, agora estudaremos essa aceleragao. De inicio, é interessante notarmos que o
cardter linear presente na Equagao (9) mostra uma concordancia com a Fungao (2) do modelo do
escoamento viscoso. Além disso, & medida que temos uma aceleracdo capaz de variar ao longo de
sua varidvel, temos aqui um movimento que difere dos apresentados como motivadores do estudo da
cinematica no CDI, visto que, comumente tém-se exemplos para os quais a aceleragao apresenta-
se como uma constante. Dito isso, temos que essa conceituagao apresenta-se como uma forma
alternativa aos tradicionais exemplos de aplicacoes cineméticas tratadas no ambito do CDI.

3.4. Fluxo sanguineo e vazao

Nessa subsegao determinaremos o fluxo sanguineo ao longo de um capilar, isto é, o volume de
sangue por unidade de tempo: o qual é a lei de Poiseuille. Para tanto, partiremos do modelo
j& descrito na Figura 2, de modo a determinarmos o volume de sangue que flui em uma secgao
transversal do capilar.

Assim, consideraremos a Figura 5-(a), que esquematiza a sec¢ao circular de interesse em que o con-
junto de raios menores ry,ra, ..., I, estao igualmente espacados de modo que possamos determinar
a drea para esse anel circular, drea que é dada pela Equacao (11),
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(0

(b)

Figura 5: Esquematizagio da seccao circular do cilindro em (a) e dos vasos concéntricos em (b) da
Figura 2.

AL -A,, = 7TI'i2 - ﬂri{l
= a(ry+1im1) (15— Ti-1)
~  27riArg, (11)

em que Ar; =1; — i1, e realizamos a aproximagao de que r; = r;_1 pelo fato de igual espacamento
entre os raios; aqui explicitamos o indice i em Ar; para melhor visualizacao da diferenca dos raios.

Com a determinagao da area do anel circular podemos entao expressar a quantidade de sangue
que passa por ele. Visto que estamos trabalhando com a hipdtese de que o capilar é pequeno
podemos considerar que a velocidade é praticamente constante e dada pela Equacdo (8); dessa
forma o volume Av; no anel é dado pela Equagao (12)

(P —Py)

Av; = (271;Ar;) -
4anl

(R? —1). (12)

Nao obstante, podemos estender essa modelagem para os diversos vasos concéntricos do capilar
como apresentado na Figura 5-(b), uma vez que, a extensao desse modelo garante a quantidade
aproximada de volume total (AV) em todo o capilar, como feito pela Equagao (13)

—Py)

S| (13)

AV = Z [(2711" Ar;) -

Partindo da Equagao (13), podemos entdo avaliar o caso para n — co o qual garante uma melhor
aproximagao para o fluxo sanguineo (V(r)), uma vez que o mesmo tende para a integral apresentada
m (14)

n

(P —Py)

V() = lim [(27rriAri)- e (R? 1ri2
i=1
_ " (PP o .3
_ /0 S (R s (14)
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— onde alteramos a funcdo de integracdo para s como explicitado no teorema 1 e tomamos os
extremos de integragao no intervalo [0, r], pois consideramos o eixo do tubo cilindrico como origem
das coordenadas. Assim, podemos, prosseguir no desenvolvimento da integral de modo,

V() = £5Q§$@fm%7§ms

(P1 *Pz)ﬂ [RQ S2 B S4:|r

2nl 2 4,
(P1—Po)r [ 1% 1t
= — —-———. 1
2n1 R 2 4 (15)

A funcao (15) permite uma descri¢ao da vazao para o escoamento do cilindro com um raio arbitrario
r, de modo que possamos entdao ajusta-la para os devidos fins de interesse, na descricdo de outros
sistemas. Todavia, torna-se ainda interessante estudarmos essa funcao a medida que o raio r
aproxima-se do limite do nosso sistema, isto é, suficiente proximo do raio R, o que é feito tomando
o limite r — R em (15), que nos dé o desenvolvimento explicitado na Equagao (16)

m n(Py—Py) (RZTQ YZ) _ (P *P2)R4_ (16)

rlLR 2nl 8nl
O resultado obtido pela Equagao (15) é a lei de Poiseuille apresentada na Equacao (1), com o
detalhe de estarmos explicitando o gradiente de pressao AP por P;—Ps. E interessante discutirmos
esse resultado, em especial as consideragoes tomadas para sua deducao. Em especial, a Equagao
(14) mostra a obtengao da integral partindo de um limite de somas infinitas além de que os teoremas
1 e 2 —que sao a base para a conexao dos conceitos entre derivadas e integrais — aparecem fortemente
ao passo que conectam a modelagem em torno da variagao de fluxo sanguineo em um anel com a
vazao total V.

Ainda nesse contexto, torna-se imperativo analisarmos a lei de Poseuille no que tange aos termos
que a compoem, de modo que possamos obter informagoes relevantes do comportamento do fluxo
sanguineo. Com esse objetivo, reescreveremos essa lei através da Equagao (17)

R4

AP
V=pT B (17)

A escrita da Equagao (17) explicita os termos de pressdo e do comprimento 1, visto que com isso
podemos estabelecer a relacao em que a vazao é proporcional a uma queda de pressao por unidade
de comprimento 1 em termos de uma constante 8. Essa colocacao torna-se interessante devido
ao carater fisico do problema modelado, mostrando que para maiores valores do comprimento 1
teremos uma menor vazao, ou seja, um menor fluxo sanguineo.

3.5. Um modelo para vasos obstruidos

Com a lei de Poiseuille ja deduzida podemos utiliza-la para modelar o fluxo sanguineo sob algumas
condigoes biolégicas, em especial para o caso de obstrugbes dos vasos sanguineos que acarretam
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variagOes nas pressoes. Em especial, partiremos dos modelos propostos por [4] e entdo o gene-
ralizaremos para obtermos uma lei de Poiseuille modificada para cada um dos casos. De inicio,
analisaremos um capilar que sofre obstrugao, como apresentado na Figura 6.

Figura 6: Esquematizagao para o modelo de obstrugao em um capilar por um arco de circunferéncia.

Esse modelo apresenta a obstrucao sob a hipdtese de que a mesma possa ser aproximada por um
arco de circunferéncia com angulo central ¢. Logo, a diminuicao da area do anel circular dé-se pela

. . ., © ~ .
area desse setor circular que é 2—(7rri2) com ¢ € (0,2r), em que 0s r; S840 08 mesmos esquematizados
Fis

na Figura 5. Assim, podemos partir da Equacao (13) para a vazao V, que considera apenas por¢ao
nao obstruida do anel circular dada pela Equacao (18)

Com isso, obtemos, de forma andloga ao feito na subsecao anterior, uma variacao de lei de Poi-
seutlle, descrita pela Equagao (19)

P,-P
2nriAr; - %(R2 ~-19)]. (18)

¥ AP, B aR*
Vo= (1-£)p =2, B="5 (19)

Além de modelarmos a obstrucao por uma drea de um arco de circunferéncia dos anéis dos capilares,
podemos ainda explorar uma variagao do raio R como feito por [4]. Isto é, consideraremos um caso
em que o raio dos anéis terao maximo comprimento dado por ¢ como mostrado na Figura 7.

Figura 7: Esquematizacao para o modelo de obstrucao através de um novo raio ¢ < R.

Nesse caso, precisaremos garantir que ¢ < R, para tanto tomaremos que ¢ = yR, em que y é uma
constante positiva tal que y € (0,1). Partindo disso, podemos obter uma lei de Poiseuille para
esse modelo, em que basta aplicarmos diretamente a condigao do raio ¢ em (17), de modo que
temos a vazao V, dada na Equacao (20)
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Ve=y'p =t p=" (20)

Esses dois modelos de obstrucgao sao interessantes de serem obtidos, pois permitem um modelo
com certa generalidade para os capilares. Ademais, podemos ainda estabelecer uma relacédo entre
o fluxo V da lei de Poiseuille usual, e suas modificagdes V, e V4 através de suas razoes, as quais
sdo apresentadas na Equacao (21)

14 AP¢
-(1-Z
Ve ( 27r) AP v,
(21)
AP
Y Sl A V4
Vg p

Em singular, esta subsecao possui um valor interesse para o trabalho no aspecto da modelagem,
visto que, ambos os modelos obtidos sdo feitos com base na lei de Poiseuille e utilizando aspectos
geométricos do préprio modelo. Nao sé isso, mas as mesmas ressaltam a concordancia com os
modelos ja obtidos, dado que no limite dos modelos ¢ — 27 e y — 1 restauramos a lei de
Poiseuille.

3.6. Um modelo para ramificacao de vasos

De posse da lei de Poiseuille podemos ainda expandir o modelo para circulagao sanguinea através
de determinar o angulo étimo 6 € (0, 71/2) para a ramificagido de vasos sanguineos; isto é, o angulo
que favorega o escoamento sanguineo ao longo dos capilares. Para isso, comecaremos destacando
a Figura 8-(a) como uma esquematizagao dos vasos sanguineos, além de que consideraremos que
a ramificagao ocorre para vasos de menor raio, entao: r; > re e na regiao da ramificacao teremos
um modelo que serd aproximado para a representagdo da Figura 8-(b).

(a) (b)

Figura 8: Em (a) representagdo do sistema arterial e em (b) modelo para estudo da ramificacao
vascular.

Nao obstante, devemos, ainda, definir uma nova varidvel de interesse: a resisténcia do fluido. De
fato, o processo de escoamento nao é ideal; isto é, ha varias condigoes do préprio sistema que
corroboram para isso, tais como: irregularidades na trajetéria ou a rispidez dos vasos. Por conta
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disso, é necessario definir um termo que descreva esse aspecto do sistema, o qual denominaremos
) b
por resisténcia do sistema, ou simplesmente resisténcia e denotado por R

Por conseguinte, explicitaremos a resisténcia R! em termos das varidveis ja definidas em nosso
modelo da lei de Poiseuille. A ideia para isso é observarmos que a resisténcia R! é proporcional ao
gradiente da pressao AP e inversamente proporcional ao fluxo V do fluido.

Essa discussao tedrica é feita de modo a entendermos como deve ser o comportamento do termo
de resisténcia. Entendemos, através do modelo tedrico, uma possivel expressao para o mesmo, ou
permitindo que tenhamos uma nocao do seu comportamento. No entanto, esse termo foi determi-

AP
nado de modo empirico por Poiseuille, dado por R' = —. Aqui, recorreremos ao resultado obtido

empiricamente, mas sem abandonarmos as ideias de um modelo tedrico, visto que, partindo do
dado real realizaremos a descrigao referente ao dngulo 6timo ja mencionada acima.

Ademais, destacamos ainda que o uso de tal resultado torna-se imprescindivel para esse trabalho
no que tange o uso da modelagem no ensino, visto que, proporcionamos nao sé6 o confronto, mas
a uniao de resultados tedricos e experimentais, corroborando para associacao da matemadtica ao
mundo real, em que reconhece-se o objeto estudado e busca-se hipdteses de solucao para o mesmo.

Efetuada essas consideracoes, podemos, agora, expressar a resisténcia na lei de Poiseuille, em que
AP
usando R! = — na Equacio (16) e realizando algumas manipulacdes algébricas tem-se o resultado
explicitado na Equagéao (22)
1

R! = ME. (22)

. <. . . 8
O termo M é uma nova constante associada a viscosidade do fluido, dada por: M = il Notemos
o

que a resisténcia R! é proporcional ao comprimento do cilindro, visto que para um maior cilindro o
fluido terd mais que escoar por uma trajetéria mais longa, mas a mesma ¢é inversamente proporci-
onal ao raio elevado a quarta poténcia, mostrando que a expansao do raio R diminui a resisténcia
do escoamento de forma quértica.

Definido essa grandeza, podemos enfim modelar nosso problema para a determinagao do angulo
Stimo. Como explicitado na Equagdo (22), temos o destaque para o comprimento 1 e o raio R,
os quais serao determinados tendo em vista a geometria presente na Figura (8), & qual daremos
maior énfase num modelo simplificado apresentado na Figura 9.

C
Uu
b
A B 6
<. T Y -

Figura 9: Esquematizacao dos aspectos geométricos do modelo para ramificagoes da Figura 8.
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Nosso objetivo, agora, sera explicitar alguns termos presentes na esquematizagao do nosso modelo
na Figura 9, de modo que esses nos auxiliem na determinagao do angulo étimo 6. Entao, explorando
o0s aspectos geométricos e trigonométricos da Figura 9 temos as relagbes da Equacao (23)

y = bcot(6),
x =1-bcot(6), (23)
u = bcsc(0).

Como ja mencionado, buscaremos através da Equagao (22) descrever o circuito ABC, em que
consideraremos esse circuito como sendo a soma dos circuitos AB e BC, de forma que a Ragc
seja a soma das resisténcias das duas partes do circuito. Efetuaremos esse tratamento de modo
a obtermos uma descrigao efetiva para o modelo proposto na Figura 8, visto que o circuito BC
possui um raio rs, diferente do raio r; do circuito AB. Assim, podemos, com auxilio das Equacoes
(22) e (23), descrever a resisténcia total como:

Rasc(d) = Ras+Rac
_ M[lbc;t(@)]+M[bcsz(0)}
L)

(24)

1
Ty

[1 b cot(9) b csc(6)
M

A formulacdo obtida em (24) trata a resisténcia ndo como uma equagdo, mas sim como uma
funcao da variavel 8. Com essa funcao, encontraremos o dngulo 6timo e para isso abordaremos
essa questao como sendo um problema de maximos e minimos de uma funcao de uma varidvel em
que determinaremos os pontos criticos da funcdo e verificaremos aqueles que tornam a resisténcia
minima, visto que isso acarreta maior escoamento possivel para o sangue. Para isso, é necessario
definirmos alguns conceitos e proposic¢oes conforme colocado por [6, 8] para essa abordagem.

Definicao 2. Um ponto critico de uma fungao f(x) é um nimero ¢ no dominio da fungao tal que
f’(c) =0 ou f’(c) nao existe.

Definigao 3. Um ndmero f(c) é um valor de

(a) Méximo local quando f(c) > f(x) quando x estd préximo de c;

(b) Minimo local quando f(c) < f(x) quando x estd préximo de c.

Teorema 3. (Teorema de Fermat) Se uma funcgdo £(x) tiver um mdzimo ou minimo local em ¢ e
se f’(c) existir, entdo f'(c) =0

Demonstragao. Ver referéncia [6]. i

As definigbes 2 e 3 introduzem conceitos fundamentais no estudo de fungdes. Além disso, o Teorema
de Fermat (Teorema 3) estabelece uma relagao entre as duas definigdes, de modo que um ponto de
maximo ou minimo local esteja atrelado a existéncia de um ponto critico c. Com isso explicitado,
mostraremos que a fungao (24) admite um ponto critico. Para isso calcularemos a derivada da
fungao que serd explicitada na Equagdo (25)
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dRasc _ N [bcsc2(6) ~ beot(6) csc(@)} .

4 4
do ry

(25)
)

Com isso, seguiremos na determinacao do ponto critico, buscando um ponto c para qual a Equagao
(25) seja identicamente nula, o que nos leva ao seguinte desenvolvimento:

N [bcscj(@) - bcot(@icsc(@)] _ 0
Ty Ty
csc2(6) ~ cot(f) esc(0) 0
rf ) )
1 cos(d)
Eia
=t
socos(9) = (r_Q) . (26)
1

O resultado obtido na Equagao (26) é o ponto critico associado & Fungao (24). Aqui, destacamos
que também podemos explicitar o ponto critico diretamente em termos de 8, com uso da fungao
inversa do cosseno.

Nesse sentido, é oportuno ressaltarmos que esse resultado assegura-nos a existéncia de um ponto
critico associado a fungao do nosso modelo, porém nao garante a existéncia de maximos e minimos
locais. Isto é, as definigdes 2, 3 bem como o Teorema 3 nao nos mostram como encontrar esses
valores, mas, sim, mostram-nos que o ponto critico associado a funcao é um candidato a um desses
valores. Nesse sentido, podemos ainda recorrer a duas proposicoes presentes no calculo diferencial
que permitirao a classificacao, ou nao, do ponto critico em maximo ou minimo local.

Proposicao 1. (Teste da derivada primeira) Suponha que ¢ seja um ponto critico de uma fungdo
continua f(x). Entao tém-se as sequintes possibilidades,

(a) Se o sinal de f'(x) mudar de positivo para negativo em c, entao £(x) tem um mdximo local em c;
(b) Se o sinal de t'(x) mudar de negativo para positivo em c, entdo f(x) tem um minimo local em c;

(c) Se o sinal de t'(x) ndo mudar em c, entao £(x) nao possui mdrimos ou minimos locais em c.

Demonstragdo. Ver referéncia [6]. mi

Proposicao 2. (Teste da derivada sequnda) Suponha que f seja continua na proximidade do ponto
critico c. Entdo tém-se as seguintes possibilidades

(a) Set’(c) =0 ef”(c) > 0 entao f(x) possui um ponto de minimo local em c;

(b) Se f’'(c) =0 e t"”(c) <0 entdo f(x) possui um ponto de mdzimo local em c.
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Demonstragdo. Ver referéncia [6]. o

Ambas as proposicoes 1 e 2 permitem a avaliacdo de um ponto critico, desde que suas hipéteses
sejam satisfeitas. Ao analisarmos a Fungao (25) é perceptivel uma descontinuidade em 6 = 0, com
isso ndo podemos utilizar a proposi¢ao 1 para classificacdo do ponto dado em (26). Entretanto, a
proposi¢ao 2 tem por hipétese uma continuidade definida localmente em termos do ponto critico.
Assim, podemos nos valer da mesma para a classificagao do ponto, de modo que a derivada segunda
da Fungao (24) serd dada pela Funcao (27)

d®Rapc 3 b cot?(0) sec(8) + besc3(0)  2besc?(6) cot () o7
d92 B r4 B r4 . ( )
2 1

Agora, verificaremos o sinal da Func¢ao (27) com (26), que nos leva ao seguinte desenvolvimento,

d’Ragc . = b cot?(6) csc(f) +csc®(6)  2csc?(6) cot(@)]
deo? cos(()):(r—Q) I‘g I‘Zl1
I

3 Mb [cos?(8) 1 ~ 2cos(0)

~ sen3(6) ry rs r!

TR P
sen?(arccos(ry/r})) r; 1S

_ Mb [r? -15 ] (28)
sen®(arccos(ry/r})) | 313

De acordo com nossas hipoteses de trabalho, temos que 6 é um angulo do primeiro quadrante e
logo sen(#) > 0. Além disso, como r; > ro temos entdo que 15 —r§ > 0. Com isso, a Equagao (28)
é maior que zero para todo 6, portanto, pelo teste da derivada segunda (Proposi¢do 2) o ponto
encontrado em (26) é um ponto de minimo, o que permite concluirmos que o dngulo 6timo é de
fato obtido por essa equagao e pode ser dado explicitamente pela Equagao (29)

4
0 = arccos (r_g) . (29)
I

Como mostramos que o ponto critico é um minimo local, entao ele minimiza a fungao da resisténcia,
de modo que quando minimizada por (26) é expressa na Equacao (30)

1 br2
\/17r2/r r2\/17r2

Nesta subse¢ao modelamos o comportamento da resisténcia do escoamento sanguineo ao longo de
vasos que se ramificam. Aqui, destacamos a forte conexao dos aspectos fundamentais da modelagem
que corroboram para a inserc¢ao dos conceitos do CDI, em singular dos problemas de otimizagao

N
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e do estudo de méximos e minimos de funcgoes objetivando a caracterizacdo do angulo étimo
do escoamento, bem como minimizando a resisténcia do escoamento. Outrossim, por meio da
reformulacao da lei de Poiseuille para esse modelo, temos também a garantia de um contraexemplo
a proposicao 1, que se torna de grande relevancia, visto que associa ao problema um aspecto
fundamental presente no CDI: a continuidade de fungoes.

4. Algumas consideragoes

Com as ideias aqui abordadas, objetivando reflexdes e compreensoes acerca de formas de aborda-
mos conceitos do Célculo Diferencial e Integral (CDI) usando a Lei de Poiseuille via Modelagem
Matematica, evidenciamos diferentes meios que podem ser usados pelo professor no ambiente de
sala de aula no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

Neste artigo tivemos especial interesse em apresentar uma alternativa de ensino que provoque
reflexoes e motive o ensino e a aprendizagem de CDI. O artigo visa encaminhar uma reflexao sobre
a ideia de que ha alguns aspectos cuja insergao as aulas pode provocar contribuigoes significativas
para a aprendizagem dos alunos.

Evidenciamos que, geralmente, um aspecto importante é trabalhar com problematizagoes e de-
senvolver no ambito da sala de aula atividades que provoquem os alunos a mobilizarem o seu
conhecimento e a perceberem aplicagoes desse em situagoes do mundo real. Neste movimento
abordamos a modelagem matematica como uma alternativa de ensino e aprendizagem para as
aulas de CDI.

Exploramos algumas situagoes, tais como a circulagao sanguinea, nas quais abordagens com mo-
delagem foram desenvolvidas. O que se pode concluir é que, por um lado, pensar nas atividades
das aulas de CDI como algo que envolve ideias e apresenta sentido no mundo real para os alunos
pode ser fator importante para a aprendizagem e, desse modo, podendo contribuir para dirimir os
problemas que se percebem em relacao ao ensino e a aprendizagem nessa disciplina nos cursos de
graduagao.

Por fim, destacamos ainda que a lei de Poiseuille foi desenvolvida e apresentada para o caso
especifico da circulagao sanguinea. Todavia, dadas as hipoteses de trabalho por nés consideradas,
a mesma apresenta aplicabilidade para uma longa classe de fluidos, como os viscosos; a exemplo
do mel, dleo e o petrdleo. Dessa forma, permite que a mesma seja estendida para outras situacoes
cotidianas que também podem ser de grande valor para o ensino do CDI em sala de aula.

Com isso entendemos que nao devemos pensar a Matemaética consistindo apenas em célculos, sem
lugar para o espirito criativo, investigativo e motivador.
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Uma adaptacao da definicao de corpo para o Ensino
Fundamental: resolucao de equacgoes por meio dos
elementos neutro e oposto

Ivana Manfio Cocco ® Luciane Gobbi Tonet ®

Resumo

Neste trabalho, apresentamos uma proposta didatica contemplando o estudo dos conceitos de ele-
mento neutro e oposto em uma turma de Sétimo Ano da Escola Municipal de Ensino Fundamental
José Rubin Filho, localizada no municipio de Pinhal Grande, RS. Para isso, adaptamos a definigao
de corpo para esse nivel de ensino, tendo como suporte a Teoria das Transposicoes Didaticas,
e trabalhamos com a resolugdo de equacoes baseada no emprego desses elementos. Abordamos
operagoes distintas das usuais com o objetivo de priorizar um ensino de Algebra que vai além
do uso de regras e técnicas sem significacdo por parte dos alunos. De acordo com os resultados
obtidos, consideramos que a nossa proposta de atividade foi satisfatéria e é digna de ser reapli-
cada. Esse artigo é proveniente da dissertagao de mestrado do Profmat — Mestrado Profissional
em Matemadtica em Rede Nacional (COCCO, 2020).

Palavras-chave: Corpo; Elemento Neutro e Oposto; Resolucao de Equagoes; Operagoes Nao Usuais.

Abstract

In this work we presented a didactic proposal that seeks to complete the study of the concepts of
neutral and opposite element in a class of Seventh Grade Elementary School, located in the city
Pinhal Grande, RS. For this, we adapted of field definition for this level of education, supported
by the Theory of Didactic Transpositions, and worked with the solution of equations based on
the use of these elements. We approached operations different from the usual ones in order to
prioritize teaching Algebra that goes beyond the use of rules and techniques without meaning
by the students. According to the results obtained, we believe that our activity proposal was
satisfactory and worthy of being reapplied. This article comes from the master’s dissertation of
PROFMAT - Professional Master’s Course in Mathematics.

Keywords: Field; Neutral and Opposite Element; Solving Equation; Unusual Operations.

1. Introdugao

Na disciplina de Aritmética, presente na matriz curricular do curso de Mestrado Profissional em
Matemética em Rede Nacional (Profmat), estudamos a definicdo de corpo e algumas de suas
propriedades. Temos a conviccao de que nao é possivel abordar tal defini¢ao no Ensino Bésico,
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especialmente da maneira como é apresentada em Cursos Superiores. Entretanto, isso nao diminui
sua importancia nesse nivel de ensino, pois por meio dela é possivel justificar e compreender
propriedades operacionais que, muitas vezes, sao estudadas como regras a serem memorizadas.

Desse modo, neste trabalho apresentamos uma sequéncia didatica adaptando a defini¢ao de corpo

para uma linguagem apropriada ao Ensino Fundamental da Educacao Bésica. Para isso, julgamos

pertinente abordar apenas uma operagao, distinta das operagoes usualmente estudadas neste nivel
e ensino, no Conjunto dos Numeros Racionais.

d , no Conjunto dos N R

Os documentos norteadores da Educacao Basica nao mencionam o estudo de operagoes distintas
das usuais, porém Miguel (2005, p.376) assegura que:

[...] o conhecimento matemdtico nao se consolida como um rol de ideias prontas
a serem memorizadas; muito além disso, um processo significativo de ensino de
Matemdatica deve conduzir os alunos a exploracdo de uma grande variedade de ideias
e de estabelecimento de relagoes entre fatos e conceitos [....] (Miguel, 2005, p. 376)

No entanto, ao analisarmos a Base Nacional Comum Curricular, evidenciamos a importancia da
Algebra nos curriculos escolares, uma vez que

a unidade temdtica Algebm, por sua vez, tem como finalidade o desenvolvimento
de um tipo especial de pensamento — pensamento algébrico — que € essencial para
utilizar modelos matemdticos na compreensao, representacdo e andlise de relagoes
quantitativas de grandezas e, também, de situacoes e estruturas matemdticas, fa-
zendo uso de letras e outros simbolos (BRASIL, 2017, p. 270)

Dentro dessa unidade temadtica, as equagoes possuem papel de destaque, pois sao essenciais na
resolucao de diversos problemas, sejam eles matemadticos ou da area das Ciéncias da Natureza.
No que diz respeito a sua abordagem na Educagao Bésica, é comum tratar o ensino de equagoes
de modo mecénico, baseado no uso de regras e macetes de resolugao. Tal abordagem pode estar
relacionada com a maneira com que os livros didaticos apresentam esse conteudo, uma vez que,
segundo Barbosa e Lins (2013), sdo esses, muitas vezes, o Unico recurso pedagdgico disponivel,
desempenhando um papel fundamental no sistema escolar.

No que segue deste artigo, na Segao 2, abordaremos brevemente a Teoria das Transposicoes
Didéticas, a qual fundamenta nossa metodologia de pesquisa. Na sequéncia, exploramos a de-
finigao de corpo, direcionando as propriedades de modo particular para o conjunto dos Numeros
Racionais Q. Destacamos também o estudo de um exemplo contendo uma operagao nao usual,
como forma de explorar as defini¢oes de elementos neutro e oposto relativos a tal operagao. Na
Secao 4, desenvolvemos a sequéncia didética, contendo cada etapa proposta em aula. Na Secgao 5,
ilustramos alguns dados coletados na turma em que aplicamos a proposta. Encerramos este artigo
com as consideragoes finais, nas quais destacamos a validade da aplicagao da proposta, bem como
as possiveis sugestoes de alteragao para uma préxima aplicacao.

Este artigo é proveniente da dissertagao de mestrado do Profmat. Para maiores detalhes acerca
dos tépicos aqui abordados, indicamos Cocco (2020).

2. Metodologia da Pesquisa

A proposta que apresentamos neste artigo baseia-se na teoria das Transposi¢oes Didaticas. Esse
termo foi introduzido pelo socidlogo Michel Verret (1975), mas aprimorado por Yves Chevallard

N
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e Marie-Albert Johsua (1982), j4 no ambito da Matemética, de onde se expandiu para diversas
outras areas.

Basicamente, designamos transposi¢ao didatica ao processo de adaptacao necessério para transfor-
mar um objeto cientifico em conhecimento escolar, tornando-se uma poderosa ferramenta no que
se refere a melhorias das préticas de ensino vigentes. Segundo Neves e Barros (apud Chevallard,
2005, p. 45)

Um contetido do saber que tenha sido designado como saber a ensinar, sofre a partir
de entdo um conjunto de transformacoes adaptativas que vao tornd-lo apto a ocupar
um lugar entre os objetos de ensino. Este “trabalho” que transforma um objeto de
saber a ensinar em um objeto de ensino € denominado de transposicao diddtica.

(Chevallard, 2005, p. 45)

As transposicoes didaticas sao classificadas em transposicao diddtica externa e transposicao didatica
interna, conforme quem as realizam e como as realizam. Mais especificamente, neste artigo, abor-
damos a transposi¢ao didédtica interna, a qual é realizada pelo professor ao planejar sua aula e
resulta no saber ensinado. Conforme Neves e Barros (2011), “vislumbramos a teoria da trans-
posicao didatica que nos mostra a importancia de se pensar no preparo das aulas: como redigi-las,
como organiza-las, como contextualizd-las; isso porque, em esséncia, o trabalho de transposigao
diz respeito aos saberes.”

No que se refere & Matematica, mais especificamente em seus livros didaticos, os contetidos, por
muitas vezes, aparecem desprovidos do seu real significado ou de uma justificativa mais elabo-
rada. Essa simplificacdo no teor dos contelidos abordados tem por objetivo tornar o livro didatico
mais acessivel ao estudante. No entanto, em varias situagoes, tal padrao dificulta ainda mais a
aprendizagem desses contetdos.

Como se observa, o material diddtico a disposicao do Professor do ensino médio
difere daquele direcionado ao ensino universitdario. Enquanto este udltimo sofreu
uma Transposicao Diddtica de fato, o outro pode ser entendido como um processo
de simplificacao que busca adequar linguagem e recursos matemdticos minimos para
manter o corpo estrutural do Saber a Ensinar. E esse dltimo material diddtico que
o Professor do ensino médio — via de regra — toma como referéncia para preparar
suas aulas. (Alves Filho et al., 2001, p. 10)

A transposicao didatica surge como uma forma de aliar aos contelddos apresentados nos livros de
Educagao Bésica toda a base cientifica comumente expressada em artigos cientificos. Neste sentido,
o professor faz a transposicao didatica ao tornar contetidos estudados a nivel da Educagao Superior
compreensiveis no ambito da Educacao Bésica.

Em relagao a nossa proposta, selecionamos o conceito de anel, presente na disciplina de Aritmética
do curso de Mestrado Profmat e o adaptamos a uma linguagem mais acessivel aos alunos do Ensino
Fundamental. Basicamente, para esse publico-alvo, julgamos pertinente restringirmo-nos a apenas
uma nova operacao dentro do conjunto dos Nimeros Racionais Q.

Convém ressaltar que, em particular, a transposicao didatica nos proporcionou a oportunidade
de estudarmos as propriedades inerentes a uma operacao nao usual, isto é, distinta das operagoes
comumente abordadas na Educacao Bésica, tais como associatividade, comutatividade e existéncia
de elemento neutro e inverso, por exemplo, de forma mais expressiva. Tais propriedades, muitas
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vezes, sao abordadas de maneira superficial em livros didaticos frente a dificuldade da demonstracao
das mesmas perante operacoes usuais.

3. O corpo dos Numeros Racionais

Recordamos que um conjunto K, munido de duas operacoes (+) e (+), ditas adigao e multiplicacao,
respectivamente, é chamado anel comutativo com unidade se as seguintes propriedades operacionais
forem satisfeitas, para quaisquer a, b, c € K:

1. As operagbes sdo comutativas, isto é, a+b=b+aea-b=b-a.
2. As operacgoes sao associativas, isto é, a+ (b+c¢) = (a+b)+cea-(b-c)=(a-b)-c.

3. Ambas as operagbes possuem elementos neutros, isto é, existem 0 € K e 1 € K, tais que,
a+0=0+a=aea-1=1-a=a.

4. Qualquer elemento de K admite elemento oposto, isto é, para todo a € K, existe —a € K tal que
a+(—a)=0.

5. Valem as leis distributivas da multiplicagao em relagao a adicao, isto é, a- (b+c)=a-b+a-ce
(a+b)-c=a-c+b-c.

Se, além dessas propriedades, todo elemento nao nulo b € K possui um inverso em K, isto é, para
todo b # 0, existe b ' € K tal que b-b ! =1, dizemos que K é um corpo.

A definicdo acima, da maneira como geralmente nos é apresentada nos cursos de graduagao, causa
estranheza e é alvo de muitas dificuldades para os estudantes, em parte devido a sua completa
abstracao e total desconexao com os conhecimentos prévios dos alunos. Devido a isso, no que
se refere a sua abordagem na Educacao Bésica, buscamos trabalhar as propriedades operacionais
presentes nesta definicao com tranquilidade, para que somente depois desta etapa o uso delas
torne-se corriqueiro na disciplina de Matematica, principalmente para a resolugao de equagoes.

Dessa forma, adotamos uma postura antagonica a tradicionalmente proposta em livros didaticos
do Ensino Fundamental, nos quais essas propriedades operacionais geralmente sao tratadas como
regras. Habitualmente, tais livros iniciam a abordagem dessas propriedades por meio de exemplos
numéricos e, mesmo havendo um convencimento das suas validades, nao sao feitas formalizagoes
dos resultados, conforme destaca Colago (2010, p. 7):

Ja os livros diddticos dos tempos atuais tém mostrado auséncia, por muitas vezes
completas, de explicagoes de teor matemdtico para que o aluno esteja a par, e en-
tenda matematicamente, o porqué de certas passagens matemdticas na resolucao de
problemas que envolvam propriedades das operagoes. (Colago, 2010, p. 7)

A abordagem de uma operacao distinta da usual, entre outros fatores, colabora com a compreensao
da defini¢do de elemento neutro de uma maneira mais efetiva. Ao aluno, nesse caso, propiciamos
uma oportunidade para perceber que os ntimeros zero e um nao sao os Unicos elementos neutros
aditivo e multiplicativo existentes, o que geralmente é alvo de muitas dificuldades em alunos de
cursos superiores na area das exatas. A mesma reflexao estende-se a definicdo de elemento oposto.

Com o proposito de exemplificar nossa proposta, vamos considerar um exercicio proposto por Zahn
(2013). No Conjunto dos Numeros Racionais (Q), definimos, para quaisquer x,y € Q, as operagoes
de adigao e multiplicagao, respectivamente, por

X*y=xX+y—3 an
N
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1
XTy=X+y7§X}/.

Ressaltamos que quando os elementos oposto e inverso referirem-se as operagoes de adigao e mul-
tiplicagdo usuais, respectivamente, suprimiremos a mencio a tais operagoes. Apenas faremos
distingao quando as operagdes ndo forem as usuais. Além disso, em Cocco (2020, p. 17) apresen-
tamos o procedimento completo para demonstrar que a terna (Q, *, T) é um corpo. Nesse artigo,
abordaremos apenas os calculos dos elementos neutro e oposto, contemplando nosso tema central.

Sejam a, b, c € Q elementos quaisquer. Observamos que,

1) para todo a € Q, axe = a, implica que a+e—3 = a e, portanto, adicionando o oposto dos nimeros
a e —3 a ambos os membros desta igualdade, concluimos que existe e = 3 € Q elemento neutro
relativo a operacao .

2) para todo a € Q, aTe’ = a implica que a + e’ — %ae’ = a. Ou seja, e’(1 - %a) = 0 e, portanto,
e’ =0 € Q é o elemento neutro relativo a operagao T.

3) para todo a € Q, axs = e, implica que a+s—3 = 3. Portanto, adicionando o oposto dos niimeros
a e -3 em ambos os membros, concluimos que existe s = 6 — a € Q elemento oposto de a.

4) dado a € Q tal que a # 3, se aTr = 0, entdo a+r — %ar = 0. Logo, adicionando o oposto do

nimero a em ambos os membros e aplicando a propriedade distributiva, obtemos r(1— %a) = —a.
Portanto, existe r = 73373& € Q elemento inverso de a # 3.

Ressaltamos que apenas faz sentido falar em inverso para elementos nao nulos. No nosso contexto,
um elemento a € Q é nao nulo se a # 3, haja visto que 3 € Q é o elemento neutro aditivo.

A seguir, apresentamos uma equacao cuja resolucao estd baseada nos conceitos de elemento neutro
e oposto de cada uma das operagoes envolvidas. Nosso objetivo é mostrar que, sem a compreensao
efetiva de ambos os conceitos, ndo podemos resolver as atividades propostas em Cocco (2020, p.
20).

Ezxemplo Inicial: Resolva a equacao (20 *x)T2 =11 em Q.

Primeiramente observamos que, conforme vimos no item 4, o elemento inverso de 2 € Q é r =
75%22 = —6. Desse modo, operamos —6 em ambos os membros da equagao inicial e, aplicando a
propriedade associativa de T, obtemos

[(20 x)T2]T(-6) = 11T(-6)

(20 *x)T[2T(-6)] = 11+ (-6) - % -11 - (-6)
(20+x)TO = 27
20xx = 27 (1)

uma vez que 0 é o elemento neutro da operacao T.

Novamente, de acordo com o item 3, s = 6 — 20 = —14 é o elemento oposto de 20 € Q em relagao
a operagao *. Dessa forma, operamos com —14 em ambos os membros da igualdade 1 e, por meio
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das propriedades comutativa e associativa de %, obtemos

(20 xx) % (-14) = 27x(-14)
x* (20 (-14)) = 27+ (-14)-3
xx3 = 10
x = 10

pois 3 é o elemento neutro da operagao *. Portanto, o Conjunto Solugao dessa equagao é S = {10}.

Por meio da resolucao dessa equagao, evidenciamos a importancia dos conceitos de elemento neutro
e oposto relativos a cada uma das operagoes envolvidas. Além disso, salientamos que o emprego
dos “atalhos matematicos”, tais como passa para o outro lado com o sinal contrdrio ou se estd
multiplicando passa dividindo, torna invidvel a resolugao de equacoes desse tipo, uma vez que, em
se tratando de operagoes nao usuais, essas regras nao possuem sentido. Em fungao disso, julgamos
pertinente a abordagem inicial das equagbes com operagbes usuais, sem mencao a tais macetes
para resolugao. Em nossa concepgao, os mesmos serao compreendidos no decorrer da pratica em
sala de aula.

4. Desenvolvimento da Sequéncia Didatica

As atividades que propomos neste trabalho foram desenvolvidas no ano de 2019, no decorrer de
nove periodos de cinquenta minutos cada, em uma turma de Sétimo Ano, composta por doze

alunos, da Escola Municipal de Ensino Fundamental José Rubin Filho, no municipio de Pinhal
Grande — RS.

Optamos por aplicar a proposta em uma turma regular de ensino, no horario de aula. Por essa
razao, estavamos sujeitos a diversas situagoes imprevistas, como, por exemplo, dificuldades bésicas
de aprendizagem em Matematica, auséncias e indisciplina dos alunos. Dividimos a sequéncia
didatica em trés partes, que apresentaremos a seguir.

4.1. Primeira Parte — Introdugao as operagoes nao usuais

A primeira atividade proposta tem como objetivo proporcionar o contato inicial com operacoes
distintas das usuais, ou seja, permitir que os alunos desenvolvam calculos envolvendo operagoes
diferentes das que estao habituados a trabalhar. No que segue, juntamente com o enunciado da
questao, apresentamos uma solugao para a mesma.

Questao 1. (Obmep — 22 fase — 2018 — Nivel 3 —~Adaptada) Sérgio inventou as operagdes ma-
tematicas ® e @ entre os niimeros racionais, como abaixo:

a®b = a?+b?
a@b (a+Db)2

Por exemplo, 184 =12+42 =17 e 1@(-6) = (1 + (-6))? = 25. Utilizando as operacdes criadas por
Sérgio, responda as questoes a seguir:

a) Qual é o valor de:
e (-1)m17?
an
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Solugio: (-1)m1=(-1)2+12=1+1=2.

e 1®(-5H)?

Solugcdo: 1®(-5) =12+ (-5)2 =1+25 = 26.
e 237

Solucdo: 2m3=22+32=4+9=13.

e 2@07

Solucdo: 2@0 = (2+0)2 =22 =4.
e 3@27

Solugdo: 3@2 = (3+2)? =52 =25.
e 2@37

Solucdo: 2@3 = (2+3)% =52 =25.
b) Qual é o valor de (2@3) — (2= 3)?
Solugdo: (2@3) - (2m3) = (2+3)2-(22+3%)=52-22-32=12.

Em seguida, na segunda atividade, buscamos ilustrar a validade da propriedade comutativa por
meio de alguns exemplos numéricos. Ressaltamos que, matematicamente, nao podemos concluir
que uma operagao é comutativa a partir de um numero finito de exemplos. Entretanto, essa pratica
estd de acordo com a abordagem geralmente feita nos livros didaticos para esse nivel de ensino.

Questao 2. Sejam a,b € Q- {0}. Definimos as operagoes:

aab = ab
a¢b = b
e Calcule:
a) 1a37
Solugao: 1a3=1-3=3.
b) 3417

Solugao: 3a1=3-1=3.

c) (-2)a(-3)7

Solugdo: (—2)A(-3) = (-2) - (-3) =6.
d) (-3)a(-2)?

Solucdo: (—3)a(-2) = (-3) - (-2) = 6.
e) 3427

Solugao: 3a2=3-2=06.

f) 2437

Solucdo: 243 =2-3 =6.
-
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g) 3457

Solucdo: 345 =53 =125.

h) 2¢(-1)?

Solucdo: 24(-1) = (-1)2 = 1.
i) 6417

Solucdo: 641 =16=1.

j) 1467

Solucdo: 146 = 6! = 6.

e Nos itens (i) e (j), realizamos a operagdo ¢ com os mesmos numeros; entretanto os resultados
obtidos sao distintos. O que isso nos permite concluir?

Solugdo: A operagdo ¢ nao é comutativa, pois quando mudamos a ordem das parcelas obtemos
resultados diferentes.

e E quanto a operagdo A: é comutativa? Justifique.

Solugao: Nos pares de itens (a) e (b), (c) e (d) e (e) e (f) , realizamos a operagado A com 0s mesmos
nameros e obtemos os mesmos resultados. Com isso, temos que, ao mudar a ordem das parcelas,
o resultado nao se altera. Portanto, a operacao A é comutativa.

Por fim, abordamos na terceira atividade a generalizacao da validade de algumas propriedades com
relacao a determinada operagao.

Questao 3. Em Q, definimos a operagao:

X*y=X+y-—3.

a) Calcule:

®2x3

Solugao: 2%x3=2+3-3=2.

e 5x3

Solugdo: 5%*3=5+3-3=5.

e 103

Solugao: 103 =10+ 3 -3 = 10.
o243

Solugdo: 83 =%+3-3=

wt|oo

b) O que ocorre quando uma das parcelas é 37

Solu¢do: Quando operamos um numero com 3, obtemos como resultado o préprio niimero.
¢) Podemos dizer que 3 é o elemento neutro da operagao =?

Solugao: Sim, pois para qualquer a € Q, temos que a*3=a+3-3=a+0=a.

N
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d) Calcule:

®2x4

Solucao: 2x4=2+4-3=3.

o 8% (-2)

Solugdo: 8+ (-2) =8+ (-2)-3=3.
®3x3

Solugao: 3x3=3+3-3=3.
e5x1

Solugcdo: 51 =5+1-3=3.

e) Em cada uma das operagoes realizadas no item (d), obtivemos como resultado o elemento neutro
relativo a operacao *. O que isso significa?

Solu¢do: Em cada item, um dos nimeros é o oposto do outro.
f) Dado um nimero a € Q, qual é o elemento oposto de a?

Solu¢do: Queremos encontrar a’ € Q, tal que a*a’ = 3, ou seja,

a+a’ -3 = 3
a+a’-3+3 = 3+3
a+a’ = 6
at+a’ +(-a) = 6+(-a)
a’ = 6-a.

Logo, o elemento oposto de a é a’ =6—-a € Q.
g) Calcule:

e 4xb

Solugao: 4x5=4+5-3=06.

e 5x4

Solugcdo: bx4=5+4—-3=6.

e (-2)%6

Solucdo: (-2)*6=(-2)+6-3=1.

e 6x(-2)

Solugdo: 6+ (-2) =6+ (-2)—-3=1.

h) Analisando o item anterior, vimos que podemos comutar as parcelas da operacao *, e o resultado
permanece igual. Sera que isso ocorre para quaisquer nimeros?

Solugdo: Sim. Mostraremos, para o caso geral, que a operagao * é comutativa, isto é axb =b xa.
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Para isso, consideremos a,b € Q. Assim,

a*b = a+b-3
= b+a-3
= b=xa.

i) Calcule:

o (1x6)*5

Solugao: (1%6)*5=(1+6-3)«x5=4x5=4+5-3=6.
o 1x(6x5)

Solugdo: 1% (6+5)=1%x(6+5-3)=1%x8=1+8-3=6.
o (9%4)x2

Solucdo: (9%4)+2=(9+4-3)%2=10%2=10+2-3=09.
e 9x(4x%2)

Solugdo: 9+ (4%2) =9+ (4+2-3)=9%3=9, pois 3 é o elemento neutro da operagao x*.

j) Pelo item anterior, vimos que podemos associar de maneiras distintas as parcelas da operagao
%, € mesmo assim obtivemos o mesmo resultado. Isso ocorre para quaisquer nimeros racionais?

Solugao: Sim. Mostraremos, para o caso geral, que a operagao * é associativa, isto é, (a*b) xc =
ax (b =*c). Para isso, consideremos a, b, c € Q. Temos que

(axb)xc = (a+b—-3)=*c
= (a+b-3)+c-3
= a+b+c—6.

Por outro lado,

ax(bxc) = ax(b+c—3)
= a+(b+c-3)-3
= a+b+c—6.

Portanto, (a+b)xc=a=(b=xc).

Destacamos que os itens (c), (f), (h) e (j) devem ser resolvidos exclusivamente pelo professor na
lousa, pois os mesmos consistem em generalizagoes das propriedades. Na nossa proposta, nesse
nivel de ensino, nao almejamos tornar essas generalizagoes um exercicio destinado ao aluno.

4.2. Segunda Parte — Resolugao de equagoes

Dedicamos esta etapa da proposta para o estudo e resolucao de um exemplo. Todas as equagoes
foram exploradas com o auxilio do professor, com o objetivo de familiarizar o aluno e prepara-
lo para a préxima etapa. Conforme destacamos nas solugoes apresentadas, desenvolvemos uma
espécie de roteiro de resolucao, elaborado a partir da maneira como os alunos estavam habituados
a resolver equacoes do primeiro grau com uma incégnita.

N
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Exemplo: Considerando a operacdo x * y = x +y — 3, determine o conjunto solucao das equagdes:
a) x*12 =14.

Solugdo: Determinamos, inicialmente, o elemento neutro e € Q da operagao *. Por definigao
a*e = a, ou seja, a+e—3 = a, para todo a € Q. Adicionando o oposto dos nimeros -3 e a em
ambos os membros, obtemos e = 3, o elemento neutro relativo a operagao .

Na sequéncia, determinamos o elemento oposto de a € Q com relacao a operagao *. Com efeito,
seja a’ € Q o elemento oposto de a. Por definigdao, a *a’ = e, ou seja, a+a’—3 = 3. Adicionando o
oposto dos niimeros —3 e a a ambos os membros, concluimos que a’ = 6 — a.

A partir de agora, prosseguimos com a resolucao da equacao. Para isso, observamos que o elemento
oposto de 12 em relacao a operagao * é 6 — 12 = —6. Logo,

(x % 12) % (-6) = 14 = (-6).

Pela associatividade da operagao *,

x* (12% (—6)) =x*3 =14+ (-6) -3 =5.

Como 3 é o elemento neutro da operacao *, concluimos que x = 5. Portanto, o conjunto solucao
dessa equacgdo é S = {5}.

Por fim, achamos oportuno verificar se o resultado obtido estd correto, tendo em vista a possivel
dificuldade que os alunos poderiam apresentar relacionadas ao contexto novo das operagoes intro-
duzidas. Para isso, devemos substituir na equacao inicial a incégnita pelo valor encontrado e obter
como resultado o ntimero 14. Ou seja,

5x12=5+12-3=14.

b) 2x x 12 =T % x.

Solu¢ao: Como vimos anteriormente, o elemento oposto do niimero 12 em relagao & operagao * é
6 — 12 = 6. Desse modo, quando operamos com o nimero —6 em ambos os membros da equagao
em questao, obtemos

(2x % 12) % (—6) = (7T *x) = (-6).

Devido as propriedades comutativa e associativa da operagao *, segue que
2x# (12 % (=6)) = (7 * (-6)) *x,

ou seja, 2x * 3 = (-2) * x. Logo, 2x = (-2) *x

Agora, o elemento oposto do nimero x relativo a operacao * é 6—x. Entao, operando com o nimero
6 —x em ambos os lados da equacao anterior e pelas propriedades da operacao *, temos

2x % (6—x) = (-2) = (x % (6 —x)).

Ou seja, x +3 = —2. Por fim, adicionando o oposto do niimero 3 nos dois membros dessa equagao,
concluimos que x = —5. Portanto, o conjunto solugao dessa equagao é S = {-5}.

N
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Novamente, vamos verificar se a solucao encontrada estd correta. Para isso, devemos substituir a
incognita pelo valor encontrado em cada membro da equagao inicial e obter o mesmo resultado em
ambas as substitui¢oes. Ou seja,

2. (-5)#12=(-10) *12=-10+12— 3 = 1.

E, por outro lado,
7+ (-5)=7+(-5)-3=-1

4.3. Terceira Parte — Exercicios resolvidos pelos alunos

Nesta etapa, os alunos resolveram quatro equagoes envolvendo uma operacao distinta das usuais,
baseadas nos exemplos que trabalhamos na etapa anterior. Para isso, eles estavam organizados em
trios ou duplas e podiam consultar o material que foi desenvolvido nas aulas anteriores.

Exercicio: Considerando operagao x *y = x +y — 3, resolva as equagoes:
a)bxm=0

Solu¢ao: Conforme exemplos explorados na Segao 3, temos que 6—5 =1 é o elemento oposto de 5,
relativo & operacdo *. Assim, pela associatividade de =,

1%(b*m) = 1x0
(1*5)*m = 1+0-3
3xm = -2
m = -2

)

pois 3 é o elemento neutro da operacao *. Portanto, o conjunto solugéo é S = {-2}.
b) x %23 = 25.

Solugdo: Novamente, conforme exemplos explorados na Secdo 3, o elemento oposto de 23 em
relacao a operagao * é 6 — 23 = 17 € Q. Desse modo, pela propriedade associativa de *,

(x%23) % (-17) = 25%(-17)
x* (23 % (-17)) = 25+ (-17)-3
x*3 = 5
X = 5,

uma vez que 3 é o elemento neutro da operagao *. Portanto, o conjunto solugao é S = {5}.
c) (x—-T)x5=15

Solugao: De acordo com a letra a), o elemento oposto de 5 é 6-5 =1 € Q. Assim, pela propriedade
associativa de #,

[(x=T7)=5]*1 = 15%1
(x T)*(5+1) = 15+1-3
(x - T)*3 = 13
x-7 = 13,
ran
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pois 3 é o elemento neutro da operacao *. Entao, adicionando o oposto do niimero —7 em ambos
os membros, concluimos que x = 20. Portanto, S = {20}.

d) (m+4)+(m+2)=3

Solugdo: Conforme a Se¢do 3, o elemento oposto do niimero m+2 relativo a operagao = é 6—(m+2) =
4—m € Q. Desse modo, pela associatividade de =,

[(m+4)«(m+2)]*(4-m) = 3x(4—m)

(m+4)*[(m+2)*x(4-m)] = 4-m
(m+4)*3 = 4-m
m+4 = 4-m,

pois 3 é o elemento neutro da operagao *. Assim, adicionando os opostos dos nimeros —m e 4 em
ambos os membros, obtemos 2m = 0 e, entao, concluimos que m = 0. Portanto, o conjunto solugao
é S = {0}.

Na préxima secao, ilustraremos algumas das resolugoes destas equagoes apresentadas pelos alunos.

5. Sobre Alguns Resultados Obtidos

Inicialmente, consideremos a equacao 5% m = 0. Na Figura 1, apresentamos a resolucao dada por
um aluno. Primeiramente, o aluno calculou o elemento oposto do ntiimero 5 em relagao a operagao
x. Em seguida, utilizou as propriedades associativa e comutativa da operagao *. Por fim, na coluna
da direita, realizou o processo de verificagao, para ter certeza de que o resultado encontrado estava
correto.

M BteMerno OfosTo be S5 =4-6=1

a)5+m=90 3
(E)%M\*izoki #EHOCES’SO e \]‘EE’\:-F\CF}CH’-TO =
N-?:(C_)-#gi—):0+i'*3 EAxAM=O

M (5HA-2)="d g% CN=0
Mx3=-9, 54(-2-3)= 0
n+3-3= -2 5-5z0

44$0= -2 L
M]*;tf: 0, 0=0 (v

Figura 1: Resposta dada para a equacao 5 m = 0.

Com relacao & equagao x * 23 = 25. Na Figura 2, apresentamos a resposta obtida por um aluno.
Similarmente a resolucao anterior, o aluno calculou o elemento oposto do nuimero 23 em relagao
a operagao *. Em seguida, aplicou a propriedade associativa da operagao *. Por fim, escreveu o
conjunto solugao da equacao.

N
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Figura 2: Resposta dada para a equacao x * 23 = 25.

Na Figura 3, ilustramos a resolugdo apresentada por um aluno para a equagdo (x—7) %5 = 15.
Inicialmente, o aluno calculou o elemento oposto do niimero 5 em relagao a operacao * e aplicou
a propriedade associativa dessa operagao. Em seguida, realizou o processo de verificagao. Alguns
alunos tiveram dificuldade em interpretar o elemento x — 7 como um tinico nimero.

196" "
j’g? Y b "?)ii"i‘;}
L -»={P
1547

Figura 3: Resposta dada para a equacao (x—7) %5 = 15.

Na Figura 4, destacamos a resolugao desenvolvida por um aluno para a equagao (m+4)*(m+2) = 3.
Similarmente as resoluc¢oes anteriores, o aluno calculou o elemento oposto de m + 2 em relagao a
operacao * e aplicou a propriedade associativa dessa operacao. Para finalizar, realizou o processo
de verificagao. Nessa questao, os alunos também apresentaram dificuldade em perceber que os
elementos m +4 e m + 2 representavam, cada um deles, um tnico nimero. Em consequéncia disso,
nao conseguiam determinar de qual dos dois niimeros deveria ser calculado o elemento oposto, uma
vez que, em qualquer escolha, tal elemento teria a varidvel junto.
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dy{m+4)x(m+2)=3 7 e I R R e
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Figura 4: Resposta dada para a equagao (m+4) = (m+2) = 3.

Ao analisarmos todas as resolucoes apresentadas pelos alunos, evidenciamos que a maioria deles,
mesmo sabendo que o nimero 3 era o elemento neutro da operagdo *, refizeram os calculos envol-
vendo tal elemento. Apresentamos, na Tabela 1 a seguir, o nimero de alunos que realizou essa
passagem diretamente, utilizando apenas o conceito de neutralidade do nimero 3, bem como o
nimero de alunos que refez os cédlculos, demonstrando uma possivel defasagem na compreensao
deste conceito.

’ Equacgao \ Uso adequado do conceito \ Refizeram os céalculos
5%xm=0 03 09
x %23 =25 01 11
(x-7)*x5=15 07 05
(m+4)*(m+2)=3 03 09

Tabela 1: Relagao de alunos que utilizaram diretamente o conceito de elemento neutro.

De modo geral, os alunos nao apresentaram maiores dificuldades na resolugao das atividades,
conforme podemos observar na Tabela 2 a seguir.

’ Equacao \ Acertos \ Equivocos \ Percentual de acertos ‘
5+xm=0 12 00 100
x %23 =25 09 03 75
(x-7)x5=15 11 01 91,67
(m+4)«*(m+2)=3 11 01 91,67

Tabela 2: Relagao de acertos e equivocos de cada equacgao.

Apresentamos, na Figura 5, algumas opinides dos alunos sobre as atividades que foram desenvol-
vidas.
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Figura 5: Opinioes sobre as atividades.

Desse modo, através dos relatos dados pelos alunos, constatamos que os mesmos sentiram-se moti-
vados a trabalhar com operag¢oes nao usuais, uma vez que, apesar de nao considerarem as atividades
faceis, afirmaram que foi divertido trabalhar com elas e, além disso, demonstraram que conseguiram
compreender o que foi proposto a eles.

6. Consideragoes Finais

Antes de aplicarmos as atividades com os alunos, nao trabalhamos a resolucao de equacoes do 1°
grau com uma incognita por meio de“atalhos matemédticos”. Ao invés disso, enfatizamos o estudo
e o emprego dos conceitos dos elementos neutro e oposto das operagoes de adigao e multiplicagao
usuais. Em virtude disso, os alunos nao estavam acostumados a utilizar os tradicionais macetes
para isolar a incognita, tais como “passa para o outro lado com o sinal contrario” ou ainda “se esta
multiplicando passa para o outro lado dividindo”. Acreditamos que a maneira como abordamos
esse conteido inicialmente foi essencial para que a turma conseguisse resolver as equagoes que
envolviam operagoes distintas.

Tendo em vista os resultados que obtivemos com as atividades, consideramos que nossa proposta
de aplicacao é digna de ser repetida em outras oportunidades. Porém, julgamos necessario ampliar
o nimero de exercicios introdutdrios para que os alunos possam compreender mais amplamente as
definigoes de elemento neutro e oposto, sem atrelar apenas aos nimeros zero e um.

Além disso, consideramos importante a ampliagao do niimero de exemplos de resolucoes de equagoes
propostas para que o emprego dos elementos neutros seja mais efetivo, evitando, assim, que os
alunos refacam os calculos que envolvem tais elementos.
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Resumo

O uso de applets no processo de ensino-aprendizagem é uma forma de trazer os avancos tecnolégicos
para o ambiente educacional. Dentre diversas vantagens, isso pode promover mais dinamismo
durante as aulas e contribuir para o desenvolvimento cognitivo do aluno. Nesse trabalho ilus-
tramos o uso do pacote Shiny para a criagao de aplicativos que podem ser usados no ensino de
Funcgoes Matemaéticas e Estatistica Descritiva. Os aplicativos foram implementados e podem ser
acessados por professores e estudantes usando computadores, smartphones e tablets, dentro ou
fora do ambiente de sala de aula. Além disso, os cédigos e tutoriais sao disponibilizados no site
http://shiny.rstudio.com/tutorial/, para que professores sintam-se encorajados a modificarem e/ou
criarem seus proprios aplicativos, proporcionando um ambiente de ensino mais lidico e interativo.

Palavras-chave: aplicativos; educagao matematica; R; RStudio.

Abstract

Currently we are facing with fast technological advances and the use of applets in the teaching-
learning process is a way to bring them to the educational environment. Among several advantages,
this can promote dynamism during classes and contribute to the student’s cognitive development.
In this work we use the Shiny R package while creating apps for teaching mathematical functions
and descriptive statistics. Applications are presented and can be accessed by teachers and students
through computers, smartphones and tablets, in or out classroom. Furthermore, codes are made
available at http://shiny.rstudio.com/tutorial/, so teachers can modify and/or create their own
applications, providing a more playful and interactive teaching environment.

Keywords: apps; Mathematic teaching; R; RStudio

1. Introdugao

Matematica e Estatistica sao disciplinas que desempenham um papel fundamental na sociedade
e, na maioria dos paises, sao introduzidas na Educacao Béasica. O uso de applets tem sido visto
como uma maneira inovadora de aprimorar o ensino desses conteidos ao promover dinamismo
durante as aulas e torné-las mais interativas, colaborando para o desenvolvimento cognitivo do
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estudante [14]. Assim, é importante que os educadores conhecam e tenham acesso a ferramentas
modernas que lhes permitam usufruir da tecnologia que estd ao seu dispor durante o processo de
ensino-aprendizagem.

O R é um programa livre, baseado na linguagem S e muito utilizado por estatisticos. No entanto,
seu uso como ferramenta de ensino néo se restringe a conceitos de Estatistica [11]. Esse programa
pode ser utilizado na sua forma original ou em uma dentre as vérias interfaces graficas disponiveis,
como o RStudio. Esse é um ambiente de desenvolvimento integrado (IDE), com uma interface
grafica que possui grande interatividade com o usudrio. Dentre suas varias funcionalidades, tem-se
o pacote Shiny, que possibilita a criagao de aplicativos interativos (Shiny apps) [2] [7].

A grande vantagem da criacdo de applets usando o Shiny é que isso nio requer o conhecimento
de uma linguagem de programagao avancada como Java, JavaScript, HTML, o que desencorajaria
muitos usudrios a criar seus proprios aplicativos. O unico conhecimento requerido é sobre a lingua-
gem de programagao R. Além disso, os aplicativos criados podem ser publicados e distribuidos em
formato HTML e, para utiliza-los, ndo é necessario que o usudrio (estudante, por exemplo) tenha
o programa R instalado.

O pacote Shiny é relativamente recente, mas ja encontra diversas aplicagbes nos ambientes ci-
entifico, empresarial e educacional. Nesse ltimo caso destaca-se sua utilizagao para o ensino de
conceitos de Estatistica em nivel superior [8], [18] [9] [12]. No entanto sdo encontrados poucos
relatos sobre o uso dessa ferramenta em outras dreas da educagao [13], e, até o momento, nenhum
direcionado a Educacao Basica.

Assim, o principal objetivo deste estudo foi criar, implementar e disponibilizar aplicativos para
o ensino de conceitos de Matematica e Estatistica na Educacao Béasica. Assim, sao apresentados
recursos para diversificacao didatica com possibilidades de mudancas das aulas de Matematica e
Estatistica, privilegiando metodologias ativas para educagao basica e superior. Foram abordados
os conceitos de Funcoes Elementares e Estatistica Descritiva, com interpretacao de graficos e
conceitos de medidas de posicao. Os aplicativos implementados foram disponibilizados on-line, o
que possibilita que qualquer professor possa utiliza-los. Além disso, esses podem ser acessados por
estudantes por meio de computadores, tablets e smartphones, a qualquer hora e em qualquer lugar,
possibilitando um processo de aprendizado continuado, além da sala de aula.

2. A resolugao de problemas e o uso de aplicativos interativos em sala de aula (Mobile Learning)

Frequentemente nos deparamos com situagoes em que hé a necessidade da tomada de decisao.
Muitas vezes essas situacoes indicam um problema que demanda pensamento e reflexao para sua
solucdo. A busca dessa “implica refletir sobre como obter o fim desejado e por qual caminho”.
Quando nao sabemos o caminho ou quando esse nao é alcangavel de imediato, isso provoca a mente
até a chegada de uma solugao mais apropriada ou correta [3].

A resolucao de problemas é peca central no ensino de Matematica e ha meios que podem facilitar
essa pratica, como as novas tecnologias de informagao e comunicagdo (nTICs). Essas tornam o
aluno agente ativo na construgao do conhecimento, estimulando o raciocinio, criatividade, auto-
nomia, tomada de decisdo, autoconfianca e o prazer pela descoberta. As nTICs auxiliam o aluno
a obter um melhor entendimento por meio da experimentacao e visualizagao, de maneira mais
dindmica e rapida.

As principais nTICs que podem ser usadas na resolugao de problemas sao jogos digitais e softwares

educativos de matematica. Softwares favorecem a aprendizagem por facilitarem a visualizacao de
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graficos e sua interpretacdo, sendo necessério que o aluno associe seu conhecimento as informacoes
fornecidas pelo programa.

Com a disseminagao do uso de aparelhos sem fio, o uso de recursos de tecnologias em sala de
aula deixou de se limitar ao acesso ao computador. A aprendizagem por meio de dispositivos
moveis (M-Learning, do inglés Mobile Learning) inclui todas as tecnologias sem fio e computagao
movel, contribuindo para que a aprendizagem possa ocorrer em qualquer tempo, lugar e espaco,
dando autonomia para o aluno e dinamismo para o processo [10]. Aparelhos smartphones e tablets
tornaram-se comuns no dia a dia do estudante. Dentro desse contexto, é preciso repensar a
forma de uso desses aparelhos como ferramenta auxiliar no processo de ensino aprendizagem e,
consequentemente, no uso de aplicativos. Esse novo contexto proporciona, também, um novo
desafio para a formagao docente.

Apesar da disseminacao dos dispositivos méveis e da grande quantidade de aplicativos disponiveis
para serem utilizados com foco de ensino, Borba et al. (2016) mostram, através de uma revisao
completa da literatura, que os estudos sobre o uso de mobile learning no ensino de matematica
ainda s@o escassos [4]. Consequentemente, ainda faltam propostas que abordem as tecnologias
moveis como recursos de aprendizagem matemadtica na formagao basica dos futuros professores
[10].

2.1. O R e o RStudio

Criado no inicio da década de 90, o R é um programa livre que permite o processamento de dados,
calculo, visualizacao grafica, além de fornecer uma ampla variedade de técnicas estatisticas. Ele
é disponivel sobre os termos da “Licenca Ptblica Geral do GNU” da Fundagdo do Software Livre
(Free Software Foundation GNU General Public License) na forma de cédigo fonte e é executdvel
em diversas plataformas, incluindo Linux, Windows e MacOS. O R possui uma grande comunidade
de usuérios no mundo inteiro que colaboram com o aprimoramento e extensao do programa por
meio de pacotes, que sao bibliotecas para fungoes especificas. H4 em torno de 25 pacotes embutidos
na versao bésica do R e muitos outros (cerca de 12000 pacotes) (R CORE TEAM, 2018) disponiveis
para instalacdo. A versdo mais recente do R estd disponivel para download [15].

O RStudio, definido como um IDE, é uma interface grafica mais completa e intuitiva do R. Segundo
Verzani (2011) o R, como outras linguagens de programagao, é estendido através de fungdes escritas
e um IDE é projetado para facilitar esse processo, incluindo um meio para a emissao de comandos
de forma interativa.

A versado desktop do programa RStudio também estd disponivel para as principais plataformas.
Seu download pode ser feito em http://www.rstudio.org/download/ e para executd-lo é necessdrio
ter o programa R instalado.

2.2. O pacote Shiny do RStudio

O Shiny é um pacote criado pelos desenvolvedores do RStudio, que permite a facil interface entre
o R e um navegador web. E uma estrutura que facilita a construgao de aplicativos interativos
com o R. Uma de suas principais vantagens é que nao ha necessidade de combinar cédigo R com
um cédigo JavaScript ou HTML, j4 que o mesmo contém caracteristicas acopladas que cobrem as
funcionalidades mais usadas em um aplicativo interativo. Basta que o usuario tenha conhecimento
da linguagem R para criar seus aplicativos.
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A estrutura do aplicativo tem dois componentes: um script de interface de usuério (ui.R) e um
script de servidor (server.R). O script ui.R controla o layout e a aparéncia do aplicativo, e o
server.R contém as instrugoes que o computador precisa para construi-lo. Para cada aplicativo,
a estrutura minima sao os scripts ui.R e server.R salvos em um mesmo diretério. Para mais
detalhes sobre esses scripts, o leitor interessado pode consultar os tutoriais e manuais disponiveis
em http://shiny.rstudio.com/tutorial/.

Os aplicativos Shiny s@o ficeis de serem compartilhados e a melhor maneira de fazer isso é por
meio da prépria URL, o que permite o acesso ao aplicativo por meio da internet com um navegador
web.

3. Metodologia

Neste estudo, foram criados aplicativos voltados para o ensino dos conceitos de funcoes elementares
e estatistica descritiva na educacao basica. Para isso foi utilizada a versao 3.4.2 do R, versao 1.1.414
do RStudio e o pacote Shiny. Todos os aplicativos foram publicados na plataforma shinyapps.io e
podem ser acessados gratuitamente. O aplicativo para o estudo de fungdes matematicas esta dis-
ponivel em https://appsensinobasico.shinyapps.io/funcoes/; o aplicativo de graficos para varidveis
qualitativas em https://appsensinobasico.shinyapps.io/qualitativo/; e o aplicativo de gréfico e me-
didas estatisticas de varidveis quantitativas em https://appsensinobasico.shinyapps.io/quantitativo/.
Cada aplicativo criado vem acompanhado de uma instrugao (Leia-me) e dos cédigos (ui.R e ser-
ver.R) utilizados na programagcao. Assim, os usudrios interessados podem aprimoré-los, modificé-
los e/ou usé-los como base para a criagdo de seus préprios aplicativos. A seguir, sdo apresentados
os aplicativos criados, juntamente com orientagoes para sua utilizagao no ambiente de sala de aula.

4. Resultados
4.1. Aplicativos para o ensino de fungoes elementares matematicas

Nesta subsecao é apresentado o aplicativo criado para o ensino de Fungbes Matemadticas na
Educagao Bésica. De acordo com a BNCC, as fungoes de primeiro e segundo grau e fungoes
exponenciais sao trabalhadas no 1° ano do Ensino Médio. A funcao de primeiro grau também é
trabalhada no segundo ano do Ensino Médio em outra abordagem, junto com a fungao logaritmica.
Além disso, a BNCC recomenda que seja desenvolvida a habilidade de reconhecer os efeitos de
transicao ou mudanga de escala no gréafico de uma funcao.

Schreiber e Battisti (2017) afirmam que o conceito de fungao de 1° grau é de dificil compreensao
por grande parte dos alunos e destacam o quao importante é o conhecimento do assunto pelo
professor e seu preparo antes de apresentar o tema [16]. A dificuldade de transmitir e compreender
o assunto aumenta com a complexidade da funcao em estudo. Entao, acreditamos que ferramentas
que permitem a visualizagao grafica de forma interativa podem contribuir para o processo de
ensino-aprendizagem do tema.

O aplicativo Shiny criado, que é detalhado na sequéncia, engloba cinco funcoes (Tabela 1). Pri-
meiramente o usuario pode escolher uma funcéo dentre as disponiveis. Em seguida, os valores dos
coeficientes podem ser alterados usando as barras deslizantes. A cada alteracdo, um novo gréfico
é imediatamente gerado, tornando o ambiente virtual mais dindmico para o estudante, com mais
interatividade e oportunidade para reflexao das consequéncias das escolhas dos parametros.
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Na funcéo linear o coeficiente a é a inclinagao da reta, indicando se a fungao é crescente (a > 0)
ou decrescente (a < 0), e b é o intercepto da func¢do com o eixo y. Para a = 0 tem-se a funcédo
constante f(x) = b. No aplicativo ilustrado na Figura 1 , tém-se duas barras deslizantes, uma
para cada pardmetro da fungao. Note que ao selecionar a = 2 e b = 2, o usuario visualiza uma
fungao linear crescente no lado direito do painel. Ao escolher um valor negativo para a, o aplicativo
mostra, imediatamente, uma funcao linear decrescente. A visualizacido dessas duas situacoes e a
possibilidade de escolher outros valores para a e b permite que o usuario compreenda melhor o
efeito desses coeficientes.

Em uma fungao quadratica, o coeficiente a estd associado a concavidade, b a inclinagcao, e ¢ ao
intercepto no eixo y. A selegdo por essa funcao é feita pelo primeiro botdo & esquerda do painel.
Essa escolha resulta em trés barras deslizantes, uma para cada coeficiente (a, b e ¢). Na Figura
2 ilustramos o aplicativo para a fungdo em que a = 2 (concavidade voltada para cima), b = —4
(pardbola deslocada para a direita) e ¢ = 1.

Estudo de funcoes

Escolha uma funcao: y=f(x) =ax+b

Linear v
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Figura 1: Tlustragao do uso do aplicativo para o estudo de fungoes lineares com a > 0.

Ao trabalhar com a funcao exponencial, o usuario poderd alterar os valores da base na barra
deslizante. Ja na composicao fungao modular ele sera capaz de visualizar que a constante escolhida
determina se o grafico é voltado para cima ou para baixo. Finalmente, ao usar o aplicativo para o
estudo da funcao logaritmica ele poderd alterar o valor da base e verificar o seu efeito.

Para todas as fungoes desse aplicativo, abaixo da tdltima barra deslizante, o usudrio encontra um
pequeno lembrete com os valores que podem ser utilizados para cada coeficiente, conforme descrito
na Tabela 1. Além disso, a cor da linha do grafico também pode ser alterada, contribuindo para
a ludicidade e também para interpretacao matemética do gréfico.
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’ Funcao \ Forma Algébrica \ Condigoes ‘
Linear f(x) =ax+b a,beR,a#0
Quadratica f(x)=ax’+bx+c | a,beceR,a#0
Exponencial f(x) = a* aeR, a>0ea#l
Composigao Modular f(x) =alx| aeRea#0
Logaritimica f(x) =log, x a>0,a#1

Tabela 1: Fungoes implementadas no aplicativo criado.

Estudo de funcoes

Escolha uma funcao: y=1f(x) = al +bx+c

Quadratica A

Valor de a

-10 2] 10

f(x)

Valor de b

0 0

Valor de ¢

10 0 10

——
X

Lembre se: a, b € ¢, numeros reais, alem de, a

ar diforonto do zorn

Figura 2: Ilustragdao do uso do aplicativo para o estudo de fungoes quadraticas com a >0, b <0 e
c>0.

4.2. Aplicativos para o ensino de Estatistica Descritiva

O conhecimento de Estatistica é de grande importancia em uma sociedade, principalmente diante
da grande quantidade de informagdes veiculada diariamente por diversas midias. Cidadaos comuns
frequentemente usam informacgoes de ordem estatistica para fundamentar suas opinioes e tomadas
de decisao. Entao, apresentar a Estatistica na educagao bésica é fundamental para que o estu-
dante, ao receber uma informagao estatistica em seu cotidiano, saiba interpretéd-la e esteja atento
4 maneira como ela foi obtida e como é divulgada [1].

De acordo com a BNCC (Base Nacional Comum Curricular [5]), a interpretagdo de dados em
tabelas ou graficos simples é iniciada partir do primeiro ano do ensino fundamental, evoluindo até
o tltimo ano do mesmo. O conceito de média é trabalhado a partir do 72 do ensino fundamental.
Ainda no ensino fundamental, o conceito de mediana é tratado, inicialmente, j4 no 8° ano.

Nos aplicativos criados para o ensino de Estatistica Descritiva sao abordados graficos para varidveis
qualitativas e quantitativas, e os conceitos de valor minimo, maximo, média e mediana. Ao iniciar
ambos os aplicativos, o usudrio visualizard, no lado direito do painel, uma mensagem de erro, escrita

em vermelho, que é imediatamente substituida pelo grafico assim que os dados sao carregados.
ran
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4.3. Griaficos para variaveis qualitativas

Uma varidvel qualitativa (categdrica) é aquela cuja escala de medida consiste em um conjunto de
categorias, como sexo (Masculino ou Feminino) e cor dos olhos (Azul, Castanho, Verde). Para um
conjunto de dados, as frequéncias observadas nas categorias podem ser apresentadas em graficos
ou tabelas. O aplicativo criado auxilia no ensino do conceito de frequéncias e interpretacao de
graficos de barras e de setores (pizza). Ao utilizar esse aplicativo em sala de aula, o professor pode
desenvolver atividades que envolvam a coleta de dados dos proprios estudantes, o que torna a aula
ainda mais interativa e participativa.

Inicialmente o usudrio carrega seu banco de dados, que é localizado pelo botao “Browse”. Em
seguida o usudrio deve informar se o seu banco de dados contém um cabecalho com o nome da
variavel. Entao, pelos botoes situados no lado esquerdo do painel, ele escolhe a variavel que deseja
visualizar e uma opgao de gréfico (barras ou setores). Para o grafico de barras também é possivel
alterar sua cor.

Nas Figuras 3 e 4 sao apresentados os graficos de barras e de setores, respectivamente, utilizando
dados ficticios. Para a varidvel “cor de olhos” a categoria que ocorreu com maior frequéncia foi
“castanho”.

Grafico de barras e setores

. Grafico
Escolha o arquivo:

Browse. area.txt

Upload complete.

[¥] Tem cabecalho

150

Escolha um grafico:

Barras v

100

Selecione uma variavel:

50

area -

.

agrarias biologicas exatas humanas

Figura 3: Ilustrac@ao do aplicativo para ensino de gréafico de barras.
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Grafico de barras e setores

Escolha o arquivo: Grafico

Browse. area txt

Upload complete

Tem cabecalho
biologicas

Escolha um grafico:

Setores v

Selecione uma variavel:

area v

exatas

Santos, Oliveira e Freire

agrarias

humanas

Figura 4: Ilustragao do aplicativo para ensino de grafico de setores.

4.4. Graficos e medidas estatisticas para variaveis quantitativas mensuradas

Uma varidvel quantitativa continua (mensurada) é aquela cujos dados s@o resultantes de um pro-
cesso de mensuragao, como peso, altura, renda e medidas antropométricas. No aplicativo criado é
possivel visualizar o grafico (histograma) e medidas estatisticas (valor minimo, maximo, média e

mediana) de um conjunto de dados desse tipo.

Como sugerido na segao anterior, dados dos proprios estudantes podem ser utilizados. Para ilustrar
as funcionalidades do aplicativo, utilizamos dados ficticios de altura de adultos (Figura 5). Por
meio do grafico gerado é possivel trabalhar o conceito de frequéncia nas classes da variavel, bem

como nocgoes de simetria e assimetria.

Grafico para dados mensurados

. Grafico de barras para variaveis quantitativas
Escolha o arquivo:

Browse: altura txt

Upload complete

Tem cabecalho

40

Dados mensurados: obtidos por medicao, por exemplo,
altura e peso.

Frequencia
20 30

10

Tabela

Media Mediana
a%7

Minimo Maximo

[1,] 1.5 1.96 1.702374

Figura 5: Ilustracao do uso do aplicativo para grafico e medidas
tativas) mensuradas.
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5. Consideracoes Finais

Diante do contexto da massificacdo dos recursos tecnolégicos, torna-se necessario repensar as pos-
turas, técnicas e recursos para o ensino basico como um todo. Computadores e dispositivos moveis
sem fio fazem parte do dia a dia dos estudantes, e sua utilizagao pode potencializar, dinamizar e
tornar mais lidico o processo de ensino-aprendizagem. A aplicacdo dos recursos de Mobile Lear-
ning no ensino de matematica é uma area de pesquisa em plena expansao e que vem crescendo
rapidamente. O uso de aplicativos em dispositivos méveis, pela alta aceitagdo entre os estudantes
mais jovens e de todas as idades, pode expandir as fronteiras do ensino de matemética [4]. Este
estudo teve como objetivo criar, implementar e disponibilizar trés aplicativos para o ensino de
conceitos de Matematica e Estatistica na Educagao Bésica. O uso pedagogico desses conceitos nao
faz parte do escopo desse trabalho, mas pode ser avaliado em pesquisas futuras.

Para a disciplina de Matemaética criou-se um aplicativo para o estudo de fungoes, dando autonomia
para o estudante explorar as possiveis modificagdes nos parametros das fungoes e as consequéncias
dessas modificagoes na interpretacao grafica dos resultados, permitindo a reflexdo e a construgao
de ideias dos temas abordados. Nos aplicativos para o ensino de Estatistica Descritiva o enfoque
foi dado na interpretacao de gréficos e nas medidas de maximo, minimo, média e mediana de um
conjunto de dados. A grande vantagem é que os dados a serem explorados podem ser coletados
entre os proprios estudantes, promovendo um ambiente mais participativo.

A principio, a necessidade de ter um dispositivo com conexao & internet para o acesso aos apli-
cativos pode ser um complicador no contexto atual das escolas de Ensino Fundamental e Médio.
Entao é importante ressaltar que o acesso por um navegador web é a maneira mais simples de
compartilhar e utilizar os aplicativos, mas nao é a unica. Com os scripts ui.R e server.R, e um
computador com o programa R instalado, o professor pode reproduzir todos os aplicativos criados,
sem necessidade de internet. Além disso, apesar do pacote Shiny no R nao ser tdo popular no
ensino de matematica como o GeoGebra, por exemplo, sua utilizacao permite que o usuério, seja
ele estudante ou professor, possa avancgar e aprofundar na interacao com o R e o RStudio, tanto
em termos de linguagem de programacao avangada, quanto em termos de contetidos estatisticos
aprofundados.

Finalmente, uma das grandes vantagens de utilizar o Shiny na criacdo de aplicativos para o ensino
é que o R é um programa gratuito e livre. Entao é possivel que o professor crie suas préprias
rotinas, tendo autonomia para adaptar todo o conteido dos aplicativos de acordo com a realidade
onde estd inserido.
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O Teorema de Kontsevich e os intercambios polinomiais

Adailton José da Silva ® Amanda Gongalves Saraiva Ottoni ® José Eloy Ottoni ®

Resumo

Considere os graficos de n polinémios distintos de uma variavel real se cruzando em um mesmo
ponto. Da esquerda para a direita desse ponto de coincidéncia, em geral, a ordem desses graficos
muda, os graficos chegam em uma ordem e saem em outra. Na vizinhanga desse ponto, a reor-
denacao desses graficos sempre pode ser descrita por alguma permutagao de {1,--- ,n} ao passa-
rem por ele. Entretanto é valido se questionar se vale a reciproca, isto é; qualquer permutagao de
{1,--- ,n} descreve uma possivel configuragdo de graficos de n polind6mios que se interceptam em
um mesmo ponto (na vizinhanca desse ponto)?

Palavras-chave: Teorema de Kontsevich; Intercambios Polinomiais; Permutagoes Separaveis.

Abstract

Consider the graphs of n distinct polynomials of a real variable, intersecting at one point. In the
neighborhood of this point, it’s always possible to describe qualitatively the configuration of these
graphs, crossing the point, by some permutation of {1,--- ,n}. However, it’s compelling to question
whether the reciprocal worths, that is to say; does any permutation of {1,--- ,n} describe a possible
configuration of n polynomials’ graphs intersecting at the same point (in the neighborhood of this
point)?

Keywords: Kontsevich’s Theorem; Polynomial Interchanges; Separable Permutations.

1. Introdugao

Na matematica é natural associar problemas de contagem ao conjunto das permutacoes. Por
exemplo, questoes do tipo: “De quantas maneiras diferentes podemos colorir, com n cores, os
vértices de um triangulo?”; “Quantos colares distintos podem ser feitos com n micangas distintas?”;
“De quantas formas podemos somar nimeros inteiros positivos para a soma ser igual a 87”7 e muitas
outras podem ser tratadas adequadamente com a teoria das permutagoes e a andlise combinatéria.

Este trabalho apresenta um outro tipo de problema de contagem, que também seréd associado ao
conjunto de permutagoes: “Serd o ntimero de possiveis intercambios polinomiais de n polindomios
igual a n! 7”7, isto é; “O nimero de configuragdes possiveis dos gréficos de n polindémios que se
intersectam em um ponto, na vizinhanca desse ponto, é igual ao ntimero total de permutagoes de
n elementos?”. Existirdo “permutactes proibidas”? A principio, a resposta parece ser positiva
para a primeira pergunta, mas surpreendentemente algo acontece ji para o caso n = 4, em que o
nimero de intercambios polinomiais é menor que 4!. E, de uma maneira ainda mais intrigante;
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como o resultado do niimero de intercambios polinomiais quando n > 5 leva em conta diretamente
o resultado do caso quando n = 4, isto implica numa drastica redugao no nimero de casos possiveis
quando n for grande!

Tal problema foi proposto inicialmente pelo matematico russo Maxim Kontsevich, que apresentou
coloquialmente ao seu colega, o matemético francés Etienne Ghys, o resultado que ele obtivera,
mostrando que duas configuracoes sao impossiveis de se obter com os gréaficos de quatro polindémios
intersectando-se em um mesmo ponto. Como conta Ghys em seu livro A singular mathematical
promenade [2], Kontsevich, durante uma reunido, entregou-lhe um bilhete de metrd com alguns
rabiscos e a palavra “impossible”. “Fiquei fascinado: um novo resultado elementar para quatro po-
linémios em 2009!”, descreve Ghys. Mais tarde, Ghys apresentou o problema em um contexto mais
geral, em que analisa a situagao para mais de quatro polinémios, obtendo um belo e incrivelmente
simples resultado descrito em [1] e [2].

FENGINY
impossible

Figura 1: Bilhete de metr6 contendo o resultado de Kontsevich [2].

Este artigo foi adaptado da dissertagdo de mestrado [3], defendida no ano de 2020 e apresentada ao
Mestrado Profissional em Matemética em Rede Nacional — Profmat. E importante destacar que a
dissertagao [3] faz uma transposigao do tema, apresentado originalmente em [1], para um contexto
de menor complexidade, apresentando a teoria de forma mais detalhada e com mais exemplos
ilustrativos, possibilitando, dessa forma, uma menor quantidade de conhecimento preliminar para
sua leitura e compreensao.

O artigo é dividido em seis sec¢oes e estd estruturado da seguinte maneira: A se¢do 2 expde as poucas
defini¢oes preliminares necesséarias para a compreensao do trabalho. A secdo 3 apresenta o tema
central desse trabalho e estd dividida em quatro subsegoes: As subsegoes 3.1 e 3.2 tratam de casos
bem simples no contexto das configuracoes de graficos polinomiais; a subsecao 3.3 exibe e demonstra
o teorema de Kontsevich; na subsegao 3.4 é feita a generalizagao do problema apresentado na segoes
anteriores. A se¢ao 4 exibe um algoritmo que caracteriza as configuragoes de graficos polinomiais.
A secdo 5 contém as conclusoes deste trabalho, que é finalizado com a se¢do 5 de agradecimentos.

2. Preliminares
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Pouquissimos pré-requisitos sao necessarios para a compreensao dos resultados descritos neste
artigo. Basta um pouco de teoria sobre polinémios em R[x] e algumas definigoes e notagoes sobre
permutacoes de um numero finito de elementos. Qualquer polinémio citado neste trabalho deve
ser considerado em R[x].

Definicao 1. O polindmio P(x) = ag+a;x+asx’+- - -+a,x" € R[x] serd dito homogéneo se P(0) = 0.

Note que P(0) = 0 se, e somente se, o seu termo independente ag é igual a 0. O grafico de qualquer
polinémio homogéneo passa pela origem.

Definicao 2. Seja P(x) = ag + a;xX + agx? + - - - + a,x" um polinémio em R[x]. A valuacao v(P) de
P(x) é o menor ntmero inteiro k tal que ay, # 0. Por convengdo, a valuacao do polinémio zero é oo
[2].

k+1 k+2

Seja P(x) = arxX + a1 x5 + agox**? + -+ + a,x® um polinémio homogéneo com valuacao k =
v(P) # 0. Em uma vizinhanca da origem, P(x) ~ axX. Dessa forma é possivel concluir que o

grafico de P(x) cruza o eixo x em (0,0) se, e somente se, a valuagao k = v(P) é um inteiro impar.

Além disso, ao considerar dois polinémios distintos P1(x) e P2(x), os gréficos de P;(x) e Pa(x)
cruzam-se na origem (isto é, o sinal de P;(x) — P3(x) muda em 0) se, e somente se, v(P; —P3) for
impar.

Definigao 3. Considere [n] = {1,2,--- ,n}. Uma permutagao o do conjunto [n] é uma fungao
bijetiva de [n] em [n]. Denota-se por S, o conjunto de todas as permutagoes do conjunto [n] [4].

Note que #S, = n!. Uma permutacdo o € S, serda denotada por meio da seguinte notacao:
g = (0-(1)70—(2)7 e 70—(11))'

3. Os Intercambios Polinomiais

O objetivo em vista é estudar e conhecer as possiveis configuragoes dos graficos de n polinémios
homogéneos proximos a origem. Mais claramente, deseja-se saber quais sao as possibilidades de se
obter n polindémios homogéneos Pi(x), P2(x), ---, Pu(x), tais que para x pequeno e x < 0, entao
Pi(x) < Pa(x) < --- < Py(x) e para x pequeno e x > 0, entao Py (1)(x) < Py(2)(x) < -+ < Py(n)(x),
em que o é uma permutacao de S,.

Para simplificar a notagao, cada configuracao de gréaficos de n polindmios serd representada por
meio de uma permutagdo em S;,. Isto é, dizer que o = (07(1),0(2),--- ,0(n)) é uma possivel con-
figuragao de graficos, quer dizer que existem n polindémios homogéneos Pq(x), Pa(x), -+, Py(x),
tais que se x < 0, P1(x) < Pa(x) <--- <Py(x) ese x>0, Pyr1)(x) < Pyi)(x) < -+ < Py(ny(x),
em uma vizinhanca da origem.

Para uma melhor compreensao, serao considerados exemplos representativos de polindmios possiveis
para os casos particulares n =2, n = 3 e n =4 e, finalmente, serd analisado o caso geral n > 5.

3.1. Caso n = 2- Duas Configuragoes Possiveis

O caso de dois polindomios é bem simples. Obviamente existem duas possiveis configuracoes de
graficos, sendo elas: (1,2) e (2,1). Tais configuragoes estao ilustradas na figura 2, que apresenta dois
pares de polindmios homogéneos cujos graficos satisfazem cada uma das possiveis configuragoes.
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Py

Figura 2: I: P;(x)

Py

=-x2 ePy(x)=x2. II: P1(x) =x e Pa(x) = —

Esta e as demais figuras apresentadas neste trabalho foram feitas por meio do software livre

Geogebra [5].

Neste exemplo, a configuragao I é representada pela permutacdo (1,2), pois, perto da origem,
P1(x) < Pa(x) se x <0 e Pi(x) < Py(x) se x > 0. Analogamente, a configuracao II é (2, 1), ja que
P1(x) < P2(x) se x <0 e Py(x) < Py (x) se x > 0 na vizinhanca da origem.

3.2. Caso n = 3.Seis Configuragoes Possiveis

A mesma andlise pode ser feita para trés polinomios. Novamente, espera-se que existam #3S3 = 3!
possiveis configuragoes de graficos, o que de fato acontece, como mostra a figura 3. A figura 3
exibe os gréaficos de seis trios de polindmios homogéneos, polindmios esses descritos na tabela 1.
Cada configuracao de graficos mostrada na figura 3 satisfaz uma das configuracoes em Ss.

’ Configuragao \ P1(x) \ Py (x) \ P3(x) ‘

- (1,2,3) —x? 0 x?
II - (1,3,2) —x? x3 0
HI (2,1,3) x3 0 xZ+x°

- (2,3,1) 0 -X —x +x2
(3,1,2) x3 x5 + x4 0
- (3,2,1) x3 0 —x3

Tabela 1: Conjuntos de trés polinémios homogéneos, cujos graficos apresentam as 6 permutacdes de Ss.
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Figura 3: Gréficos dos conjuntos de polinémios descritos na tabela 1.

3.3. Caso n = 4. O Teorema de Kontsevich e as Configuragoes Proibidas

Para o caso de quatro polindmios algo diferente ocorre. Em principio, assim como nos casos n = 2
e n = 3, era esperada a existéncia de #S, = 4! possiveis configuracoes de grificos, entretanto, duas
dessas configuragoes, (2,4,1,3) e (3,1,4,2), sao impossiveis de se obter. Esse resultado é o tema
central deste trabalho e estd enunciado no Teorema 1, descrito abaixo.

Afim de mostrar a existéncia das demais 22 configuracgoes, a figura 4 exibe os gréficos de 22
quartetos de polindmios homogéneos, todos eles descritos na tabela 2. Cada configuracao mostrada
ran
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na figura 4 corresponde a uma permutacao permitida, isto é, uma das permutagoes de Sy, exceto
(2,4,1,3) e (3,1,4,2).

’ Configuragao \ P1(x) \ Ps(x) \ P3(x) \ Pi(x) ‘
I —x2 —x* x* X2
1I —x?2 0 X2 x2 x5

111 —x?2 0 —x3 X
1A —x? 0 2x3 x7
Vv —x?2 x5 x5 4+ x% —X
VI —x? x5 0 —X
VII X2 +x° —x? 0 X2
VIII —x? —x2—x3 | x?+x? —x3
IX x5 + 3x° —2x* 0 2x2
X x5 —x° X2 4+ x% —x° —x3
XI X —x? 0 %2
XII X + X2 —x?-x3 | x> +x? —x3
XIII —2x? x° + x50 —3x3 2x?
X1V X 2x3 —2x3 -X
XV x5 0 —x3 x2
XVI X x5 0 X2
XVII 2x3 - 2x* | 2x3 + 2x° x4 x*
XVIII 2x3 x5 0 x*
XIX —x?2 0 x2 —X
XX —x2 x5 x* -X
XXI x5 0 X2 —X
XXII X —x?2 X2 —X.

Tabela 2: Exemplos de conjuntos com quatro polinémios homogéneos, cujos gréaficos apresentam 22 das 24 per-
mutagoes de Sy.
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Figura 4: Gréficos dos conjuntos de polinémios descritos na tabela 2.

<

Teorema 1 (Teorema de Kontsevich [2]). Quatro polinémios homogéneos P1(x), Pa(x), P3(x),

P4(x) € R[x] nao podem satisfazer:
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I P1(x) < Py(x) < P3(x) < P4(x) para z pequeno e x <0,

P2 (x) < P4(x) < P1(x) < P3(x) para z pequeno e x > 0, assim como,

1I. P1(x) < Pa(x) < P3(x) < P4(x) para x pequeno e x <0,
P3(x) < P1(x) < P4(x) < P2(x) para x pequeno e x > 0.

A figura 5 mostra esquemas de como deveriam se comportar os graficos de quatro polindmios
homogéneos satisfazendo as configuracoes proibidas de Kontsevich perto da origem. Apenas o
item I serd demonstrado, pois a demonstracao do item II é completamente andloga (ou também é
facil ver que, se fosse possivel obter uma dada configuracao de polindmios satisfazendo as condi¢oes
no item I, obterfamos outra obedecendo o item II, e vice-versa, através da simples transformagao
X — —X).

y Py P,
Py Py

Py

Py
Py Py /
B

@

\ P, )
P, Py

Py 4 >,
Py Py 1 Py

Figura 5: As duas configuracdes proibidas do Teorema de Kontsevich.

Demonstracdo. Por contradigao, suponha que existam quatro polinémios homogéneos P (x), P2 (x),
P3(x) e P4(x) satisfazendo as condigoes expostas em I. Substituindo cada P;(x) por P;(x) — P1(x)
para todo i=1,---,4, ainda assim P;(x), P2(x), P3(x),P4(x) sdo polinémios homogéneos que sa-
tisfazem as relagoes em I e P1(x) = 0. A figura 6 apresenta um esquema de como deveriam se
comportar os graficos de P;(x), P2(x), P3(x), P4(x) perto da origem.

Py
Py
Py

Py

Py

Py
Figura 6: Configuracdo (2,4,1,3) com P1(x) =0.

Ao analisar a Figura 6, pode-se observar que P3(x) e P4(x) mudam de sinal ao passar pela origem,
logo as suas valuagoes v(P3) e v(P4) sdo impares. Além disso, a Figura 6 também mostra que
P3(x) nao muda de sinal na origem, o que implica que a sua valuacao v(P3) é par.

N
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Como 0 < Py(x) < P3(x) < P4(x) para x negativo pequeno, pode-se concluir que v(P3) > v(P3) >
v(P4) (basta notar que P;(x) = av(pi)xV(Pi) para x pequeno). Da mesma forma, |P4(x)| < [P2(x)]
para x pequeno positivo implica que v(P4) > v(P3). Isso forgaria as trés valuacoes a serem iguais,
mas duas delas sdo impares e uma delas é par. Contradicao! O

Para quaisquer quatro polindmios homogéneos, o Teorema 1 mostra duas configuragoes de seus
graficos que sao proibidas perto da origem. Serd que existem outras configuracoes proibidas para
n =47 A tabela 2 juntamente com a figura 4 mostram que nao.

As duas configuragoes descritas no teorema 1, a saber (2,4,1,3) e (3,1,4,2), serao chamadas
de configuragoes proibidas ou configuragoes de Kontsevich. Serao chamadas de configuragoes
permitidas aquelas que nao sao proibidas.

3.4. Caso n > 5 - Os Intercambios Polinomiais

X5 Para o caso de n = 2 e n = 3 polindmios, foi mostrado que todas as n! permutagoes geram
configuragoes possiveis. Para o caso n = 4, o teorema de Kontsevich garante que existem duas, das
24 permutacoes, que sao configuragoes proibidas. Mas o que acontece para n polindmios quando
n > 57 Esta secao vai apresentar defini¢oes e resultados que objetivam responder a esta pergunta.

Definicao 4 (Intercdmbio Polinomial). Sejam um ndmero inteiro n > 2 e 7 alguma permutacao em
Sn. Dizemos que 7 é um intercambio polinomial se existirem n polinémios P1(x), ..., Py(x) de
modo que: Pi(x) < P2(x) < ... < Py(x) para x pequeno e negativo e Pr(1)(x) < Pr)(x) <...<
P z(n)(x) para x pequeno e positivo [1].

Exemplo 1. Todas as permutacoes de Sy, S3, bem como as permutagoes de S; que equivalem as
configuracoes permitidas, sao intercambios polinomiais.

Definigao 5. Sejam n > 5 um ndmero inteiro e 7 alguma permutacdo em S,. E dito que a
permutagido 7 contém a permutacio (2,4, 1,3) se existem inteiros 1 < i; < i < i3 < iy < n tais
que 7(iz) < m(iy) < w(i1) < m(iz). A definicdo é andloga se m contém a outra permutacdo proibida
(3,1,4,2).

Definicao 6 (Permutagdo Separdvel). Seja um nimero inteiro n > 4 e n alguma permutacdo em
Sn. A permutagdo 7 é dita separavel se ndo contém nenhuma das duas permutagoes proibidas, [6].

Exemplo 2. A permutagao o = ( 6,8,3,10,7,5,9,2,1,4 ) € Si0 nao é separdavel uma vez que
contém a subpermutacao o = ( 3,1,4,2 ) De fato, existem quatro indices iy =3, i, =5,i3 =8¢
iy = 10 tais que: i} <iz <iz <ig e 0(i3) < 0(i1) < 0(ig) < o (iz). Veja a figura 7.
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< <
iy =10 10
9 9
i3 =28 ] 10e. /7 4e. /2
7 7 = o(in) 8 °4 3 o4
6 6 5 3 2 1
ip=>5 5 3 2 1 3
(3,1,4,2)
4 ©4 = 0(iy)
’i] :3 3=O’(21)
2/ \ 2 = o(iy)
1 1

Figura 7: A permutacio nio separdvel contém uma das duas permutagdes proibidas.

No contexto de permutagoes, matematica discreta e andlise combinatéria, surge a necessidade de
uma definigdo diferente para intervalo. A definigdo 7 apresenta uma definicdo de intervalo em um
conjunto discreto que possui uma analogia com a definicdo de intervalo real.

Definicao 7 (Intervalo). Considere o conjunto [n] = {1,2,--- ,n} (n > 2), um intervalo de [n]
é um subconjunto J contendo uma sequéncia com | inteiros consecutivos (2 < 1 < n), isto §é,
J={,i+1,---,i+1}.

Deseja-se caracterizar os intercAmbios polinomiais para um valor qualquer de n (note que isso j4 foi
feito para os casos particulares n=2, n=3 e n=4). Essa caracterizacao é feita por meio do Teorema
2, descrito ao final desta secao. Para demonstrar o Teorema 2 sao necesséarios os resultados dos
Lemas 1 e 2 [2]. E facil ver que uma condi¢ao necessaria para que o intercambio polinomial exista
é que a permutagao que o representa seja uma permutagao separavel! Resta saber se essa condigao
é suficiente.

Lema 1. Se 7 é uma permutag¢do separdvel de Sy para n > 4, entdo existe um intervalo préprio 1
de [n] (I deve ter pelo menos dois elementos e 1 # [n]), cuja imagem n(I) também € um intervalo
proprio de [n].

Demonstracdo. Suponha inicialmente que n(1) < 7(2).

Se n(2) = n(1) + 1 o resultado desse lema serd obtido pois a imagem de {1,2} é o intervalo
{r(1),7(2)}.

Suponha, entdo, que m(2) > m(1) + 1. Seja k o menor nimero inteiro tal que a imagem do
intervaloI = {1,2,...,k}, n(I), contenha o intervalo J = {n(1),--- ,7(2)} (observe que podem haver
elementos de 7(I) fora de J). Por defini¢do n(1) < n(k) < (2) pois, caso contrario, 7({1,2,--- ,k—
1}) também conteria J.

Se a imagem 7 (I) for exatamente igual ao intervalo J, o teorema esta demonstrado. Caso contrario,
escolha um elemento 1 entre 1 e k (1 <1 < k), cuja imagem por 7 estd fora de J. Veja a figura 8.
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Figura 8: Esquema para facilitar a visualizagio do resultado do lema 1

Se n(l) < m(1), os quatro elementos 1 < 2 < 1 < k satisfazem 7 (1) < 7(1) < n(k) < 7(2) e isso quer
dizer que m contém uma das permutagoes proibidas. Mas isso é um absurdo, pois 7 é separavel.
Portanto, todos os elementos de 7 (I) sao maiores ou iguais a 7(1).

Suponha que n(I) nao seja um intervalo, pois, caso contrario, a demonstracao estd concluida.
Neste caso, ha pelo menos uma lacuna em 7 (1), isto é, existe um inteiro m tal que 2 <1<k <m e
m(k) < 7(2) < r(m) < n(l), o que gera uma permutacao proibida em x, contradizendo a hipétese.

Se n(1) > m(2), considere a permutagao reversa de 7, w(i) = n+ 1 — (i) (note que para reverter
a ordem de um intercambio polinomial basta fazer a transformacdo x — —x, de maneira que 7w
é um intercambio polinomial se, e somente se, T também o é). Segue diretamente da defini¢do
que 7 contém uma das configuragoes proibidas se, e somente se, @ contém a outra. Do mesmo
modo, dado um intervalo préprio I de [n], 7(I) é um intervalo préprio de [n] se, e somente se, 7w(I)
também o é. Obviamente, w(1) < 7(2), logo existe um intervalo préprio I de [n], cuja imagem 7(I)
também é um intervalo préprio de [n]. O que conclui a demonstragao. O

O Lema 1 sera utilizado como ferramenta para a demonstracao do Lema 2. O Lema 2 afirma que
para permutagoes separaveis existe um intervalo de comprimento 2, cuja imagem é um intervalo de
comprimento 2. Ele sera utilizado para se demonstrar o Teorema 2, que apresenta a caracterizagao
geral para permutagoes que sao intercambios polinomiais.

Lema 2. Se m € uma permutacdo separdvel de S, (n > 4), entdo existem dois nimeros inteiros
consecutivos cujas imagens sao consecutivas.

Demonstracdo. Pelo Lema 1, se a permutacao m é separavel, entao existe um intervalo préprio I;
de [n] tal que a imagem m(I;) também é um intervalo.

Seja 71 a permutacao induzida m restrita a I;. Obviamente 77 também é separavel e, portanto,
pode-se aplicar o Lema 1 na permutagao m;. Logo, existe um intervalo préprio Iy de I; tal que
n(I3) é um intervalo.
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Ao repetir esse procedimento recursivamente, pode-se garantir a existéncia de um inteiro k tal que
Ix tem comprimento 2 e 7(Ix) é um intervalo, também de comprimento 2. O

Observe que o Lema 2 garante que existe um inteiro a tal que 1 <a<a+1<nen({a,a+1}) é
um intervalo.

Sera enunciado agora o Teorema 2, um dos principais resultados deste trabalho (juntamente com o
Teorema 1). Ele faz uma caracterizacao das permutagoes que sao intercambios polinomiais, ou seja,
ele poderd responder se uma dada configuracao de n polinémios homogéneos, numa vizinhanga da
origem, é ou nao proibida. Até o momento essa resposta é clara apenas se n = 2, 3 ou 4. Além disso,
ele mostra que as permutagoes proibidas sao a chave para responder se uma dada configuragao de
n polinémios é ou nao permitida.

Teorema 2 (Teorema de Ghys [2]). Uma permutacio de ordem n > 4 € um intercambio polinomial
se, e somente se, for separdvel.

Demonstra¢do. Seja m um intercambio polinomial e suponha que 7 néo seja separavel, o que quer
dizer que existem indices i1 < iy < i3 < iy tais que 7(iz) < 7m(iy) < 7(i1) < 7w(i3). Na configuragao
de polinomios gerada por m apague todos os polindmios P;(x), em que j # iy, para k = 1,2, 3,4.
Isso geraria uma configuracdo proibida, o que é absurdo. A demonstragao é andloga para a outra
permutagao proibida.

Por outro lado, se 7 é uma permutacao separavel de [n], deseja-se mostrar que existem n polindmios
tais que P1(x) < -+ < Pp(x) se x < 0 e pequeno, e P(1)(x) < -+ < Prm)(x) se x > 0 e pequeno.
Para isso serd feito inducao em n.

Se n =4 o resultado é vélido de acordo com o teorema 1. Para algum n > 5, suponha o resultado
valido para n— 1. O Lema 2 garante que existe um inteiro i, 1 < i < n, tal que {n(i),7(i+ 1)} é
um intervalo. Se {i,i+ 1} e {n(i),7(i+ 1)} forem colapsados em um unico ponto, serd produzida
uma permutacdo 7 de n— 1 elementos. A permutacio n’ é obviamente separavel e, portanto, um
intercambio polinomial por hipétese de inducao. Logo existem n— 1 polinomios afins

Pl(X)7 .o ,Pn,1 (X)
que se interceptam na origem de acordo com n’.

Inversamente, a partir do i-ésimo polinémio Pj(x) de Pi(x),...,P, 1(x) pode-se produzir dois
outros polinémios P!(x) e P{’(x) a fim de se produzir um conjunto de n polinémios

PI(X)7 e Pifl (X)7 P;(X)7 Pj”(X)a Pi+1 (X)a s 7Pn71 (X)

que se cruzam de acordo com x. Para isso, basta definir P/(x) = P;(x) e P{’(x) = P;(x) +(-x)N para
um valor suficientemente grande de N tal que N > max{v(Py),k=1,--- ,n—1}, onde v(Py) denota
a valuacao do polindémio Py (x). Note que N é tomado suficientemente grande de modo que para x
préximo de 0 tenhamos (—x)N tao préximo de 0 que tanto P{(x) quanto P!’(x) ficam estritamente
entre P; 1(x) e Piy1(x). Além disso, basta tomar N par quando n(i+ 1) > n(i) e N impar quando
n(i+1) < n(i). Com isso, conclui-se que m é um intercambio polinomial, como desejado.

O

O Lema 2, juntamente com o Teorema 2, fornecem um simples algoritmo para responder se uma
dada configuracao de n > 4 polindémios homogéneos é proibida ou permitida.

N
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4. Algoritmo para a Caracterizacao de Intercambios Polinomiais:

Dada uma permutacdo m € S, (n > 4), deseja-se saber se 7 é ou ndo um intercdmbio polinomial.
De acordo com o Lema 2, se 7 é um intercambio polinomial entao existem dois niimeros inteiros
consecutivos cujas imagens por m sao consecutivas. Baseado nisso e na ideia da demonstragao
apresentada no Teorema 2, o algoritmo abaixo é capaz de detectar se 7 é ou nao uma possivel
configuracdo de n polindémios homogéneos.

Algoritmo 1

(1) n <37
i. Sim — & é um intercambio polinomial.
ii. Nao — siga para o passo (2).
(2) Procure por dois inteiros consecutivos cujas imagens sejam consecutivas.

(3) Encontrou?

i. Sim — Colapse esses dois pontos, gerando uma sequéncia de n—1 elementos e volte ao passo
(1).

ii. Nao — 7 nao é um intercambio polinomial.

O algoritmo inicia-se com uma permutacao de n elementos e, toda vez que a resposta do passo (3)
for sim, é subtraido uma unidade no nimero de elementos da sequéncia. Ele para quando n < 3
ou quando a resposta do passo (3) for ndo. Para ilustrar seu funcionamento considere os exemplos
a seguir.

Exemplo 3. O exemplo 2 mostra que a permutacao o = (6,8,3,10,7,5,9,2,1,4) € S1p nao é um
intercambio polinomial. O algoritmo chega a mesma conclusao em apenas duas rodadas, como
mostra a figura 9.

6,8,3,10,7,5,9,2.1,4)
—_—
— (5,7,2,9,6,4,8,1,3)

N&o existem nimeros consecutivos lado a

lado. Logo, ndo ¢ intercdmbio polinomial.

Figura 9: Algoritmo 1 aplicado & permutagio do exemplo 2

Na primeira rodada o primeiro par de inteiros consecutivos encontrados é (2,1), que sao colapsados
e transformados em (1). Subtrai-se uma unidade de todos os elementos maiores que o menor
nimero colapsado, obtendo-se uma permutacao em Sg. Nessa nova permutagao nao existe nenhum
par de inteiros consecutivos lado a lado, o que permite concluir que o nao é um intercambio
polinomial.

N
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Exemplo 4. Considere a permutacao n = (10,8,9,7,3,5,4,6,2,1) € S1p. A figura 10 mostra um
esquema representando a aplicacdo do Algoritmo 1 a essa permutacao. Note que com oito rodadas
pode-se concluir que 7 é um intercambio polinomial.

(10,8.9.7.3,5.4,6,2,1)
(.9‘_8;’7’3'5'4'6’2'1)
8.7.3,5,4,6,2,1)
(7,3,5.4.6,2.1)
(6,&4‘,5,2,1)

(5,3,4,2,1)
4.3,2,1)
G.2.1)

Figura 10: Algoritmo 1 aplicado & permutagio «

A dissertagao de mestrado [3] contém um exemplo que apresenta dez polindmios cuja configuragao
de seus graficos perto da origem é precisamente a permutagao x.

Responder se uma dada configuragao de n polinémios homogéneos é ou nao permitida parecia ser
um processo complicado. Entretanto o Algoritmo descrito acima, de complexidade quadratica,
exibe uma forma simples e eficiente de se resolver o problema.

As permutacoes separdveis sao bem conhecidas nas areas da ciéncia da computacao e combinatéria
matematica e sabe-se que, assintoticamente, a razao do numero de permutacoes separaveis pelo
numero total de permutagoes vai a zero, de onde se depreende que elas sao, na verdade, muito
raras, quando n é grande [1]. Esse fendmeno pode ser observado na Tabela 3.

A Tabela 3 apresenta a proporcdo do numero de intercambios polinomiais, pelo nimero total de
permutagoes em Sy, quando n varia de 4 a 12. Para cada valor de n foram realizadas 300 simulagoes
usando o algoritmo 1, por meio do software Scilab [7]. Em cada simulacao foi gerada uma per-
mutagao aleatéria de S, que era classificada como intercdmbio ou néo intercdmbio polinomial. Ao
final das 300 simulagoes calculou-se a proporgao do ntimero de intercambios encontrados.

%IPn || n | %IPn
0.9167 9 | 0.1300
0.7600 | 10 | 0.0667
0.5900 || 11 | 0.0300
0.4233 || 12 | 0.0200
0.2600

0~ O U B

Tabela 3: %IPn: Propor¢ao do nimero de intercambios polinomiais pelo nimero total de per-
mutacoes em S, quando n varia de 4 a 12.

O cédigo utilizado para a realizagao das simulacoes contidas nesta secao esta descrito a seguir:

N
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N

© 0 N o «

16

17
18
19
20

21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34

35
36
37
38

fprintf('\n');

n = input('\n Entre com o numero de polinomios: ');
fprintf('\n');
m=300; $numero de repeticoes do algoritmo

C=zeros (l,m);
s = RandStream('mt19937ar', 'Seed',0);

for d=1:m
A=randperm(s,n) ; %$cria permutacoes aleatorias em Sn
p=A;
i=0;
while i<size(p,2)-2 && size(p,2)>3 $Criterio de parada: para quando o numero
de elementos da permutacao for igual a 3
i=i+1;
if abs(p(i)-p(i+l))==1 $verifica se as imagens de dois inteiros
consecutivos sao consecutivas
p(i)=min(p(i),p (i+1)); $Neste caso ele colapsa as duas imagens
em uma so (a de menor valor)
aux=p (i) ;

for k=1l:size(p,2)
if p(k)>aux
p(k)=p(k)-1; $Subtrai 1 de todas as imagens maiores
que p (i) para gerar uma nova sequencia com n-1 elementos
end
end
B=p;
p=zeros (l:size(p,2)-1);
if i==size(B,2)-1
p=B(l:end-1);

else
p=[B(l:1),B(i+2:end)]; $Gera a nova sequencia com n-1 elementos
end
i=0;
end
end
if size(p,2)<3
c(d)=1; %Contador de intercambios polinomiais em
300 simulacoes
end
end
mean (C) $Calcula a proporcao de intercambios

polinomiais em 300 simulcoes

E possivel observar [1] que, embora as demonstragdes tenham sido feitas para polindémios ho-
mogéneos cruzando-se na origem, pode-se generalizar facilmente esse resultado para polindmios
nao necessariamente homogeéneos, interceptando-se em um ponto qualquer, ou até mesmo fungoes
analiticas! Curiosamente, pode-se encontrar exemplos de quatro fungoes suaves, ndo analiticas que
se interceptam-se, obedecendo as configuragoes proibidas de Kontsevich!

Mas afinal, o que essas permutagoes tém de tao especial? Isso, sem duvida, é um dos extraordinarios
mistérios da matematica.
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5. Conclusoes

Este artigo apresentou o Teorema de Kontsevich, que exibe duas configuracoes impossiveis para os
graficos de quatro polinémios que passam pela origem, em uma vizinhanga dessa. As configuragoes
proibidas de Kontsevich sao usadas para se caracterizar as configuracoes impossiveis para os graficos
de cinco ou mais polinémios que passam pela origem, na vizinhanca dessa. Um algoritmo simples
foi proposto para detectar as configuragoes proibidas dos graficos de n > 4 polindémios que passam
pela origem. Por sua simplicidade, esse trabalho pode ser usado como tema extracurricular para
alunos do ensino médio. Além disso pode oferecer interessantes desafios para olimpiadas.
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Sequéncia de atividades didaticas utilizando espirdografo

Fernando de Oliveira Cezarino ® Marcelo Firer ®

Resumo

Este texto apresenta uma sequéncia de atividades didaticas para ser realizada com alunos do
Ensino Bésico, com o objetivo de explorar o funcionamento do brinquedo chamado espirdgrafo.
Os contetidos mateméticos utilizados e explorados sdo elementares (proporcionalidade, minimo
miltiplo comum e méximo divisor comum), e a sequéncia visa propiciar aos alunos uma des-
coberta orientada, baseada em observacoes de fenémenos, e concluida com uma demonstragao
transformacional.

Palavras-chave: espirdgrafo; descoberta orientada; demonstragao transformacional

Abstract

This text presents a sequence of teaching activities to be performed with basic education students,
with the objective of exploring the working of a toy called spirograph. The mathematical subjects
utilized and explored are elementary (proportionality, least common multiple and greatest common
divisor) and the sequence aims to provide to the students a guided discovery, based on observations
of phenomena, and concluded with a transformational proof.

Keywords: spirograph; guided discovery; transformational proof

1. Introdugao

Um espirdgrafo é um brinquedo formado por um conjunto de engrenagens que podem ser utilizadas
duas de cada vez, uma fixa e outra moével girando em torno da fixa. Na engrenagem mével ha
véarios orificios onde pode ser inserida a ponta de uma caneta ou de um lapis a fim de desenhar
o caminho percorrido pelo orificio. O design mais popular atualmente do brinquedo foi inventado
pelo engenheiro britdnico Denys Fisher [2].

O desenho tracado por um ponto fixo em uma curva rolando sem deslizar sobre outra curva
é chamado de rolete [17]. As curvas tragadas por espirégrafos onde as duas engrenagens sao
circulares sao tipos especiais de roletes: hipotrocoides (caso a engrenagem mdével esteja dentro da
fixa) ou epitrocoides (caso a engrenagem movel esteja fora da fixa). A Figura 1 mostra exemplos
de desenhos que podem ser obtidos com um espirégrafo.

O programa “Isto é Matematica” [1] tem um episédio dedicado ao espirégrafo, que pode ser visto no
YouTube em <https://youtu.be/ieVefMuW2jA>. Além disso, no préprio YouTube, intimeros videos
de utilizacao de espirdgrafo podem ser encontrados. Por exemplo, os videos em <https://youtu.
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Figura 1: Exemplos de hipotrocoides obtidos com um espirégrafo.

be/gRo_FLWprGe> e <https://youtu.be/dzZ5bBsIXdw> mostram o desenho de diferentes padroes que
podem ser obtidos com um espirégrafo moderno. Outro recurso on-line interessante é o site Inspiral
Web [8], onde se encontra uma simulagdo digital de um espirdgrafo.

Existem diversas propostas de atividades utilizando o espirégrafo, a grande maioria considerando
a parametrizagao das curvas, destinadas principalmente para alunos no final do Ensino Médio.
Neste texto sera descrita uma proposta de sequéncia de atividades destinadas a alunos dos anos
finais do Ensino Fundamental, investigando propriedades das hipotrocoides utilizando conceitos
como de minimo multiplo comum e proporcionalidade. Os espirdgrafos mais baratos permitem
tracar apenas hipotrocoides, e por esse motivo serao exploradas apenas essas curvas, embora seja
possivel facilmente estender todo o estudo para epitrocoides.

Do ponto de vista pedagdgico, esta sequéncia de atividades pode ser classificada como aprendizagem
por descoberta, um método indutivo de ensino em que os estudantes descobrem os contetidos por eles
mesmos, cabendo ao professor prover algum grau de instrucao ou orientagdo no decorrer no processo
de aprendizagem [15]. Apesar de a matemdtica ser uma ciéncia dedutiva, o raciocinio indutivo é
importante para formular conjecturas e fazer descobertas (conforme reconhecido por George Pdlya,
no seu mais famoso livro [16]). Em tltima instancia, o objetivo é orientar a descoberta dos alunos
sobre estruturas matematicas que permitam um conhecimento preditivo sobre o espirdgrafo: a
possibilidade de determinar diversas caracteristicas do desenho a partir apenas da escolha inicial
de engrenagens e orificio da engrenagem movel.

Este texto estd baseado em uma dissertacao de mestrado que tem como foco uma sequéncia de-
senvolvida para explorar a mateméatica do espirégrafo.

Sobre a organizacao do texto, na Secdo 2, sdo estabelecidas a notagdo e as definigbes mateméticas
pertinentes ao problema. Na Sec@o 3 a sequéncia de atividades é contextualizada pedagdgica e
matematicamente dentro da variedade de métodos indutivos de ensino e aprendizagem e de tipos
de demonstragao. Finalmente, na Secao 4, é apresentada a estrutura conceitual da sequéncia e
uma breve descricao de cada uma das onze atividades, além de uma delas explicada com mais

detalhes.

2. A matematica do espirégrafo
Uma hipotrocoide pode ser obtida por um ponto fixo em uma circunferéncia interna com raio r
rolando sem deslizar em torno de uma circunferéncia externa com raio R > r. Considere o centro
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da circunferéncia externa coincidindo com o centro de um sistema cartesiano e uma cuspide' da
hipotrocoide sobre o eixo horizontal. Considere também que a circunferéncia interna move-se no
sentido anti-horério e que 8 é a medida do angulo formado pelo eixo horizontal do plano cartesiano
e o segmento que liga a origem ao centro da circunferéncia interna. Podemos entao descrever a
hipotrocoide em fungao de 6 pelas equacoes:

R-r

x(6) = (Rr)cos@+pcos( )9 e y(6)= (Rr)sin@psin(er")G

T
onde p representa a distancia entre o centro da circunferéncia interna e o ponto considerado para
tracar a curva. Detalhes da obtengao dessas equagoes podem ser encontrados, por exemplo, em
[12]. Para mais informagoes sobre roletes e espirégrafos ver, por exemplo, [7].

As equacoes possibilitam um conhecimento completo da hipotrocoide: se pensarmos no angulo 6(t)
como uma funcgao do tempo t, elas descrevem a posicao da caneta ou do lapis a cada momento.
Elas descrevem qualitativamente e quantitativamente a curva. Essa abordagem j4 foi utilizada ao
se explorar o espirdgrafo como recurso diddtico em, por exemplo, [11].

Neste trabalho é proposta uma sequéncia de atividades sem parametrizacao das curvas, focando
em contetudos contemplado nos curriculos de Ensino Fundamental.

2.1. Uma abordagem discreta do espirégrafo

Pensando no espirdgrafo fisico, as circunferéncias interna e externa sao representadas por engrena-
gens. A Figura 2 mostra essa representagio, feita a partir da referéncia [8], com R, r e p indicados.
A Figura 3 mostra a hipotrocoide obtida com a configuracao de engrenagens da Figura 2 em di-
ferentes estdgios da sua construgao (cada imagem representa uma volta completa da engrenagem
interna em torno da externa).

O ponto de partida é observar que, como todos os dentes tém o mesmo tamanho, o nimero de
dentes das engrenagens é diretamente proporcional ao comprimento das circunferéncias e, conse-
quentemente, aos seus raios. E possivel entdo falar do nimero de dentes das engrenagens em vez
de raio das circunferéncias. Trata-se de uma abordagem discreta, baseada no numero de dentes,
sempre um numero inteiro. Isso possibilita um estudo dos desenhos obtidos com um espirégrafo
(hipotrocoides) levando em conta aspectos qualitativos. A falta de uma parametrizacdo impossi-
bilita a predigdo de alguns aspectos quantitativos (o comprimento da curva, por exemplo), mas
preserva aspectos qualitativos interessantes. Se perde algo em sua capacidade preditiva, a aborda-
gem discreta carrega vantagens significativas para o ensino, pois nao demanda a parametrizacao de
curvas (como feito no inicio da presente Se¢ao) e envolve apenas contetidos constantes do programa
de ensino das escolas do Ensino Fundamental?.

E possivel encontrar textos que se assemelhem a essa proposta. Como exemplo, um texto breve,
de 1975, de William Cavanaugh [4] e, mais recentemente, o trabalho de Guilherme de Martini et.
al. [6] e parte da dissertacao de Juscelino de Oliveira [14] também se aproximam dessa proposta.

Ponto de mudanca de sentido de uma curva. No caso descrito pode ser visto como um ponto de distancia
méxima ao centro da circunferéncia externa.

2Segundo a Base Nacional Curricular Comum [13], aparecem nos anos finais do Ensino Fundamental, Uni-
dade Temadtica “Numeros”, Habilidade EF07TMAO1 e Unidade Temética “Algebra”, Habilidades EFO07TMA13,
EF07TMA17, EFO8MA12, EFO8MA13 e EFO9MAOQ7, e também no Ensino Médio, Componente Especifica 5, Ha-
bilidade EM13MAT510. E curioso notar que os temas da proposta didatica nao aparecem na Unidade Didatica
“Geometria” apesar da interpretagdo geométrica possivel.
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Figura 2: Representacao de R, r e p em um espirdgrafo

Figura 3: Diferentes estagios do desenho obtido pela configuragdo da Figura 2, a cada volta
completa da engrenagem interna em torno da externa
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Sao consideradas as seguintes grandezas:

e Os numeros de dentes das engrenagens externa e interna utilizadas, denotados E e I, respectiva-
mente.

e A escolha de um orificio da engrenagem interna e sua distancia ao centro dessa engrenagem,
denotada p.

e Os movimentos de ano (quando a engrenagem interna volta a tangenciar a externa no ponto de
tangéncia original) e de dia (quando o ponto de tangéncia original da engrenagem interna volta
a tangenciar engrenagem externa). Essas grandezas estdo representadas na Figura 4.

e As distancias dpyax € dmin da hipotrocoide ao centro da engrenagem externa. Tais grandezas,
bem como a coroa circular que encapsula o desenho, podem ser vistas em destaque na Figura 5.

No que se refere a capacidade de predigao de caracteristicas dos desenhos tragados pelo espirégrafo,
os objetivos sao:

1. Perceber que o niimero de dentes e o raio dos discos sdo proporcionais: E/R =1/r.

2. Determinar o nimero A de anos e o nimero D de dias até o desenho se completar como funcao

de Eel.

3. Determinar as distdncias méxima (dpax) € minima (dpyin) da coroa circular que encapsula o
desenho até o centro da engrenagem externa como funcao de R, r e p.

No que se refere ao objetivo 1, o raio das engrenagens é proporcional ao numero de dentes, com a
constante de proporcionalidade k = 1/2x, pois a unidade de medida é a distancia entre dois dentes
consecutivos (que pode ser convertida para outra unidade realizando uma medicao e dividindo o
valor obtido pelo nimero de dentes). Temos entao que

R=«k-E e r=«-1

Para o objetivo 2, basta perceber que a cada ano completado sao percorridos E dentes e a cada dia
completado sao percorridos I dentes. Entao o niimero de dentes percorridos para um certo niimero
de anos é A - E e para um certo numero de dias é D - 1. Quando o desenho completa-se, ocorre
pela primeira vez A - E =D -1, ou seja, ocorre pela primeira vez a igualdade entre um multiplo de
E e um miiltiplo de I. Portando, temos

A-E=D-1=mmc(E,I)

onde mmc(E,I) é o minimo miltiplo comum de E e I. Usando o fato de que o produto de dois
nameros ¢é igual ao produto do seu minimo multiplo comum e seu maximo divisor comum, temos

E-I

A-E=D 1= ———
mdc(E, I)

onde mdc(E,I) é o maximo divisor comum de E e I. Concluimos entao:

I E
A = D e —
mde(E,1) © mde(E, 1)
an
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(a) Posigdo inicial: a seta vermelha in-
dica o ponto inicial de tangéncia da cir-
cunferéncia interna com a externa, e a
seta azul indica a posi¢do inicial do mo-

vimento
(b) Apés completar 1 dia:  a circun-  (¢) Apds completar 1 ano:  a circun-
feréncia interna rolou até o ponto de feréncia interna rolou até voltar a tocar a
tangéncia inicial voltar a tocar a circun-  posi¢ao inicial do movimento

feréncia externa

Figura 4: Representacao de posicoes de um espirdgrafo. Neste caso em particular, cada volta em

torno da circunferéncia externa é igual a 2,67 voltas da interna em torno de si mesma

Figura 5: Desenho obtido pela configuracao da Figura 2, com destaque para d.x € dmin
ran
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(a) r+p <R (b)r+p >R

Figura 6: Posi¢oes obtendo pontos de distancia minima e maxima consecutivos

Uma observacao interessante é que, caso sejam usadas engrenagens com numeros de dentes iguais
a um mesmo multiplo m de E e I, isso nao alterard A e D, pois

m-I B m-1 3 I
mde(m-E,m-I)  m-mdc(E,I) mde(E,I)

m-E _ m-E _ E
mde(m-E,m-I) m-mde(E,I) mdc(E,I)’

Para o objetivo 3 é conveniente olhar para as engrenagens em uma posi¢ao de distancia maxima
e uma de distancia minima e fazer o caminho entre o centro da engrenagem externa até o ponto
desejado, passando por R, r e p. A distancia até um ponto de distancia maxima sempre sera

dmax:R7r+p‘ (1)

Considerando a distancia do centro da engrenagem externa até um ponto de distdncia minima,
duas possibilidades podem ocorrer, dependendo da soma de r + p:

d R-r—p se r+p<R
e R+r+p se r+p=>R.

Ambas as possibilidades podem ser expressas por uma tUnica férmula:
dmin=|R*I‘7p|. (2)

No caso da igualdade, R =1+ p, dpmin = 0, € 0 desenho passa pelo centro da engrenagem externa.
A Figura 6 representa os dois casos possiveis para dmyin, comr+p <R em 6(a) e rp > R em 6(b).

Se P € Z é o ntmero de dentes de uma engrenagem com raio igual a p (distancia do orificio
utilizado para tragar a curva ao centro do disco mével), entao
p=k-P.
ran
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Substituindo R = «E,r=«l e p = kP em (1) e (2) temos
dmax = «(E-I1+P) e dpin=«E-I-P|.

Fazendo | = P/I a razdo entre p e r e k = I/E a razdo entre r e R, obtemos as distancias maxima
relativa e minima relativa:

dmax,rel = KE(l - k(l + 1)) € dmimrel = KE|1 - k(l + 1)|

3. Descoberta orientada e demonstracao transformacional

Esta se¢ao trata da contextualizagao da sequéncia de atividades no que se refere ao método indutivo
em geral e ao contexto de ensino de matemadtica em particular. Em seguida serd comentada a
estrutura geral da sequéncia, as caracteristicas gerais do material que a compoe e as expectativas
de ensino e aprendizagem, tanto especificamente, quanto como um modelo que pode ser adaptado
para outras propostas.

Segundo Prince e Felder [15], um método indutivo de ensino e aprendizagem é um método centrado
no estudante e essencialmente construtivista. O que caracteriza um método construtivista é a
tentativa do estudante de fazer sentido da sua experiéncia e incorporar o novo conhecimento pelo
filtro do seu conhecimento prévio. O papel do professor é entao preparar experiéncias que favorecam
os estudantes a construirem o conhecimento por eles mesmos.

Os métodos indutivos classificados pelos autores, de acordo com suas caracteristicas definidoras,
sao:

Aprendizagem por investiga¢do: Questoes ou problemas proveem contexto para aprendizagem

Aprendizagem baseada em problemas: Problemas complexos, com estrutura flexivel, solugao
aberta e do mundo real proveem contexto para aprendizagem

Aprendizagem baseada em projetos: Grandes projetos proveem contexto para aprendizagem

Ensino baseado em casos: Estudos de casos proveem contexto para aprendizagem

Aprendizagem por descoberta: Estudantes descobrem o contetido do curso por eles proprios

Ensino “just-in-time”: Estudantes completam e submetem exercicios conceituais; instrutores
ajustam aulas de acordo com suas respostas

Outras caracteristicas presentes nos métodos indutivos de ensino e aprendizagem, em maior ou
menor grau, sdo: aprendizagem autodirigida, aprendizagem ativa e aprendizagem colaborativa/
cooperativa.

A sequéncia de atividades desenvolvidas neste trabalho pode ser entendida como aprendizagem por
descoberta. Como a sequéncia prové um grau significativo de orientagoes aos alunos e a transigao
é sempre mediada por um professor, é pertinente designa-la como um instrumento para descoberta
ortentada. Vale a pena ressaltar que, na estrutura de cada uma das atividades da sequéncia e no
encadeamento entre elas, é possivel encontrar semelhangas com o descrito por Cabral em [3]. Mais
detalhes na Segao 4, onde sera apresentada a estrutura das atividades.
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Do ponto de vista dos objetivos, pretende-se orientar os alunos a fazerem uma série de constatacoes
na direcao de alguns padroes matematicos que emergem do espirégrafo. Essa é a parte da desco-
berta. A intervencao do professor é necessaria para que cada etapa desse processo se consolide de
maneira conceitual, na forma de um pequeno corpo de proposicoes, cujo entendimento pode ser
visto como uma demostragao matemaética.

O entendimento do sentido de demonstra¢do vem de [10], onde Harel e Sowder descrevem diferentes
esquemas de demonstracoes. Segundo os autores, ha trés classificagoes basicas: demonstrag¢ao por
convicgao externa, demonstracao empirica e demonstracao analitica. Demonstracoes por convicgao
externa geralmente se baseiam na autoridade de um professor ou de um livro, mas também podem
depender da aparéncia do argumento ou de sua manipulagao simbdlica, sem a atribuicao de um
significado. Demonstracdes empiricas apoiam-se em exemplos ou casos particulares. A terceira
categoria divide-se em duas subcategorias: demonstracao analitica transformacional e axiomdtica.

No decorrer da sequéncia as atividades irao propiciar aos alunos descobertas empiricas e a produgao
de demonstragoes analiticas transformacionais. Ou seja, os alunos irao formar conjecturas, de
carater preditivo, para resolver problemas propostos e posteriormente generalizar. Esse esquema
de demonstracao é baseado em um raciocinio dedutivo apresentado de modo explicito e rigoroso,
mesmo que nao seja formalizado em proposicao, teorema etc., como é usual ocorrer em esquemas
axiomaticos presentes nos livros de matematica universitdria e nos artigos de pesquisa.

As proposigoes que os alunos terdo demonstrado ao final das atividades poderiam ser enunciadas
da seguinte maneira:

Proposicao 1. Se E e I sao os nimeros de dentes das engrenagens externa e interna de uma
configuracdo do espirdgrafo, entao os nimeros A de anos e D de dias até o desenho se completar
sao dados por

I E

- = ¢ D=——
mde(B,1)  © mde(E, )

Proposicao 2. Se R é a medida do raio da engrenagem externa do espirdgrafo, r a medida do raio
da engrenagem interna e p a distancia entre o centro da engrenagem interna e o orificio escolhido,
entao as medidas dos raios externo dmax € interno dmin da coroa circular que encapsula o desenho
obtido sao dadas por

dmax:Rfr'{'p € dmin:|R7r7p|

4. Proposta de sequéncia de atividades

A Sequéncia de Atividades Didaticas (SAD) é composta de 11 atividades, quase todas com dois
momentos distintos. O primeiro momento consiste de uma atividade a ser realizada em grupos
pequenos de alunos (trés a cinco) que comega sempre com uma manipulac¢do do espirégrafo, uma
orientagao para uma medicao ou uma observagao de um fenomeno3. O segundo momento, que
chamamos de sistematizacdo, é quando a classe toda busca, junta, organizar, com mediacao do
professor, o que foi explorado no primeiro momento. E nesse segundo momento que ocorrem
as demonstragoes transformacionais, e ele também serve de ponto de partida para a atividade
seguinte.

3Uma sugestao para o leitor interessado na organizacao de trabalhos em grupo em sala de aula é o livro de
Elizabeth Cohen e Rachel Lotan [5].
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H4 um paralelo entre essa estrutura e o método hipotético-dedutivo que, como descrito em [9],
consiste em:

1) Fazer observagoes.
#4) Formular uma hipotese que acomoda as observacoes.

113) Deduzir novas predigoes observacionais da hipdtese.

iv) Ver se as predigoes sdo verdadeiras. Se sim, voltar para iii). Caso contrdrio, tomar a hipdtese
como falseada e voltar para ii).

Uma proposta semelhante de estruturagdo é apresentada em [3], onde vérios paralelos com o
presente trabalho podem ser encontrados. Do ponto de vista metodoldgico, a principal diferenca
entre esta SAD e a proposta por Cabral estd no fato de que o ponto de partida, a questao motivadora
que encontramos no seu texto, é um contetido matemético escolar (fragoes, fungdes etc.), enquanto
a presente proposta parte de um objeto exégeno (espirdgrafo) com propriedades matemadticas
interessantes de serem exploradas.

Além das atividades diagramadas para uso direto pelos alunos, hd um guia para o professor.
Na elaboragao do material do aluno, foi feito um esfor¢o para que ele seja levado a formular por
iniciativa propria as perguntas relevantes. A expectativa é que, com um modelo para sequéncias de
atividades bem objetivado, como a presente proposta pretende alcancar, seja possivel desenvolver
outras sequéncias abordando outros temas matematicos e outras experiéncias, utilizando materiais
fisicos ou digitais, seguindo um mesmo padrao.

Na continuagao é exposto um panorama geral das atividades. Em seguida hd uma apresentagao
mais detalhada de uma atividade em particular, a Atividade 6, explicitadas algumas consideragoes
didaticas que nortearam a sua elaboragao e redagao.

A vers@o mais recente do material do aluno e do tutor poderdo ser encontradas em <https://drive.
google.com/drive/folders/1tdlrWqfKViP8sAtMaQNd85V _0KgAuhl1t?usp=sharing>.

4.1. Descricao das atividades

A seguir serao descritas brevemente cada uma das 11 atividades que compoem a sequéncia.

Atividade 1 — Primeiras observagoes

A primeira atividade consiste em apresentar o espirégrafo aos alunos para que eles, através de
observacoes, obtenham informagoes sobre o seu funcionamento. Nenhum desenho seré feito ainda,
mas os alunos deverao, pelas observagoes e respondendo algumas perguntas, imaginar como sera
o desenho obtido com o espirdgrafo. Com isso eles terao um primeiro contato com o brinquedo e
também com a elaboracao de hipoteses, algo que percorrerd todas as atividades.

No momento de sistematizagao as informacoes obtidas pelos grupos e as suposigoes serao compar-
tilhadas com a classe, e o professor ajudard na organizacao das ideias, separando as relevantes das
irrelevantes para o estudo que seguira e trazendo pontos pertinentes a discussao que eventualmente
nao tenham sido notados pelos alunos. Essa sistematizacao serd posteriormente comparada com
as novas sistematizacoes obtidas nas atividades seguintes.
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Sintese da aprendizagem: perceber os parametros relevantes no estudo discreto do espirégrafo.

Atividade 2 — Primeiros desenhos

Nesta atividade os alunos deverdo fazer alguns desenhos livres com o espirdégrafo para se fami-
liarizarem com seu funcionamento e os desenhos que ele produz. Deve ser combinando entre os
membros de cada grupo para que utilizem engrenagens diferentes, para uma maior variedade, mas
ainda sem seguir um padrao. Com os desenhos prontos cada grupo ira listar semelhancgas e dife-
rengas. Com uma tentativa de descricao em palavras dos desenhos, essas semelhangas e diferencas
aparecerao naturalmente.

Na sistematizacao o professor ir4 novamente separar as informagoes relevantes das irrelevantes para

a proposta didética e ressaltar dois fatos:

1. Alguns desenhos tem mais “voltas” do que outros. Isso tem a ver com o nimero de anos e dias
e ird compor a parte da SAD relacionada a Proposigao 1.

2. Alguns desenhos sdo mais “estreitos” do que outros. Isso tem a ver com dax € dyiy, € itd compor
a parte da SAD relacionada & Proposigao 2.

Ao final da sequéncia didatica os alunos serao capazes de prever e controlar essas mudancas nos

desenhos.

Sintese da aprendizagem: perceber tipos diferentes de desenhos que podem ser obtidos com o
espirografo, estabelecendo semelhancas e diferencas entre eles.

Atividade 3 — Nomeando os componentes

Esta atividade nao terd a parte dos grupos, sendo realizada apenas em conjunto com toda a
sala. Os alunos deverdo, com ajuda do professor, nomear cada componente do espirégrafo para
facilitar a comunicagao entre a sala nas atividades seguintes e também as formulagbes matematicas
subsequentes. A nomenclatura escolhida deve ser intuitiva e se relacionar com certos aspectos das
pecas, mas nesse momento nao se espera q elas sejam definitivas. Haverd oportunidade de melhorar
as nomenclaturas nas atividades seguintes.

Atividade 4 — Mudando as configuragoes

Aqui os alunos deverao, através de mudancas especificas de configuragées de engrenagens e orificios,
notar qual a influéncia de cada mudanga no desenho obtido. Ou seja, eles irdo perceber que a
escolha das engrenagens externa e interna altera o nimero de “voltas” do desenho, ou seja, o
numero de anos e dias, e que a escolha de orificios diferentes para um mesmo par de engrenagens
altera a “espessura” do desenho, ou seja, a diferenga entre dyax € dmin- Esses sao os parametros
que podem ser controlados.

Caso algum grupo nao percebam algum desses fatos, isso serd retomado na sistematizagao. E
importante que essas mudangas nos desenhos estajam claras pois motivarao as préximas atividades.
Uma vez estabelecido o que muda, a investigagdo serd agora para responder como as mudancas
acontecem, dependendo dos parametros escolhidos.
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Sintese da aprendizagem: perceber de forma qualitativa as mudangas no desenho de acordo com
as mudancas nos parametros iniciais.

Atividade 5 — Medigoes 1

Neste ponto os alunos comegarao uma abordagem quantitativa dos desenhos. Serd realizada uma
contagem do niimero de dentes de cada engrenagem e uma medicao do comprimento dos seus raios.
As contagens devem ser diretas e as medigoes podem ser feitas de varias maneiras diferentes com
a obtengao dos raios de maneira indireta. Vale ressaltar que a contagem serd exata enquanto as
medigoes fornecerao valores aproximados. Os valores serao preenchidos em uma tabela no material
do estudante.

Na sistematizacao, os valores obtidos pelos grupos serao compartilhados com a classe para todos
chegarem a um acordo e resolver eventuais discrepancias. Os comprimentos dos raios das engre-
nagens serao acertados, por exemplo, tirando a média do valor obtido para cada engrenagem por
cada grupo. A partir desse ponto todos irdo usar os mesmos valores. Serd um bom momento para
atualizar os nomes dados as engrenagens para uma designacao que envolve o nimero de dentes.

Sintese da aprendizagem: discretizar o espirégrafo, concluindo que o niimero de dentes de um disco
é proporcional ao seu raio.

Atividade 6 — anos e dias

Esta atividade inicia uma abordagem sistematica para resolver o segundo objetivo da sequéncia. Os
grupos serao apresentados ao que foi chamado de ano e dia e deverao contar esses valores para duas
configuragoes diferentes de engrenagens, preenchendo os valores obtidos em tabelas apropriadas
no material. Para facilitar a contagem, é sugerido usar uma caneta nao permanente para indicar
a posigao inicial de contato das duas engrenagens.

Os valores obtidos pelos grupos serao reunidos em uma tabela tinica no momento de sistematizacao.
Nessa tabela devera constar todas as informacoes referentes a anos e dias das combinagoes de
engrenagens utilizadas pelos grupos. O objetivo é encontrar um padrao. A maneira que os valores
serao dispostos na tabela no material do aluno foi pensada para facilitar a visualizacao da relagao
existente entre os nimeros de dentes das engrenagens em cada configuragao e o nimero de anos e
dias no desenho por ela produzida. Algumas combinagoes adicionais poderdo ser estudadas nesse
momento caso haja necessidade. Uma conjectura deve ser registrada ao final dessa sistematizacao.

Sintese da aprendizagem: perceber empiricamente que A-E =D - 1.

Atividade 7 — Relacao entre niimero de dentes, anos e dias

Nesta atividade os grupos irao primeiro calcular os produtos A - E = D - I para as configuragoes
que usaram na atividade anterior e depois generalizar. Irao depois responder o que representa esse
valor obtido em relagao a A, E, D e L.

Conhecendo esse produto, os alunos serao capazes de determinar o ntimero de anos e dias antes
de fazerem o desenho.
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Na sistematizacao serd concluido, por todas as observagoes feitas até esse momento e com ajuda
do professor, se necessério, que esse produto é o minimo multiplo comum dos numeros de dentes
das engrenagens utilizadas.

Sintese da aprendizagem: concluir que mmc(E,I)=A-E=D-1L

Atividade 8 — Testando a relagao I

Esta é a primeira atividade onde os grupos irao utilizar a féormula obtida para prever aspectos
do desenho sabendo apenas das engrenagens utilizadas. Eles deverao calcular A e D para uma
configuracao inédita, sabendo apenas sobre E e I. Depois farao o desenho para confirmar os
valores previstos. Essa atividade concluira o segundo objetivo da sequéncia.

Sintese da aprendizagem: verificagdo empirica da conclusao obtida na atividade anterior.

Atividade 9 — Medigoes I1

Esta atividade inicia a abordagem para resolver o terceiro objetivo da sequéncia. Os alunos es-
tardo agora interessados em como o orificio escolhido altera o desenho obtido com uma mesma
configuracao. Cada orificio estd relacionado a um p, que também serd medido pelos alunos nesse
ponto. Isso sera feito pela observagao de desenhos resultantes de duas configuragoes diferentes de
engrenagens e alguns orificios diferentes em cada configuragao. A diferenca entre as configuragoes
é que na primeira o raio da engrenagem externa é maior que o diametro da interna, e na segunda
é menor. Os valores dyax € dmin serdo medidos e registrados em tabela prépria no material do
aluno. Com esses valores, os alunos deverao notar algum padrao.

Na sistematizagao, duas configuragoes em particular, uma obedecendo cada citério, serao estudadas
de maneira a obter uma tabela conjunta contendo os valores de dyax € dmin para todos os orificios.
Isso evidenciard o que ocorre com a mudanca do orificio escolhido nos dois casos e também a
particularidade do segundo caso com relagao a dpyip-

Sintese da aprendizagem: perceber que a mudancga do orificio utilizado na engrenagem interna
influencia na espessura da coroa circular que encapsula o desenho.

Atividade 10 — Relagao entre p e os raios interno e externo

Aqui os grupos irao fazer uma conjectura sobre como dpax € dmin s@o influenciados por R, r
e p separadamente, inicialmente, para cada uma das configuragoes, e depois juntarao ambas as
férmulas em uma sé que descreve o caso geral. A sugestdo dada é observar o caminho entre o
centro do desenho até um ponto de distancia maxima e um de distancia minima percorrendo R, r
e p em sequéncia.

Na sistematizacao as conclusoes dos grupos serao discutidas para se chegar a um consenso sobre
as férmulas desejadas. O valor obtido por essas férmulas serd aproximado. Ao contrario de anos
e dias que sao grandezas discretas, as distancias sao grandezas continuas, e por isso haverd o erro
da medigao. Mas um valor aproximado serd suficiente.

Sintese da aprendizagem: concluir que dpax = R—1+p e dpin = |[R—1—p|.
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Sistematizacdo da aprendizagem

Iremos agora juntar todas as informacGes obtidas pela sala e buscar por
padries. Nesta sistematizagdo, concluiremos primeiramente o que muda no de-
senho com cada mudanca de configuracio que fazemes com as engrenagens e
os orificios.

Depois, construiremos uma tabela conjunta com as informagGes obtidas por
cada grupe nessa atividade. Comecando com uma escolha do professor, a tabela
ird conter os seguintes itens nas suas colunas, em ordem: N (MNamero do grupa)
E (dentes na engrenagem externa), A (nimero de anos). 1 (dentes na engre-
nagem interna) e [ (nimero de dias). Observando a tabela nessa disposicdo, o
que iremos notar? Registre nesta pagina todas as conclusties obtidas pela turma

interna faz até completar uma volta em torno da engrenagem extarna e um dia
como ¢ movimento que ela faz entre dois contatos consecutives de um ponto N E [A | I | D

fixo dela com a engrenagem externa

Repita este processo com outra configuagdo de engrenagens, completando
quatro desenhos no total. Registre os resultados dessa atividade na tabela abaixo
Como sugestdo, para a Configu o 1 use engrenagens tal que o nomero de
dentes da engrenagem externa seja maior que o dobro do nimere de dentes da
interna e para a Configuracio 2 use engrenagem tal que esse ndmero seja menor
que o dobro do nimero de dentes da engrenagem externa

Configuracio 1
Engrenagem externa |
Engrenagem interna
Orificio Espaco para anotar as conclusdes:
# anos I |
# dias

Configuracio 2
Engrenagem externa |
Engrenagem interna
Orificio
# anos
# dias

Figura 7: Reprodugao da Atividade 6 do material do aluno

Atividade 11 — Testando a relagao I

Novamente os grupos irao utilizar formulas obtidas na atividade anterior para fazerem previsoes.
Escolhendo duas configuragoes seguindo os critérios estabelecidos anteriormente quanto ao raio da
engrenagem externa e o didmetro da interna, os alunos deverao calcular dy.x € dmin para cada
configuracao para um p em particular, registrando os valores obtidos em tabela prépria no material.
Depois farao os desenhos para confirmar os valores previstos, levando em conta o fato de que sao
aproximados. Aqui se completard o terceiro objetivo.

Sintese da aprendizagem: verificagao empirica da conclusao obtida na atividade anterior.

4.2. Atividade 6

O desenvolvimento dessas atividades, elaboradas pensando em outorgar um alto grau de autonomia
aos alunos, foi pautado por muitos dilemas e demandou grande atengao a detalhes importantes.
Para ilustrar os diversos dilemas envolvidos, na busca de um equilibrio que permita uma descoberta
genuina e factivel, a seguir é apresentada em detalhes a Atividade 6, reproduzida na Figura 7
conforme aparece no material a ser distribuido aos alunos.

O ponto de partida dessa atividade é a sistematizacao da anterior, na qual foi evidenciado que o
numero de dentes de uma engrenagem ¢é proporcional ao seu raio. Na Atividade 5 foi estabelecida
a notacao basica: E e I, nimero de dentes da engrenagem externa e interna respectivamente, e
A e D, numero de anos e dias transcorridos até se obter uma figura fechada. O objetivo dessa
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Tabela 1: Exemplo de sugestao do professor para valores de E, A, I e D.

atividade é a constatacao de que A-E = D-1. Vale mencionar que essa sistematizacao serd o ponto
de partida da atividade seguinte.

Os alunos serao orientados a realizar dois pares de desenhos, cada um com uma configuragao
diferente de engrenagens e, dentro de cada par, orificios diferentes da engrenagem interna. O
primeiro fato notéavel é que o nimero de anos e de dias nao depende do orificio escolhido, entao
deve depender apenas do nimero de dentes das engrenagens escolhidas.

Juntando os dados obtidos pelos grupos serd montada, na sistematizagao, uma tabela onde nas
colunas constam, nesta ordem: o nimero de dentes da engrenagem externa, o nimero de anos
até o desenho se completar, o nimero de dentes da engrenagem interna e o nimero de dias até o
desenho se completar. As colunas da tabela foram ordenadas propositalmente, de modo a termos
os fatores E, A e I, D adjacentes, para facilitar a visualizacao da relagao E- A =1-D.

E importante destacar que, a depender das escolhas das engrenagens, o niimero de dias e anos e
os produtos E- A e I-D podem assumir valores elevados, de modo que a relagdo de igualdade nao
seja evidenciada pelos alunos. Nesse sentido, caso seja necessario, o professor pode sugerir alguns
pares adicionais de engrenagens, de modo a obter, por exemplo, as linhas da Tabela 1.

Pensando em uma sala de tamanho tipico, é razodvel supor que a tabela dessa atividade tenha
de 20 a 30 linhas. Evidenciar a igualdade E - A =1-D torna-se assim algo relativamente labori-
0s0. No caderno de orientagoes ao professor, sugerimos duas estratégias possiveis: compartilhar a
tarefa entre os alunos (cada grupo faz as contas relativas a suas medigoes) ou fazer as anotagoes
diretamente em uma planilha digital, projetada no quadro.

Perceber a regularidade dessa igualdade levard & sistematizacio da Atividade 6, que serd o ponto
de partida da atividade seguinte, na qual se pretende notar que o produto E- A (ou I-D) é o
minimo multiplo comum dos niimeros de dentes das engrenagens usadas, E e I.

5. Consideragoes Finais

A sequéncia de atividades diddticas apresentadas neste trabalho consiste de tarefas bastante de-
talhadas para serem oferecidas aos alunos, com o intuito de agugar o seu olhar e orientar a sua
descoberta. Esse detalhamento, assim como as sugestoes e orientacbes aos professores, visam
facilitar o seu trabalho, mas de modo algum substitui-lo. Pelo contrério, para que esse tipo de ati-
vidade possa atingir seus objetivos, um pressuposto béasico é a participagao ativa de um professor
matematicamente competente e pedagogicamente sensivel.

Devido a pandemia de Covid-19 e as restricoes de prazo de pés-graduacao, tais atividade nao foram
testadas, como era a intencao dos autores. Se vocé for um desses professores competente e sensivel
a utilizar essas atividades, nds, os autores, ficaremos muito gratos em receber o seu retorno, seus
comentarios, correcoes, sugestoes e criticas.
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Uma revisao sistematica do ensino de matematica para
estudantes com transtornos do espectro autista

Karina de Kassia Abreu ® Evelise Roman Corbalan Géis Freire ©

Resumo

Os profissionais da Educacao lidam diariamente com dificuldades em atender as miltiplas formas
de aprendizagem de seus alunos, principalmente os diagnosticados com Transtorno do Espectro Au-
tista (TEA). Diante disso, o objetivo desta pesquisa foi analisar os estudos realizados mundialmente
sobre o ensino de matematica para alunos com TEA, descrevendo suas possiveis contribuigoes no
processo de ensino-aprendizagem. A metodologia aplicada foi uma revisao sistematica de literatura
ancorada na pesquisa qualitativa, por meio do mapeamento de 47 artigos, redigidos em portugués
ou inglés. As anédlises realizadas mostraram que o uso de videos de modelagem e de perspectivas,
comandos de repeticao, instrugoes predefinidas sequencialmente e a utilizagao ou producao de pla-
taformas virtuais que tenham layout simples e direto sao ferramentas pedagdgicas que contribuem
para o ensino de matematica para estudantes com TEA.

Palavras-chave: Ensino de Matemaética; Revisao Sistemética; Transtorno do Espectro Autista.

Abstract

Educators deal daily with the difficulties in attending to the multiple forms of learning of their
students, especially those diagnosed with Autistic Spectrum Disorders (ASD). Thus, one of the
objectives of this study was to organize and analyze teaching materials, teaching practices, digital
technologies and their contributions to the teaching and learning process. The methodology applied
was a systematic literature review based on qualitative research, through the mapping of 47 articles,
written in Portuguese or English. The analyzes carried out showed that the use of modeling
and perspective videos, repetition commands, sequentially pre-defined instructions and the use or
production of virtual platforms that have a simple and straightforward layout are pedagogical tools
that contribute to the teaching of mathematics for students with ASD.

Keywords: Mathematics Teaching; Systematic Review; Autistic Spectrum Disorders.

1. Introdugao

O numero de matriculas de estudantes incluidos em classe de aula regular, alunos de 4 a 17 anos
da educacao especial, aumentou acentuadamente nos ultimos anos no Brasil. A porcentagem cor-
responde a 88,4% em 2015 para 92,8% em 2019, para estudantes incluidos no sistema de ensino
regular [36]. Dentre estes estudantes matriculados advindos da educagao especial, estdo os estudan-
tes com Transtorno do Espectro Autista (TEA). O aumento mencionado faz-nos questionar como
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estd acontecendo o ensino regular no sistema inclusivo de ensino para os estudantes com TEA,
precisamente o ensino de matematica. Também reflete as conquistas e as perspectivas no ensino
de matematica para tais estudantes. Assim, o presente estudo foi realizado com a finalidade de
responder essas indagagoes e também realizar um documento que possa servir de orientagao no en-
sino da disciplina de matematica para os profissionais da educagao que trabalham com estudantes
com TEA.

2. Principio histdrico e as pecularidades das pessoas com Transtorno do Espectro Autista.

O termo autismo foi utilizado pela primeira vez em 1911, por Eugen Bleuler, um psiquiatra suigo
que buscava em seus estudos descrever caracteristicas da esquizofrenia. Mas foi depois de alguns
anos, em 1943, nos EUA por meio do psiquiatra Leo Kanner, que a denominagdo do autismo
obteve repercussédo significativa ([18] apud [53]). Foi a partir de observagoes realizadas com um
grupo de criangas entre 2 a 8 anos que Kanner levantou caracteristicas relevantes do autismo[41].
As primeiras caracteristicas analisadas foram:

"[. . . ] (a) inabilidade em desenvolver relacionamentos com pessoas; (b) atraso na
aquisicao da linguagem; (c) uso ndo comunicativo da linguagem apés o seu desen-
volvimento; (d) tendéncia & repetigdo da fala do outro (ecolalia); (e) uso reverso de
pronomes; (f) brincadeiras repetitivas e estereotipadas; (g) insisténcia obsessiva na
manutencio da “mesmice” (rotinas rigidas e um padrao restrito de interesses pe-
culiares); (h) falta de imaginagao; (i) boa memdria mecéanica; e (j) aparéncia fisica
normal.” [51] apud [41, p.11]

Fundadas no conceito de Kanner, pesquisas e estudos clinicos propagaram-se e avangaram por
décadas. Kanner reavaliou o mesmo grupo de estudantes em 1971, notando que as caracteristicas
principais observadas na sua descrigao inicial em 1943 mantiveram-se, o que o levou a concluir que
os tracos de autismo observados por ele estavam presentes desde a infancia. Logo, o termo autismo
obteve varias modificacoes durante esses anos de estudos, passando a ser denominado Transtornos
Globais (ou invasivos) do Desenvolvimento (TGD), e atualmente definido como Transtorno do
Espectro Autista (TEA) para se referir a uma parte do TGD[41].

Dessa maneira, o Transtorno do Espectro Autista (TEA) pode ser definido como uma perturbagao
global do funcionamento cerebral, que afeta numerosos sistemas e fungoes, eventualmente com
miultiplas causas, e que se expressa de formas bastante variadas[16]. Assim, as caracteristicas es-
senciais que o definem sao os danos persistentes na comunicagao social reciproca e na interagao
social, padroes restritos e repetitivos de comportamento, interesses ou atividades. Tais sintomas
estdo presentes desde o infcio da infancia e limitam e/ou dificultam o funcionamento didrio dos
individuos com TEA[1]. O termo TEA abrange distintos niveis, que podem ser classificados como
leve, moderado e severo, denotando assim um grupo nao homogéneo, com niveis intelectuais dife-
rentes dentre outras peculiaridades que devem ser tratadas de maneira individualizadas ([18] apud
[53]). E, ainda, o diagnéstico demanda um tempo para ser descrito e nem sempre é preciso, por
causa das peculiaridades que envolvem cada individuo.

3. Ambito escolar para as pessoas com Transtorno do Espectro Autista e a legislagao 13.146/15.
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Na inser¢ao do ensino inclusivo em uma instituicao de ensino, varias mudangas devem ser reali-
zadas no sistema regular, com o objetivo de produzir um trabalho satisfatério a todos os alunos,
tornando assim o ensino eficiente. Segundo a Declaragao de Salamanca (1994), citada por Ferreira
(2013)[22], adaptagdes devem ser realizadas, adequando-as aos vérios estilos e ritmos de aprendiza-
gem dos alunos através de curriculos, de uma boa organizacao escolar, de estratégias pedagdgicas,
de utilizacao de recursos e de uma cooperagao com as respectivas comunidades. Outras acoes
podem ser implementadas, como:

“Para elevar o grau de sucesso, o numero de alunos por turma deveria ser redu-
zido, deveriam existir professores de apoio nas respectivas areas ou disciplinas, a
programacao e a avaliagao deveriam ser individuais no sentido de definir quais os
comportamentos a modificar e quais as areas a trabalhar, assim como para iden-
tificar melhor as aquisi¢oes e as dificuldades. Deveria ser elaborado um plano de
intervencao adequado ao aluno de forma a possibilitar um tratamento personalizado
e especifico, satisfazendo as capacidades e o ritmo de cada um, havendo o cuidado
de as sessoes de trabalho serem curtas e o aluno ser encorajado na realizagao das
atividades propostas. 7 [16, p.30]

Como notado, o ensino inclusivo abrange mais do que a utilizagao de recursos pedagogicos adap-
tados para ensinar determinado conteudo. As questoes acima citadas sdo itens imprescindiveis no
processo de ensino-aprendizagem desses estudantes, pois cada estudante tem seu tempo e a sua
maneira de apreender, e esses fatores devem ser respeitados para que o ensino inclusivo ocorra de
fato.

Além dos pontos que foram descritos acima, o trabalho de Ropoli et al. (2010)[50] ressalta outro
item, a importancia da elaboracdo do Projeto Politico-Pedagégico (PPP) em coletivo escolar que
desenvolva um plano de trabalho condizente com as necessidades existentes dos estudantes, pois o
PPP reflete a unidade do grupo que o produziu. A participagao efetiva de todos os profissionais e
pessoas envolvidas com a rede de ensino (professores, gestores, especialistas, pais, alunos e outros)
determina um ensino de qualidade e eficaz.

De mesmo modo, a Lei 13.146 que instituiu a Lei Brasileira de Inclusao da Pessoa com Deficiéncia
(Estatuto da Pessoa com Deficiéncia), em 6 de julho de 2015, menciona as intervengoes ja comenta-
das e as complementam. No Art 27, o sistema educacional inclusivo garante o direito a pessoa com
deficiéncia alcancar o maximo desenvolvimento de seus talentos e habilidades fisicas, sensoriais,
intelectuais e sociais, segundo suas caracteristicas, interesses e necessidades de aprendizagem em
todos os niveis de ensino. Além de, no Art. 28, delegar aprimoramento dos sistemas educacio-
nais, visando garantir condicoes de acesso, permanéncia, participagao e aprendizagem, por meio
da oferta de servigos e de recursos de acessibilidade que eliminem as barreiras e promovam a in-
clusao plena; pesquisas voltadas para o desenvolvimento de novos métodos e técnicas pedagdgicas,
de materiais didaticos, de equipamentos e de recursos de tecnologia assistiva; planejamento de
estudo de caso, de elaboracao de plano de atendimento educacional especializado, de organizagao
de recursos e servicos de acessibilidade e de disponibilizagao e usabilidade pedagdgica de recursos
de tecnologia assistiva; participagao dos estudantes com deficiéncia e de suas familias nas diversas
instancias de atuacao da comunidade escolar; adogao de medidas de apoio que favorecam o de-
senvolvimento dos aspectos linguisticos, culturais, vocacionais e profissionais; adocao de praticas
pedagogicas inclusivas pelos programas de formacao inicial e continuada de professores e oferta de
formacgao continuada para o atendimento educacional especializado; acesso a educagao superior e
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a educacao profissional e tecnolégica em igualdade de oportunidades e condi¢oes com as demais
pessoas; inclusdo, em conteudos curriculares, em cursos de nivel superior e de educagao profissional
técnica e tecnoldgica, de temas relacionados a pessoa com deficiéncia nos respectivos campos de
conhecimento; acesso da pessoa com deficiéncia, em igualdade de condigoes, a jogos e a atividades
recreativas, esportivas e de lazer, no sistema escolar; acessibilidade para todos os estudantes, tra-
balhadores da educacao e demais integrantes da comunidade escolar as edificagoes, aos ambientes
e as atividades concernentes a todas as modalidades, etapas e niveis de ensino; articulagao interse-
torial na implementacao de politicas publicas. J4 no Art. 30 estabelece termos para os processos
seletivos para ingresso e permanéncia nos cursos oferecidos pelas instituigoes de ensino superior e
de educacao profissional e tecnolégica, publicas e privadas, como: atendimento preferencial a pes-
soa com deficiéncia nas dependéncias das Instituigoes de Ensino Superior e nos servigos; e dilagao
de tempo, conforme demanda apresentada pelo candidato com deficiéncia, tanto na realizacao de
exame para selecao quanto nas atividades académicas, mediante prévia solicitacao e comprovagao
da necessidade [8].

Diante disso, a escola comum torna-se inclusiva quando reconhece as diferencas dos alunos diante
do processo educativo e busca a participacao e o progresso de todos, adotando novas praticas
pedagdgicas [50]. E, ainda, ao proporcionar condigdes pedagdgicas e apoios técnicos que permitam
as pessoas com necessidades especiais usufruirem de uma integragdo plena, e ndo apenas a sua
inclusdo em um espago fisico [22]. Essas mudangas no ensino requerem bastante trabalho e devem
ser realizadas com muito cuidado, nao se tratando assim de praticas faceis de se adotar e nem
imediatas, pois solicitam mudangas que vao além da escola e da sala de aula [50].

Agora, o ambiente escolar inclusivo deve ser estruturado visando um projeto sélido, com planeja-
mento previsivel que esteja atento a futuros obstaculos que possam advir na sua implementagao. E
ainda, os objetivos que devem ser tratados como prioritarios das intervengoes que serao implemen-
tadas sao: promocao do desenvolvimento global do aluno e de competéncias especificas; informar
e auxiliar os encarregados de educacao a implementar estratégias para melhor lidarem com o seu
educando; informar/sensibilizar a escola e a comunidade em geral acerca das caracteristicas dessas
criangas e jovens, no sentido de estabelecer parcerias que contribuam para a sua aprendizagem,
adaptagao e inclusdo social [16].

Nessa vertente, é necessario cautela e respeito para lidar com a maneira como o transtorno do
espectro autista afeta o individuo, fazendo com que o estudante tenha dificuldade em compreender
os diferentes estimulos e sinais do meio ambiente que o rodeia. Isso contribui ndo somente na
melhoria da capacidade do estudante de se organizar, como também na melhoria da compreensao
da linguagem falada e da comunicagao. Além disso, contribui também para melhoria na forma de
se relacionar com outras pessoas. Muitas vezes, os problemas de comportamento que manifestam
sao o reflexo da falta de capacidade para comunicar e utilizar a comunicagao para expressar 0s
seus desejos e necessidades. Tais problemas geram inadequados relacionamentos com os colegas,
por causa da dificuldade em expressar emogoes durante as interagoes [22].

As incapacidades de socializagdo que rodeiam uma pessoa com TEA em um contexto escolar,
segundo Hewitt (2006), por Ferreira (2013), vao além da capacidade de intera¢do em um jogo ou
para fazer amigos. Elas influenciam também no trabalho em grupos ou em duplas, nas situacoes
de aula dirigida a toda a turma, nas recreagoes coletivas, nos momentos de mudanca de sala ou
de roupa, as cantinas e cafeterias, aos periodos de estudo em siléncio, nas relagdes aluno-professor,
entre outros; ou seja, todos os momentos que envolvam a presenca de outra pessoa. Assim, sobre
a interacdo social na escola, os autores Coelho e Santo (2006) salientam a sua importancia, pelo
motivo de proporcionar a esse grupo modelos normativos de interagao social, comportamento
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e linguagem. Logo, os trabalhos realizados no meio educacional que desenvolvem esses processos
devem ser generalizados no ambito social em que vivem, para que haja um efetivo desenvolvimento
das habilidades ensinadas e respeito pelos progressos alcancados por cada pessoa.

Entretanto, é comum verificar a atitude de superprotegao dos responsaveis por criangas e jovens
com deficiéncia. Segundo Macedo (2011)[39], esse cuidado excessivo dificulta os resultados do pla-
nejamento educativo aplicado, pois inibe a crianca de explorar o seu potencial de aprendizagem,
acarretando assim problemas no seu desenvolvimento que possam vir a atingir a sua autonomia
pessoal. A familia e a escola devem ter consciéncia do seu poder influenciador sobre o desenvol-
vimento de qualquer crianga, sobretudo as pessoas com TEA, pois o ambiente familiar e escolar
sao os locais onde a crianca melhor realiza o processo de estimulacao no seu desenvolvimento,
adquirindo, ali, modelos humanos e encontrando seguranca, que é uma condicao fundamental para
o seu equilibrio e progresso.

Diante disso, agoes de parcerias entre escola e familias devem acontecer de modo permanente e
continuo, disseminando assim o trabalho escolar no contexto familiar e na comunidade. As ativi-
dades devem ser desenvolvidas em conjunto entre professores, educadores, técnicos e encarregados
de educagao, no ambito da socializacao, da imitacao, da motricidade, da linguagem, da coor-
denagao, de forma a promover uma evolugao significativa das capacidades do aluno. Um ponto
crucial é reconhecer as aptidoes e os interesses de cada pessoa com TEA para melhor aproveiti-los
posteriormente como instrumentos académicos para superar no maximo as dificuldades.

Além disso, é também fundamental executar um processo de familiarizacdo com os alunos com
TEA na escola. A familiarizacdo, na prética, inclui quaisquer novos caminhos de entrada e saida
das instalagdes (sanitdrias, cantinas e espagos de recreio): sempre que modificado, cada que espago
deve ser apresentado previamente a tais alunos; os lugares na sala e nos refeitérios nao devem
ser alterados ao longo do ano; e, caso seja necessario, inserir uma identificagdo (nome ou foto do
aluno) no seu lugar, o que ird ajudar o aluno a compreender a sua situacdo e o lugar que ocupa;
insergao de horarios visuais na sala de aula, onde seja tracado um mapa dos diferentes momentos
educativos ao longo do dia que lhes permitam ter a percepcao do que ird acontecer, para que
possam se preparar interiormente para cada uma das tarefas a serem desenvolvidas. Tais cuidados
dao-se pelo fato de que qualquer alteragao as rotinas de uma pessoa com TEA pode originar uma
enorme perturbagao intelectual ([34] apud [22]).

Sobre a comunicacao entre professor e aluno também pode ocorrer no inicio algo de modo mais
restritivo, porém, com o passar do tempo e com uma relacao de confianga que vai se estabelecendo
entre as partes, o aluno vai se desprendendo gradualmente, até que possa manter uma comunicagao
relativamente normal e aceitdvel [22]. Também vale salientar a importancia de estabelecer uma
comunicagao profissional articulada entre os profissionais que trabalham diretamente como o es-
tudante com TEA (professor regente, professor de apoio e supervisores/gestores) de maneira que
suas funcoes fiquem bem delimitadas e que o trabalho ocorra colaborativamente entre o grupo, de
modo que um auxilie o outro quando preciso [55].

Sobre os professores de apoio, esses podem realizar intervengoes perante adaptacao do material
pedagogico proposto pela escola e também poderé utilizar de recursos pedagogicos do atendimento
do AEE como forma de intervencao em sala de aula, com a finalidade de facilitar e mediar o acesso
ao conteudo de sala, bem como o uso de tecnologia assistiva para o beneficio da aprendizagem. Ele
também podera ser uma ponte sobre a mediagao social entre o estudante com TEA e a comunidade
escolar [55].

Todavia, a inclusao escolar faz-se com parceria com todos os membros que trabalham na rede
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escolar, sejam os que trabalham direitamente com os estudantes ou nao, contando com a parte da
estruturacdo fisica da escola, a comunidade escolar e a familia do estudante com TEA (ou outra
deficiéncia). O processo de inclusdo é bem abrangente e requer cuidados que devem ser postos na
sua construgao para que nao perca a finalidade do ensino inclusivo. Todos os envolvidos devem se
doar para tal construcao, buscando conhecimento e apoio necessarios.

4. Metodologia

Neste estudo foi feita uma revisao sistematica ancorada na pesquisa qualitativa. A revisao sis-
temédtica é caracterizada por uma abordagem que procura identificar e sintetizar estudos ja de-
senvolvidos, e também procura reconhecer em que areas estudos novos sao necessarios sobre um
determinado tema ([43] apud [33]). Desse modo, a revisdo sistemédtica trabalhada desdobrou-se
em um mapeamento, sendo esse “[..] um processo sistemético de levantamento e descrigdo de
informacoes acerca das pesquisas produzidas sobre um campo especifico de estudo, abrangendo
um determinado espago (lugar) e perfodo de tempo.” (Fiorentini et al., 2016, p.18)[23]. Assim,
foram analisados os estudos realizados mundialmente sobre o ensino de matematica para alunos
com TEA, descrevendo suas possiveis contribui¢ées no processo de ensino-aprendizagem e os de-
safios enfrentados no ensino inclusivo. Para isso, procuramos responder a seguinte questao: Quais
sao os desafios e as perspectivas do ensino de matemaética para os estudantes com Transtorno do
Espectro Autista?

Para o levantamento dos artigos, primeiramente foram realizadas pesquisas em duas bases de
dados, o Google Académico e o Scopus, mediante as palavras-chave “ensino de matematica”, “au-
tismo”, “ensino inclusivo de matematica”’e “TEA”. A pesquisa buscou artigos na lingua portuguesa
e inglesa, de 2001 até 2019. A partir da busca nas bases de dados, foram encontrados 122 estudos
no Google Académico! e 300 estudos no Scopus?. Em seguida, foram realizadas as filtragens desses
estudos. Na primeira filtragem, os artigos foram selecionados através da leitura dos titulos e resu-
mos, mantidos de acordo com a compatibilidade com as palavras-chave de interesse. A primeira
filtragem resultou na selegdo de 24 artigos escritos em portugués e 67 artigos escritos na lingua
inglesa. Apds essa selecao, foi realizada uma segunda filtragem mais minuciosa, perante leitura
aprofundada de cada artigo encontrado, com catalogagao dos dados em fichas. O fichamento foi
organizado de acordo com os seguintes itens: titulo, autores, ano de publicagao, instituicao de
ensino, principal conteiido matematico abordado, objetivo principal, metodologia principal e con-
clusdes principais do estudo. Com esse levantamento, foram excluidos os estudos que se desviavam
dos objetivos desta pesquisa. Além disso, outros 44 artigos foram excluidos, pois nao estavam
disponiveis gratuitamente para download. Sendo assim, a busca resultou em 13 artigos em por-
tugueés, desenvolvidos em instituigoes brasileiras e 34 artigos escritos na lingua inglesa, totalizando
47 artigos.

Ap6s o fichamento foram realizados resumos enfatizando as contribuicoes de cada artigo. Logo,
foi possivel observar alguns pontos em comum entre os estudos, que determinaram trés categorias
de andlise deste trabalho, sendo elas: conteidos matematicos abordados, recursos pedagdgicos e
métodos de intervengoes aplicados no ensino de matemadtica para os estudantes com TEA. Por-
tanto, a analise dos dados foi abordada de maneira a discutir e ponderar os resultados estatisticos,
pautados nas orientacoes curriculares do ensino e nas legislacoes brasileiras que remetem a educagao
especial, a educacgao inclusiva e ao TEA.

1Disponivel em: jhttps://scholar.google.com.br;. Acesso em: 02 dez. 2019.
2Disponivel em: jhttps://www.scopus.com;. Acesso em: 15 nov. 2019.
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5. Analise de Dados

Apo6s a leitura dos 47 artigos levantados, os dados foram analisados considerando as trés categorias
estabelecidas para organizagao deste estudo, a saber: conteiidos matematicos abordados, recursos

pedagogicos e métodos de intervengao aplicados no ensino de matematica para os estudantes com
TEA.

5.1. Contetidos Matematicos

No levantamento bibliogréfico foi identificado que 37 artigos abordaram tépicos especificos de
matematica, sendo que alguns estudos trabalharam mais de um contetido matematico. Os tépicos
matematicos envolvidos foram os seguintes: operagoes elementares, principalmente do conjunto dos
numeros naturais; operagoes envolvendo financas (reconhecimento do dinheiro, valores equivalentes
de moedas, valores totais de grupos de moedas, conversao de moedas para nota e vice-versa, leitura
de pregos de etiquetas, conversdo do dinheiro usando o menor nimero de notas e moedas possivel);
geometria e trigonometria; compreensao da geometria plana (poligonos regulares, dreas, simetria,
rotagdo e translacao, sélidos e visdo espacial); operagoes algébricas (equagoes lineares, fatoracao
de trindémios do segundo grau, produtos notdveis e equagoes do 2°grau; fragdes); e principio da
contagem e nogoes de estatisticas (relacao de niimero e quantidade, sequéncia numérica, contagem,
primeiras nogoes de adigao e divisao, estimativas, raciocinio légico e leitura de gréficos). Somente
um tnico estudo abordou os conteiddos de ensino médio: logaritmo, matriz e céalculo.

Os topicos matematicos referidos tiveram predominio de envolvimento com o eixo tematico Nimeros
e Operagoes (Adigao e/ou subtragio, multiplicacdo e/ou divisdo, operagoes envolvendo dinheiro,
fragdes, principio da contagem e nogdes bésicas), conforme pode ser observado na figura abaixol.

Quantidade de artigos por conteudo matematico abordado.

Adicdo efou  Principioda  Geometria Multiplicacdo  Operaciies Algébra Fracdes Logaritmo,
subtracdo contagem e e/ou divisio com dinheiro matriz e
nocdes calculo

estatisticas

Figura 1: Quantidade de artigos por conteido matematico abordado.

Os resultados mostram que as habilidades mais trabalhadas com estudantes com TEA foram as
habilidades béasicas em matemadtica, principalmente as operagoes de adi¢ao simples ([14],[48] e [64]).
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Essa prevaléncia pode estar vinculada ao fato de ser um conteido que o professor geralmente pre-
para, acreditando ser o que o aluno precisa, e, por outro lado, demonstra que a base em matematica
ainda é o fator em que esse grupo mostra dificuldades durante seu desenvolvimento educacional,
requerendo assim uma maior atengao por parte do educador. E importante salientar que os estu-
dos analisados foram desenvolvidos na faixa etaria compativel com ensino fundamental do sistema
educacional brasileiro, que tem como foco inicial trabalhar as operagoes elementares. Entretanto,
todos os anos de ensino devem trabalhar outros eixos tematicos em sala de aula pelos professores,
bem como Algebm7 Espaco e Forma, e Tratamento de Dados, nao desconsiderando assim o nivel
de relevancia dos mesmos. Nessa vertente de andlise, foram levantados nesta pesquisa apenas trés
estudos envolvendo Algebra, e sete trabalhos envolvendo Geometria, o que mostra a necessidade de
investimento em mais pesquisas abordando tais eixos tematicos, que sao temas considerados pelo
senso comum de dificil compreensdo no ensino de matemética. As situacoes algébricas tém por base
o conceito geométrico, e, sendo assim, ambos os tépicos podem ser trabalhados em conjunto, um
em prol do outro. Como apontado nos estudos de Fleira e Fernandes (2017)[25] e Fleira e Fernan-
des (2019)[26], recursos geométricos contribuiram para o ensino de poténcias, produtos notéveis
e fatoragdo de trinémios do segundo grau. Assim, a geometria pode ser utilizada para ensinar
conteido de algebra, pois essa torna as questoes algébricas palpaveis e dinamicas, transformando
assim um conceito matematico abstrato em pratico.

Assim, perante a andlise, foi identificada a falta de pesquisas que abordaram conteidos matematicos
direcionados ao ensino fundamental II e principalmente ao ensino médio, considerando os eixos
tematicos do sistema educacional brasileiro. Apenas sete estudos trabalharam com o foco nas
habilidades mateméticas do ensino fundamental II, dos quais os contetdos abordados destinaram
aos tépicos de proporgao; simetria, rotagao e translagao; equacoes lineares; produtos notaveis,
equacoes do 2° grau; fatoracao de trindémios do segundo grau e volume de prismas. Considerando os
eixos teméaticos do ensino médio, somente o estudo de Wei, Lenz e Blackorby (2013)[61] considerou o
ensino de logaritmo, matriz e cdlculo para estudantes com TEA. No entanto, o estudo nao construiu
e nem trabalhou com recursos pedagdgicos que tivessem como foco o ensino de mateméatica para
alunos com TEA.

5.2. Recursos Pedagdgicos

Nesta categoria de estudo, dos 47 artigos analisados apenas 29 artigos basearam suas pesquisas em
algum recurso pedagdgico. Os 18 artigos restantes, ndo englobados nessa se¢ao, envolveram revisao
sistemadtica de literatura ([2]; [13]; [21]; [28]; [30]; [37] e [64]), entrevistas com professores ([47] e
[49]), entrevistas com pais ou alunos por meio de questiondrios ([5]; [58]; [59];[60] e [61]), anélise
de dados em plataformas ([31]), andlise de testes e relatos perante observagao direta de alguma
atividade aplicada aos estudantes sem utilizar recurso pedagégico ([9]; [38]; [57]). Os recursos
pedagdgicos foram categorizados aqui em trés grupos: recursos tecnoldgicos, recursos de materiais
concretos e ambos os recursos (tecnoldgicos e materiais concretos), conforme Figura 2.

N

116 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Abreu e Freire

Porcentagem dos recursos pedagogicos
aplicados nas pesquisas.

s0% 48%

40%
31%
30%
21%
20%

10%

0%
Tecnoldgicos Materiais Ambos recursos
concretos

Figura 2: Porcentagem dos recursos pedagdgicos aplicados nas pesquisas.

Os materiais concretos foram mais utilizados, sendo 48% do total. Tal resultado mostra a im-
portancia dos materiais concretos como meio para se trabalhar o ensino de forma que contemple as
necessidades de todos, sendo inclusive um recurso interessante para trabalhar a contextualizacao de
problemas matematicos, facilitando a compreensao do contetido matematico e contribuindo para
a inclusao efetiva de estudantes com TEA no meio escolar. Além de se tratar de materiais com
baixo custo para serem implementados pelas instituigoes escolares, alguns materiais sao faceis de
serem construidos pelos préprios professores e estudantes, facilitando assim o acesso a tal recurso
pedagdgico. Os materiais concretos utilizados nos artigos levantados foram diversos: cartoes com
problemas matematicos, dinheiro ficticio, cartoes de preco, diagramas em papel, graficos, tabelas,
calculadora, material dourado, caixa dos produtos notéveis, tabela produto (semelhante a uma
tabela de tabuada), caixas retangulares para representar sélidos, material em EVA para fatorar
trindmios, pictomaterial (prancha com retdngulo para distribuir quantidades) e organizador visual
(retas, circulos, esquemas). Um exemplo de sucesso foi o estudo de Cihak e Grim (2008)[14] que uti-
lizou materiais concretos basicos — dinheiro real e cartdes com precgos - para desenvolver habilidades
de reconhecer dinheiro, valores totais de grupos de moedas, converter moedas, leituras de precos
de etiquetas e, principalmente, de independéncia ao executar compras, do qual ampliou a leitura
matematica dos estudantes com TEA, visando a instrucao especifica de habilidades matematicas
de pré-requisitos para melhorar as habilidades de compra.

Por outro lado, os recursos tecnolégicos também compreenderam um numero significativo de ar-
tigos, sendo 31% dos artigos dentre os estudos que utilizaram algum recurso pedagdgico. Isso
exibe o avanco tecnoldgico no meio escolar, fortalecendo a alianca entre a tecnologia e o ensino
inclusivo. As ferramentas tecnolégicas tém muito a contribuir ao ensino de matemética. Nos es-
tudos foram observados desde ferramentas computacionais que monitoram o comportamento dos
alunos com TEA, até softwares que foram construidos com finalidade especifica de desenvolve-
rem habilidades de um determinado conteiido matematico para tais estudantes. Além disso, os
estudos também mostram a importancia dos dispositivos eletronicos que foram implementados es-
pecificamente para auxiliar, como ferramenta de apoio, o processo de aprendizagem desses alunos.
Os recursos utilizados nos estudos investigados foram: videos no Ipad ([10]), videos baseados em
ran
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concreto-representacional-abstrato, VB-CRA ([64]), videos juntamente com avatar ([19]), blocos 3D
virtual de material dourado ([6]), tarefas de MTS computadorizadas,Matching to Sample ([29]),
software Scratch ([20]), aplicativo Proyect@ Matemética ([42]), aplicativo LEMA ([52]), aplica-
tivo 123 Autismo ([11]), aplicativo GeoGebra ([27]), aplicativo de automonitoramento I-Connect
([7]), intervencao assistida por computador MathTutor ([45]), suporte metacognitivo baseado em
computador (Maths Challenge), organizadores gréficos ([17]) e jogos matemaéticos diversos ([54] e
[56])-

Sao exemplos satisfatorios de plataformas utilizadas para o ensino de matemaética bésica, as pla-
taformas: LEMA e 123 Autismo ([52] e [11]). E, ainda como exemplo, o estudo de Souza e
Silva (2019)[54] utilizou véarios meios tecnoldgicos (jogos livres disponibilizados na textitinter-
net,softwares de dominio publico, atividades com oKinect Xbox 360 e também por meio de um
tablet) em uma sequéncia diddtica para ensinar relagdo de nimero e quantidade, adi¢do, nogoes de
divisao, raciocinio légico, compreensao da geometria plana e visao espacial, para duas criangas com
TEA. Os resultados discutidos no estudo de Souza e Silva (2019)[54] indicam que o uso de recursos
tecnoldgicos pode representar uma alternativa pedagdgica no trabalho com esses estudantes, pois
o trabalho realizado com esses dois casos possibilitou a construcao de conceitos matematicos que
anteriormente nao era possivel em um ambiente nao digital. O estudo de Egido, Andreetti e Santos
(2018)[20] trouxe também essa questdo, em que a professora regente trabalhou Simetria utilizando
a ferramenta de programacao Scratch no laboratorio da escola, e resultados satisfatérios foram re-
latados no estudo sobre o desenvolvimento da aprendizagem em conjunto com o desenvolvimento
social.

Outro tépico relevante foram as pesquisas que desenvolveram o trabalho acerca dos problemas
de palavras relacionados a interpretagao de contexto em enunciados de problemas de matemaética.
Foram encontrados nove estudos que trabalharam nesse foco de estudo, e, desses trés estudos envol-
veram os recursos tecnolégicos nos trabalhados e os outros estudos envolveram recursos de materiais
concretos. Em tais estudos foram apontadas dificuldades para compreender termos implicitos de
contextualizacdo do mundo a sua volta, o que generaliza a dificuldade da interpretacao de questoes
contextualizadas de matemdtica. Além disso, foi notada uma preferéncia por parte dos estudantes
com TEA por problemas de matemadtica breves [3], ou seja, os alunos preferem apenas realizar ati-
vidades que solicitam calculos diretos sem contextualizagao dos fatos. Tal limitacao é proveniente
dos individuos com TEA, de realizar interpretacoes sobre problemas matemaéticos, e desses serem
transformados em conceitos matematicos. Nessa vertente, outro trabalho interessante que utilizou
recurso tecnoldgico foi o estudo de Yakubova, Hughes e Hornberger (2015)[65], que usou inter-
vengao de modelagem de video para trabalhar com a resolucao de problemas envolvendo subtracao
de fracoes mistas. A andlise visual dos dados, segundo os autores, indicou melhoria imediata do
desempenho do aluno com TEA e diagnosticou facilidade da implementacdo da intervengao através
de dispositivos eletronicos portateis. E outro estudo que trabalhou com o desenvolvimento de ha-
bilidades nos individuos com TEA, referente a problemas de palavras de matemdtica aplicando
instrugoes estratégicas baseadas em esquema utilizando organizador visual foi Whitby (2013)[62].
Esse, porém, utilizou recurso de material concreto (tabelas) no ensino de problemas de palavras.
Os autores descreveram que no geral todos os participantes aumentaram sua porcentagem de acerto
na resolucao de problemas de palavras de matematica e que a intervencao aplicada teve um grande
efeito perante o imediatismo de retorno de cada participante. Contudo, a dificuldade assidua que os
estudantes com TEA tém de generalizacao algébrica de problemas de palavras pode ser trabalhada
de maneira satisfatoria nesse grupo, usando recursos tecnoldgicos ou outros recursos.

Além disso, conforme os dados levantados, 21% dos artigos empregaram uma combinacao de re-
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cursos computacionais e materiais concretos. Essa combinagao de recursos tem muito a contribuir,
quando bem estruturada, conforme o estudo brasileiro de Flores, Mathias e Santarosa (2019)[27].
O estudo contribuiu para o desenvolvimento das habilidades de geometria em um menino com
TEA: os conteidos trabalhados foram poligonos regulares, simetria, rotacdo e translacdo. O soft-
ware GeoGebra foi utilizado como recurso para aprofundar os conceitos geométricos, que foram
inicialmente apresentados a partir da construgao de mosaicos no plano por poligonos regulares em
papel, estruturando assim o significado de simetria, rotacao e translacao. Os autores mencionaram
que o material concreto seguido de atividades no GeoGebra, com roteiros objetivos e linguagem
“direta”, facilitaram o trabalho do aluno. Além disso, o estudante mostrou destreza ao manipular
os recursos, o que evidencia uma aprendizagem mais significativa. Um outro fato interessante
mencionado pelos autores foi que, em alguns momentos ao utilizar o GeoGebra para a construgao
da compreensao das propriedades das transformagoes geométricas, o aluno nao conseguiu relaci-
onar conhecimentos prévios com os novos oferecidos. Tal fato mostra, novamente, a dificuldade
do estudante com TEA para relacionar termos que nao sejam tratados em conjunto em um curto
espaco de tempo.

Como visto, os recursos pedagdgicos utilizados nos estudos tém varias ferramentas com potencia-
lidades a serem exploradas. Assim, o professor pode impulsionar o planejamento e execucao das
atividades através da utilizagao dos recursos pedagogicos mais adequados, conforme as peculia-
ridades do aluno com TEA e a realidade que o norteia, com os recursos de alcance de que ele
dispoe.

5.3. Métodos de Intervencoes

Paralelamente & maneira pela qual o conteido matematico é introduzido no processo educacional
de um estudante com TEA, é necessario ressaltar a importancia do desenvolvimento de um apren-
dizado harmonioso com as peculiaridades dos sujeitos. Em maioria, esses estudantes apresentam
deficit de atencao, além de problemas comportamentais e sociais. Assim, os métodos de intervencao
de ensino sao bem expressivos e requerem bastante cuidados ao serem implementados. Diante dessa
preocupagao, analises neste estudo foram levantadas e revelaram que as intervencoes mais utiliza-
das no ensino de matematica para estudantes com TEA foram os suportes visuais, compostos por
materiais concretos, videos instrucionais e organizagoes visuais. Foram 13 artigos que utilizaram
os suportes visuais, dentre os 21 artigos que utilizaram algum tipo de intervencao especifica, o
que é um numero bastante relevante. Esse tipo de intervengao estd alinhado com a metodologia
de apoio no ensino de alunos com TEA, pois direcionam tais alunos em qualquer momento de
dificuldades, contribuindo para torna-los independentes ao realizarem as tarefas matematicas coti-
dianas. Os resultados descritos em Burton, et al. (2013)[10], afirmam um relacionamento funcional
entre Automodelagem de Video (VSM, do inglés, Video Self Modelling) e o desempenho em habi-
lidades matematicas nos estudantes com TEA, visto que houve desenvolvimento da atencao dos
estudantes com TEA no processo de ensino-aprendizagem e também ocorreu pouca deterioragao
das habilidades trabalhadas.

https://www.overleaf.com/project /6176c26b453cd43e5b0a3bc20utras intervengoes foram investi-
gadas: andlise do comportamento ([6]; [29] e [32]), automonitoramento ([7]) e metacognicao ([9] e
[40]). No entanto, os estudos baseados nos tipos de intervengao citados ainda sdo pouco numerosos,
como pode ser observado na Figura 3.
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Figura 3: Quantidade de estudos por tipos de intervencgoes .

A andlise do comportamento remeteu as pesquisas que tiveram como foco investigar o comporta-
mento do aluno em vérias dimensoes no processo de ensino-aprendizagem. O automonitoramento ,
por sua vez, delineou-se por pesquisas que se concentraram em investigar como o aluno monitora a
atencao nas tarefas matematicas; e a metacognicao a estudos que analisaram o processo cognitivo
dos alunos nas atividades propostas desenvolvidas, investigando a compreensao dos alunos perante
o desenvolvimento dos calculos por eles apresentados.

No levantamento, foram encontrados ainda dois estudos que utilizaram métodos de intervengao de
suporte visual e de automonitoramento na mesma estrutura de pesquisa ([45]; [64]). No estudo de
Pramudya et al. (2019)[45], foi aplicada a intervengao assistida por computador (MathTutor), que
contava com exemplos e exercicios de refor¢o nas tutorias dos médulos de aprendizagem. Os autores
constataram que a técnica empregada ajudou os estudantes com TEA a aprenderem habilidades
de adigao, bem como as imagens, animagoes e sons presentes no recurso tecnolégico auxiliaram os
participantes a memorizarem as aulas, além de atrai-los a participarem das atividades.

6. Conclusao

O ensino de matematica traz consigo alguns avangos e algumas dificuldades para os profissionais da
educagao que trabalham com o ensino inclusivo de matematica para estudantes com o Transtorno
do Espectro Autista (TEA). Esses desafios encontrados ultrapassam o ensino e estendem-se sobre as
peculiaridades desses estudantes frente as instrugoes mediadas no processo de ensino-aprendizagem
de matemadtica, pois cada estudante tem caracteristicas tinicas.

De tal modo, frente a andlise dos artigos, no processo de ensino-aprendizagem em matematica, o
professor regente da disciplina e/ou professor de apoio do aluno com TEA precisam ficar atentos
aos pontos que remetem & atencao desse aluno, para que a sua construgao do aprendizado seja
realmente eficaz. Considerando assim, sempre que possivel, o professor/instrutor deve utilizar
comandos de repeticao, pois a repeticdo sequencial de perguntas ajuda os alunos com TEA a
manterem o foco e a se concentrarem, considerando que a falta de concentracao por parte dos
estudantes é uma das dificuldades mais relatadas pelos professores em matemaética, no ambito de
uma sala inclusiva[63]. Outro ponto é adequar os recursos didéticos perante as habilidades e as
necessidades existentes do aluno com TEA frente ao conteido planejado a ser ensinado[28].

N

120 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Abreu e Freire

Nesse sentido, os dados levantados mostraram que os recursos computacionais e de materiais con-
cretos servem como ferramentas de apoio para o ensino de maneira geral, e principalmente na
resolucao de problemas de interpretacao que abordem operagoes elementares de adi¢ao, subtragao
e multiplicagao [21]. Sobre os problemas de interpretacao de contexto matematico (problemas de
palavras), a andlise mostrou que é recomendado utilizar o processo de instrugao predefinido sequen-
cialmente, ou seja, um recurso visual organizador como COSMIC e KNWS ([4] e [19]). Esse tipo
de sequéncia de instrucao contribui para que os alunos com TEA consigam desenvolver as questoes
de interpretacdo matematica pautados nas etapas sucessivas, visto que cada letra traz consigo
uma pergunta instrucional ou uma instrucao direta & qual o aluno tem que responder/aplicar esse
conjunto de elementos da sequéncia, induzindo assim o aluno a resolver o problema matematico
proposto. Essa sistematizacdo é importante, considerando que os individuos com TEA tém uma
dificuldade acentuada na linguagem, ndo compreendendo frases com duplo sentido ou termos su-
bentendidos.

Os estudos também mostraram a importancia da utilizagdo de materiais concretos para o en-
sino de matematica para estudantes com TEA. Como os pictomateriais, que contribuem para o
desenvolvimento do raciocinio 16gico e o conceito de particdo de maneira construtiva[44].

Também foi visto que os recursos visuais contribuem no processo do ensino de operacoes elemen-
tares, pois auxiliam o estudante a efetuar os calculos, evitando possiveis confusoes, contribuindo
ainda para que o estudante seja capaz de analisar o resultado dos cédlculos como um todo. Esse
recurso pode ser simplesmente aplicado através do uso de linhas e circulos, com o intuito de se-
parar os elementos para realizarem a soma/subtragdo dos nimeros; ou podem ser utilizados na
discriminacdo dos sinais nos célculos, inserindo cores diferentes para cada sinal[32].

Os recursos tecnoldgicos, inclusive, foram apontados nos estudos de geometria; a sugestao foi
usufruir dos meios tecnolégicos, como os aplicativos especificos de geometria, GeoGebra[27], ou uma
ferramenta de programacao, Scratch[20]. Esses recursos computacionais mostraram-se eficientes,
contribuindo para despertar a curiosidade dos alunos frente as atividades propostas. Do ponto
de vista da educacgao inclusiva no ensino de matematica, foi possivel analisar que o apoio das
ferramentas tecnoldgicas educacionais permite aos professores adaptarem as propostas de ensino
frente as necessidades de todos os alunos, de maneira a inclui-lo despertando o prazer em estudar,
ampliando assim as possibilidades do professor para preparar propostas que proporcionem a todos
oportunidades de aprender.

Considerando ainda os recursos computacionais, para utilizar ou até mesmo construir alguma
plataforma virtual com a finalidade de apoio no ensino de pessoas com TEA, faz-se substancial
ter cuidado em escolher/produzir uma plataforma que tenha layout simples e direto, com poucas
informagcdes, apenas com fcones precisos. E importante que as plataformas adaptem-se & proposta
desse publico-alvo, compondo nao sé a atratividade na interface para garantir a atencao do aluno,
mas também a facilidade em manusear a plataforma virtual em um ensino estruturado. Segundo
Carvalho e Cunha (2019)[11], as plataformas podem favorecer e desenvolver a autonomia dos
estudantes com TEA referente as habilidades mateméticas que necessitam ser trabalhadas.

Ainda foi visto que os videos de modelagem e de perspectivas sao sugestoes a serem utilizadas como
recursos didaticos. Eles podem servir como apoio no ensino de qualquer conteudo matemaético,
pois tratam de um recurso tecnoldgico que pode ser trabalhado como uma ferramenta educacional
instrucional de apoio ao estudante com TEA. Logo, as instrugoes sequenciais, mencionadas nos
trabalhos de Burton et al. (2013)[10], Yakubova, Hugles e Hornberger (2015)[65] e Yakubova,
Hughes e Baer (2019)[64], sdo recursos que facilitam o processo de apoio educacional aos estudantes
com TEA, principalmente nas instrugoes no ensino a distancia, pois os alunos podem acessé-las
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a qualquer momento e em qualquer lugar no instante que estiverem com duvidas nas atividades
escolares. Esse meio de intervencao pode melhorar o aprendizado dos alunos e o comportamento
frente as atividades, visto que fornece foco e instrugéo explicita com matematica clara e concisa[64].
A possibilidade de acessar o recurso a qualquer momento também contribui para a autonomia dos
estudantes com TEA, permitindo que cada estudante controle a repeticdo de comandos diretos de
acordo com o a sua prépria demanda. Quando o recurso computacional nao estd disponivel, os
estudantes acabam tendo mais dificuldades em executar tarefas domiciliares, quando nao estao na
presenca de professores de apoio.

Agora, considerando que os contetidos mais abordados nos estudos reportados foram os elementares
de matematica, para futuras pesquisas é importante que sejam desenvolvidos estudos aplicados em
praticas de ensino que norteiam o ensino fundamental II e, principalmente, o ensino médio e o
ensino superior. Outra lacuna encontrada foi a necessidade de desenvolvimento de aplicativos
matematicos voltados para estudantes com TEA que atendam contetido especifico, principalmente
os eixos tematicos do ensino médio considerados abstratos, como &dlgebra, fungoes, trigonometria
na circunferéncia e outros. Pois, como visto, os estudantes com TEA, em sua maioria, tem aprego
pela drea das exatas por mais que apresentem algum deficit, fazendo assim prudente desenvolver
linhas de estudos que explorem as habilidades matemadticas nessa vertente [5].

Outra questao é a mudanca de postura de toda a comunidade escolar. Uma rede de ensino que
se preocupa com o ensino dos alunos com TEA faz-se necessiria. Uma rede a colaborar, inclu-
sive, em questao de investimentos a uma sala de recursos funcional com instrumentos inovado-
res e diferenciados, a qual facilite o acesso dos professores para utilizarem os materiais nas suas
praticas docentes. Materiais didaticos concretos e tecnolégicos sao excelentes recursos no processo
ensino-aprendizagem para desenvolverem as habilidades dos estudantes com TEA no ensino de
matematica. Além disso, promover oportunidades ao corpo docente da instituicao de ensino para
se capacitarem constantemente, visando atualizacao de metodologias diversificadas inclusivas e
preparo geral do docente para se trabalhar com as peculiaridades dos alunos de inclusao. E im-
portante lembrar que muitos profissionais podem nunca ter trabalhado com alunos de inclusao e
também terem tido falhas na sua formagao académica, no tocante a tal quesito. E ainda, pequenas
modificagoes no ambiente escolar podem ajudar bastante os estudantes com TEA a desenvolverem
suas atividades escolares de maneira mais eficiente e melhorar o relacionamento social com os de-
mais colegas. Como exemplo, as institui¢oes escolares podem agrupar os alunos com determinadas
deficiéncias para lhes fornecerem recursos adicionais, como servicos especializados, instrugao alvo
e/ou intervengoes [31].

Enfim, a andlise exposta perante o levantamento bibliografico investigado mostra caminhos que
foram percorridos com sucesso no processo de ensino-aprendizagem de matematica, realgando que
cada individuo pode responder de maneira diferente aos recursos e métodos didaticos aplicados.
Além disso, a drea pesquisada muito ainda tem a se conquistar, quebrando assim barreiras impostas
culturalmente ao publico com TEA.
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Um outro olhar sobre as indeterminacoes

Diego Mathias Desanti® Roy Wilhelm Probst®

Resumo

Este trabalho mostra um estudo sobre as sete indeterminagoes matematicas. A proposta é fornecer
explicagoes mais completas e adequadas ao entendimento de estudantes, professores e entusiastas
da Matematica sobre indeterminagoes. O texto contém uma lista de exemplos sobre todas as
possibilidades de indeterminagoes através de limites cujo resultado pode ser igual: a zero, infinito,
constante nao nula, ou limite ndo existente. Além disso, traz uma andlise contextualizada dessas
expressoes através da Histéria da Matematica, contribuindo para a resolucao de problemas como
o hotel de Hilbert e os paradoxos de Zenao.

Palavras-chave: Indeterminagoes; Calculo Diferencial e Integral; Histéria da Matemaética.

Abstract

This work is about the seven mathematical indeterminate forms. This study aims to provide
a more general explanation of indeterminate forms to Math students, teachers, and enthusiasts.
For each indeterminate form, it shows examples of limits that are equal to zero, infinite, a non-
zero constant, or does not exist. It also discusses how the notion of infinity solved paradoxes in
Mathematics and Philosophy throughout the history, such as Hilbert Hotel and Zeno paradoxes.

Keywords: Indeterminate forms; Differential and Integral Calculus; History of Mathematics.

1. Introdugao

No dicionario da lingua portuguesa a palavra indeterminagao significa aquilo que nao esta determi-
nado, que é indefinido. No ambito da Matemaética, Lima afirma que essas formulas sao “desprovidas
de significado matemético” [13]. Na Algebra Linear, por exemplo, a palavra indeterminacao apa-
rece para descrever um sistema de equagoes lineares que possui infinitas solugoes [9]. No Célculo,
sao sete formas de indeterminacoes que descrevem limites, das quais, duas envolvem um quociente,
0/0 e co/co, uma multiplicagao, 0 - co, uma subtragao, co — oo e trés poténcias, 00, co® e 1%.

Ao analisar qualquer uma dessas expressoes, o questionamento sobre seu valor ou o resultado
produzido é inevitavel. Serd que todo numero elevado ao expoente zero é igual a um, portanto
deve-se ter 0° = 1? Ou entdo, co — 0o = 0, pois essa é uma subtracdo de um mesmo elemento? Ou
ainda, 1® = 1 pois nesse caso, hé infinitos fatores iguais a um e um multiplicado por ele mesmo
86 pode ser um? Parece natural deduzir que essas afirmagcoes sao verdadeiras devido as definigoes,
propriedades e teoremas da aritmética que o estudante tem contato ao longo dos anos escolares.
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Porém, devem-se analisar essas expressoes com maior cuidado. Por exemplo, o significado de 1 é
um limite em que

lim f(z)9@®

r—a

com lim f(z) =1 e lim g(z) = co. Assim, deve-se ter clareza que escrever 1° é um abuso de
rT—a r—a

notacao. Ao esquecer disso, se poderia escrever

1*=1-1-1-...-1-

infinitos fatores
orém, pela propriedade da divisao de poténcias de mesma base, tem-se
b b

100

F — 100 0
Mas o que significa co —c0? Como resolver essa subtracao? Lima afirma, “deve-se observar enfati-
camente que +00 e —co ndo sao nuimeros reais” [12], assim, néo é possivel concluir que co—co é igual,
necessariamente, a zero, como se imagina. Vale ressaltar que expressoes que envolvem o simbolo
infinito nao aparecem com muita frequéncia nos niveis béasicos de ensino, o que leva o estudante a
cometer o erro de operar esses simbolos como se fossem numeros, o que nao deve ocorrer.

Ao iniciar o estudo do conjunto dos nimeros naturais e suas operacgoes no Ensino Fundamental, a
divisao de dois nimeros naturais é definida como o inverso da multiplicagdo, isto é, k = x/y significa
que k - y = x, desde que y # 0. Nessa fase do ensino é bastante comum que os livros didaticos evitem
expressoes da forma 1/0, tendo em vista a dificuldade em explicar a impossibilidade dessa divisao.
O fato é que expressoes desse tipo causam curiosidades, e sua compreensao nao é imediata. Dessa
forma, o professor deve ter condigoes de explicar para o estudante a restricao y # 0, sem fazer
mengao ao limite

lim l

y—=0y
Para isso, uma alternativa seria expor algebricamente esse resultado através da definicao de divisao,
mostrando-lhe que nao existe um nimero natural k£ tal que z seja divisivel por zero, ou seja, essa
divisao é impossivel. Outra alternativa seria mostrar aritmeticamente a divisdo de um por valores
cada vez mais proximos de zero, tanto positivos, quanto negativos, para que o estudante perceba
intuitivamente que ao tomar como divisor valores positivos proximos de zero, o quociente torna-
se cada vez maior, eventualmente superando qualquer niimero positivo fixado [11]. Verificar os
quocientes da divisao de um por valores pequenos préximos de zero é analogo a tomar valores no
dominio da fungao f dada por

fa)=-

e observar suas imagens. Kaplan afirma, “nao podemos dizer que f(z) se aproxima de nenhum
ndmero real”, isto é, sua imagem cresce ou decresce indefinidamente [11].

No campo de estudo dos niimeros racionais, representado pelo conjunto
Q={z=a/b;jacZebeNY},

onde N* e Z sao o conjunto dos niimeros naturais nao nulos e o conjunto dos ntimeros inteiros,
respectivamente, tem-se a restricao de o denominador b ser um ntmero natural diferente de zero,
enquanto que o nimero a pode ser qualquer inteiro, inclusive o préprio zero. Afinal de contas, o que
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acontece se ambos os nimeros fossem iguais a zero? O que significa matematicamente a expressao
0/0?7 Por que essa expressao é dita indeterminada? FEssas s@o questdes que causam uma certa
curiosidade no estudante, ao mesmo tempo que causa desconforto ao professor em fornecer-lhe
explicagoes de forma adequada e didatica.

O aparecimento de indeterminagoes matematicas no Ensino Fundamental nao se resume a expressao
0/0. No estudo da potenciacdo de niimeros racionais a compreensio da expressdo a’ = 1, para
a # 0, nao ¢é imediata.

Dado um ntuimero real positivo a, para todo n € N, a poténcia a™ de base a e expoente n é definida
como o produto de n fatores iguais a a. Para n =1, como nao ha produto de um sé fator, poe-se
a' = a, por definicao [15]. A definicdo indutiva de a™ é: a' = a e a™! = a™ - a. Para quaisquer
m, n € N tem-se a™ - a™ = a™*", pois em ambos os membros dessa igualdade tem-se o produto de
m+ n fatores iguais a a. Assim, a igualdade a®- a' = ™! deve ser vélida, logo a®- a = a implica a
tinica definigao possivel: a® =1 [15]. Dessa forma, o estudante é convencido de que a° é realmente
igual a um. Mas, entdo, qual é o valor de 0°? E totalmente natural o estudante concluir entdo que
0% também ¢é igual a um. No entanto, ele deve ter o entendimento das definicdes e propriedades

da potenciag@o, onde a poténcia a™ s6 é valida para valores de a diferentes de zero.

J& no Ensino Superior, no estudo de limites e derivadas de uma funcao real, a indeterminagao 0/0
geralmente aparece pela primeira vez no célculo de limite de fungoes racionais, por exemplo,

x4
lim ,
-2 x—2
que graficamente representa uma reta com um ponto de descontinuidade de coordenadas (2,4).

Como z = 2 é um zero das fungbes envolvidas no numerador e no denominador da expressao sob
o limite, tem-se a indeterminacao da forma 0/0. Nesse caso, a estratégia de resolucdo consiste em

fatorar o numerador, tal que 22 —4 = (z + 2)(z — 2) e efetuar a simplificacdo com o denominador,
isto é,
2
-4 +2)(z—2
lim 2 gy EFDE D vy o
z—2 1 —2 Tx—2 T —2 r—2

Ainda sobre a indeterminacao 0/0, ela aparece também na definigdo de derivada cuja interpretacao
geométrica é o coeficiente angular m da reta tangente a uma curva y = f(z) no ponto P = (a, f(a)),

dada pela expressao
i 18— f(@)
im —————.

r—a r—a

m =

Os limites fundamentais trigonométrico e exponencial geram as indeterminagoes 0/0 e 1%, respec-
tivamente. O limite trigonométrico fundamental é dado por
sen x

lim ,
x—0 €T

cujo limite é igual a um. Note que efetuar a substituigdo direta de z = 0 gera a indeterminagao
0/0, pois sen0 = 0. J4 o limite exponencial fundamental é dado por

1 T
lim (1 + —)
T—00 T

e produz a indeterminacao 1*°. No entanto, é possivel provar que o limite exponencial fundamental
é igual ao niimero irracional e, cujo valor aproximado é 2,718281828459... [6].
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Assim, o objetivo deste trabalho é apresentar as sete formas indeterminadas e entender essas
expressoes sob outra perspectiva. Além disso, o objetivo é mostrar aos estudantes e professores
de Matematica que as indeterminagoes surgem em diversas situagoes e em diferentes contextos
da Matemadtica, bem como propiciar ao leitor explicagoes mais adequadas sobre o significado de
cada forma indeterminada, ampliando a compreensao desse tema em outros contextos dentro da
Matematica além do que é apresentado em tépicos do Célculo Diferencial e Integral na aplicagao
da Regra de L’Hopital.

2. As sete indeterminagoes

As sete indeterminagoes do Célculo sdo 0/0, 0°, co/co, 0 - 00, 0o — 00, 00 e 1®. Na Tabela 1
sao apresentados exemplos elementares de limites que geram as sete formas indeterminadas cujos
resultados podem: (a) ser igual a zero, (b) ser igual a oo, (c) ser igual a k € R (k # 0) ou (d) néo
existir.

| Tipo | (a) \ (b) \ (c) \ (d) \
. x? .z . senw .z
0/0 lim — lim — lim lim —
z—0 T z—0 T z—0 I z—0 I
0o 11H01+ 0= hIP (2—1;2)1/93 hIP (2L)1/1, 11%7(21/1;)1'3&1(1/1;)
2
2
cofoo | lim — lim lim = lim 22 *cen7)
T—0 I o0 I T—00 I T—00 T
. . 9 . 1 . sen
0-o00 lim z - — lim z= - — lim z - — lim z -
T—00 €T L—00 T T—00 T T—00 T
00 — 00 lim (z — ) lim (22 - 2) lim[(z-1)—2] | lim[(z +senz) - 2]
000 lim (2;52)—1/1 lim (xz)l/z lim (21)1/:): hn(}+(21/z)mscn(1/x)
1| lim (2/7)7* | lim (21/7)"° lim (21/7)e lim (256‘1(@/36)

Tabela 1: Exemplos das sete formas indeterminadas.

Ao observar todas as formas indeterminadas, parece faltar uma combinacao de simbolos, a forma
0%. Essa expressao néo faz parte desse rol, isto é, 0° néo é indeterminado [19] . Para mostrar que
tal expressao nao é uma indeterminacao, considere lim f(z)9*) onde lim f(z) =0 e lim g(z) = co.
r—a r—a l‘—)f
R
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Como a fun¢é@o exponencial e logaritmica sdo inversas uma da outra, tem-se

li 9(2) _ Jjy oS (@)7F _ g(z)Inf(z) _ 1
B @) = e e . W
pois o expoente tende a —co. Note que a fungao exponencial é continua, permitindo que seu cédlculo
ocorra apés a aplicagao do limite no expoente.

2.1. Zero dividido por zero

Poder-se-ia pensar que 0/0 = 1 tendo em vista que 1/1 =1, 2/2 =1, 3/3 =1, e assim por diante.
Isto é, todo ntmero real dividido por ele mesmo é igual a 1. No entanto, essa afirmacao nao é
totalmente verdadeira. Devem-se observar as restri¢coes que envolvem essa definicao [8].

Definigcao 1. Dados os nimeros z,y € R, diz-se que z é divisivel por y se existe k£ € R tal que
r=1vy-k.

Afirmar que um nimero z dividido por y # 0 é igual a um numero k é anilogo a afirmar que k
multiplicado por y é igual a z, isto é, /y = k implica que k - y = x.

Analisando as possibilidades de substituicao de valores para x e y na definicao, observe que ao
tomar z =0 e y = 1 tem-se que para 0/1 deve existir um & tal que 0 =k - y. Como y # 0 a tUnica
possibilidade para k é que ele seja nulo. Logo, 0/y = 0 para todo y diferente de zero.

Tomando z =1 e y =0 tem-se 1/0. O resultado dessa divisdo néo é igual a zero. Para verificar,
basta observar a defini¢ao de divisao. A pergunta a ser feita é: existe um nimero £ tal que 1 = 0-k7?
De fato, nao existe, e a constatagao € trivial. Nao ha nenhum valor que multiplicado por 0 resulte
em 1, pois qualquer que seja o valor k£ quando multiplicado por 0 sempre resultard em 0 e jamais
em 1. Portanto, a divisdo 1/0 é indefinida, mais genericamente, /0 é indefinida para todo z nao
nulo.

Ao analisar, por exemplo, as divisoes de 1 por nimeros proximos de zero, percebe-se que o quociente
tende a valores cada vez maiores & medida que o divisor se aproxima cada vez mais de zero, ou
seja,

1 1 100; L 1000

0,1 0,01 7 0,001
e assim por diante. Nesse caso, diz-se que esses quocientes tendem ao infinito. Analogamente, ao
tomar como divisor valores negativos préximos de zero, os quocientes tendem a valores grandes
em moédulo; assim, tem-se que esses quocientes tendem ao infinito negativo.

=10;

Portanto, pode-se afirmar que 1/0 = +o0? A resposta é ndao. O simbolo co ndo é um nimero,
tampouco significa que o limite existe [19], pois 1/z pode ser tdo grande quanto queira, ou seja,
fornece uma nocao do comportamento da divisdo de um ntimero z nao nulo por nimeros de valor
absoluto pequeno. A ideia por tras dessa analise é o conceito de limites que pode ser apresentado
aos niveis basicos de ensino sem a carga da notacao de Calculo em que o estudante nao esta
habituado. Assim, conclui-se novamente que a divisdo 1/0 é indefinida. A forma matemdtica de
expressar essas ideias é escrever

lim — =-oc0 e lim — = +oo.
z—0" I x—0t T
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Observe o seguinte exemplo em que “efetuar a divisao por zero inadvertidamente conduz a absur-
dos” [7]. Suponha dois nimeros reais m e n tal que m = n.

m = n multiplicando ambos os membros por n

mn = n? subtraindo m? da equacdo

mn—-m? = n?2-m?
m(n—m) = (n+m)(n—m) dividindo ambos os membros por (n— m)
m = n+m como mn por hipdtese segue que
m = m+m
m = 2m dividindo a equagao por m
1 2 o que é um absurdo.

Esse processo chegou a um resultado absurdo devido ao passo em que foi efetuada a divisao de
ambos os membros da igualdade por (m — n), que é uma diferenca nula, pois m = n por hipdtese.
Prosseguindo com as possiveis substituicoes de valores para z e y, segue a anélise da definicao da
divisdo em que z = y = 0, tem-se 0/0. Novamente, deve-se provar a existéncia de um numero k
tal que 0 = k- 0. Nesse caso, k pode assumir qualquer valor visto que todo k é tal que 0 -k = 0,
ou seja, o numero k nao estd determinado, pois ele assume infinitas possibilidades. Observe, por
exemplo,

k 0,k 0,0k 0,00k
—=k; — =k —=k = =k
1 " 0,1 70,01 0,001 ’
para qualquer £ =1,2,...,9, e assim por diante. Analogamente se ambos os termos, numerador e

denominador, forem negativos.

De fato, os resultados das divisoes entre nimeros iguais é um independente da grandeza do nimero
envolvido; no entanto, Lima afirma que “0/0 é uma indeterminagao, pois a expressao z/y, para
valores muito pequenos de z e de y nao assume necessariamente valores préximos de um” [13].
Ainda, “se nos derem de antem&o um numero arbitrario ¢, podemos escolher nimeros z, y tao
pequenos quanto desejemos, de tal forma que z/y = ¢” [13].

0 0: 0
0,1 0,001
igual a zero é imediato da defini¢io ja mostrada no caso 0/y para (y # 0), assim, quando o
numerador é igual a zero e o denominador tende a valores extremamente pequenos, tao perto de
zero quanto se queira, imagina-se que 0/0 = 0.

.0 . .
Agora, observe as seguintes divisoes: 1= 0; = 0 e assim por diante. O resultado

Afinal, 0/0 é igual a 1, igual a 0 ou igual a ¢ (constante nao nula diferente de 1)? Na impossibi-
lidade de se determinar um valor tnico e inquestionével, a expressdo 0/0 é uma indeterminacao
matematica.

2.2. Zero elevado a zero

A potenciacao de expoente natural é definida de forma indutiva como:

Definigao 2. Sejam @ um numero real e n um nimero natural. A poténcia de base a e expoente
n é o numero a™ tal que:

a’=1
a"=a"1t.a Vn, n>=1

N
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Ao substituir valores para n obtém-se:

ot = d’-a=1-a=a
> = a'-a=a-a
o> = d®>-a=(a-a)-a=a-a-a.

De modo que, para p > 2, tem-se que a? é um produto de p fatores iguais a a.

H4 obras em que a expressdo a’ é apresentada como uma propriedade da potenciacdo e ndo como
definigao. Nesse sentido, a potenciacao é definida da seguinte forma:

Definicao 3. Sejam ¢ um numero real e n um nimero natural, n > 2 entao a poténcia a™ é dada

por
n

a"=a-a-a-..-a,
————
n fatores

em que o expoente n indica o nimero de fatores iguais a a que estao sendo multiplicados.

A propriedade da potenciacdo que envolve a divisao de poténcias de mesma base é consequéncia
imediata dessa defini¢ao, isto €,

isto ¢, aplicada a propriedade da divisao de poténcias de mesma base, chega-se & expressio a®,

cujo valor nao se pode definir de imediato. Porém, observando a expressao por outro lado, sabe-se
que um nimero nao nulo dividido por ele mesmo ¢ igual a 1, ou seja,

Portanto, conclui-se que a® = 1.

Note que ambas as definigdbes nao mencionam explicitamente que a base a deve ser diferente de
zero. Caso fosse, haveria a possibilidade 0°, que se poderia pensar ser igual a um. No entanto,
Paiva afirma que “nao hd unanimidade entre os matematicos quanto a adocao do valor 1 para a
poténcia 0°7 [18].

Mas afinal, 0° tem valor? Lima afirma que “a resposta mais simples é: 0° é uma expressao sem
significado matematico” [13]. Como explicar que uma expressdo matemdtica nao tem significado
na Matematica? Parece contraditério, mas a explicacao nao é complicada. Lima completa dizendo
que “uma resposta mais informativa seria: 0° é uma expressao indeterminada” [13].

Para melhorar a compreenséao, suponha a™ = b, logo b/b = b° se b # 0. Portanto, se b =0 — que
ocorre se, e somente se, a base a = 0 tem-se 0° = 0/0, que é uma indeterminagao apresentada na
secao anterior.

Por outro lado, observe as possiveis substituicoes de valores na expressao a™. Se a = 0, entao
0™ = 0 para todo n # 0, logo se poderia supor que 0° = 0; por outro lado, a® = 1 para todo a # 0,
ran
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assim se poderia concluir que 0° = 1. Logo o simbolo 0 ndo possui um valor que se imponha
naturalmente, o que leva a considerd-la uma expressao indeterminada [13].

Em uma ideia intuitiva de limites, mantendo fixo o expoente igual a zero e fazendo a base tender
a zero, chega-se & conclusio que essas poténcias sdo iguais a um, ou seja, 0,1° = 1; 0,01° = 1;
0,001° = 1 e assim por diante. Por outro lado, mantendo a base fixa igual a zero e variando o
expoente com valores que se aproximam de zero, tem-se que essas poténcias sao iguais a zero, isto
é, 0! = 0; 0% =0; 0901 = 0; 09001 = ( e assim por diante. Por fim, variando a base e o expoente
com valores de mesma grandeza tendendo a zero, conclui-se que essas poténcias tendem a um,
pois, 0,1%! ~ 0,794328; 0,01%° =~ 0,954992; 0,001%°°1 = 0,993116 e assim por diante, de modo
que 0, 00...019:00--01 _ 7,

1
Inz® _ _zlnz

Note que z* = ¢ e = e1/z logo

Inz lim 1oz lim —£& lim (—z)
1/z = eu—0* Ve _ ea—0t ~1/7% — oaot = 60 = 1,

lim z” = lim e
z—0* z—0*

utilizando a regra de L’Hopital na terceira igualdade. Nesse exemplo a base e o expoente sao
iguais, e ambos tendem a zero.

2.3. O infinito

O simbolo oo foi introduzido pela primeira vez pelo matemdtico britanico John Wallis (1616-1703)
[5], no entanto sua ideia é bastante antiga e vem motivando néo sé os matemdticos mas também
outras areas do conhecimento ao longo da Histéria. O cientista Galileu Galilei “deu exemplos de
propriedades paradoxais dos ntmeros infinitos e admitiu que ndo os compreendia” [17].

Os primeiros a terem uma consciéncia sobre o infinito foram os gregos, em particular os pitagéricos,
ao tentar exprimir através de um nimero a medida da diagonal do quadrado de lado unitario. Eles
sabiam que V2 nao podia ser expresso por meio de uma fracio, o que implica que esse niimero nio
é racional e é composto por infinitas casas decimais com dizima periddica inexistente. Segundo
Eves, “a descoberta da existéncia de ntimeros irracionais foi surpreendente e perturbadora para os
pitagéricos” [5].

A ideia de infinito também estd presente na constante m. O célculo de uma aproximagao de
numero irracional 3,1415... deu-se de forma cientifica por Arquimedes [5] ao tentar determinar o
comprimento de uma circunferéncia, construindo dois poligonos regulares — um inscrito e outro
circunscrito a uma circunferéncia — e fazendo com que o nimero de lados aumentasse, e assim
aproximar o perimetro desses poligonos ao comprimento da circunferéncia. Utilizando poligonos
regulares de 96 lados, Arquimedes mostrou que 233/71 < 7 < 22/7 (ou seja, 3,1408 < 7 < 3,1429).
No entanto, Arquimedes ndo admitia um nimero infinito de parcelas; naquela época “os gregos
sempre evitavam lidar com o infinito, pois esse conceito lhes trazia dificuldades que eles nunca
souberam resolver” [1]. Esse método de determinagido do ntiimero mr, chamado de método cldssico
de célculo de 7, foi publicado por Arquimedes em um tratado chamado “A medida de um circulo”
[5]. Em notacdo atual, essa ideia pode ser expressa como

lim I,, £ comprimento do circulo < lim C,,,

n—oo n—o0

em que I, e C, sao os perimetros dos poligonos inscrito e circunscrito, respectivamente, e n é o
numero de lados desses poligonos.

N
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Segundo Eves, “o método de exaustdao pode ser considerado como a resposta da escola platonica
aos paradoxos de Zendo” [5]. Os paradoxos da dicotomia e da corrida de Aquiles contra a tartaruga
argumentam que o movimento é impossivel, sob a hipétese de subdivisibilidade infinita do espaco
e do tempo [3]. Segundo Morris “embora certos filésofos mais antigos tenham falado de uma
infinidade de mundos, o primeiro a examinar o conceito de infinito em detalhe foi o fil6sofo grego
Zenao” [17].

Ao longo do tempo diversas mentes brilhantes trataram do infinito em seus estudos, como o
engenheiro Simon Stevin (1548-1620), com a determinacdo dos centros de gravidade de figuras
planas através do método de exaustao para um ntmero infinito de termos; Johannes Kepler (1531-
1630) que, considerava somas infinitas; Bonaventura Cavalieri (1598-1647), que considerava uma
reta composta por infinitos pontos bem como seu método dos indivisiveis, o qual diz que “um
indivisivel de uma porcao plana dada é uma corda dessa porcao, e um indivisivel de um sélido
dado é uma secgao desse s6lido” [5]. Assim, uma porgao plana é considerada como infinitas cordas
paralelas e um sélido é formado por infinitas se¢oes planas e paralelas.

Outros importantes matemdticos trataram do infinito como Bernhard Bolzano (1781-1848), Ri-
chard Dedekind (1831-1916) e George Cantor (1845-1918). Bolzano mostrou muitas propriedades
importantes dos conjuntos infinitos em um trabalho chamado “Paradoxos do Infinito” [5]. Nesse
trabalho pioneiro publicado postumamente em 1859, Bolzano “abordou varias questoes de natureza
filos6fica e matemdtica acerca dos conjuntos infinitos” [1]. Coube a Dedekind definir efetivamente
conjuntos infinitos, e a Cantor demonstrar a enumerabilidade dos niimeros racionais e nao enume-
rabilidade dos reais. Um maior aprofundamento do estudo filoséfico e matematico sobre o infinito
foge do escopo deste trabalho.

2.4. Infinito dividido por infinito

A expressao co/co estd no rol das indeterminagdes matemadticas. Essa expressio nao pode ser vista
como uma divisao de dois nimeros iguais, o que resultaria em um. A indeterminagdo oo/co ocorre
quando, dadas duas fungoes f e g tais que lim f(z) = o0 e lim f(z) = oo, tem-se o limite

r—a r—a

lim 1) _
z—a g(T)

(e¢]
(o¢]

que pode ser transformado na indeterminacao 0/0 ao reescrever o limite como lim 1/g($).

a—a 1/f(z)
O simbolo +oco0 é utilizado para indicar a existéncia de uma assintota vertical ou horizontal da
curva de uma dada funcao. Segundo Thomas, “Se a distancia entre o grafico de uma fungao e
uma reta fixa aproxima-se de zero & medida que a curva se afasta da origem, dizemos que a curva
aproxima-se, assintoticamente, da reta e que a reta é uma assintota do grafico” [21].

No caso de limites infinitos, denotado por lim f(z) = +oo, significa que & medida que z se aproxima
r—a

de um numero real a, a fungao supera qualquer niimero no seu conjunto imagem, isto é, f cresce ou
decresce indefinidamente de modo que a curva que representa f aproxima-se tanto quanto queira
de uma reta vertical z = a. A tal reta é dado o nome de assintota vertical.

Definigao 4. A reta z = a é chamada assintota vertical da curva y = f(z) se pelo menos uma das
seguintes afirmacoes for verdadeira:

N
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(a) lim f(z) = +eo.
(b) lim f(z) = —co.
(c) lim f(z) =-+eo.
(d) lim f(z)=co.

sen r

Um exemplo classico é a fungao tangente definida como f(z) = . Para valores de z iguais a

cos T
T ~ . . . , ~
5 +kn, a tangente nao esta definida, pois nesses pontos tem-se cos z = 0. Logo, o grafico da fungao

tangente, mostrado na Figura 1, possui infinitas assintotas verticais passando por 3 + km em que

k é um numero inteiro.

------------g—-------------
3
---------------_-%__--------_------_
[=]
e a e et
E)
(8]
= e e

Figura 1: Exemplo de assintota vertical: gréfico de f(z) = tan z.

Definigao 5. A reta y = ¢ é uma assintota horizontal do gréfico da fungdo y = f(z) se uma das
seguintes afirmacoes ocorrer:

(a) lim f(z)=c.

Tr—00

(b) lim f(z)=c.
an

137 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Desanti e Probst

2
. . ~ e+ . . -
Para exemplificar esse caso, considere a func¢ao f(r) = ———, que gera a indeterminacao co/oo
quando z — oo. Esse é um caso em que a Regra de L’Hopital nao funciona, pois, ao derivar
sucessivas vezes o numerador e o denominador, a indeterminagao nao é eliminada. Para tal, usam-
oo - : . Vo241 -
se artificios algébricos e conclui-se que lim ——— = —. Logo, pela definicao tem-se que a reta
) z—co 21— 3 2

y=5 é uma assintota horizontal do grafico de f, conforme a Figura 2.

Yy

2

22 +1

Figura 2: Exemplo de assintota horizontal: grafico de f(z) = 523"
7

2.5. Zero vezes infinito

A discussao desta secdo envolve o produto de dois importantes elementos da Matematica. Um
elemento é o nimero zero, algarismo criado pelos hindus para indicar o vazio em seu sistema
de numeracao posicional. Eves afirma que “a ideia de valor posicional e um zero devem ter
sido introduzidos na India algum tempo antes do ano 800 d.C.” [5]. O outro é o simbolo oo, j4
apresentado na se¢ao anterior, que nao é um nimero, e, portanto, as regras da aritmética nao sao
aplicaveis. Afinal, o que pode surgir do produto desses dois simbolos? O que representa 0 - co?

Sabe-se do produto de nimeros reais que para toda constante ¢ multiplicado por zero o resultado
é zero, isto é, 0- ¢ = 0. Por outro lado, dada uma funcao f tal que lim f(x) = oo, entao para todo
nimero ¢ > 0 lim ¢ - f(z) = o0, 0 que dé a ideia de que ¢ - o0 = oorf_)]f;essa forma, 0 - oo é igual a
zero ou igual az:oa? A resposta depende do contexto em que tais elementos estao envolvidos. A

partir dessa ideia, sera aprensentado como contexto dessa indeterminagao o paradoxo de Zenao da
corrida de Aquiles contra a tartaruga e o paradoxo da dicotomia.
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Zenao de Eleia foi um filésofo, professor e politico que viveu no século V a.C. na cidade de Eleia
da Magna Grécia, atual sul da Italia. Era discipulo de Parménides da escola eledtica e propds
alguns paradoxos relacionados ao movimento. Uma questao discutida na época entre as diferentes
correntes do pensamento era a validade da admissao da subdivisibilidade indefinida de uma gran-
deza ou se a grandeza seria dividida em um nimero muito grande de partes indivisiveis, assim,
“hé& evidéncias de que na Grécia antiga desenvolveram-se escolas de raciocinio matemético que
abragaram uma ou outra dessas premissas” [5].

Um dos paradoxos de Zenao diz respeito a corrida entre o veloz heréi Aquiles e uma tartaruga, em
que Aquiles d4 & lenta tartaruga a vantagem de sair com uma certa distancia & frente. O paradoxo
diz que Aquiles jamais alcangaria a tartaruga, pois quando Aquiles alcancasse o ponto inicial em
que a tartaruga se encontrava, ela ja teria andado uma determinada distancia. Quando Aquiles
alcangasse o segundo ponto em que a tartaruga se encontrava, ela ja teria andado mais uma certa
distancia e assim sucessivamente, admitindo a divisao da distancia a ser percorrida em infinitas
partes, o que tornaria a vitéria de Aquiles impossivel. A Figura 3 ilustra a corrida.

Fr, e

Figura 3: Corrida entre Aquiles e a tartaruga. Fonte: The Center of Math Blog [20].

Ja o paradoxo da dicotomia diz que para percorrer uma determinada distancia, por exemplo,
um segmento de reta AB, antes de obter o deslocamento total do ponto A ao ponto B, deve-se
alcangar antes o ponto médio desse segmento; no entanto, antes do ponto médio deve-se alcancar
o ponto correspondente a um quarto da medida do segmento, e um oitavo, um dezesseis avos e
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assim sucessivamente, pois “se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente entao o
movimento é impossivel” [5]. Ou seja, ndo poderia partindo de A chegar ao ponto B, pois “como
o movel tem de passar por uma infinidade de posi¢Ges intermedidrias num tempo finito, nunca se
chegard ao ponto B, nem sequer comegard a se mover” [2]

Esses paradoxos foram um desafio para a ldgica, exercendo grande influéncia no pensamento fi-
loséfico. Os gregos do século V a.C. sentiram muita dificuldade em conhecer o movimento continuo
[2]. Os paradoxos desafiam ideias intuitivas “de que a soma de um niimero infinito de quantidades
positivas é infinitamente grande, mesmo que cada uma delas seja extremamente pequena e que a
soma de um nimero finito ou infinito de quantidade de dimensao zero seja zero” [5].

Suponha que a tartaruga inicie a corrida com uma vantagem de 100 metros em relagdo a Aquiles e
que a velocidade de Aquiles seja 10 vezes maior do que a velocidade da tartaruga. Entao, quando
Aquiles cobrir essa distancia, a tartaruga terd percorrido 10 metros. Quando Aquiles vencer os
10 metros, a tartaruga terd andado 1 metro, depois 0,1 metro, e assim por diante. Dessa forma,
as distancias percorridas por Aquiles vao decrescendo a uma raziao geométrica de 1/10, logo as
distancias percorridas pelo herdi é a soma das fracoes

111
10041041+ — + — + —— ..
10" 100 T 1000

Apesar de essa soma possuir infinitas parcelas, ela converge para um numero real. O resultado
dessa soma dé-se por meio da soma dos infinitos termos de uma Progressao Geométrica, resultando
em uma distancia total de 1000/9 metros. Nessas condigoes, Aquiles alcancard e ultrapassard a
lenta tartaruga nos primeiros 1000/9 metros de percurso. A mesma ideia é usada no paradoxo
da dicotomia. O fato é que movimento existe, isto é, Aquiles alcangard a tartaruga assim como é
possivel percorrer a distancia de um segmento de reta AB unitario. A incoeréncia dos paradoxos
de Zenao é que se considera apenas um intervalo de tempo fixo, ou seja, deve-se “efetuar uma série
infinita de atos, algo que nao pode ser feito em um periodo de tempo finito” [17], pois sabe-se que
o tempo nao é finito.

2.6. Infinito menos infinito

Essa indeterminagao ocorre quando tem-se a subtracao de duas fungoes quando ambas tendem ao
infinito, gerando entao a expressao co —oco. Como co nao é um numero real, nao se pode empregar
a aritmética de maneira usual e o resultado desse limite nao é igual a zero necessariamente.

Em outro contexto, tem-se o famoso paradoxo do Hotel de Hilbert que envolve conjuntos infini-
tos. David Hilbert (1862-1943) foi um matemdtico alem&o, e seu trabalho foi excepcionalmente
abrangente e talentoso, como provam suas muitas e importantes contribuigoes a diversas dreas [5].

Para falar do paradoxo do Hotel de Hilbert é necessario entender alguns conceitos de conjuntos
infinitos cuja teoria foi proposta por Georg Cantor (1845-1918). Segundo Lima, “deve-se a Cantor
a descoberta fundamental de que héa diversos tipos de infinito, bem como a anélise desses tipos”
[12]. Antes de Cantor, Richard Dedekind (1831-1916) definiu precisamente conjuntos infinitos [10].
Quanto ao nimero de elementos de um conjunto, ele pode ser finito, enumeravel e nao enumeravel.
Nesse sentido “a maior contribuicao de Cantor nesta area nao foi a adogao de linguagem e da
notagao dos conjuntos e sim suas descobertas sobre os niimeros cardinais de conjuntos infinitos” [14].
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Cantor em sua teoria descobriu “que existem conjuntos infinitos com diferentes cardinalidades
ao provar que nao pode haver uma correspondéncia biunfvoca entre N e o conjunto R”[14]. As-
sim, Cantor estabeleceu uma hierarquia entre conjuntos infinitos, mostrando que o conjunto dos
numeros Reais e Complexos tem cardinalidade superior a dos conjuntos enumerdveis como 0s
naturais, inteiros e racionais, por exemplo.

Definigao 6. Seja I,, o conjunto dos ntimeros naturais de 1 até n, isto é,
I, ={peN/1<p<n}

Um conjunto A néo vazio é finito se existe uma funcao bijetora f : I, — A, para algum n € N, e
nesse caso o conjunto A possui exatamente n elementos.

Para a anélise do paradoxo do Hotel de Hilbert interessa determinar a cardinalidade de um conjunto
infinito. Diz-se que um conjunto é infinito quando nao é finito. Como efetuar a contagem de
conjunto infinito? Nesse caso tem-se a ideia de enumerabilidade: um conjunto A é chamado
de enumeravel se é finito ou quando existe uma correspondéncia biunivoca com o conjunto dos
nimeros naturais, isto é, existe uma funcao bijetora f : N — A.

O paradoxo do Hotel de Hilbert considera um hotel com infinitos quartos todos enumerados com
nimeros naturais, isto é, o primeiro quarto corresponde ao quarto de nimero 1, o segundo quarto
corresponde ao quarto de nimero 2 e assim por diante. O hotel encontra-se lotado, ou seja, os
infinitos quartos estao ocupados por infinitos héspedes. Ao chegar um novo héspede, mesmo com o
hotel lotado, o gerente do hotel consegue acomoda-lo, afinal, o hotel possui infinitos quartos. Para
tal, o gerente solicita que o héspede do quarto nimero 1 mude-se para o quarto de ntimero 2, o
héspede que se encontrava no quarto niimero 2 mude-se para o quarto de nimero 3, o héspede que
se encontrava no quarto de nimero n mude-se para o quarto de niimero n + 1 e assim por diante,
tendo em vista que na numeracao através do conjunto dos ntimeros naturais, sempre haverda um
proximo termo. Com essa manobra, o quarto de nimero 1 estd vago para o novo héspede. A
estratégia é a mesma se chegar um grupo de n héspedes para se acomodar no hotel; o gerente tera
que deslocar o héspede do quarto de niimero 1 para o quarto de ntimero n + 1, e assim por diante
de modo que os n primeiros quartos fiquem vagos.

Ao chegar um 6nibus com infinitos passageiros, para acomodar todos eles, o gerente solicita aos
héspedes do hotel que se mudem de quarto novamente de modo que cada um deve ir para o quarto
cujo numero é o dobro do quarto em que se encontra, isto é, o héspede do quarto de niimero 1
muda-se para o quarto de nimero 2, o héspede do quarto de nimero 2 muda-se para o quarto
de numero 4, o héspede do quarto nimero n muda-se para o quarto de nimero 2n e assim por
diante. Desse modo, todos os quartos cujos niimeros sao impares encontram-se disponiveis para
os infinitos novos héspedes.

O desafio do gerente aumenta ao ter que acomodar uma excursao de infinitos énibus com infinitos
passageiros em cada Onibus. Para tal, o gerente solicita que os hdspedes mudem-se de quarto
novamente, de modo que o ntimero do novo quarto ¢é igual a 2 elevado ao nimero do quarto em que
se encontrava, isto é, o héspede que se encontra no quarto de nimero 1 muda-se para o quarto de
ndmero 2, pois 2! = 2; o héspede que se encontra no quarto de nimero 2 muda-se para o quarto de
ndmero 4, pois 22 = 4; o héspede que se encontra no quarto de nimero n muda-se para o quarto
de nimero 2™ e assim por diante. Assim, para alocar os infinitos novos héspedes dos infinitos
onibus da excursao, o gerente usa a seguinte estratégia: os passageiros do primeiro 6nibus serao
acomodados nos quartos cujo nimero € igual a 3 elevado ao nimero do seu assento do 6nibus, ou
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seja, o passageiro do assento ntimero 1 serd acomodado no quarto de ntimero 3, pois 3' = 3; o
passageiro do assento niimero 2 serd acomodado no quarto de niimero 9, pois 32 = 9; o passageiro
do assento numero n, serd acomodado no quarto de nimero 3" e assim por diante. Os préximos
infinitos 6nibus deverao seguir a sequéncia dos numeros primos; logo, os passageiros do segundo
onibus serao acomodados em quartos cujos nimeros sejam o resultado de 5 elevado ao nimero do
seu assento no onibus, e assim por diante: para cada 6nibus, uma poténcia cuja base é um nimero
primo.

A questao que deve ser levantada é se com essa estratégia tracada pelo gerente ocorre o risco de
dois héspedes serem acomodados no mesmo quarto. Felizmente isso nao acontece; por exemplo,
os passageiros do primeiro 6nibus estao acomodados em quartos de nimeros da forma 3", e do
segundo oOnibus, estao acomodados em quartos de nimeros da forma 5™. Supondo que tenha um
quarto com dois hdspedes, isso implica admitir que 3™ = 5™, portanto, como 3™ é divisivel por 3,
entao tem-se 5™ também divisivel por 3 o que implica que 5 é divisivel por 3, o que é um absurdo,
pois, sabe-se que 5 nao é divisivel por 3. Isso ocorre para quaisquer dois niimeros primos distintos.

Com essa estratégia, ainda estao vagos os quartos cujos numeros sao divisiveis por mais de um
nimero primo, tendo em vista que o gerente acomodou os infinitos passageiros dos infinitos 6nibus
em quartos de nimero da forma p”, onde p é um nimero primo correspondente ao 6nibus e n
corresponde ao numero do assento do 6nibus p. Dessa forma, por exemplo, o quarto de nimero 6
estd vago, pois 6 é divisivel por 2 e por 3, podendo, entdao, acomodar mais infinitos novos héspedes,
pois todos os miltiplos de 6 também estao vagos.

Ao fechar um determinado tempo de hospedagem, os passageiros do primeiro énibus da excursao
fazem o check-out e seguem seu destino. Para atualizar o nimero de quartos disponiveis para
futuras hospedagens, o gerente percebe que se o hotel possui infinitos quartos e sairam infinitos
hoéspedes, entao o hotel conta com oo — oo quartos disponiveis ou ainda h& oo — co héspedes no
hotel. Na impossibilidade de operar aritmeticamente com esses simbolos, pois “o simbolo co nao
representa um nimero” [19], tampouco —oo, 0 gerente conclui que co—oco = co nesse caso. Portanto,
ainda restam infinitos quartos disponiveis e infinitos héspedes no hotel. Por outro lado, se todos
os héspedes do hotel fizerem o check-out, entdo haverd oo — oo = 0 pessoas hospedadas no hotel.

2.7. Infinito elevado a zero

Em termos de limites, a forma indeterminada o ocorre quando se tem duas funcdes f e g, tais
que lim f(2)9*) quando lim f(z) = o e lim g(z) = 0, como, por exemplo,
r—a r—a r—a

) 1 sen

pois 1/z?% cresce indefinidamente quando z — 0 e sen tende a zero quando z — 0, porém seu
limite ¢é igual a 1.

Da definicao de potenciacdo de um nimero real, tem-se que o expoente indica quantas vezes a
base deve ser multiplicada por ela mesma; assim, intuitivamente, co® pode ser entendido como um
numero extremamente grande, tao grande quanto queira, elevado ao expoente zero, ressaltando,
porém, que oo nao é um numero. Desse principio, todo niimero real nao nulo elevado a zero é
igual a um. Por outro lado, ao pensar que a base é infinita, entao o resultado poderia ser infinito
mesmo que o expoente esteja decrescendo. Ou poderia haver um equilibrio entre os dois elementos
e resultar em uma constante. Todas essas possibilidades dependem da escolha desses elementos.
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Observe o que pode ocorrer efetuando substitui¢coes na base e no expoente. Primeiramente, to-
mando valores cada vez maiores para a base e mantendo fixo o expoente igual a zero: 1° = 1,
100° = 1, 1.000° = 1 e assim por diante. Como j4 mostrado, para uma base nio nula e expoente
igual a zero, mesmo que a base esteja crescendo indefinidamente, a poténcia sera igual a 1.

Por outro lado, suponha a funcdo f; com a forma fi(z) = 2%!. A funcéo f; pode ser reescrita como
fi(z) = /10 = Wz, Observe que ao tomar valores cada vez maiores para z tem-se: fi(1) = V1 =1,
(1019 = W1010 = 10, £,(1020) = V1020 = 102, f,(10%%°) = W1019 = 100 ¢ assim por diante, de
modo que f;(101%%) = W1010k = 10% (k € N). Dessa forma, percebe-se que & medida que z — oo,
entdo f;(x) — co. Seguindo o mesmo raciocinio para a funcio f>(x) = %%, que pode ser reescrita
como fo(z) = Wx. Fazendo z — oo tem-se que fo(z) também tende ao infinito. E isso pode ser
generalizado para uma funcio f,(z) = 29999001 que pode ser reescrita como f,(z) = %z
(indice da raiz com n zeros). Fazendo r — oo tem-se que f,(z) também tende ao infinito. A
medida que o indice da raiz aumenta, a fungao tende ao infinito mais lentamente.

Para finalizar a andlise intuitiva do comportamento dessas expressoes, suponha que a base cresca
na mesma proporcao em que o expoente decresce, isto é, tomando valores da funcdo f(z) = z'/*
para x — oo. Nesse caso, tomando para z os valores 10, 100, 1.000, . .., 1.000...000 e substituindo na
fungao, tem-se as seguintes imagens, respectivamente, com aproximagao de cinco casas decimais,
1,25892, 1,04712, 1,00693,...,1. Analisando por esse lado, é sugerido que o resultado é igual a
1. De fato, isso decorre do limite

1/a

lim z/? = lim e s = lim e T =¢%=1

Tr—00 Tr—00 Tr—00

)

em que a base z cresce indefinidamente e o expoente 1/z decresce indefinidamente.

2.8. Um elevado ao infinito

Poder-se-ia pensar que 1% é igual a 1, tendo em vista que pela definigao de potenciagao o expoente
indica o numero de fatores iguais a base que devem ser multiplicados entre si, isto é, dado um
nimero a real e n natural, a poténcia a™ é definida por

a =a-a-..."Q,
n fatores

portanto para a =1 e n — oo tem-se

1*=1-1-1-...-1-

infinitos fatores

Como o nimero 1 é o elemento neutro da multiplicagdo, entao o produto de 1 por ele mesmo é
igual a 1, independentemente do numero de fatores. No entanto, pela propriedade da divisao de
poténcias de mesma base, tem-se que a™/a™ = ¢™ ", isto é, mantém-se a base e subtraem-se os
expoentes, logo 1° /1% implica 1°°%.

Por outro lado, reescrevendo a poténcia 1*° tem-se

1® 1-1-...

1 1-1-...
a

143 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Desanti e Probst

que transmite a ideia de que essa divisao € igual a 1, pois a divisao de um ntimero nao nulo por ele
mesmo é sempre igual a 1. Pode-se concluir entao que 1° = 17 Para responder tal questao deve-se
analisar o significado de 1°7®. Se oo fosse um nimero qualquer, sujeito as leis da aritmética, essa
expressdo seria simplesmente igual a zero e 1° = 1. No entanto, foi mostrado que co — co é uma
expressao indeterminada, o que implica que a expressdao 1* também ¢é uma indeterminagéao [16].

No campo do Célculo, a expressdo 1 tem estreita relagdo com o nimero e, chamado de niimero de
Euler. O niimero de Euler é assim chamado em homenagem ao matematico e fisico sui¢co Leonhard
Euler (1707-1783). Euler foi um matemdtico que proporcionou grande contribui¢do em termos
de volume de produgao dentro das diversas dreas da Matemadtica e criou muitas das notagoes
usadas na Matematica moderna; por exemplo, f(z) para fungdes, ), para somatérios, i para a
unidade imaginaria no conjunto dos niimeros complexos, a notagao e para o numero irracional
2,718281828459... que é a base dos logaritmos naturais, dentre outras notagoes e férmulas como a
férmula “que relaciona cinco dos mais importantes nimeros da Matemadtica, €™ = cosz + isenz,
que para r = transforma-se em e +1 = 0" [5].

O logaritmo de base e, log, z denotado por Inz, chamado de logaritmo natural, é conhecido
também por logaritmo neperiano em homenagem a John Napier, criador da primeira tdbua de
logaritmos, “entretanto, tal denominacao nao é inteiramente apropriada, pois o logaritmo origi-
nalmente definido por Napier néo coincide com o logaritmo natural”’[14]. O ntimero e j& “era
conhecido pelos matemadticos pelo menos meio século antes da invencao do Célculo [...] uma ex-
plicacao virtual é a de que o niimero e teria aparecido primeiro ligado a uma férmula para o célculo
de juros compostos” [16].

A forma indeterminada 1% aparece no calculo do limite exponencial fundamental

1 T
lim (1 + —)
T—00 T

, cujo valor é igual ao niimero de Euler. Esse limite é importante, pois é uma ferramenta necessaria
para determinar a derivada de uma funcdo exponencial f : R — R, dada por f(z) = a®, em que
a > 0e a# 1. Por definicdo, o limite em questdao implica uma assintota horizontal da fungao

(@) = (L+1/2)".

Intuitivamente, ao atribuir valores cada vez maiores para x na funcao f(z) = (1+1/z)* é possivel
observar uma tendéncia dos resultados. Analisando primeiramente a expressao (1+1/z); tomando
valores cada vez maiores para z, a fragdo 1/z torna-se cada vez menor, isto é, aproxima-se de zero.
Consequentemente 1 + 1/ aproxima-se de 1. Como 1 elevado a qualquer expoente é igual a 1,
entdo 17 — tal que x seja um natural suficientemente grande — pode-se concluir que (1+1/2)® = 1.
Por outro lado, sabendo que 1+1/2 é um nimero maior do que 1, se elevado a expoentes cada vez
maiores, entdo 1+ 1/z tende ao infinito. Afinal, (1+1/z)* tende a 1 ou ao infinito?

O fato é que “em cada indeterminagao existe uma luta entre duas quantidades, uma tendendo a
tornar a expressao numericamente grande e a outra tendendo a torna-la numericamente pequena”
[16], e a resposta para tal pergunta nao é nem 1 e nem co. Ao efetuar substituigdes para x cada vez

maiores, observam-se os seguintes resultados com aproximagao de cinco casas decimais, conforme

mostra a Tabela 2.
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z \ 1+1/z \ (1+1/2)" ‘
1 2 2

5 1,2 2, 48332
10 11 2,59374
100 1,01 2,70481
1.000 1,001 2,71692
10.000 1,0001 2,71815
100.000 1,00001 2,71827
1.000.000 | 1,000001 2,71828
10.000.000 | 1,0000001 2,71828

Desanti e Probst

Tabela 2: Substituigao de valores em f(z) = (1+1/z)*.

A tendéncia dos resultados sugere “que qualquer aumento posterior em z quase nao afetard o
resultado”[16], o que d4 a intuigdo de que & medida que z — oo, essa funcdo aproxima-se do
numero irracional 2, 718281828459... . A prova de que o limite

1 x
lim (1 + —) =e

Tr—00 €T

serd aqui omitida, mas poderd ser encontrada na referéncia [4].

Uma interessante aplicagao desse limite fundamental pode ser encontrada em Matemaética Finan-
ceira utilizando juros compostos. Suponha investir um capital inicial ¢y reais em uma instituigao
financeira que paga uma taxa i ao ano, (0 < 7 < 1) sobre o capital investido. Ao final de um ano, o
juro a ser recebido é igual a (c¢y- %) reais, e o montante acumulado é igual a M = cy+cg-i = ¢o- (1+1).
Reaplicando esse saldo por mais um ano, tem-se um montante de M = co- (1+4)-(1+4) = cp- (144)2
e assim por diante, de modo que se aplicar em ¢ anos terd um montante de M = ¢y - (1+1)t. Con-
sidere agora que em vez de efetuar o resgate ou reaplicar o montante ao final do periodo ao qual
a taxa 1 estd submetida, o investidor deseje resgatar o montante acumulado na metade do tempo,
isto é, seis meses, logo o juro a ser contabilizado é igual a metade do que ele receberia ao final de
um ano, isto é, o montante para seis meses é igual a ¢y - (1 + i/2) reais. Reaplicando esse valor
por mais seis meses, o montante acumulado é de cq - (1+4/2)? que é maior do que g - (1 + i) pela
desigualdade de Bernoulli ((1+ )™ > 1+ nz sempre que z > -1 e n € R com n > 1) [14]. Caso o
investidor deseje resgatar mensalmente e reaplicar o montante, ao final de um ano, serd acumulado
co - (1+14/12)'2 reais. Procedendo dessa forma, imagina-se que quanto mais vezes efetuar a divisio
do tempo e reaplicar o montante, maior serd o capital acumulado, pois

i n i n+1
(1+—) <(1+ ) .
n n+1

¢o - lim (1+i) ,

Fazendo n — oo tem-se

n—00 n

porém a sequéncia cujo termo é dado por (1+4/n)™ é limitada. Para determinar esse limite faz-se
a troca de varidvel, isto é, i/n=1/k = n =14k, e quando n — co entdo k — oco. Substituindo no
limite tem-se

= ei.

li 1 1]“_ li 1 1"
i \teg) [
-
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Portanto, o montante total ndo ultrapassard de (cg - €?) reais.

Exemplificando com ntmeros, suponha que se deseja investir R$ 1000, 00 na poupanca cujo rendi-
mento é de 8,3% ao ano ou i = 8,3/100 = 0,083 ao ano. Portanto, ao final de um ano o montante
é de 1000(1 + 0,083) = 1083,00 Reais. Efetuando o resgate do dinheiro em 6 meses, o montante
acumulado é de

0,083
1000 - (1 + ’T) =1000- (1+0,0415) = 1000 - 1,0415 = 1041, 50 Reais.

Reaplicando esse montante por mais um semestre tem-se

1000 - (1 + 0’883

2
) = 1084, 72 Reais.

Se resgatar e reaplicar mensalmente o dinheiro, o investidor terd ao final de um ano um montante
de

0,083\
1000 - (1 + T) ~ 1000 - 1,08623 = 1086, 23 Reais.

Seguindo esse raciocinio, ao dividir o periodo por n intervalos de resgate e reinvestimento tem-se

1000 - (1+W) .
n

Fazendo n — oo tem-se o limite

1000 - lim (1+ 0’083) .

n—0oo n

Para resolver esse limite, basta efetuar a substituicao da varidavel n. Segue que

0,083 1
—— == = n=0,083%.
n k

Logo, se n — oo, tem-se k — oo. Portanto, o montante M acumulado no periodo n é:

n—oo

M = 1000- lim (1+ 07083)
n

0,083k
= 1000 - lim (1 + —)
k—oo k

0,083
1000 - ¢0:083

1 k
1000 - [lim (1 + —)
k—oc k

1000 - 2, 718281820:083

Q
Q

1086, 54 Reais,

tomando o nimero de Euler com aproximagao de 8 casas decimais. Dessa forma, conclui-se que o
montante acumulado nao ultrapassard o limite de R$ 1086, 54.
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3. Conclusao

A percepcao da inexisténcia de um material compacto que tratasse das sete formas indeterminadas
de forma contextualizada foi o que motivou a escolha do tema desenvolvido como trabalho de
dissertagdo do Profmat [4].

As indeterminagbes ndo sdo expressoes que ocorrem apenas no ambito do Calculo Diferencial
e Integral. Algumas delas aparecem no Ensino Bésico, quando hé a necessidade de mostrar a
inexisténcia de uma divisdo por zero e, consequentemente, o significado de 0/0. Ao tratar de
potenciagao e suas propriedades, a estratégia nao é diferente. O estudante comumente questiona o
resultado de um niimero real nao nulo elevado ao expoente zero, o que implica a indagacio sobre 0°
e até mesmo o significado de 1%°. Expressoes que envolvem oo, por exemplo, nao sao objetos de facil
compreensao, principalmente no Ensino Fundamental e Médio em que o curriculo nao contempla
com muita énfase tal elemento.

Assim, procurou-se nesse trabalhou desenvolver de forma contextualizada o significado das sete
formas indeterminadas com o objetivo de prestar apoio aos estudantes, professores e entusiastas
da Matematica na obtencao de explicagdes mais adequadas para essas expressoes.

Sendo assim, ficou evidenciado que é totalmente possivel trabalhar as indeterminagoes, fornecendo
explicagoes mais simples sobre cada uma das sete formas indeterminadas com a utilizagao de uma
carga menor da teoria de limites e da aplicacao da Regra de L’Hopital. Dessa forma, procurou-
se apresentar o tema através de diferentes contextos que abordam outras interessantes areas da
Matematica, tornando assim a aprendizagem do tema mais abrangente.
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As secoes conicas, as primeiras leis de Kepler e o
paraboloide de revolucao

Gilsania Abreu Lopes Ribeiro ® Jean Fernandes Barros ®

Resumo

Neste trabalho, nés usamos uma construcao menos conhecida, através de paraboloides de revolugao
inscritos em um cone de revolucao, para demonstrar que as segoes conicas, nesse contexto, sao as
elipses e as hipérboles. E entao, como uma aplicacao & Mecanica Celeste, descrevemos as Orbitas
keplerianas elipticas e hiperbdlicas.

Palavras-chave: Secoes conicas; Leis de Kepler; Paraboloide de revolugao.

Abstract

In this work, we use a less known construction, through of paraboloids of revolution inscribed into
the cone of revolution, to demonstrate that the conic sections are ellipses and hyperbolas. And
then, as an application to Celestial Mechanics, we completely describe the elliptical and hyperbolic
Keplerian orbits.

Keywords: Conic sections; Kepler’s laws; Paraboloid of revolution.

1. Introdugao

Nosso interesse é demonstrar que as intersegoes de um cone de revolugao com planos que tangenciam
paraboloides de revolugao inscritos no cone sao as elipses e as hipérboles. E como uma aplicacao a
Mecanica Celeste, mais precisamente, a geometria do Problema de Kepler, descrevemos as Orbitas
keplerianas elipticas e hiperbdlicas. Bem, a restricao aos planos que nao sao paralelos as geratrizes
mostra que nao consideramos o caso da parabola; veja a secao 4.

Para efeito de informacao, observamos que existe uma outra demonstragao bastante criativa do
resultado mencionado, usando as esferas de Dandelin, a qual inclui o caso da parabola, veja [1, 5].
Aqui, desejamos obter o mesmo resultado, usando uma construgao menos conhecida, para os casos
da elipse e da hipérbole.

O ponto de partida sao duas descrigoes das elipses e das hipérboles vistas nas definicoes 1 e 2. Em
seguida, utilizando as formas reduzidas das equagoes das elipses, das pardbolas e das hipérboles,
daremos uma primeira demonstracao de que essas sao segoes conicas.

Na secao 3, descrevemos a relacao entre as primeiras leis de Kepler e as se¢bes conicas. De fato,
compreenderemos melhor a geometria do problema de Kepler, quando observarmos a trajetéria do
D)
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movimento sobre o cone de revolugao, cujo eixo de simetria é o z-eixo, que tem como equagao
x2+y2-272=0.

Na ultima secao, a partir de propriedades importantes do paraboloide de revolugao, demonstramos
que as secoes cOnicas sao as elipses e as hipérboles. Em seguida, descrevemos as érbitas keplerianas
elipticas e hiperbdlicas.

2. As Segoes Conicas
As demonstragoes que omitimos nesta se¢do podem ser vistas em [3].
Inicialmente, partimos da seguinte defini¢ao:

Definicao 1. O lugar geométrico dos pontos no plano com razao de proporcionalidade fixa, deno-
minada de excentricidade, e denotada por e, entre as distancias a um dado ponto, denominado de
foco, e a uma dada reta, denominada de diretriz, é uma curva quadrética denominada de elipse, se
0 <e< 1, de pardbola, se e =1 e de hipérbole, se e > 1.

Observagao 1. O caso em que e = 0 é o caso em que a elipse é um circulo. Neste caso, a diretriz
localiza-se no infinito.

Equivalentemente, relativas a elipse e a hipérbole, nés temos as seguintes definigoes:

Definicao 2. Sejam F; e Fy dois pontos no plano euclidiano R? e a um ntimero real positivo. Sendo
assim,

e Para 2a > |F1Fs|, a elipse de focos F1 e Fy e semieizo maior a é o conjunto

& ={P €R?: |PF,| + |PFy| = 2a}.

e Para 2a < |F1Fs|, a hipérbole de focos F1 e Fo e semieizo real a é o conjunto

H ={P e R?: |[PFy| - |PF;| = +2a}.

A Definicdo 1, relativa & parabola, diz-nos que: dados d uma reta em R? e um ponto F € R? que
ndo pertence a reta d. A pardbola de foco F e diretriz d € o conjunto

P = {P e R?: |PF| = dist(P, d)}.

Decorre, através de um calculo direto, os seguintes resultados:

1. A elipse de focos A e O = (0,0), e semieixo maior a é dada pela equagao
r+ @71y =a(l-e?),

onde (, ) denota o produto interno canénico de R2, ¥ é o vetor raio com origem no foco O, cuja

- z .. . 7 . .
norma ér, e € := “7a OA é o wvetor excentricidade, cuja norma é a excentricidade e, como na
a

Definicao 1.

N
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2. A pardbola com foco O e diretriz d, a uma distancia p de O, é dada pela equacao
r+(&,7) = p,
onde € é o vetor unitdrio ortogonal a d, direcionado de O a d.

3. A hipérbole com os focos O e A e semieixo real a é dada pela equagao

r+ &1 =+a(e? 1),

onde € := i OA.
2a

Seja f = f(T) o angulo entre & e T, ver a figura 1, que exemplifica o caso da hipérbole, e reescrevendo
os resultados acima em coordenadas polares, obtemos a equacdo focal de uma conica, que é

-_ b
1+ecosf’

onde p = a(1 - e?), no caso da elipse, p = p, no caso da pardbola, e p = a(e? - 1), no caso da
hipérbole, em que se considera o ramo principal da hipérbole, que é o ramo relativo ao foco O,
identificado na figura 1 por H*.

Figura 1: O Ramo Principal de uma Hipérbole e as Coordenadas Polares
Fonte: (3]

Para o que se segue, sejam X, Y C R", para n > 2; lembremos que X aplica-se isometricamente
sobre Y, se existe uma aplicacdo T : X ¢ R* — R" tal que T(X) =Y e T preserva distancias; isto
é, para todos x, y € X, tem-se que

IT(x) - T(y)| =[xyl
N
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Uma tal T é dita uma isometria de X sobre Y. Sabe-se, da Algebra Linear, que T ¢ a restricdo
de um operador ortogonal sequido de uma translagao. Os seguintes fatos serao necessarios para a
proxima proposicao.

1. Seja & uma elipse com semieixo maior a e excentricidade e. A menos de uma isometria, podemos
assumir que & estd centrada na origem, e os focos sao

Fi1=(-ea,0)) e Fy=1(ea,0).

Entao,

X2y
8={(XaY)€R2: ¥+?:1}7
onde b =aV1 —e2.

2. A pardbola P de foco F = (0, p) e diretriz d, de equagdo y = —p, é o conjunto

P ={(x,y) eR*: x> =4py}.

3. Seja H uma hipérbole de semieixo a e excentricidade e. A menos de uma isometria, podemos
assumir que H estd centrada na origem, e os focos sao

Fi=(-ea,0)) e Fy=(ea,0).
Entao,
2 x* y?
W:{(X,y)eR : a—2§=1},

onde b =aVeZ - 1.

A préxima proposicao descreve a elipse, a hipérbole e a parabola como secoes conicas. Nesta
mesma proposi¢ao, incluimos o caso em que e = 0.

Proposicao 1. A curva P dada pela intersecdo do cone
{(x,y,2) eR®: x> +y? 2% =0},

com o plano afim
{(x,y,2) eR®: z=my+c},

onde ¢ > 0,

1. € uma elipse, se 0 < m < 1.
2. € uma pardbola, se m = 1.

3. € uma hipérbole, se m > 1.

N
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Demonstragao. Inspirados pelas consideragoes do Capitulo 2 da referéncia [3], ndo somente mos-
tramos que a intersegao do cone com o plano é uma das segoes coOnicas, mas descrevemos suas
equacdes cartesianas no plano z = 0. Para tanto, substituindo z = my + ¢ em x? +y2 —z% = 0,
chegamos a equagao

(1-m?)y? 2mcy+x?-c? =0,

cujo primeiro membro é um polinémio quadrético em y, e os coeficientes sao polinomios em x.
1. Para m = 0, temos que P é a curva x2 +y? = c2, que é um circulo no plano z = c. Projetando esta

curva ortogonalmente sobre o plano z = 0, obtemos um circulo congruente, centrado em (0,0) e
de raio c.

2. Para 0 < m < 1, obtemos

L1 f 2 c? L _me
= +— —X —_—
Y V1-m2 1-m?
e
zZ = \’ mQ,
c
para todo x € R tal que |x| < .
)

mec c )
7
1-m2’" 1-m?2

), temos que a curva

. - 7 - .
Considerando a translacao (x,y,z) — (x7 y— e a rotagao, em torno do x-eixo,

(Xyz)&( y+mz z-my

"Viem? VI+m?

/ m / c? c c
P:{(x,_ 2,_ fx2+—2+—):|x|§—}
-m?’ 1 m2? 1-m? 1-m? 1_m2

aplica-se isometricamente sobre a elipse

y2 X2

1+ m? ) c
(lfmz)20 1-m?

+
I
[

3. Para m = 1, obtemos

B x? ¢
T,
E, consequentemente,
X% c
BETRE)

~ c ¢ . -
E assim, considerando a translacdo (x,y,z) SEN (x,y +=,z— 5), seguida da rotacao, sobre o

2
y+z z—

2V
2 2

P:{(X,X—fE,X—+S):XER}.
2c 2 2¢ 2

. Rq
x-eixo, (x,y,z) — ( ) temos que a curva

N
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_ X
Y—E~
4. Para m > 1, obtemos
1 c? mc
vz mZ 1 X2+m271 1-m?
e

S S N R
m2 1 m2-1 1-m?2’

para todo x € R.
mc

c
7—
1-m2’" 1-m?

), temos que a curva

Considerando a translagao (x,y,z) LN (x, y— ) e a rotacao, em torno do x-eixo,

y+mz z-my

"Vi+m? VI+m?

P {( . \/X2+ < P \/x2+ < S ) ER}
= TT——\/ X x X — —F | X
VM2 1 m2-1 1-m2’ " 2 1 m?2-1 1-m?

aplica-se isometricamente sobre a hipérbole

Rm
(632 =5 (x

y2 X2

m2+1 c2
c
(m2—-1)2 m?2 -1

Finalizando a segao, tudo o que foi visto permite-nos concluir que

Teorema 1. As elipses, as hipérboles e as pdrabolas sao curvas planas simples, isto €, sem auto-
intersecoes, e continuas, que podem ser fechadas, mo caso das elipses, e abertas, no caso das
hipérboles e das pardbolas.

3. O Problema de Kepler e as Secoes Conicas

Nos apresentaremos a relagao entre as primeiras leis de Kepler e as segbes conicas. E entao,
veremos que a geometria do problema de Kepler é mais bem compreendida quando observamos a
trajetéria do movimento sobre o cone 12 = x2 +y2, como é proposto em [4]. Além disso, fixaremos
a nomenclatura necesséria para a descricao das érbitas keplerianas, que faremos na préxima secao.

3.1. As Primeiras Leis de Kepler e as Se¢oes Conicas

A seguir, usando a descricao de secoes conicas dada pela Definicdo 1, vemos uma reformulagao
da Proposicao 1 em termos puramente geométricos. No espago tridimensional, com coordenadas
(x,y,1), consideramos o cone de equacdo r? = x? +y2.

=
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Teorema 2. A projecio de uma se¢cdo conica no (x,y)-plano € uma curva quadrdtica, cujo foco
€ o vértice do cone, a diretriz é a reta de intersecao do plano cortante com o planor =0 e a
excentricidade € igual a tangente do angulo entre os planos.

Figura 2: O Foco, a Diretriz e a Excentricidade de uma Conica
Fonte: [4]

Demonstrac¢io. Como a geratriz PO do cone r? = x? + y? faz 45° com o plano r = 0, ver figura 2,

a distancia de um ponto P do cone & sua projecao ortogonal P’ no (x,y)-plano é igual & distancia
de P’ ao vértice do cone O, isto é, |PP’| = |OP’|. Para pontos na mesma secao plana, conforme
figura 2, a distancia do ponto P’ & reta diretriz, que é |QP’|, é proporcional ao comprimento do
segmento |OP’|, cuja razao de proporcionalidade é tan (PQP’), ja que

|OP’| = [PP’| = tan (PQP’) - |QP’|

isto é, |OP’| = e - |QP’|, onde e = tan (PQP’), como queriamos. |

Para o que se segue, fixamos a terminologia da Mecéanica Celeste necessaria para a descrigao
que daremos das érbitas do Problema de Kepler. O Problema de Kepler é o movimento de uma
particula sobre a superficie do cone r? = x? + y2 cuja projecdo no plano r = 0 é governada pela
equagao diferencial _

5 T

T = TR
As solugoes do Problema de Kepler sao conhecidas como as drbitas (ou trajetorias) keplerianas.
Sabe-se que o problema de Kepler é um problema de campo de for¢a central. Donde, conclui-se
que o momento angular € conservado. Agora, da conservacdo do momento angular decorre a 22
lei de Kepler, que pode ser enunciada da seguinte forma: a taza de variacdo instantanea da drea

varrida pelo vetor T € constante. Essa taxa de variagao instantdnea é denominada de velocidade

setorial, cujo valor constante é om’ onde M é o comprimento do momento angular e m é a massa
m

N
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da particula. Para uma exposicao sistematica desses fatos, consultem os primeiros capitulos das
referéncias [3, 6].

Seja T uma 6rbita kepleriana. Levantando o vértice do cone de ¢ unidades ao longo do eixo do
cone, cuja direcao é dada pelo vetor €3 = (0,0,1), e considerando R a posicao do ponto sobre o
cone relativa ao extremo final do vetor € €3, conforme a figura 3, temos que

R:=T+[F8; (3.

2

Escolhendo o valor da velocidade setorial dado pela relacao € = 5, temos, pela conservacao do

M
km R
momento angular, que o mesmo ¢ serve para todos os pontos cuja érbita é dada por R. Donde,
obtemos a seguinte proposicao

R

2

Figura 3: O Momento Angular Ficticio.
Fonte: [4]

Proposicao 2. Para cada valor da velocidade setorial, a orbita dada por R ¢ solugao da equacao de

movimento .
& R
R = K=5-

ik

Demonstragdo. Derivando R com respeito ao tempo, obtemos

F,70).
> —€3.
7]

S5

=T+

Derivando mais uma vez, chegamos a

En.  @H. ED.

=T+ > €3 > €3 > 3.
[] I7| 7]

T

N

156 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Ribeiro e Barros

-

Como a projegao obedece a equagao T=-k _,L temos que
3 > |r|3 b

E_ 0t ko GEDED @D

= k—r — —38 ~
EENEE EE

Observando que
2

G5 ED - G =[x L =kt
m

temos que

T k N k¢
K53 T 5503t 536
ERNERSN e

j=olE}
|

?+|?|§3*€63

k i
HE
R
BT
m|
Corolario 1. O momento angular ficticio N=m (f{ X f{) € conservado.
Demonstragao. Vejamos, _ o )
N=m(RxR)+m(RxR) =0,

pois R ¢ proporcional a R. O

Em particular, a direcao do vetor N é conservada. Sendo assim, a érbita estd na segao do cone

pelo plano que passa pelo extremo final do vetor £€3 e é gerado pelos vetores ﬁ(O) e ﬁ(O).

Como consequéncia da conservagao do momento angular ficticio, obtemos a Primeira Lei de Kepler.

Corolario 2. Quando levantadas do plano para o cone, as orbitas keplerianas tornam-se segées
planas do cone.

4. O Paraboloide de Revolugao e as Se¢oes Conicas

Existe uma forma bastante criativa de demonstrar que as elipses, as pardabolas e as hipérboles sao
secoes conicas, usando as esferas de Dandelin. Para uma tal demonstracido, consulte [1, 5].

Aqui, o que propomos, tendo como referéncias [2, 4], é demonstrar que as segdes conicas, por
planos que nao sao paralelos, e nem perpendiculares, ao eixo do cone, e também nao sao paralelos
a alguma geratriz do cone, s@o as elipses e as hipérboles. Além disso, localizaremos o segundo
foco de uma orbita kepleriana. O fato de nao incluirmos as segoes conicas por planos paralelos a
alguma geratriz, isto é, nao considerarmos as parabolas, ficard claro na construcao proposta.

Inicialmente, relembremos alguns resultados importantes sobre o paraboloide de revolugao. Sabe-
mos que um paraboloide de revolugao é o lugar geométrico dos pontos do espaco equidistantes de

N
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seu foco, que estd sobre o eixo de revolucdo, e do plano diretriz perpendicular ao mesmo eizo. De
acordo com a figura 4, vemos que o paraboloide é o conjunto dos P do espaco tais que [PO’| = [PP’|.
Consequentemente, o plano tangente ao paraboloide num determinado ponto € o lugar dos pontos
equidistantes do foco e do pé da perpendicular baizada do ponto de tangéncia ao plano diretriz,
isto é, é o conjunto dos pontos Q do espago tais que |QO’| = |QP’|. Para justificar essa afirmacao,
consideremos o plano de todos os pontos equidistantes do foco e do pé da perpendicular baixada do
ponto de tangéncia. Qualquer outro ponto deste plano estd mais distante do pé da perpendicular, e
consequentemente do foco, do que do plano diretriz. E assim, nao pertence ao paraboloide. Sendo
assim, o plano tem apenas um ponto em comum com o paraboloide. Decorre dessa caracterizagao
de plano tangente a um paraboloide de revolugao uma propriedade famosa da éptica geométrica
para espelhos parabdlicos, que é: os raios que incidem mo espelho parabdlico paralelos ao eixo de
revolugao refletem-se no foco. De fato, como o plano tangente ao paraboloide num dado ponto
€ o plano mediador do segmento que une o foco ao pé da perpendicular baizada do dado ponto,

—
segue-se, conforme figura 4, que a dire¢ao normal ao plano tangente, que é a diregao do vetor O'P’,
faz angulos iguais com a dire¢ao da reta suporte do ponto de tangéncia ao foco, que é a direcao do

=3 L . L e -2
vetor O'P, e a direcao do eixo do cone, que é a direcao do vetor O’O.

y O

P I¥e)

Figura 4: Plano tangente ao paraboloide

~ 1
E, ainda, é imediato que a familia de paraboloides de revolugao dada por z = 1o =% +vy?) +a,
a
indexada pelo parametro @ > 0, é tangente & folha do cone x2 +y? —z2 = 0 no semiespaco z > 0, na
familia de circulos x? +y% = 4a%. E mais: considerando o plano z = my +c, para 0 < m # 1, com
¢ .
¢ # 0, tomando a = T2 temos que o paraboloide de revolugao
-m

1—m?

4c

7 = =2 +yH) +

1-m?2
Y
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4c?
(1-m?2)2

. , 9. 9 2m 1+ m?2
tangencia o cone no circulo x*+y* = e o plano z = m y+c no ponto |0, T2 T mz )

- m - m
Resumindo,

Proposicao 3. Dadosc#0 e 0 <m # 1, o paraboloide de revolucao

1-m? , c
7= — (X" + +—
4c ( ¥ 1-m?2
; 7 2,2 c’ 2m 1+ m?
tangencia o cone no circulo x*+y* = ———— ¢ o plano z = my+c no ponto |0, —— ¢, — c|.
(1-m?2)2 1-m2 71-m?

Observagao 2. A construcao delineada acima mostra a impossibilidade de construirmos um pa-
raboloide de revolugao que tangencia o cone e um plano paralelo a uma geratriz. Por isso, nds
descartamos o caso da parabola. No caso das esferas de Dandelin, é possivel construirmos uma
esfera que tangencia o cone e um plano paralelo a uma geratriz. De fato, é imediato que a esfera

2 16

to [0 c 3¢
onto -, — .
p ) 47 4

2, .2 c ¢ . . 9, 9 c? .
x*+y°+|z—=] = 5 tangencia o cone no circulo x* +y° = — e o plano z = y + ¢, por baixo, no

Para a demonstragao do Teorema 3, precisamos do seguinte resultado:

2

Lema 1. Os paraboloides de revolucio inscritos no cone z% = x2+y? tém o plano z = 0 como diretriz

e o centro do circulo de tangéncia como foco.

Demonstra¢do. No circulo de tangéncia os planos tangentes fazem 45° com a direcao do eixo.
Conforme a figura 5, isso significa que todo ponto P no circulo de tangéncia é tal que |PO’| = |PP’|,
onde O’ é o foco e P’ é o pé da perpendicular baixada de P. E assim, o centro do circulo é o foco,
e o plano z = 0 é o plano diretriz. O

P/0 O Z:O

Figura 5: Paraboloide Inscrito no Cone

N
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O préximo resultado é fundamental para a descri¢ao das érbitas keplerianas elipticas e hiperbdlicas,
como veremos nos Corolarios 3 e 4.

Teorema 3. Seja o paraboloide de revolugdo inscrito no cone que tangencia um dado plano secante
ao cone. Entdo, a projecdo ortogonal do ponto de tangéncia no plano horizontal € o sequndo foco
da secao conica projetada, onde o vértice do cone € o primeiro foco.

Demonstra¢ao. Inicialmente, consideremos o caso em que o plano secante ao cone é dado por
z=my+c,comc>0e0<m<1, queé o caso ilustrado pela figura 6. Observemos que o circulo
de intersecdo do paraboloide com o cone esta acima da secdo plana, ja que (1 +m?)a < 2a, para

I

i~ > (. Seja P um ponto da segao do cone pelo plano tangente ao paraboloide no ponto F.
-m

Consideremos P’ e P as projecoes de P nos planos horizontais através do foco O’ do paraboloide

e do vértice O do cone. Analogamente, F’ ¢ F”’ sdo as projegdes do ponto F. Como |PO’| = |PF”|

e |P’O’| = |P”0O| = |P”P|, temos que os tridngulos retangulos PP’O’ e F”P”P sdo congruentes,

pelo caso de congruéncia cateto-hipotenusa. Como |P”F”| = |P'P|, temos que

[P”O| + |[P”F”| = |[P”P| +|P'P| = [P’P”| = |0’O].

-
- ----"'-.
" “n

'¢

/;

bl
- :
bl LT . -

P//

Figura 6: Orbita Eliptica
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160 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Ribeiro e Barros

Figura 7: Orbita Hiperbdlica

E isso mostra que a projecao da segdo conica no plano diretriz é uma elipse de focos O e F”.

As demonstragoes para os casos em que ¢ < 0 e m > 1 sdo andlogas, observando que o circulo de
intersecao do paraboloide com o cone estd abaixo da se¢ao plana, como mostra a figura 7, ja que

(1+m?) e > 2a, para a = — T > 0. Além disso, observa-se que os triangulos PO’P’ e PF""P”

m2
sao congruentes. O

Como consequéncias imediatas do teorema acima, descrevemos as orbitas keplerianas elipticas e
hiperbdlicas, localizando o segundo foco dessas.

Corolario 3. Orbitas keplerianas elipticas com comprimento fixo de seu eizo maior correspondem
as segoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboloide de revolugdo inscrito no cone.

Demonstra¢do. Seja a um numero real positivo. Conforme figura 6, consideremos no plano z =0 a
elipse de focos O e F”’ e de eixo maior 2a. Agora, seja o paraboloide de revolucao inscrito no cone
de foco O’ e plano diretriz z = 0 tal que a distancia do foco ao plano diretriz é 2a. Sabemos que
O’ é o centro do circulo de tangéncia. Pelo coroldrio 2, a elipse corresponde a uma secao plana
sobre o cone. Observando a figura 6, para cada ponto P” sobre a elipse correspondem um ponto
P sobre a segdo plana e um ponto P’ no plano do circulo de tangéncia tais que |PP”| = |P”O| e
|PP’| = [P”F"”]. Como |[P’O’| = |P”0], segue-se que [PO’| = |PF”|. Dessa forma, a se¢ido plana

sobre o cone é tangente ao paraboloide, como querfamos. Lembramos que, pelo teorema 3, F”” é a
projecao ortogonal do ponto de tangéncia sobre o plano diretriz. O

De forma anéloga, temos que

Corolario 4. Orbitas keplerianas hiperbdlicas com comprimento fizxo de seu eizo real correspondem
as segoes do cone por planos tangentes ao mesmo paraboloide de revolucdo inscrito no cone, cujo
comprimento € igual a distancia do foco do paraboloide ao plano diretriz.

N
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