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O retangulo de prata, a razao de prata e sua relacao
com a sequeéncia de Pell

Joao Luzeilton de Oliveira ®

Resumo

Mostramos a relagao entre o retangulo de prata e a razao de prata, bem como algumas propriedades
dessa razao e sua relagdo com o mundo que nos cerca, através do papel A4, e do octégono regular
com sua presenca na Arquitetura Ocidental. Além disso, apresentamos situagoes onde ha evidéncias
de que a razao de prata ocorre, também, na Arquitetura Oriental. Este artigo tem como objetivo
mostrar como a razao de prata estd intimamente ligada a sequéncia de Pell. Queremos com isso
apresentar uma Matematica que pode ser trabalhada de forma interdisciplinar com outras areas
do conhecimento humano, evidenciando como a mesma estd presente em nossas vidas, mesmo nao
a enxergando. E uma sinalizagao da importancia de o professor conhecer bem o que ensina e, além
disso, conhecer um pouco sobre outras areas para facilitar a aprendizagem do aluno e aperfeigoar
cada vez mais o seu préprio conhecimento.

Palavras-chave: Retangulo de prata; Razdo de prata; Sequéncia de Pell; Octégono regular; Arqui-
tetura.

Abstract

We show the relationship between the silver rectangle and the silver ratio, as well as some properties
of this ratio and its relationship with the world around us, through A4 paper, and the regular
octagon with its presence in Western Architecture. Furthermore, we present situations where
there is evidence that the proportion of silver also occurs in Eastern Architecture. This article
aims to show how the silver ratio is closely linked to the Pell’s sequence. With this we want to
present a Mathematics that can be worked in an interdisciplinary way with other areas of human
knowledge, showing how it is present in our lives, even if we do not see it. It is a sign of the
importance of the teacher knowing well what he teaches and, in addition, knowing a little about
other areas to facilitate student learning and increasingly improve their own knowledge.

Keywords: Silver rectangle; Silver ratio; Pell’s sequence; Regular octagon; Architecture.

1. Introdugao

Apresentamos a relacao entre o retangulo de prata e a razao de prata e, como resultado principal
deste artigo, a relagao entre a razao de prata e a sequéncia de Pell. Inicialmente, vamos considerar
a equacao
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x“—-px—q=0, (1)
. .. . , - \p2+4 —\/p2+4 .
p e q inteiros positivos, cujas raizes sdo x; = w >0exy= %‘Lq < 0, pois p < \/p? +4q.

Para o nosso propésito, serd necessdrio considerar apenas a raiz positiva da Equacdo (1), que
representamos por

_p+yp?+iq

Xpa= "5 - (2)

Os ntimeros xp, 4, em (2), sdo irracionais ou inteiros. De fato, quando q = n(n + p) temos que
p? +4n(n + p) é um quadrado perfeito e, portanto, p + /p2 +4n(n +p) é miltiplo de 2, o que
mostra, nesse caso, que X, ¢ inteiro positivo. Agora, quando p? + 4q néo é quadrado perfeito,
temos que xp q € irracional positivo.

Em [5], Vera Spinadel! (Figura 1) introduziu uma familia de ntimeros reais positivos, cujos mem-
bros sdo representados por (2), batizando-a de Ndmeros Metdlicos ou Razoes Metdlicas, as quais
passamos a tratd-los como razdes (razao de ouro, razdo de prata,...). Entre os membros dessa
familia est@ao, nessa ordem, a razdo de ouro, a razao de prata, a razdo de bronze, e outras mais,
que levam sempre o nome de um metal. Por estarem ligados aos retangulos de tipos que iremos
construir na Secdo 2, entre os x,,  dados pela Equacao (2), consideraremos apenas aqueles que sao
irracionais positivos, ou seja, os que sao da forma

_p+yp*+i4

xpa = 3)

com q > 1.

Figura 1: Vera Spinadel
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/Vera_de_Spinadel
Observemos que se p=1 e q = 1, entdo a equacio x> ~x— 1 =0 tem ¢ = %5 como raiz positiva,
conhecida como razao de ouro, desde os gregos, com Euclides. Essa razao proporciona harmonia
e beleza e aparece na Natureza e em diversas areas do conhecimento humano, como Engenharia,

Vera Martha Winitzky de Spinadel, matemdtica argentina (1929 - 2017).
an
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Arquitetura, Design, Musica, Arte Renascentista e Cinema [6, 7, 8]. A razao de ouro é base de um
sistema de proporgoes usado na Arquitetura Moderna, o Modulor, criado pelo arquiteto e urbanista
francés Charles-Edouard Jeanneret-Gris (1887-1965), conhecido como Le Corbusier. E também
conhecida sua relagdo com o retdngulo de ouro (retdngulo dureo), bem como sua estreita relagao
com a sequéncia definida pela recorréncia fo =1, f; =1ef, =f, o +f, 1, n € N, n > 2, chamada
sequéncia de Fibonacci, cujos termos 1,1,2,3,5,8,13, ..., sao chamados numeros de Fibonacci. O

. , . N . . . . £
niimero ¢ esta relacionado com a sequéncia de Fibonacci assim, ¢ = lim =#L, como em [2].
X—00

n

Agora, se p=2e q=1, entdo a equacio x>~ 2x -1 =0 tem 6 = 1+ V2 como raiz positiva, batizada
por Spinadel como razao de prata em alusao a razao de ouro, a qual passamos a explorar e mostrar
algumas de suas propriedades, relagao com o retangulo de prata, com o octégono regular e sua
presenca nas arquiteturas antiga e moderna, tanto no ocidente quanto no oriente. Apds escavagoes
feitas nas Casas Jardim de Ostia, entre 1938 e 1942, em um antigo porto romano, perto da foz
do rio Tibre, foram encontrados vestigios do uso de um Sistema Romano de Proporgoes. Existem
fortes evidéncias de que os ntimeros 6 e V2 =6 — 1 eram usados como bases desse sistema [10, 11].

A razao de prata, assim como a razao de ouro, é de relevante importancia para a Matematica, pois
além de suas conexoes com a prépria Matematica, tem suas propriedades ligadas ao mundo que nos
cerca, como, por exemplo, na Arquitetura Romana, através de sistemas de proporgoes utilizados
pelos romanos nos séculos 1 e 2 da era crista [10, 11] e em alguns sistemas de propor¢oes usados
na musica [12], além de ser empregada na induistria grafica [9, 13]. Neste artigo, estudaremos as
propriedades da razéo de prata relacionando-as com o retangulo de prata, papel A4 e octégono
regular, o qual dé forma ao cimborrio da Catedral de Burgos, bem como com a Arquitetura
Japonesa [1, 4]. Além disso, estabeleceremos algumas identidades que envolvem os ndmeros de
Pell, como determinar um nimero de Pell a partir da razao de prata, e a relacao intima entre a
razao de prata e a sequéncia de Pell.

A titulo de curiosidade, se p=3eq=1,p=1leq=2,p=1leq=3,ep=2eq=2, entao
a Equacao (2) fornece-nos as razoes de bronze, cobre, niquel e platina, respectivamente. FEssas
razoes nao serao estudadas aqui, mas, assim como as razoes de ouro e de prata, elas tém as suas
devidas importancias e apresentam propriedades ligadas a outros sistemas de proporgoes usadas,
por exemplo, na Arquitetura [10, 11], e no estudo do comportamento das solugdes de sistemas
dindmicos nao lineares [5].

2. O retangulo de prata

Nesta secao, vamos definir e construir o retangulo de prata e apresentar a sua relagao com o mundo
que nos cerca, mais precisamente com a industria grafica, através do papel A4.

Defini¢ao 1. Um retdngulo ABCD (Figura 2a) serd chamado retdngulo de prata (retdngulo romano)
se dele forem suprimidos dois quadrados, como ABEF e EFGH, restando um retangulo HGDC,
semelhante ao retangulo original. Isto significa que se 2a+b e a, com a > b, sdo as medidas dos
lados do retangulo original, entao

— 4
a b’ (4)
que é equivalente a
a? —2ab-b? =0. (5)
ran
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a—2b

Figura 2: Retangulo de prata
Fonte: Autoria prépria

Observemos na Figura 2b que se do retangulo restante HGDC, de lados a e b, a > b, retiram-se
dois quadrados de maior drea possivel (quadrado de lado b), restard um retangulo de lados b e
a—2b, b > a— 2b; se, deste, forem retirados dois quadrados de maior 4rea possivel (quadrado de
lado a—2b), restard um retangulo de lados a—2b e 5b—2a, a—2b > 5b—2a, e, assim, continuando
esse processo, chega-se a um retangulo em que o maior lado é o lado menor do retangulo anterior,
e o menor lado, o maior lado desse menos duas vezes o menor dos lados desse retangulo. Dessa
maneira, se o retangulo de lados medindo 2a+b e a é um retangulo de prata, entao o retangulo de
lados a e b, também serd um retdngulo de prata, e assim, de (4), segue que

2a+b_i_ b 3 a—2b B 5b — 2a B 5a—12b _29b712a_
a b a-2b 5b—2a ba-12b 29b—12a 29a-70b

(6)

e, portanto, também sao de prata os retangulos de lados
bea-2b, a—2be 5b—2a, 5b—2a e 5a—12b, 5a—12b e 29b—12a, ... (7)
(Figura 2b). Assim, se a e b, a > b, sdo nimeros positivos satisfazendo (6), entao a sequéncia
2a+b, a, b, a—2b, 5b—2a, 5a—12b, 29b—12a, ... (8)

em que seus termos, a partir do terceiro, coincidem com os termos da sequéncia

2a+Db, a, b, as, az, a4, ..., (9)

em que
ag =a—2b, ag =b—2ay =5b—2a, a; = (a—2b) —2a3 =5a—12b, ..., (10)

ou seja,
ag =a—2b, az =b—2ay, ay = as — 2az, .... (11)

Isso significa que se a > b sao lados do primeiro retangulo restante, entdao b > a sao os lados do
segundo retangulo restante, e, assim, o n-ésimo retangulo restante, n € N, n > 4, tem lados a,
e ay, com ay 1 > a,, e se origina de um retangulo de lados a, 5 e ay_1, com a, o = a, + 2a, 1 €,
portanto,

an = a2 — 28y 1, (12)

com a, o > ay 1, 0 > 4. Todos os termos dessa sequéncia sao positivos e tendem a zero, a medida
que aumentamos o ntimero de retangulos construidos como em (6), todos semelhantes ao retangulo
original, e dois termos consecutivos quaisquer dessa sequéncia sao lados de um retangulo de prata.

N
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No Lema 1, Secdo 4, mostraremos que a,, em (12), pode ser expressa em termos de a e b e de dois
termos consecutivos da sequéncia de Pell.

Ainda sobre os retangulos de prata, um fato importante que demonstraremos a seguir é que seus
lados sao incomensuraveis, conforme a Figura 2a.

Demonstragao. De fato, se fossem esses lados comensuraveis, entao existiria um inteiro positivo u,
de modo que
=(2a+b)u e AB=au,

em que a e b seriam inteiros positivos. E dai, todos os termos da sequéncia (8) seriam inteiros
positivos, o que é um absurdo, pois nao existe uma sequéncia infinita e decrescente formada por
nimeros inteiros positivos. Dessa maneira, os lados de um retangulo de prata sao grandezas
incomensuraveis. O

2.1. Construgao do retangulo de prata

Dado um segmento AG de comprimento 2a, tome F € AG de modo que AF = FG = a. Construa
por G, o segmento HG, de modo que HG = FG = a e HG L AG. Com centro em F e raio FH,

trace o arco HD com D pertencente a semirreta FG G entre F e D, e GD = b. Por um lado,
FH = FG+GD = a+b e, por outro, FH = aV2, e assim, a+b = aV?2, ou seja, a> -~ 2ab - b% = 0, que
é equivalente & Equagdo (4). Portanto, o retangulo ABCD é um retangulo de prata.

B B H C

A a F & G b D

Figura 3: Construgao do retangulo de prata
Fonte: Autoria prépria

2.2. O retangulo de prata e o papel A4

Nesta subsecao, vamos apresentar algumas propriedades do retangulo de prata e suas relagoes com
o papel A4 e, para isso, algumas consideragoes serao necessarias. Um quadrado de lados medindo
a tem, entre os mesmos, a proporgdo 1 : 1, e serd indicado por Q(1 : 1) (ou Q); um retangulo
de prata (retdngulo romano), isto é, um retangulo de lados da e a, que estdo na propor¢ao 6 : 1,
serd indicado por RR(6 : 1) (ou RR); e um retangulo de lados aV2 e a, e que estdo na proporcio
V2 : 1, serd indicado por QR(V2 : 1) (ou QR). Com base nessas notacdes, o retangulo da Figura 4
é um RR(6 : 1), e é composto pelos quadrados ABCD e EFCH, do tipo Q(1 : 1), e pelo retangulo
DCFE, um RR(§ : 1). Dessa maneira, sendo Q, QR e RR considerados na Figura 4, temos que

_
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B a Cad 'F a G
A D E H
Figura 4: O retangulo romano e o papel A4
Fonte: Autoria prépria
1. Q+RR =QR

O retangulo ABFE é um QR e é formado pelo quadrado ABCD, um Q, e pelo retangulo DCFE,
um RR, pois, EF : CF =a:ad! =6 :1 (DC ¢é o lado comum). Como BF = BG - FG =
(a+aV2)—a=aV2e AB =a, temos que BF : AB=V2: 1.

2. QR+Q=RR
Neste caso, verificamos que, ao adicionarmos a um QR um Q, obtém-se um RR. O retangulo
ABGH ¢ formado pelo retangulo ABFE, que é um QR, e o quadrado EFGH, que é um Q. Tal
propriedade é equivalente as quatro seguintes propriedades, que é de facil justificativa.

3. QR-RR=Q

Suprimindo-se um RR de um QR, obtém-se um Q.
4. QR-Q=RR

Suprimindo-se um Q de um QR, obtém-se um RR.
5. RR-QR=Q

Suprimindo-se um QR de um RR, obtém-se um Q.

6. RR-Q=QR
Suprimindo-se um RR de um QR, obtém-se um Q, em que Q é o maior quadrado a ser suprimido.

7. RR— Q- Q = RR Suprimindo-se de um RR, dois quadrados de maior area possivel, obtém-se
um RR (definigdo de retangulo de prata).

8. Q+Q+RR=RR
Neste caso, se a um RR forem somados dois Q, obtém-se um RR; esse caso é equivalente ao caso
4).

9. QR + QR = QR (equivalentemente, QR = QR + QR)

Justapondo-se dois QR pelo maior lado comum aos dois, obtém-se um QR.

Subdividindo retangulos a fim de obter as proporcdes 1 : 1, ¥2 : 1 ou 6 : 1 entre os lados dos
retangulos restantes, por exemplo, foi possivel usar o retangulo de prata de modo pratico: confecgao
e uso do papel A4, de acordo com as subdivisoes feitas nas situagoes de 1 a 9, logo acima. Os papéis
da série A tém os seguintes tipos de folhas A0, A1, A2, A3, A4, ..., cujo primeiro membro, AO, tem
area igual a 1m2, com seus lados medindo 1189mm e 841mm, e proporgao entre esses lados igual
1189 — 1 41... = V2 : 1. Como os demais membros dessa série, as folhas Al, A2, A3, A4, .

84 1
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obtidas dividindo-se o maior lado da folha anterior ao meio (situagdo 9), temos que essas folhas
sao retangulos do tipo QR(V2 : 1). Observe que

A0 —20=1,A1-52'=2 A2 522=4A3>23=8,A4 > 2*=16,.... (13)

Usando a notagao AO(hg,lp) em que hg e 1y, com hy > 1y, sdo os lados da folha A0, e como A0 tem
drea 1m? e lados na proporcao V2 : 1, temos que hgly = 1 e hg = 1yV2 e, portanto,

1 1

1’1022Z € 102271.

Para determinar os lados de uma folha qualquer dessa familia, procede-se de maneira semelhante.
Como os papéis da série A sao retangulos do tipo QR e tém origem num RR pela remog¢ao de um
quadrado Q, o papel A4(hy,1s), em especial, comum nos trabalhos didrios de escolas e escritérios,
e utilizado em vérios paises, é tal que

-

h4 =21 e 14 = 27%

e, portanto,
h4:l4=27% o d =V2:1.

Como vimos, o papel A4 é obtido a partir do conceito de razao de prata, e por (13) tem-se que
A4(hy,ly) é um retangulo do tipo QR obtido pela remogdo de um quadrado do tipo Q de um
retangulo do tipo RR, restando um retangulo RR; equivalentemente, o papel A4 é formado pela
juncao de um RR e um quadrado Q. Quando QR é dobrado ao meio, obtém-se duas folhas de
mesmas proporgoes e metade da area do que foi dobrado. Se do RR forem removidos dois QR,
restard um RR, como acima, nas situagoes de 1 a 9.

3. A razao de prata

Definigao 2. Se os pontos C e D sobre um segmento de reta AB sdo tais que AC = CD > DB e
satisfazem a igualdade

AB AC
AC ~BD' (14)
entao 2—2 é chamada razao de prata.
A a C a D b B

Figura 5: Segmento de prata
Fonte: Autoria prépria

Se C,D € AB séo tais que AC=CD =a, DB=b e AB=2a+b, a> b, entio as relacoes (14) e (4)
s@o equivalentes, de modo que os segmentos AC e DB (ou AB e AC), na Figura 5, sdo lados de
um retangulo de prata e, portanto, a e b satisfazem a Equacao (5). Dividindo, membro a membro,
a Equacdo (5) por b?, temos que (%)2 —2(§) - 1=0, o que significa que § = ¢ ¢ uma raiz positiva
da equacdo 6226 -1 =0.
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Da equivaléncia entre (14) e (4) obtemos uma relacdo entre o retdngulo de prata e a razéo de prata.
Um retangulo de prata é um retangulo em que a razao entre o lado maior e o lado menor desse é
igual a razao de prata:

— =4. 15
- (15)
Agora, se C; e Dy, Cy e Dy dividem o segmento AB de modo que a relagao (14) e as condigoes
AC; = C1Dy > DB, ACy = C2D2 = D1B > D2C; sdo satisfeitas, e se marcarmos os pontos Cy, e
D, sobre o segmento AB, de modo que AC,, = C,D, =D, 1C,, 52 > D,C,, 1, n = 3,4,5, ..., entao
vale

Acn _Dncnfl
AC, 1  AC, "’

(16)

de acordo com (6). Isso significa que se C,, e D, sdo pontos sobre o segmento AB (Figura 6)
satisfazendo as condigoes acima, entao
AC,
=90,
ACnfl
em que AC, = a, 1 e D,C,1 = a,, n € N, n > 4, correspondem, respectivamente, ao maior e
menor lados do n-ésimo retangulo, de acordo com a sequéncia (12).

Mostra-se, também, que AC,, e D,,C,_; sao incomensuraveis. Tal fato prova-se de maneira anédloga
a que foi usada para provar que os lados de um retangulo de prata sao grandezas incomensuraveis,
na Segao 2.

AWCn Dn CQ D2 Cl Dl B

Figura 6: Segmentos de prata
Fonte: Autoria prépria

3.1. Construgao da razao de prata

Esta secao é dedicada a solugao do problema da divisao de um dado segmento de reta em trés
partes, da seguinte maneira: as duas primeiras partes devem ser iguais e maiores do que a terceira,
e tais que uma das primeiras estd para a parte menor, assim como o segmento todo estd para uma
das primeiras partes. De maneira equivalente, teremos o seguinte

Problema 1. Sendo A, C e D sao pontos tais que AC = CD, determinar um ponto B sobre a
reta que contém esses pontos, de modo que AC = CD > DB e AB, AC, AC e DB, nessa ordem,
satisfazem & Equacio (14).

Construg¢ao. Dada uma reta r, tome os pontos A, C, D € r tais que AC = CD. Queremos determinar
um ponto B € r, tal que AC = CD > DB e 2AC + DB, AC, AC e DB satisfagam, nessa ordem, a
Equacao (14). Por D construa uma reta s perpendicular a r e tome os pontos O, Q € s tais que
DO = OQ = AC = CD. Com centro em Q, construa uma circulo ¢; de raio DQ, de modo que
A<_()Qﬁcl = {E}. Com centros em A e em E e raios AE, construa os circulos cs e cg, respectivamente,
de modo que ¢s Ncg = {F,G}. O segmento FG 6 tal que FG L m e FGn m = {H}. Com centro
em A eraio AH traga-se o circulo ¢y, de modo que ¢;Nr = {B}, e, assim, AH = AB, AB = 2AC+DB,
com AC =CD > DB. O ponto B é tal queﬁ—gz%. |

N
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Justificativa. No AADQ (Figura 7), retangulo em D, temos que AQ = 2(AC)V2 e QE = DQ = 2AC.
Dai, e do fato de que AE = AQ + QE, temos que AE = 2(AC)d§. Agora, como AB = AH = A7E,
segue que AB = (AC)8, e como DB = AB — AD, segue que DB = (AC)6 . Assim,

AB _(AQ)s _ . AC__AC

AC - TAC ¢ DB (ACK 1Y
ou seja,
AB 5 AC
AC ~ DB’
conforme (14). i

Figura 7: Construgao da razao de prata
Fonte: Autoria prépria

De outra maneira, o problema, também, poderia ser o de determinar a razao de prata do segmento
AC (Figura 8).

Demonstragio. Tomando-se os pontos E e F sobre AC tais que AE = EF = b, como AC = a, temos
que FC = a—2b, e, assim,
a-2b b
b a

N
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A E F C D B

Figura 8: Construgao razao de prata-2
Fonte: Autoria prépria

3.2. A espiral de prata

” Espirais sao encontradas em diversos objetos, movimentos e, também, na natureza.
Por exemplo, no voo de gavioes em dire¢ao d sua presa, no ndutilo, e em vdrios

outros [...]”. (Azevedo, 2013, p. 35)

De maneira andloga & construcao da espiral durea, que é construida num retdngulo de ouro [3], a
construgao da espiral de prata tem base num retangulo de prata. No retangulo ABGH da Figura
9, que é um retangulo de prata, construiremos o arco AC, com centro no vértice D do quadrado
ABCD (base de construgdo do retdngulo de prata) e raio AD = DC, no sentido horédrio. No
segundo quadrado, a direita, com centro em F e raio FE = FG, construiremos o arco é;E Nos
quadrados CFLK e JIED, com centros em K e I, tracamos, respectivamente, os arcos CL e EJ
(sentido hordrio). Procedendo dessa maneira, construindo os arcos LP e JN; ..., sempre no sentido
horéario, tragamos, assim, os arcos que formarao a espiral de prata. De modo andlogo as etapas
anteriores, a construgao segue num processo infinito como na Figura 9.

B C F G
N O
K ﬁ p L
J R 3/ I
M P
A D E H

Figura 9: Espirais no retangulo de prata
Fonte: Autoria prépria

3.3. O octégono regular e a razao de prata

Nesta subsecao, apresentaremos evidéncias da ocorréncia do nimero § na Arquitetura e algumas
relagoes desse nimero com as proporgoes encontradas na construgdo de alguns templos. Além
da beleza e harmonia nas proporcoes desses templos, podem-se observar padroes matematicos
e propriedades geométricas que garantem a eles beleza, proporcao e valor estético. Estudar a
histéria dessas proporgoes e suas relagbes com a Arquitetura, além de uma busca pela chave
da beleza, mostra como é possivel fazer interdisciplinaridade entre essa area e a Matematica,
estudando algumas propriedades do Sistema Romano de Proporgoes. A Arquitetura baseia-se em
sistemas de proporgoes que tém sido usados ao longo dos tempos, na construcao de templos, tendo
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também como base a Matemdtica, principalmente, a Geometria e, no caso, de sistemas usados
pelos romanos, nos séculos 1 e 2 da era Crista, através do corte sagrado.

A partir do corte sagrado constroem-se um octégono regular e um octogono regular estrelado,
mostrando-se sua relagdo com o cimborrio da Catedral de Burgos e destacando suas propriedades
geométricas. Como veremos, € o corte sagrado que empresta harmonia aos detalhes geométricos
dessas construcoes, como fachadas e proporgoes bem particulares.

O corte sagrado é a secgao de um dos lados de um quadrado por um ponto desse lado, de modo

que a razao da maior parte nessa divisao para o referido lado é igual a @ Para a construcao de
um corte sagrado, considere um quadrado ABCD, cujo lado mede 1. O arco com centro em A e
raio %5, intercepta dois lados desse quadrado, e cada um dos pontos de intersecao desse arco com
dois lados consecutivos é um corte sagrado. Na Figura 10, os vértices A;, i=1,...,8, do octégono

regular AjAsA3AsA5AgA7Ag sdo cortes sagrados, pois o arco As A7, por exemplo, com centro em

A e raio AA, = AA7, intercepta o lado AD no ponto Az, 127]? = \/75

Figura 10: Octégono regular
Fonte: Autoria prépria

Veremos agora algumas propriedades matemaéticas envolvidas em algumas construgoes em estilo
romano (sistema de proporgoes baseados em nos numeros § e \/5), com o intuito de investigar
como a Matematica, em algumas situagoes, relaciona-se com a Arquitetura, e, em especial, mos-
trar a necessidade de se estudar a Matematica e suas propriedades envolvidas nessas construcoes.
Um exemplo que serd mencionado aqui, é o cimborrio da Catedral de Burgos, na Espanha, que
tem a forma de um octégono regular que contém varios octégonos regulares estrelados, inclusive,
varios quadrados, construidos a partir do corte sagrado. Esse cimborrio é uma das mais belas
cupulas de Renascimento espanhol, um dos elementos mais importantes da catedral. Além de sua
forma octogonal estrelada (Geometria), destacam-se ainda duas caracteristicas, sua originalidade
arquitetonica (Arquitetura) e sua abundancia escultural (arte e beleza).

Esses octégonos regulares (estrelados ou nao) e os quadrados que estao contidos no cimborrio tém
seus vértices nas intersecoes das diagonais do octégono regular A1 AsA3A4A5AgA7Ag, como podem
ser vistos nas Figuras 10, 11a, 11b e 11c.

Na figura 10, temos um octégono regular de lado 1, cujas diagonais cruzam-se de modo que suas
intersegoes sao vértices de outros octégonos regulares de lados medindo 1y, ls..., 15, ..., tais que
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L=t la=h¢t, ..., l,=1,16"", .., ou seja,

hob b b s

R R O Ih1

e assim,

110 PG PR A I (17)

formam uma P.G. infinita de razdo 6 '. Veja, também, na Figura 10 que o lado do quadrado
ABCD mede 61, e que as diagonais do octégono AjAsA3A4A5AgA7Ag se cruzam de modo que
os pontos de intersecao sao vértices de quadrados, e que esses quadrados, a partir do segundo,
possuem lados 1, 14,15, ....1,-1, 15, ..., €, como

L R R - R _sl
sl 1 L T Ly
tem-se, também, que a sequéncia
oL, 1, iyl g, 1y, e (18)

é uma P.G. de razdo 6 L.

As P.G.s (17) e (18) geram nimeros de Pell, com propriedades aditivas. Isso significa que
Li+2li 1 =1 o, (19)
para i=2,3,4,... Tal propriedade é satisfeita, também, pela sequéncia
1,6,6%,6%, ..., (20)
isto é,
ol 4 26m = 571, (21)

Além dessa propriedade, a sequéncia (20) também satisfaz & propriedade
6n = pn6 + Pn-1> (22)

em que p, € p,_; sao nimeros de Pell.

Essas sequéncias de octégonos regulares. Octogonos regulares estrelados e quadrados podem ser
vistos no cimborrio da Catedral de Burgos (Figuras 11b e 11c), e que as razoes entre dois elementos
quaisquer desses octogonos e quadrados tém sempre alguma relagdo com a razao de prata. Isso
se deve ao fato de a razao de prata gozar tanto de propriedades aditivas quanto geométricas,
e este fato confere a essas razoes caracteristicas extremamente importantes e essenciais para se
transformarem em bases de sistemas de proporcoes que sao usados na Arquitetura.

3.4. A razao de prata na Arquitetura Japonesa

Hoje, para a Arquitetura Oriental, nem a razao de ouro, nem a razao de prata é vista como uma
relacao divina ou uma regra de design, mas essas razoes ainda tém suas importancias. E possivel
ver que existem projetos que as utilizaram como forma de criar uma orientacao ou um sentimento
de harmonia e serenidade. Dessa maneira, no Japao,
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Figura 11: Cimborrio da Catedral de Burgos
Fonte: https://www.flickr.com/photos/azuaje/4951726887/in/photostream/lightbox/

“eles ndo acreditam muito no uso da Razdo Aurea no design. Para eles, o uso da
Razdao de Prata cria um design mais bonito e sereno do que a Propor¢do Divina.
Como a Razdo de Prata obtém uma propor¢ao menor (1,414), os objetos feitos com

base nela estao mais prorimos do quadrado do que os feitos com base na propor¢ao
oeste.”(ARCHITECTS ZONE, Golden and Silver Ratio in Architecture)

O uso da razao de prata na Arquitetura Oriental, em especial, na Arquitetura Japonesa, é eviden-
ciado no templo Horyu-ji em Tkagura, Prefeitura de Nara, Japao. Esse templo budista, construido
em madeira, é uma das construgoes do género mais antigas do mundo. Como podemos ver na
Figura 12a, no prédio a direita, a razao entre o térreo e o seu segundo andar é de 1,414, e no
prédio a direita, vimos que a razao entre o primeiro telhado e seu tultimo telhado, também é de
1,414.

Na Figura 12b, temos a torre de radiodifusao Tokyo Skytree, na cidade de Téquio, no Japao, uma
das torres mais altas do mundo, com dois observatérios e uma antena de transmissao digital no
topo. Nela, é possivel observar que a razao das distancias do piso ao topo da torre e do piso ao
segundo observatorio é de 1,414.

Observamos, nas Figuras 12a e 12b, um nimero comum: 1,414. Esse é um valor aproximado para
V2 que, por sua vez, é tal que V2 = 6—1, sendo essa a relacio do templo Horyu-ji e da torre Tokyo
Skytree com a razao de prata.

Figura 12: A razdo de prata na arquitetura oriental: (a) Templo Horyu-ji; (b) Tokyo Skytree
Fonte: ARCHITECTS ZONE (2017)

Hishikawa Moronobu (1618 - 1694), que viveu durante a Era Edo, foi o primeiro grande pintor
ran
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Figura 13: Beauty Looking Back
Fonte: BRITANNICA (2020)

japonés. Entre suas obras, destaca-se a Beauty Looking Back, Figura 13, de propriedade do Museu
Nacional de Téquio (BRITANNICA, 2020). A Figura 13, semelhante ao Modulor de Le Corbusier,
é baseada no Homem Vitruviano, de Leonardo Da Vinci, que usava a razao de ouro para calcular as
relacoes entre as partes do corpo humano. Na obra de Hishikawa Moronobu é possivel observarmos
a presenca da razao de prata.

4. Sequéncia de Pell

Definicao 3. Chama-se sequéncia de Pell?, toda sequéncia definida pela recorréncia py = 1, p; = 2
€ Pp =DPno+2p, 1,0 €N, n>2 eseustermos 1,2,5,12,29,70, ..., sio chamados nimeros de Pell.

O Lema a seguir mostra-nos a relagdo de um termo qualquer da sequéncia em (12) com os lados de
um retangulo de prata e dois niimeros consecutivos de Pell, e sera 1til na demonstragao da relagao
da razdo de prata com a sequéncia de Pell; na Secao 5.

Lema 1. Se a e b, a > b, sdo lados de um retangulo de prata, p, o € py_1 sdo dois termos
consecutivos da sequéncia de Pell, entdo

an = (=1)"(Py 28— Py 1b),
neN, n>4.
Demonstrag¢ao. Observemos, em (8), que os valores absolutos dos coeficientes de a e b sdo 1,2, 5,12, 29,

sendo os de a, considerados a partir de 1, em as, e os de b, a partir de 2, também em ay. Assim,
an, em (12), pode ser reescrito como

an = (-1)"(Py2a —Pp-1b), (23)

em que p, o € p,q sao numeros de Pell, n € N, n > 4. De fato, para n = 4, a expressao (12) é
verdadeira, pois,

as =ba—12b = Poa — p3b (71)4(p237 p3b)~

2Matemadtico inglés (1611 - 1685)
an
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Figura 14: John Pell
Fonte: https://pt.wikipedia.org/wiki/John_Pell

Suponha agora que (12) seja valida para todok € N, 4 < n <k, isto é, a1 = (-1)¥ 1 (p_sa—py_ob)
e ax = (-1)¥(py_sa-Ppi_1b). Paran = k+1, o termo geral da sequéncia em (12), fica axy1 = a1 —2ay,
e, assim,

aks1 = (-1 (P32 — pi_ob) — 2(-1) (P2 — pi1b),

ou seja,
a1 = (1) (p_za—py_ob) +2(-1)**! (p_ja—py1b).
Dai,
a1 = (1) [(Di3 + 2P 28) — (D2 + 2D )b] = (1) (pa - pib).
Portanto, a, = (-1)*(p,_92—p,_1b), n € N, n > 4. O

4.1. Algumas propriedades da sequéncia de Pell

As identidades a seguir mostram algumas propriedades satisfeitas pelos nimeros de Pell e, prin-
cipalmente, o Teorema de Binet, que nos permite determinar um termo qualquer da sequéncia de
Pell, a partir dos nimeros 6 = 1+V2 e 6’ = 1 V2, raizes da equacio 62 —26—1 = 0. Nas identidades
1 - 4, vamos considerar n € N, n > 1.

Identidade 1. (Soma dos n primeiros nimeros de Pell)

Pus1 —Pn 1
p0+P1+P2+---+pn71:an-
Demonstragao. Como poz%1 ep; = p“lgp"l, 1<i<n-1, temos que
Do+ Dy +Po+Ps+e..tPygtPy P_1+P2*Po +P3*P1 +”.+pr1717pn73 +pn7pn72
2 2 2 2 2
_ P+ (@1 -P)+ P2 Po)+-- -+ (Pyo Pno)+Pu1+DPy
2
— I)n+17131171
-

O
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Identidade 2. (Soma dos n primeiros nimeros de Pell de ordem impar)

p2n71

P1+P3+Ps+...+Dop 1 = B)

Demonstragio. Como py; = 220221 <i<n-1, temos que
DL +Ds+Ds et Doy = P2 2po + P42P2 4 Pan-2 2P2rr4 + P2n 2P2n72
_ Pot+ (P2 DP2) +(Py—Py) +---+ (Pay2 Pay2) + Doy
B 2
_ Pan — 1
B 2

Identidade 3. (Soma dos n primeiros nimeros de Pell de ordem par)

Pon_
Po+Pa+Psyt...+Pop 2= 2; -
Demonstracdo. Das identidades 1 e 2, seguem que po+py +Pg+. .. +Pgy g = 222822 Lo 4poy
Ps+...+Dopq = pz‘T‘l, respectivamente. Como py+ Py +Pg+...+Doyo = (Pg+DP1+D2---+Dan o+
Pon-1) — (P1+D3+ D5+ ...+ Pgy 1), temos que
Doy — 1 -1
Do+ Do +Dat et Poy o = P2n+1 — Pon ~ Pon _ p2n71'
2 2 2
mi
Identidade 4. (Soma dos quadrados dos n primeiros nimeros de Pell)
PO+ I +PY .+ Pl = I,
Demonstragio. Como pj = 2921 ¢ p? = PPl 1] <§ <n— 1, temos que
pg + p% + pg P pr2171 _ DPoP1 + P1P2 — PoP1 + P2P3 — P1DP2 4+ Pn-1Pn ~ Pn2Pn-1
2 2 2 2
_ (PoP1 — PoP1) + (P1P2 ~P1P2) +-- -+ (Py 9P 1~ Pu 2Pn 1) +Pn 1Py
2
— Pn-1Pn
-
O

Observagoes:
1. 66"=-1eds—6 =2V2

2 _ 46 N2 _ 48"
.1+6 —\@e1+(6) =

2
3. 2462+ (6)2=(6-(58"))?
4. 1426 =062 e 1+26" = (62

[
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Identidade 5. (Teorema de Binet) Para n > 0, tem-se

5n+1* (5/)n+1
Po ===
emqued=1+V2ed =1-v2.

- . - . (50+17 5’ 0+1
Demonstracao. Usando indugao sobre n, verificamos que p, = %

que p, seja valida para todo k € N, 1 <n < k. Assim, paran=k+1,

= 1. Suponhamos, agora,

B 9 B (5k*((5/)k +25k+17(6/)k+1 _ 5k(1+26)7(6/)k(1+26/)
Pl = P 2Pk = T 5—o - 5—6' ‘
5(k+1)+1*(5/)(k+1)+1

Da observacao 4, segue que py,q = . Portanto, p, ¢ valida para todo n € N. O

o-0o’

Identidade 6. Para n,m € N, n,m > 1, tem-se
Pn+m = Pn-1Pm-1 + PnPm-
Demonstracao. Da identidade 5 e das observagoes 1 e 2, seguem que

n+m (46 ryn+m (46’
B 5(n+m)+17(6/)(n+m)+1 ~ ot (\—6)* (5) + (E) B 5n+m(1+62) +(6l)n+m(1+(6/)2)

Prem = 5o 5— 0o 6-0)?

Agora, das observagdes 1 e 3, podemos escrever p,,,, cOmo

B on — (6/)n om (6/)m N 6n+1 o (6/)n+1 6m+1 o (6/)m+1
Prm = =5 5o 5o s-o

ou Sejav Pn+m = Pn-1Pm-1 + PnPm- o
Identidade 7. Para n > 1, tem-se
Pon = p12171 + pr21
Demonstragao. Fazendo n = m na identidade 6, segue o resultado. O
Identidade 8. Para n > 1, tem-se
pﬁ “Pn-1Pn+1 = (71)11'

Demonstragdo. O resultado segue imediatamente da identidade 6 e das observacoes 1 e 3. O

5. A Razao de prata e a sequéncia de Pell

Mostraremos aqui como a razao de prata e a sequéncia de Pell estao relacionadas através do
seguinte

Resultado 1. A razao de prata é o limite da sequéncia de Pell quando o ntimero de termos cresce
ilimitadamente, isto é,

6= lim —2. (24)

n—oo pn71
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Demonstra¢ao. Vimos que o termo geral da sequéncia (12) é dado por a, = a, o —2a, 1 € que,
pelo Lema 1, pode ser escrito como a,, = (-1)"(p,,_2a—p,_1b), paran € N, n > 4. Quando n — oo,

Pnib _ pPyoa
Pn2b Pn2b

Pat 2 (0, Portanto, lim Bt — 2 = ¢, o
Pn-2 b n—oo Pn-2 b

temos que a, = a9 —2a,-1 — 0, e dai, p, »a—p, ;b — 0. Logo, — 0, ou seja,

Observemos que ao calcularmos o quociente entre dois termos consecutivos da sequéncia de Pell, e
considerando uma aproximacao de 3 casas decimais, a Tabela 1 mostra-nos que, paran € N, n > 6,

o algarismo da terceira casa decimal de ppA é sempre 4.
n—1

1 2 5 2 29 70 | Teo | 08 | ‘oss | o3 | Srar
2,000 | 2,500 | 2,400 | 2,416 | 2,413 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 [ 2,414 |

Tabela 1: Quociente de um nimero da sequéncia de Pell pelo seu anterior
Fonte: Autoria prépria

Consideragoes Finais

A beleza da Matematica estd presente em toda parte e é evidenciada nas possibilidades de aplicacoes
em diversas areas do conhecimento humano, apesar de serem desconhecidas por muitos. Tais
aplicacoes podem ser mais exploradas em sala de aula e servirem de elo para a interdisciplinaridade
entre conteudos regularmente estudados, além de motivar os estudantes e deixar as aulas mais
interessantes.

Nao obstante ser um tema interessante, é pequeno o numero de professores e de alunos que co-
nhecem sobre a razao de prata, talvez porque nao seja explorado nos livros didaticos, tornando-o
pouco conhecido. Além de ser possivel explorar as propriedades dessa razao, com os estudos feitos
ao longo do texto, viu-se a possibilidade de explorar as propriedades matematicas do retangulo
de prata e da razao de prata, e mostrar que a Matematica esta presente no nosso dia a dia, com
aplicacbes na industria grafica e na Arquitetura, e relacionar a razao de prata com a sequéncia de
Pell.

Em linhas gerais, este artigo trouxe uma forma de trabalhar a Matemética e a interdisciplinaridade
relacionada com o numero de prata e mostrou que a Matematica necessaria para isso é, de fato,
acessivel aos professores e alunos do Ensino Médio. Acreditamos que seja possivel trabalhar diversos
tépicos de Matematica em um contexto interdisciplinar, porém, para isso, além de conhecer o
préprio conteiido matematico a ser ensinado, é necessario que o professor mergulhe um pouquinho
em outras areas, o que nao é tao simples, mas é factivel.
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Contando quadrados coloridos
com o Lema que nao é de Burnside

Diogo Diniz!® Caio Antony Gomes2®

Resumo

Neste artigo contamos quantos quadrados coloridos podem ser construidos utilizando palitos de
picolé pintados, cada um, com uma de m cores. Duas situacoes sao consideradas, pintamos apenas
um ou os dois lados de cada palito. Veremos que para construir um quadrado com palitos que
tenham os dois lados pintados da mesma cor, gastamos mais tinta, porém, o nimero de quadrados
que podemos construir é menor que usando palitos com apenas um lado pintado. O processo
de contagem dos quadrados coloridos envolve as rotacoes e reflexoes que preservam o quadrado,
chamadas simetrias. No primeiro caso o conjunto de simetrias que consideramos consiste apenas
das rotagoes que preservam o quadrado enquanto, no segundo caso, devemos considerar também
reflexdes. Em cada caso, com a composigao de fungoes, o conjunto de simetrias que consideramos
constitui uma estrutura algébrica denominada grupo. No decorrer do artigo, apresentaremos o
conceito de agao de grupo e um resultado relacionado que, entre varias denominagoes, ficou também
conhecido como o Lema que nao é de Burnside.

Palavras-chave: Grupos; acao de grupos; orbitas.

Abstract

In this paper we count how many colored squares may be constructed with popsicle sticks painted,
each one, with one of m colors. Two situations are considered, we paint one or both sides of each
stick. We will see that in order to construct a square with sticks that have both sides painted,
with the same color, we use more paint, however, the number of squares that may be constructed
is smaller than using sticks with only one side painted. The method used to count the coloured
squares involves rotations and reflections that preserve the square, called symmetries. In the first
case the symmetries that we consider are the rotations that preserve the square while, in the
second, case we also need to consider reflections. In each case, with the composition of functions,
the set of symmetries considered forms an algebraic structure known as group. Throughout the
paper we present the notion of group actions and a related result that, among many eponymous,
became known also as The Lemma that is not Burnside’s.

Keywords: Groups; group actions; orbits.
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1. Introdugao

Os amigos Arnaldo, Bernaldo, Cernaldo e Dernaldo constroem um quadrado utilizando palitos de
picolé com um dos lados pintados de azul ou verde. Cada um escolhe um palito de uma cor e o
coloca formando um dos lados do quadrado; em seguida desenha a representagao do quadrado que
vé, como na Figura 1.

Cernaldo

Dernaldo Bernaldo

Arnaldo

Figura 1: Quadrado colorido construido e suas representacdes

Arnaldo propde ao grupo o problema de contar quantos quadrados podem ser formados desse modo.
Bernaldo afirma, rapidamente, invocando o principio multiplicativo de contagem, que existem duas
escolhas de cor para cada um dos quatro lados do quadrado e que, portanto, podem ser construidos
24 = 16 quadrados coloridos. Cernaldo, entretanto, observando as representacdes construidas, diz
que ha representagoes do mesmo tipo de quadrado, no seguinte sentido: ha representacoes em que
as posicoes entre as cores sao as mesmas. Dernaldo, observando as representagoes A, B, C e D na
Figura 1, afirma que, de modo geral, as representagoes de um mesmo quadrado podem ser obtidas
uma a partir de outra por meio de uma rotacao em torno do centro do quadrado de um muiltiplo
de 7 radianos.

Os 4 amigos péem-se a construir quadrados e desenhar as suas representagoes. Dessa forma resol-
veram analisar representagoes que correspondem ao mesmo quadrado, uma obtida da outra por
meio de uma rotacao de 7, 7 ou 37” radianos, em torno do centro do quadrado (o centro do circulo
no qual o quadrado estd inscrito). Ao total foram obtidos os 6 conjuntos de representacoes na
Figura 2; cada um ¢é o conjunto das possiveis representagoes de um quadrado; o total de elementos
nesses conjuntos é 16. Desse modo, os 4 amigos concluiram que existem ao todo 6 quadrados

coloridos que podem ser construidos.

Figura 2: Os 6 quadrados coloridos e suas representagdes

N
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2. Contando quadrados coloridos

O problema e a solugdo dos quatro amigos, naturalmente, nos levam a outras perguntas. Se
tivermos um numero m cores a disposicao quantos quadrados coloridos podem ser construidos?
Nosso objetivo nesta secao € apresentar a resposta para essa questao; para m = 2 vimos que a
resposta é 6. Podemos também indagar o que ocorre se construimos poligonos regulares em vez de
quadrados. De fato, as ideias apresentadas pelos 4 amigos na Introdugao permitem-nos desenvolver
um método para abordar a questao a seguir.

Questao 1. Para n =3,4,5,..., quantos poligonos regulares coloridos de n lados podem ser cons-
truidos com palitos de picolé pintados, de um dos lados, com uma de m cores?

Iremos considerar as representacoes dos poligonos que podem ser construidos no plano com centro
no ponto O, como na Figura 3.

Figura 3: Representagdo de um poligono colorido

Denotamos por X o conjunto de todas as representacoes dos poligonos; o principio multiplicativo
de contagem utilizado por Bernaldo permite concluir que X tem m" elementos, pois para cada um
dos n lados do poligono temos m escolhas de cores. Consideremos O o centro do poligono regular
de n lados. A rotagdo r de um angulo 27”, em torno do ponto O, no sentido anti-horario3, é a funcao
do plano que fixa o ponto O e para P # O, associa o ponto Q = r(P) de modo que o dngulo /ZPOQ
mede 27” radianos (Figura 3) e seja R o conjunto das rotagoes de 21‘7” radianos, k=0,1,...,n—1,
em torno do ponto O.

Podemos fazer a composi¢ao de quaisquer fungoes em que o dominio e contradominio coincidem
com um conjunto dado. Em particular, a composta 1 o r, que denotaremos por r2, é a rotacao de

4T” radianos. De modo geral para 0 < k < n a composta

]:‘k:I‘O-~~OI'7

N—

k parcelas

é a rotagao de um angulo igual a 21‘7” Vamos denotar por I a funcao identidade, vale a igualdade
™ = 1. Temos entao
R={Lrr? ... ™1}

Adotaremos a convencao que r’ = I. Dada uma rotacio s em R existe s ' € R de modo que

_ _ - 1 ~ 2(n—k .
sost=I=s"10s,*de fato sendo s =¥, com 0 < k < n, entdo s ' é a rotacao de % radianos.

3Iremos assumir que as rotagoes sdo no sentido anti-horério
“Note que s ! é a funcéo inversa de s, o que justifica a notacio.
R
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Observe que a composicao de rotagoes em R é comutativa, ou seja, se s,t € R entdo sot =tos.
Tal propriedade serd utilizada adiante no Lema 2.

Sejam s € R e x € X, denotamos por s - x a representacao obtida aplicando a rotagao s a repre-
sentagao X.

X r3.x

Figura 4: Representacdes x € s - X para s = 1°

E simples verificar que para qualquer x em X e para quaisquer ri,rs € R temos
I-x=x, 11-(rz-%) = (ri12) - X (1)

Dado x € X sabemos que R-x := {s-x | s € R} é o conjunto das possiveis representagdes de um dos
poligonos coloridos, portanto o niimero de poligonos coloridos que podemos construir é o niimero
de tais conjuntos. Iremos nos referir a R - x como a drbita de x. Denotamos por X/R o conjunto
das dérbitas dos elementos de X, isto é,

X/R={R-x|xeX}.

Com essa notagao, o nimero de poligonos coloridos que podem ser construidos é igual a | X/R |,
em que | X/R | denota o ntimero de elementos de X/R.

Com essas consideragoes obtemos os resultados que apresentamos a seguir.

Lema 1. Se x’ é um elemento de uma drbita A € X/R, entdo R-x" = A.

Demonstragdo. Seja x um elemento de X tal que A = R - x. Vamos utilizar as igualdades em (1)
para mostrar que R -x’ = R -x. De fato, como x’ € R - x existe uma rotagao s € R de modo que
x’ =s-x. Assim, para qualquer t € R, temos

t-x =t (s = (ts) - x € R-x,

daf segue que R-x’ € R-x. Como x’ = sx segue das igualdades em (1) que x = (s 1) - x’. De modo
andlogo concluimos que R - x € R - x’. Assim obtemos a igualdade R-x =R - x’. O

Teorema 1. Seja c =| X/R | e sejam Ay, ..., A as distintas drbitas em X/R. Entdo

1. AinA; =0 sempre que i # ],
2.X=A1U---UA..

N
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Demonstra¢do. Vamos demostrar primeiro o item 1 do enunciado. Sejam i,j € {1,...,c} tais que
A; N Aj # 0, nesse caso podemos considerar um elemento x € Aj N A;. O Lema 1 implica que
Ai=R-xe Aj=R-x, logo A; = A;. Lembramos que as dérbitas Aq,..., A, sao distintas, portanto
da igualdade A; = Aj segue que i = j. Assim concluimos que se i # j entdo A; N A; = 0. Agora
iremos provar a igualdade no item 2 do enunciado. Dado x € X o conjunto R - x é uma drbita,
logo existe um indice i tal que R -x = A;. Como x =1-x € R x concluimos que x € A;, portanto
x €A U---UA.. Dai segue que X C A; U---UA.. A inclus@o contraria é claramente verdadeira,
portanto X =A; U---UA.. O

Como consequéncia dos resultados acima podemos provar a igualdade no corolario a seguir, que
determina o nimero de 6rbitas | X/R | em termos da quantidade de representacoes na érbita de
cada x € X. Mais precisamente, para cada x € X associamos o numero ﬁ, em que | R-x |
denota o nimero de elementos de R - x. Em seguida, enumeramos os elementos de X e somamos
os valores associados a cada um deles; tal soma é denotada por X, cx |R . Mostraremos a seguir
que essa soma coincide com o niimero de érbitas. Esse corolario é nosso prlmelro passo em direcao
ao Teorema 2 que nos permite determinar | X/R |, e é o principal resultado desta secao.

Corolario 1. Vale a igualdade

1
Z|R_X|=|X/R|.

xeX

Demonstragao. Vamos provar primeiro que para cada érbita A; € X/R temos

1
Z|R-x|:1' (2)

xEA;

De fato, segue do Lema 1 que R-x = A; para qualquer x € A;. Desse modo, cada uma das parcelas
na soma (2) é igual a ﬁ, por outro lado o nimero de parcelas é | A; |, portanto

1 1 1 1
- = 4+ =| Ay |- =1
XEZAJR-XI A A A |

O Teorema 1 implica que cada elemento de X pertence a uma, e somente uma, 6rbita. Podemos
entao agrupar as parcelas da soma ), cx ﬁ que pertencem a uma mesma Orbita. Procedendo
dessa forma e utilizando a igualdade em (2) temos

ZIR X | ZIRx| ZlRX| I+---+1=c=X/R]|.

O

Como proximo passo em diregao ao Teorema 2, para cada x € X denotamos por E; o conjunto
{r e R | r-x = x} das rotagées em R que fixam x. Iremos obter, utilizando o Corolédrio 1 e os
dois lemas a seguir, a igualdade na Proposi¢ao 1 que relaciona as quantidades de elementos nos
conjuntos Ey, denotado por | Ex |, e o nimero de érbitas.

Proposigao 1. A soma das quantidades de elementos em cada um dos conjuntos Ey € igual ao
produto | R | - | X/R |, mais precisamente

DUIECIEI R IX/R].
xeX n
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Antes de demonstrar a proposicao acima precisamos dos seguintes lemas.

Lema 2. Sejax € X. Sex’ € R-x entdo Ey = Ey.

Demonstra¢do. Como x” € R - x temos x’ = s - x para alguma rotagdo s € R. Seja t uma rotacao
em E,. Utilizando a segunda igualdade em (1) e a comutatividade em R temos

tex'=t-(s-x)=(ts) - x=(st) - x=s-(t-x)=s-x=x,

assim t € Ey. Concluimos portanto que Ex € Ey. Utilizando mais uma vez as igualdades em (1)
conclufmos que x =s ! - x’ e de modo andlogo provamos que E C E,. O

Lema 3. Para cada x € X temos

|E, |= IR |
x |= T/
IR-x|
Demonstracio. Sejam Lr,...,r™ ! as rotacdes em R, onde r é a rotacdo de 27” radianos. Os

elementos de R - x sdo
rex,..., () x (3)

Note que o elemento x’ € R - x aparece | Ey | vezes na lista (3). Segue do Lema 2 que Ey = Ey,
portanto cada elemento listado em (3) é repetido | Ex | vezes. Assim concluimos que o nimero de
elementos na orbita determinada por x é %, isto é,

IR |

| Ex |’

IR-x|=
donde segue a igualdade no enunciado do lema. O

O resultado acima nos permite concluir que para qualquer x € X o nimero de rotagoes que fixam
x divide n, fato que é em si interessante. Além disso, juntamente com o Corolario 1, tem como
consequéncia a Proposicao 1.

A igualdade na Proposigao 1 parece ser a solugao para determinar o nimero de érbitas; por outro
lado pode nao ser pratico calcular a soma Y, x | Ex |. Com efeito, no caso dos quadrados coloridos,
ie., n=2, asoma tem m* parcelas. Para superar tal dificuldade, o préximo, e tltimo, passo para
provar o Teorema 2 é interpretar essa soma e escrevé-la de outra maneira, mais conveniente. Com
esse objetivo marcamos na tabela abaixo as entradas em que r - x = x.

X1 X9 e Xmn
I I-x; I-xo I xpn
r I- Xy I Xo I+ Xpyn
rnfl rnfl X1 rnfl - Xo .. rnfl - Xpn

O numero de entradas marcadas na coluna correspondente a um elemento x de X é | Ex |. Assim
Y«ex | Ex | é o nimero de entradas marcadas na tabela, i. e., o nimero de pares (r,x) com r € R
e x € X tais que r - x = x. Podemos determinar esse nimero de outra forma; para isso, dada uma

N
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rotacdo r € R, considere o conjunto X" := {x € X | r-x = x} das representacoes fixadas por r. Entao
o numero de entradas marcadas na linha r é | X* |. Portanto a soma ,..g | X' | também é o total
de pares (r,x) € R x X com r-x =x. Assim temos a igualdade

DX = Bl

reR xeX

Com isso podemos simplificar, e muito, os célculos. De fato, no caso dos quadrados (n = 4), por
exemplo, a soma do lado esquerdo tem 4 parcelas. Essa igualdade juntamente com a Proposigao 1
implicam o teorema que enunciamos a seguir.

Teorema 2. Vale a igualdade
1
| X/R =5 DL 1K1
| R I reR

Esse resultado tem uma interpretagao interessante: a quantidade de drbitas é igual ao ntimero
médio de elementos fixados por rotagoes.

Vamos agora utilizar o Teorema 2 para resolver a Questzio 1 para quadrados; entao assumimos
até o final da secio que n = 4. O conjunto X tem m* elementos. Lembramos que r é a rotagao
de 24” radianos. Podemos verificar diretamente que X' = X e também que X', X** consistem dos
quadrados em que todos os lados tém a mesma cor. O conjunto X** consiste dos quadrados em
que os lados paralelos tém a mesma cor, como na Figura 5.

Corl

Cor 2 Cor 2

Cor1l

Figura 5: Elemento genérico de X*

~ 7 . z 2
Temos entdo m escolhas para a Cor 1 e também para a Cor 2. Assim concluimos que | X*~ |= m?
Desse modo obtemos a igualdade

2 3
Z I XE =) X+ | X[+ X |+ X J=m? +m+m? +m=m?+m? + 2m.
reR
, .- , 4, 2
Portanto concluimos, utilizando o Teorema 2, que podem ser construidos %‘Lzm quadrados
coloridos quando pintamos os palitos de picolé de um dos lados escolhendo uma entre m cores.

Z, . 4 2 re 7’ ~ 7 7’ .
E interessante observar que como B—FM*2m & ym pnimero natural, entdo m* + m? + 2m é multiplo

de 4 para qualquer natural m, fato esse que nao é trivial. Encerramos esta secao convidando o
leitor a experimentar e resolver o problema de contar quantos sao os tridangulos, pentagonos e
hexéagonos coloridos podem ser construidos e, de modo geral, como o Teorema 2 pode ser utilizado
para resolver a Questao 1.
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3. Contando novamente quadrados coloridos

Nesta secao iremos determinar quantos quadrados coloridos podem ser construidos com palitos de
picolé pintados dos dois lados com a mesma cor escolhida entre m cores.

Veremos adiante que o niimero de quadrados coloridos que podem ser construidos neste caso é, em
geral, menor que o numero de quadrados que podem ser construidos pintando os palitos de apenas
um dos lados. Para m = 2 podem ser construidos 6 quadrados coloridos, assim como ocorreu na
situacao da Introdugao. Porém com 3 cores podemos construir apenas 21 quadrados coloridos neste
caso (veja a Figura 6), enquanto pintando os palitos apenas de um dos lados temos 24 quadrados
coloridos, como vimos na Secao 2.

Figura 6: Os 21 quadrados coloridos construidos com palitos pintados dos dois lados e m = 3

A diferenca é que quando pintamos os palitos apenas de um dos lados, os quadrados na Figura 7

sao diferentes.

(A) (A) © (9]

L

(8) (8)

Figura 7: Pares de quadrados

Porém, quando pintamos cada um dos palitos dos dois lados com uma das cores, temos em (A) e
(A”) um mesmo quadrado em duas posicoes diferentes: podemos pegar o quadrado (A) e girar no
espaco e posiciond-lo como estd em (A’). Analogamente em (B) e (B’) temos o mesmo quadrado
em posicoes diferentes e também em (C) e (C’). Entao, se pintamos cada palito dos dois lados, para
obter as representagoes de um mesmo quadrado a partir de uma representagao dada, utilizamos,
além das rotacoes I,t,12,13 no plano, as reflexdes Rp,, Rp, em torno das diagonais D; e Da, na
Figura 8, e também as reflexoes Ry, Ry em torno das retas M, N.

Essas transformacoes constituem o conjunto D4 das simetrias do quadrado que, com a composi¢ao
de fungoes, tem propriedades de uma estrutura algébrica chamada grupo. Essas sao as isometrias
do plano que preservam o quadrado, i. e., que associam a um ponto do quadrado outro ponto que
pertence também ao quadrado.

N

189 LAl



PROFESSOR DE
MATEMATICA

Diniz e Gomes

Figura 8: Retas que determinam as reflexdes que preservam o quadrado

Definigao 1. Seja G um conjunto ndo vazio com uma operagdo bindria o, isto é, uma aplicagao
que a associa a cada par (g;,gy) em G X G um elemento g; o g5 de G. Dizemos que G, com essa
operagao, ¢ um grupo se:

(i) A operagao o é associativa, isto é, (g 0 g,) © g3 = g © (g, © g3) para quaisquer g, g4, g5 em G.

(ii) Existe um elemento e em G, chamado de elemento neutro, de modo que eo g =g = goe para
qualquer elemento g de G.

(iii) Para cada g em G existe um elemento g * em G, chamado inverso de g, tal que gog! =e =g log.

Podemos verificar que, com a composi¢ao, o conjunto D, das simetrias do quadrado é um grupo.
Na Figura 9 vemos, por exemplo, que Ry o Ry =12 e que Rp, o1 = Ryy.

—> e
Ry o Ry =12
@ —
O —r
Rp, or=Ru |

Figura 9: As compostas Ry o Ry e Rp, or

Com a operagao de composicao obtemos a seguinte tabela de composicoes de elementos de Dy.
Observe que a composi¢cao nao é comutativa.
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o I r 1"2 1‘3 RN RM RD 1 RD2
I I r 1‘2 1"3 RN RM RD 1 RD2
T r 1'2 1”3 I RD2 RDl RN RM
1‘2 1"2 1‘3 I r RM RN RD2 RD 1
1"3 1‘3 I I 1‘2 RD 1 RD2 RM RN

Ry Rn | Rp, | Rm | Rp, 1 2 r o
RM RM RD2 RN RD 1 r2 I I'3 T
Rp, | Rp, | Rm | Rp, | Rn 3 r I 2
RD2 RN RN R,D 1 R,M T 1"3 1“2 I

Assim concluimos que Dy com a composi¢cao é de fato um grupo, chamado grupo Diedral. Do
mesmo modo que no problema proposto na Segao 2 o conjunto X das representacoes dos quadrados
tem m* elementos. Para cada d € Dy e x € X também denotamos por d - x a representacio obtida
aplicando d, que é uma rotacao ou uma reflexao, a representacao x. Valem igualdades analogas
as que estdo em (1); elas refletem a ideia de que temos uma acdo do grupo Dy no conjunto X das
representacoes dos quadrados coloridos.

Definicao 2. Sejam G um grupo com elemento neutro e, seja X um conjunto nao vazio. Uma agao
de G em X é uma aplicagao que associa a cada par (g,x) em G X X um elemento g - x de X de
modo que para qualquer x € X e quaisquer g;, g, em G temos

e-X =X, g1 (g2 -x) = (g1 089) - X, (4)

onde, na segunda igualdade, o é a operagao bindria do grupo G.

Na Secao 2 o conjunto R com a composicao é um grupo e temos uma agao de R no conjunto X
das representagoes dos poligonos coloridos. A terminologia que utilizamos neste caso particular é
utilizada em geral.

Definicao 3. Sejam G um grupo, X um conjunto nao vazio e (g,x) —» g-x, onde g € G e x € X,
uma acao de G em X. Se x € X, entao dizemos que o conjunto G-x :={g-x | g € G} é a orbita de
x. O conjunto das érbitas é denotado por X/G. Para um elemento g do grupo G denotamos X% o
conjunto {x € X | g-x = x} dos elementos de X fixados por g.

O Teorema 2 é um caso particular de um resultado que vale, de modo geral, para acoes de um
grupo em um conjunto, o numero de érbitas da acao é igual ao niimero médio de pontos fixos de
um elemento do grupo.

Lema 4 (Cauchy-Burnside-Frobenius). Seja G um grupo finito e seja X um conjunto ndo vazio
finito com uma agao (g,x) > g-x, g€ G, xe X, de G em X. Entao

1
X/G|= — Xe&|.
| X/G = g7 2, 1 X¥

geG

O resultado que enunciamos com Lema de Cauchy-Burnside-Frobenius é também conhecido com
Teorema de contagem de Burnside, Lema de Cauchy-Frobenius, Lema de Cauchy-Burnside-Frobenius,
Lema de contagem de orbitas e, algumas vezes, é referido na literatura como o Lema que nao é de
Burnside (veja, por exemplo, [2], [3]). E possivel comparar as demonstracoes do caso particular
que fizemos na Secao 2 e a demonstracao do resultado acima que pode ser encontrada em [4] e veri-
ficar que com algumas adaptagoes temos a demonstracao do Lema de Cauchy-Burnside-Frobenius.
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Observamos que na prova do Lema 2 foi utilizada a comutatividade da operagdo em R; mesmo a
operagao em Dy nao sendo comutativa ainda vale a igualdade no Lema 3. Tal resultado nao sera
provado aqui, uma prova pode ser encontrada em [4, Teorema 6.1].

Vamos agora usar esse lema para determinar quantos quadrados coloridos podemos construir com
os palitos de picolé pintados dos dois lados. Seja entdo X o conjunto das m* representacdes dos
quadrados coloridos. Dois elementos de X representam o mesmo quadrado se, e somente se, estao
na mesma Orbita pela acao de D4y em X. O ntimero de quadrados coloridos nesse caso é entao igual
a | X/Dy |. Verificamos na Segdo 1 que

| X =m?, [ X |=m, | X |=m?, | X |=m.

O conjunto X®¥ consiste dos elementos de X em que os lados verticais tém a mesma cor e as cores
dos lados horizontais sao escolhidas independentemente, como na Figura 10 a seguir.

Cor 2

Cor1l Cor1l

Cor3

Figura 10: Elemento genérico de XBum

Temos entdo m escolhas para cada uma das trés cores, portanto | X® |= m®. De modo andlogo
XB¥ consiste dos elementos de X em que os lados horizontais tém a mesma cor e | XB¥ |= m?%. Os
elementos de X®P1 s30 as representacoes em que os lados que tém em comum um dos vértices da
diagonal D; tém a mesma cor, como na Figura 11.

Corl

Cor1 Cor2

Cor 2

Figura 11: Elemento genérico de XEP1

Temos m escolhas para cada uma das duas cores, portanto | X®P1 |= m2. Analogamente concluimos
que | XBp2 |=m?2. Utilizando o Lemma de Cauchy-Burnside-Frobenius concluimos que podem ser
construidos

m?* + 2m3 + 3m?2 + 2m
8
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quadrados coloridos quando pintamos cada palito de picolé dos dois lados.

Lembramos que X/Dy4 denota o conjunto das érbitas pela agao de Dy, sejam xi,...,X|x/p,| ele-
mentos de X tais que Dy - x1,...Dyg - X|x/p,| s@0 as distintas érbitas em X/D4. Temos a inclusao
R c Dy, logo R-x; CDy-x; parai=1,...,| X/Dyg|. O Teorema 1 vale para agoes de grupos de
modo geral, portanto duas 6rbitas distintas em X /Dy sdo disjuntas. Assim se i # j temos

R-x)N(R-x5) € (Dyg-x3) N (Dyg-x5) =0,

donde segue que R -x1,...,R - xx/p,| sao elementos dois a dois distintos em X/R. Portanto vale
a desigualdade | X/Dy |<] X/R |. Vemos, entdo, que utilizando palitos de picolé pintados dos dois
lados podemos construir menos quadrados coloridos do que com os palitos pintados de apenas um
lado.

O Lema de Cauchy-Burnside-Frobenius também pode ser utilizado para contar poligonos coloridos
de modo analogo ao que fizemos para quadrados coloridos nesta secgao.

Questao 2. Para n = 3,5,6,7,---, quantos poligonos regulares regulares de n lados podem ser
construidos com palitos de picolé coloridos dos dois lados com m cores?

Para abordar essa questao utilizando o Lema de Cauchy-Burnside-Frobenius é necessario conhecer
o grupo das simetrias de um poligono regular de n lados, o grupo diedral D,, (veja, por exemplo,
[1]), que é muitas vezes estudado em disciplinas de ”Estruturas Algébricas”ou ” Algebra”de um
curso de graduagao em Licenciatura ou Bacharelado em Matematica.

Os problemas considerados aqui sao exemplos de contagem que nao sao facilmente resolvidos com os
métodos usuais apresentados no Ensino Médio. Apontamos a relevancia desses para os professores
motivarem seus alunos a ir além do contetido curricular trazendo a tona conceitos abstratos como
grupo a partir de enunciados elementares. Esperamos que este texto possa servir para motivar
professores e alunos de Licenciatura e Bacharelado em Matemadtica a estudarem os conceitos e
resultados de Algebra que usualmente fazem parte da grade curricular desses cursos.
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Alguns Niumeros 2-Quasemonodigitos Primos

Fernando Soares de Carvalho® Eudes Antonio Costa®

Resumo

Neste trabalho sdo apresentadas propriedades de uma classe de nimeros inteiros denominados 2-
Quasemonodigitos, representados por 2 — QM(k, a,b). Os resultados exibidos estdo relacionados
a critérios de divisibilidade, primalidade e quadrados perfeitos. Destaca-se que nesta classe de
numeros, nenhum quadrado perfeito com mais de trés algarismos foi encontrado (com k par) e que
foram determinados todos os nimeros 2-Quasemonodigitos primos com até 13 algarismos.

Palavras-chave: Quasemonodigito; Divisibilidade; Nuimeros Primos; Quadrados Perfeitos.

Abstract

In this work, properties of a class of integers called 2-Quasimonodigits, represented by 2-QM(k, a, b)
are presented. The results displayed are related to divisibility, primality and perfect squares
criteria. It is noteworthy that in this number class no perfect square with more than three digits
was found (with even k) and that all 2-Quasimonodigits prime with up to 13 digits were determined.

Keywords: Quasimonodigits; Divisibility; Prime numbers; Perfect squares.

1. Introdugao

O interesse pelos numeros primos é recorrente na Histéria da Matemaética, seja pelas diversas
aplicabilidades (em criptografia, por exemplo) ou apenas por deleite de entusiastas. Técnicas para
a busca de niimeros primos, ou, ainda, o estudo da primalidade de certas classes de ntimeros inteiros
avancam cada vez mais com a atual evolugao computacional. Varias propriedades relacionadas a
nimeros primos podem ser vistas em [7]. Na literatura encontram-se propriedades relacionadas a
critérios de divisibilidade, primalidade e também quadrados perfeitos que envolvem algumas classes
de ndmeros [4, 5, 6, 10].

Um ntmero monodigito (um digito) ou repdigito (repetigdo de um digito) é um niimero natural
nao nulo formado pela repetigdo do mesmo digito (algarismo) num sistema numérico posicional,
isto é, em uma base b > 1 fixada. Aqui utilizaremos a base decimal, ou seja b = 10. Sdo exemplos
de nimeros monodigitos: 2, 33, 111, 4444, 55555555 € 999999. O conceito de niimeros monodigitos
foi usado pela primeira vez por Beiler [2], que também apresentou o termo repunidades (repetigao
da unidade) no caso em que o digito repetido for 1, ou seja, a unidade. Um ndmero natural nao
nulo formado por n > 2 digitos em que um digito a aparega n—1 vezes e o digito b aparega apenas
1 vez é um quasemonodigito, sendo a e b distintos com a, b € {1,2...,8,9}. No caso em que
o algarismo « for 1 (unidade) diremos que o nimero é uma quaserepunidade. As repunidades e
alguns quasemonodigitos, sao nimeros da forma:

N
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e repunidades

k-1 k-2 105 -1
Re=11..11=1051+ 102 +... +10+1 = , (1)
——
k
e quasemonodigitos
a) QM; = aa...ab, b)QM;=baa..a, QM3z= a..aba..a, com a,bes, (2)
—— —— ~—— ——
k k k k

em que k > 1 é um ntmero inteiro e S = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Em [10, 1978] sdo apresentadas
algumas propriedades de nimeros quase repunidades e uma lista de primos dessa classe.

Nosso interesse no decorrer destas notas estard concentrado em numeros que denominamos de
2-Quasemonodigitos, que sao definidos a seguir.

Defini¢ao 1. No sistema decimal, um nimero natural ndo nulo formado por n > 3 digitos (alga-
rismo), no qual o digito b apareca exatamente duas vezes e o digito a aparega exatamente n — 2
vezes é um 2-Quasemonodigito, com a,b € S e a # b.

Por exemplo, 121, 2332, 44777, 51551555, 888822, 99955999 e 161111116 sao exemplos de 2-
Quasemonodigito. Em particular, vamos considerar um subconjunto de niimeros 2- Quasemonodigitos,
denotados por:
2-QM(k,a,b) =baa...aab a,beS e a#b. (3)
N————

k

Inspirados em estudos e topicos ja apresentados na literatura relacionados aos nimeros primos,
monodigitos, repunidades e quaserepunidades [8, 10, 11, 12], apresentamos nosso estudo acerca
dos 2—QM(k, a, b), explorando primalidade e quadrados perfeitos. Além disso, serao apresentados
alguns critérios de divisibilidade e uma lista de 2 — QM(k, a, b) primos (Tabela 1). Os principais
resultados sao:

Teorema 1. Nenhum 2— QOM(k, a,b) € primo, para k par.

Teorema 2. Nenhum 2— QM(k,a,b) é um quadrado perfeito, para k par.

2. Critérios de Divisibilidade

Primeiro observamos que os niimeros 2—QM(k, a, b) podem ser escritos de acordo com o resultado
a seguir:

Proposicao 1. Para a,b € S e k > 1 inteiro, temos
2-0OM(k,a,b) = baa..aab = b(10%!+1) + 10aRy ,
N——
K

sendo Rx uma repunidade.
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Demonstracao. Basta notar que,

2-QM(k,a,b) = baa...aab
——
k

= b10%*! +al0¥ + ... +al0* +b
= b(10%*! +1) +10a(10% ' + ...+ 10+ 1)
= b(10%* + 1) + 10aRy .

]
E mais,
Proposicao 2. Sea=2,b=1¢ek > 2, entdo 2—0OM(k—1,2,1) = Rx X R».
Demonstracao. Note que,
2-QM(k-1,2,1) = (10% + 1) + 20Ry_4
= (105 +1) +(2-10%+ ... +2-10%)
= 105+2-10 '+ .. +2-10' +1
= (10 '+ .. +10+1)(10+1)
= RkXRQ .
O

Em particular, segue diretamente da Proposicao 2 que:
Coroldrio 1.(a) Nenhum 2 - QM(k, 2, 1) é primo;

(b) O ndmero 2—-QM(1,2,1) é um quadrado perfeito.

Lema 1. [7, 9] (Pequeno Teorema de Fermat) Sejam a, p niumeros naturais e p primo. Se (a, p) =1,
entio aP ' =1 mod p, sendo (a,b) o maior divisor comum entre os nimeros a e b.

Uma consequéncia do Lema 1 (o pequeno Teorema de Fermat) e da Proposicao 2 é dada pelo

Coroldrio 2. Se p > 5 é um nimero primo entao p divide 2—-QM(p—2,2,1) .

Demonstragio. Observe que 9-R;, 1 = 10P 1 —1, como (10, p) = 1 segue do Lema 1 que 10°P *~1=0
mod p, ou seja, p divide R, 1. Portanto, p divide o produto R, 1 X Ry =2-QM(p—2,2,1). |
Ademais, é facil observar que

Proposicao 3. Nenhum 2—- QM(k,a,b) é primo, para b par ou b = 5.

Demonstracdo. Note que se b é par ou b = 5, o numero 2 - QM(k, a,b) é par ou muiltiplo de 5,
respectivamente. Portanto, em ambos os casos, tem-se um nimero composto. m|

E ainda,
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Proposigao 4. Seka=0 mod 3 eb =0 mod 3, entdo 2— QM(k,a,b) é maltiplo de 3.

Demonstra¢do. Seja x um nimero do tipo 2 - QM(k, a, b), isto é, x = baa...aab. Agora, seja S(x)
———

k
a soma dos algarismos de x, ou seja, S(x) = 2b +ka. Se ka e b s@o miiltiplos de 3, entdo a soma

S(x) é multiplo de 3. Portanto o nimero x € 2—QM(k,a,b) também é miiltiplo de 3. O

3. Prova do Teorema 1

O Teorema 1 é uma consequéncia direta do critério de divisibilidade por 11 (Lema 2), enunciado
a seguir

Lema 2. [7, 9] Um nimero € divisivel por 11 se a soma alternada de seus algarismos for igual a
zero ou divisivel por 11.

Exemplo 1. Veja que 11 divide 2—-QM(2,a,b). De fato, basta observar que a soma alternada dos
algarismos é b—a+a—b =0. E mais, é de facil fatoracao, pois
2-QM(2,a,b) = b-103+a-10%+a-10+b = b(10° +1) +10a(10 + 1)
= 11-91b+11-10a = 11(91b+ 10a) .

Demonstracio do Teorema 1: Para qualquer k par, considere x € 2 — QM(k,a,b), isto é, x =
baa...aab e seja S*(x) a soma alternada dos algarismos de x, ou seja,
———

k

S*(x)=b+(-a+a)+---+(-a+a)-b=0.

(k/2) vezes

Logo, segue do Lema 2 que x é divisivel por 11. Portanto, x ndo é um nimero primo.

Utilizando o software Octave foi escrito um cédigo para determinar os nimeros 2 — QM(k, a, b)
primos com k < 11. Os numeros encontrados sao apresentados na Tabela 1.

Tabela 1: Nimeros primos da forma 2 - QM(k, a, b), k < 11.

(k,a)
1] (1,3), (1,5), (1,8), (1,9), (3,3), (3.5), (3,6), (3,9), (5,3), (5,4), (5,7)
(7,8), (7,9), (11,6)
3 (1,1), (15), (1,7), (1,8), (5,2), (5.4), (7,2), (7,5), (11,1),(11,4), (11,8)
7 (1,2), (1,5), (1,8), (1,9), (3,2), (3,5), (3,6), (3,8), (3,9)
(5,6), (7,2), (9,4), (9,5)
9 (1,1), (1,2), (5,2), (5.8), (11,2)

" sBm
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4. Quadrados Perfeitos

Existem propriedades relacionadas a nimeros quadrados perfeitos bem conhecidas, bem como
propriedade de divisibilidade por 4. A seguir sdo apresentadas algumas dessas propriedades.

Lema 3. [7, 9] Um quadrado perfeito nao pode ser da forma 4q+ 3, q um nidmero inteiro.
Lema 4. [7, 9] Um quadrado perfeito nao termina em 2, 3, 7 e 8.
Lema 5. [7, 9] Um quadrado perfeito par é sempre divisivel por 4.

Lema 6. [7, 9] Um nidmero € divisivel por 4 quando o dltimo algarismo somado com o dobro do
pentltimo resultar em 0 ou um numero divisivel por 4.

Uma consequéncia imediata do Lema 4 é que se, b = 2,3,7 ou 8, o numero 2 - QM(k, a,b) nao é
um quadrado perfeito. Os dois préximos resultados seguem dos Lemas 3, 4, 5, 6 . Vejamos,

Proposigao 5. Seja a um minero impar, entdo o nimero 2—QM(k,a,b) ndo é um quadrado perfeito
para b e Cy ={1,2,3,4,5,7,8,9}.

Demonstracdo. Nos casos em que b =2,3,7 ou 8, segue do Lema 4 que o ntimero 2 - QM(k, a, b),
nao é um quadrado perfeito. J& nos casos em que b =1,5 ou 9, de acordo com o Lema 6, deve-se
analisar a soma 2a +b. Observe que, se a é impar, 2a e b deixam restos 2 e 1 na divisao por 4,
respectivamente. Dessa forma, a soma 2a+b tera resto trés na divisao por 4, ou seja, 2—QM(k, a, b)
deixard resto 3 na divisao por 4. Logo pelo Lema 3, o numero 2 - QM(k, a, b) nao pode ser um
quadrado perfeito. Finalmente, se b = 4 o nimero 2a + b deixa resto 2 na divisao por 4, isto é,
temos um nimero par que nao é divisivel por 4. Pelo Lema 5, o nimero 2 - QM(k, a, b) também
nao é um quadrado perfeito. O

Proposicao 6. Se a € um numero par, entdo o nimero 2—QM(k, a,b) ndo € um quadrado perfeito
para b € Cy ={2,3,6,7,8}.

Demonstragcdo. Nos casos em que b =2, 3,7 ou 8, recorremos novamente ao Lema 4 para concluir
que 2 - QM(k, a,b) nao é um quadrado perfeito. Como por hipdtese a serd par, o produto 2a é
divisivel por 4. Para b = 6, a soma 2a+b deixa resto 2 na divisao por 4, ou seja, tem-se um nimero
par que nao é divisivel por 4. Portanto, pelo Lema 5, o numero 2—QM(k, a, b) ndo é um quadrado
perfeito. O

Por fim, um resultado mais restritivo

Proposigao 7. Para todo k > 2, se 2— QM(k,a,b) é um nimero da forma 4q+r, com q,r inteiros
er € {2,3}, entao 2— QOM(k + 1,a,b) também é um nimero da forma 4qy +1, com q; inteiro.

Demonstragao. Temos que,
2-QM(k,a,b) =4q+r . (4)

Veja que

2-QM(k+1,a,b) b(10%2 + 1) + aRyy1 - 10
= b-10- 105! + aRy - 10 + al0%* + b
= (b- 10! + aRy - 10 + b) + 9b - 105! + a10k+!
= 2 - QM(k, a,b) + (9b +a) - 1051 . (5)

1Y
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Sendo k > 2 tem-se, 105*! = 4t; para algum t; inteiro. Assim (9b+a)10¥*! = 4t, com t = (9b+a)ty,
e juntamente com a Equagao (4) (substituindo na Equagao (5)), obtém-se

2-QM(k+1,a,b) =4(q+t)+r .
N———
q1

Portanto, o nimero 2—-QM(k + 1, a,b) é um nimero da forma 4q; +r, com r € {2, 3}. O

Nota 1. Segue da Proposigao 7 que, se o numero 2 — QM(k, a, b) nao é um quadrado perfeito e é
da forma 4q+r, com q e r inteiros, r € {2,3}, entao 2—QM(k+ 1, a,b) nao é um quadrado perfeito,
pois também é um numero da forma 4q +r.

5. Prova do Teorema 2

Observe que os ntimeros 2—QM(1,2,1) = 112 = 121, 2—-QM(1,8,4) = 222 = 484 ¢ 2~ QM(1,7,6) =
262 = 676, sdo quadrados perfeitos, ou seja, existem quadrados perfeitos do tipo 2 - QM(1, a, b).
No entanto,

Exemplo 2. Nenhum niimero 2 — QM(2, a, b) é um quadrado perfeito . De fato, de acordo com o Lema
4,se b =2,3,7 ou 8, o niimero 2 — QM(2, a, b) ndo pode ser um quadrado perfeito. Considerando k = 2
nas Proposi¢des 5 e 6, restam dois casos a serem verificados, a saber: 1) a é impar e b = 6; nesse caso,
as fatoracdes de todos os possiveis nimeros, 6116, 6336, 6556, 6776 e 6996, sdo listadas na Tabela 2,
observando que nenhum desses nimeros é um quadrado perfeito. 2) a é pare b = 1,4,5 ou 9, para esses
nimeros (veja Tabela 2) verifica-se também que nenhum deles é um quadrado perfeito. Portanto, é possivel
concluir que os ndmeros da forma 2 — QM(2, a, b), ndo sdo quadrados perfeitos.

Veremos que o Teorema 2 é uma consequéncia direta dos préximos resultados.
Lema 7. [3] Para todo nimero n natural, temos que Ry divide Ray,.

Lema 8. Para todo numero n natural, temos

107 41 =11- (10" - 10 1 +... +10% - 10' + 1) .

Demonstragdo. Sejam a, b naturais, com a+b # 0, veja que
a2n+1 + b2n+1 — (a + b)(aZH o 342[171]3 Feee— a,1b2nfl + an) .
Agora fagaa=10e b = 1. O

Lema 9. Para todo nimero n natural, 11 ndo divide 10>» —102* 1 +... +102-10' +1 .
Demonstragdo. Primeiro facamos y = 102 — 102" 1 + ...+ 102 - 10! + 1. Veja que
y=(10"+10"" 1+ ... +10%+1) - (102 1 + 10" 3 + ... +10% + 10") .

Na primeira parcela da direita temos n algarismos 1 e na segunda temos n — 1; assim a soma do
algarismos das parcelas (ou a soma alternado dos algarismos) do nimero y é diferente de 0, logo
segue do Lema 2 que y nao é miltiplo de 11. O
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Tabela 2: Nao Quadrados Perfeitos

baab Fatoracao
6116 | 22x11x139
6336 26 x32x11
6556 | 22 x11x 149
6776 23 x 7% 112
6996 22x11x53
1221 3x11x37
1441 11 x 31
1661 11 x 51
1881 32x11x19
4224 2"x3x11
4664 23 %11 %53
4884 | 22 x3x11x 37
5225 52x11x 19
5445 32 x5x112
5665 5x 11 x 103
5885 5x 11 x 107
9229 11 x 839
9449 11 x 859
9669 3 x 11 x293
9889 11 x 29 x 31

Agora, vamos a

Demonstra¢do do Teorema 2 : Considere x um nimero da forma x € 2—-QM(k, a, b), temos que k
é par, ou seja, k = 2n para algum n natural. Pela Proposicao 1, tem-se

x = b(108! +1) + 10aR, = b(10%"* + 1) + 10aRy, ,

sendo Ryi uma repunidade. Pelo Teorema 1, sabe-se que 11 divide qualquer ntmero x € 2 —
QM(2n, a,b). Vamos mostrar que 112 néo divide x. Pelo Lema 8, temos que 11 divide b(10%*1 +1)
e pelo Lema 7, 11 divide 10 - aRg,. Se n também for par, terfamos que 112 divide 10 - aRs,. No
entanto, 112 nunca divide b(105*! + 1), pois 11 ndo divide y = 10?" — 102" 1 + ... +10% — 10! + 1,
conforme Lema 9. Logo, se k é par, x é divisivel por 11, mas nao é divisivel por 112. Portanto, x
nao pode ser um quadrado perfeito.

6. Consideragoes Finais

Os resultados apresentados neste trabalho tratam de nimeros da forma 2 — QM(k, a, b). Inicial-
mente, utilizando critérios de divisibilidade foi possivel identificar condigbes sobre os valores de
k, a e b, que garantem a nao primalidade do nuimero. Foram determinados todos os nimeros
primos da forma 2-Quasemonodigitos com até treze algarismos (k < 11). Observa-se que apenas
43 numeros primos foram encontrados. No caso em que k é impar, uma pergunta que ainda nos
intriga é a quantidade de niimeros primos nesse subconjunto. E finita ou nao? Finalmente, fizemos
uma breve andlise de niumeros 2-Quasemonodigitos quadrados perfeitos, e nesse caso, apenas trés
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desses nimeros foram encontrados e sdo nimeros de trés algarismos. E mostramos que nao existe
nenhum outro quadrado perfeito quando k é par.
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Sombras de triangulos ao sol:
uma demonstracao algébrica elementar
do Teorema de Lhuillier em geometria espacial

Victor Ibrahim Santos El Adji ® Humberto José Bortolossi ®

Resumo

Recorte um triangulo ABC qualquer de uma folha de cartolina. Supondo um dia ensolarado
em que os raios do Sol cheguem paralelos e perpendiculares a uma superficie plana, que tipo de
sombras esse tridngulo ird produzir nessa superficie, dependendo de como ele é segurado no espago?
Se o triangulo ABC nao estiver paralelo aos raios solares, sua sombra serd um triangulo. Mas,
nesse caso, quais tipos de sombras triangulares podem ser produzidas? Seria possivel, por exemplo,
segurar o triangulo ABC (suposto qualquer) de forma que sua sombra seja um triangulo equildtero?
A resposta é afirmativa, como atesta o teorema seguinte. Apresentaremos uma demonstragao
algébrica um pouco longa, mas elementar (isto é, acessivel a alunos do Ensino Médio), e de nosso
conhecimento, inédita.

Palavras-chave: Geometria espacial, projecao ortogonal; Teorema de Lhuillier.

Abstract

Cut out any triangle ABC from a sheet of paper. Assuming a sunny day when the sun’s rays are
parallel and perpendicular to a flat surface, what kind of shadows will this triangle produce on
this surface depending on how it is holded in the space? If the triangle ABC is not parallel to the
sun’s rays, its shadow will be a triangle. In this case, what types of triangular shadows could be
produced? It would be possible, for example, to hold the triangle ABC (supposed any) so that its
shadow is an equilateral triangle? The answer is affirmative, as the following theorem attests. we
will present a ittle bit lenghty but elementary(that is, acessible to high school students) algebraic
demonstration, of our knowledge, unpublished.

Keywords: Spatial Geometry, orthogonal Projection; Lhuillier’s Theorem.
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Teorema de Lhuillier. Dado um tridngulo ABC qualquer, sempre é possivel posiciond-lo no
espaco R? de tal forma que sua projecdo ortogonal sobre o plano xy seja um triangulo equildtero.

Demonstra¢do. Considere, no plano xy, o tridngulo equildtero de vértices

P:(17050)7 Q:(%7?70) € R = %a§70)

Considere também as retas s e t perpendiculares ao plano xy nos pontos Q e R, respectivamente.
Vamos provar que existem ntmeros reais f > 0 e y > 0 tais que os pontos

D= 1 \/_,ﬂ) e E:(1 ﬁ,y)

27 2

sobre as retas s e t formam um triangulo PDE que é semelhante ao triangulo ABC dado ini-
cialmente. Uma mudanca de escala apropriada transformard PDE em um triangulo congruente
a ABC, cuja projegao ortogonal sobre o plano xy serd um triangulo equildtero, estabelecendo assim
o teorema.

Sejam u = d(A,B), v=d(A,C) e w = d(B, C). Renomeando-se os pontos se necessario, podemos
supor, sem perda de generalidade, que u > v > w > 0. Para que PDE seja semelhante a ABC,
entao deve existir uma constante real k > 0 tal que

d(P,D) = ku, d(P,D)? = Kk?u?,
d(P,E) = kv, ou, ainda, d(P,E)? = k?v?
d(D,E) = kw, d(D,E)? = KkZw?2

Mas, d(P,D)? =3+2, d(P,E)2 =3+92 e d(D,E)2 =3+ (8- v)%. Sendo assim, o tridngulo PDE ¢
semelhante ao tridangulo ABC se, e somente se, o seguinte sistema de trés equacoes e trés variaveis
(B>0,v>0ek>0) possui pelo menos uma solugao:

3+ 2 = k%u?
3+ y2 = KV
3+(B-y)? = K*w

Destacamos duas ideias fundamentais da prova algébrica que sera apresentada: (1) “quem fatora,
fatura” no sentido de que por meio de varias fatoracoes adequadas sera possivel estabelecer que
vérias expressoes sdo > 0 e (2) baixar a dimensdo: (u,v,w) para (x,y, 1) e, depois, para y + @, com
a um parametro.

R
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Expandindo-se a terceira equacao, obtemos que 3+ 8% —2 By +y? = k?w?. Mas, das duas primeiras
equacoes, segue-se que 82 = k?u? - 3 e y2 = k?>v2 - 3. Portanto,

3+82-2By+y?=k*w? o 3+ (K%u?-3)-28y+ (k®v? - 3) = k*w?
o 2By =kK*(u?+v?-w?) 3.

Mas, se 28y = k?(u? + v2 — w?) — 3, entdo, elevando-se ao quadrado os dois lados da equacdo
(observe que os dois lados da equagdo sdo nao negativos, pois >0,y =0e k(w2 +v2-w?)-3=
(k*u? - 3) +k2(v2 -~ w?) = B2+ k*(u - v)(u+v) > 0), segue-se que, de forma equivalente, que

4,82’)/2 — (kz(u2+V2*W2)*3)2
= kK'(?+v?-wH? 6K+ v - w?) +0.
Dado que 4 82y? =4 (k®u? - 3)(k?v? - 3) = 4k*u?v? - 12k?(u? + v?) + 36. Consequentemente,
48%2 =k (w2 +v2 - wH)? 6K (2 +v2 - w?) +9
g
4k*uv? - 122 (2 +v) + 36 = kK (w2 + vZ - w22 - 6k2 (w2 +vE - w?) +9
g
[4u?v? — (B +v2 - w2k 6 (L +vZ+wH) k2 +27=0.
agora, note que

4uvi - (P +v - w?)l=(v+w-w) (u+w-v) (u+v-w) (u+v+w) >0

pois u, v e w sao medidas dos lados de um tridangulo, as quais, portanto, devem satisfazer as
desigualdades triangulares. Assim, a equacao

[4u?v? — (2 +v2 - w?)? Kk 6 (W2 +vZ+wH K2 +27=0 *)
é, de fato, uma equacao quadrética em k%. Dado que

A = [ 6@ +vZ+wH)]? - 4[4uPv? - (2 +v? - w?)?][27]
144 (u47u2 Ve wlevtoviw? +W4)

72 [(0? - v+ (0 - w2+ (v - wP)P] > 0.

Tal equacao quadratica em k? possui solucdes reais, a maior delas dada por

3P +vi+w?) + 3V2y/(u2 - v2)2 + (U2~ w2)2 + (v2 -~ w2)2

k2
4u2v2— (u2 +v2 - w?2)?2

Note que, como 4u?v? — (u? +v? - w?)2 > 0, entdo

>0 >0
e mreeeeens
3% +v2 +wh) +3V2y/(u2 - v2)2+ (u2 - w2)2 + (v2 - w2)?2
2

> 0.
4utv? - (W? +v2 - w?)

>0

205 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE

I I I ’ MATEMATICA

Rttt St i s i El Adji e Bortolossi

Para obter os valores de B e y a partir das equacbes 82 = k?u® — 3 e y? = k?v? - 3, precisamos
mostrar que k*u? -3 > 0, k*>v2 -3 > 0 e k>w? -3 > 0. Como u > v > w, basta mostrar que
k*w? - 3 > 0. Escrevendo

T(u,v,w) = V2¢/(u2 — v2)2 + (2 - w2)2 + (v2 — w2)2,

temos que

32 +v2+w?) +3T(u,v,w)
k2 273 — » Vo 273
W 4u2v2— (u2+v2-w?2)?2 W
W+ v+ w2+ T(u,v,w)) w? B

4u2v2 — (u2 +v2 —w?2)2

3 1

S[F(u7 v, W) - 1]7

com a funcao F definida por

W +v2+ w2+ T(u,v,w)) w?
4u?v? — (u2 +v2 - w2)?

F(u,u,w) =

Devemos mostrar que F(u,v,w) > 1 para todo u,v,w €]0,+c0[ com u+v > w, u+w > v e

v+w>ueu=v2>w>0. Note que F é uma fungao homogénea, pois para todo 1 > 0, vale que
F(Au,Av,Aw) = F(u, v, w). Assim,

1 1 1
F(U.,V,W) =F (_ u, — Vv, — W) = F(X7y7 l)a
w w w

com x =u/w e y = v/w. Dessa maneira, basta mostrar que F(x,y,1) > 1 para todo x,y € [1,+oo[
comx+y>1,x+1>yey+1>xex>y=>1. O conjunto dos pares ordenados que satisfazem
simultaneamente essas desigualdades pode ser escrito da seguinte maneira:

Dz{(XaY)GRQ|X=y+acomOSa<1ey21}.

Y &
X
3
4

D rT=y+a

iR

Assim, é suficiente mostrar que F(x,y,1) = F(y +a,y,1) > 1 paratodo 0 < a < 1ley > 1.
Escrevendo:

N1 = ¥+ (@+y)?+ V22 - D2+ ((@+y)2 - D2+ (2 + (a+y))2 +1,
D; = 4y’ (a+y)’ - (P +(a+y)’-1)?

N = 1,

D, = 1-a?,

N
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vamos mostrar que

1 Ny Ny NyD,-N,Dy
1-a2 Dy Dy D:D5

F(y+a,7y71)7 ZO,

pois, nesse caso, F(y+a,y, 1) seria maior do que ou igual a 1/(1-a?) que é maior do que ou igual
a 1 dado que 0 £ @ < 1. Uma vez que DDy > 0, resta mostrar que NyDs — NoDy > 0. Mas,

NiDy - NyDy =2 (@ 1) (¢+1) E=2(1-@?) E,

onde

E=vVot+4a3y+5a2y2-a?2+2ay? 2ay+y!-2y2+1-y?> -ya+1.

Dado que 2 (1 —a?) > 0, resta mostrar que E > 0 e, para isso, é suficiente mostrar que

Vot+d4ad y+5a2y2-a2+2ay3-2ay+yi-2y2+1>y? +ya—1.

Visto que y2+ye—1> 0 paratodo 0 <a <1 ey >1, acondicio anterior é equivalente a

(Wat+4a3y+5a2y2—a?2+2ay?—2ay+y*—2y2+1)2 > (y2 +ya—1)2
ou, ainda,
' +4aPy+5aiyE-at+2ay 2ay+yt -2y 41 (P +ya-1)2>0.

Mas,

dt+4ady+5a®y? -’ +2ayd 2ay+yt -2y +1-(yP4+ya-1)?=

@ +4y*+4ay-1).

Mas a? +4ay > 0 e 4y%2—1 > 3, de modo que a?(a®? +4y?>+4ay—1) > 0. -

Existe uma prova geométrica sintética do Teorema de Lhuillier, disponivel no cldssico livro 100 Great
Problems of Elementary Mathematics: Their History and Solution, de Heinrich Dorrie. Uma vantagem
da nossa prova algébrica é que ela nos ensina como posicionar exatamente o tridngulo ABC para que sua
projecdo ortogonal no plano xy seja um tridngulo equildtero. Uma versdo interativa dessa construgdo feita
no GeoGebra estd disponivel neste enderego: <https://ggbm.at/ukycq8ch. Um video exibindo este applet
do GeoGebra em agao pode ser visto aqui: https://youtu.be/yyxOcRAQFLA.

Uma outra maneira de se interpretar o Teorema de Lhuillier € a seguinte: se¢des planas adequadas de
um prisma “infinito” cuja base é um tridngulo equildtero (uma barra de chocolate troblerone infinito)
reproduzem, a menos de semelhanga, qualquer tridngulo especificado.
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Figura: implementagdo do Teorema de Lhuillier no GeoGebra.

O Teorema de Lhuiller € frequentemente usado como um lema para a demonstragéo do Teorema Fundamental
da Axonometria (o Teorema de Pohlke): dados trés segmentos arbitrarios OU, OV e OW em um plano «,
com mesma origem O e que ndo estdo todos contidos em uma mesma reta, podem ser considerados como
uma projecio paralela das trés arestas OU, OV e OW de um cubo no espaco (Klein, 2016). E esse teorema
que garante que os desenhos de sistemas ortonormais no R? que se costuma fazer nas aulas de Geometria
Analitica estdo todos corretos.

Figura: o Teorema Fundamental da Axonometria.

Observacido: esse trabalho foi motivado por uma das atividades do capitulo de vistas ortogonais e proje¢oes
em perspectiva do Projeto Livro Aberto de Matematica da Obmep/Impa (https://www.umlivroaberto.com/).
3 (u2+v2+w2)73‘/5\/(u27v2)2+(112—w2)2+(v2—w2)2
4u?v2—(u+v2-w?)?
eventualmente ser negativa e, entdo, deve ser descartada (tome, por exemplo u = 3/2, v=1ew = 1, de
modo que k? = 4/3, com k?w? — 3 < 0, 0 que ndo convém!).
ran
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Segundo o site MacTutor https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Lhuilier/, Simon Antoine Jean
Lhuilier (1750-1840) foi um matematico suico que trabalhou em anélise, topologia e probabilidade. Simon
Lhuilier (as vezes escrito Simon L'Huilier) era filho de Laurent Lhuilier, um joalheiro e ourives. Sua mae,
Suzanne-Constance Matte, era a segunda esposa de Laurent Lhuilier e havia trés filhos mais velhos na
familia. Os Lhuilier eram uma familia huguenote, origindria de Méacon, mas depois que o Edito de Nantes
(que concedeu liberdade religiosa aos huguenotes) foi revogado por Luis XIV em 1685, eles tiveram que
fugir. Eles se estabeleceram em Genebra em 1691.

Lhuilier foi um aluno excepcional do ensino médio e passou a estudar matematica na Academia Calvin, onde
aprendeu matemdtica com um dos ex-alunos de Euler, Louis Bertrand, e fisica com Georges-Louis Le Sage.
Foi por meio de Le Sage que Lhuilier obteve seu primeiro cargo como tutor da familia Rilliet-Plantamour,
cargo que ocupou por dois anos.
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Relacionando critérios de divisibilidades com sistemas
de numeracao

Thiago Rodrigues Cavalcante!® Rafael Pimenta Alves®

Resumo

Neste trabalho vamos relacionar a divisibilidade de um nimero com o sistema de numeragao desse
em uma dada base. Mais precisamente, determinamos quando um numero escrito em uma dada
base r é divisivel por (r—1) e (r+1). Partimos dessa generalizacao e obtemos os conhecidos critérios
de divisibilidade por 9 e por 11, quando o niimero em questao esta escrito na base r = 10. Utilizamos
tais conceitos para resolver exercicios de olimpiadas de matemadtica, questoes de pds-graduacao e
desvendar algumas brincadeiras comuns nas rodas de amigos, em que as respostas secretas, estao
diretamente ligadas a sistemas de numeracao.

Palavras-chave: sistema de numeracao; divisibilidade por 9 e por 11;

Abstract

In this work we are going to relate the divisibility of a number to its numbering system on a given
basis. More precisely, we determine when a number written on a given base r is divisible by (r—1)
and (r+1). We started from this generalization and obtained the well-known divisibility criteria
for 9 and 11, when the number in question is written in the base r = 10. We use these concepts to
solve math olympics exercises, graduate questions and unveil some common games in the circles
of friends that, the secret answers, are directly linked to numbering systems.

Keywords: numbering system;divisibility by 9 and by 11;

1. Introdugao

Sistema de numeragao e divisibilidade sao temas recorrentes em questoes de diversas olimpiadas
de matematica em diversos niveis, além de estarem presentes em disciplinas da graduagao e pos-
graduacoes, bem como exames de qualificacao de programas de pds-graduacao. Nosso principal
objetivo deste trabalho foi o de relacionar esses dois temas, de modo a obter um padrao e, desse,
deduzirmos os conhecidos critérios de divisibilidade por 9 e por 11. O que estd ”escondido” nesses
dois critérios é que o nimero a ser verificada sua divisibilidade tanto por 9, quanto por 11 esta
representado na base 10.

Ao escrevermos um numero, precisamos reconhecer em que base numeérica estamos trabalhando.
Apesar de usualmente trabalharmos com a base decimal (base 10), podemos pensar em outras

Parcialmente apoiado pela Propesq 05/2021
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bases, as quais possuem varias aplicagoes e historicamente vém sendo utilizadas e deixam resquicios
até os dias atuais.

Na computagdo, por exemplo, temos a utilizacio da base bindria (onde utilizam-se apenas os
algarismos 1 e 2). Outro sistema de numeracao conhecido é o sexagenal, o qual tem resquicios na
medi¢ao de uma hora com 60 minutos e na circunferéncia contendo 360. Do sistema duodecimal
(com doze unidades), ainda utilizamos para a contagem de uma dizia e, no sistema inglés, temos
que 1 pé equivale a 12 polegadas.

Uma brincadeira interessante envolvendo sistemas de numeragao é sobre a escolha de uma peca de
domind. Para o leitor que nao conhece uma pega de dominé, trata-se de um retangulo dividido ao
meio, no qual em cada um dos seus lados existe uma quantidade de pontos, de 0 a 6 pontos. Dois
amigos encontram-se e um deles pede ao segundo para escolher uma peca de domind, a qual possui
dois algarismos, 0,1, 2,3,4,5 ou 6, combinados dois a dois. O primeiro pede que este escolha uma
da duas quantidades e multiplique-a por 5. Em um segundo momento, some 3 ao resultado, e, no
que segue, some o nimero obtido por 2. Por fim, pede-se que some o resultado final com o outro
nimero da peca e pergunta-se qual o resultado. A partir desse, é possivel determinar a pega do
dominé escolhida pelo amigo.

Trabalhando matematicamente a brincadeira citada, consideremos n = xy um numero de dois
algarismos, onde x e y representam a quantidade de pontos da pega do dominé. Vamos estudar
todos os passos da brincadeira e, partindo de uma resposta aleatéria, tentar obter a pega do
dominé.

i) Escolher um dos algarismos x ou y e multiplicd-lo por 5. Sem perda de generalidade, vamos
escolher x. Portanto obtemos 5x, como resultado.
ii) Somar 3 ao resultado, resultando em 5x + 3.
iii) Multiplicar o ntimero obtido por 2, ficando com 2(5x + 3)

iv) Some o resultado final ao segundo nimero da peca e fale o valor final, ou seja, 2(5x + 3) +y.

Supondo que o resultado final seja 52, entdo teremos que

2(bx+3)+y = 52
10x+6+y = 52
10x+y = 46,

de onde concluimos que x =4 e y = 6, pois podemos reescrever 46 =4 - 10 + 6.
Uma outra atividade interessante é o O Nove Misterioso, que consiste em:

Pega para alguém escolher, em segredo, um nimero natural com, pelo menos, trés algarismos
(no sistema decimal,é claro). Peca, ainda, para que efetue uma permutacdo qualquer dos seus
algarismos, obtendo um novo niimero, e que subtraia o menor do maior desses dois ntimeros.
Finalmente, pega ao seu parceiro de jogo para reter um dos algarismos diferentes de zero desse
novo nimero e divulgar os restantes. E possivel adivinhar o algarismo retido!

Vamos analisar matematicamente, o que acontece nessa atividade. Sejam a = (rarirg)1p 0 nimero
escolhido e b = (ToT1Tp)190 0 numero obtido pela permutacdo dos algarismos de a. Para que fique
mais claro, vamos dar um exemplo. Suponho que a = 530, entao um possivel b, seria b = 305.

D
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Temos que a = (121170)10 = r2102 + 1110 + 1, logo

a—(rg+ry+1r9) = (ro102 +11104+19) — (r2 + 11 +10)
ro(10% — 1) +11(10 - 1). (1)

Nao ¢é dificil verificar que, para todo n € N, 10" — 1 é multiplo de 9. Portanto, segue de (1) que:
a=(rg+r;+19)+9q e, obrigatoriamente
b= (ro+r; +19) +9q".

Portanto, supondo sem perda de generalidade que a < b, temos que
b-a=9(q —q) = 9%k.

Finalmente, para adivinhar o algarismo omitido na resposta do seu parceiro, basta descobrir o
quanto devemos somar a soma dos dois digitos divulgados para que tal soma seja divisivel por 9.

Além dessas duas particularidades, podemos encontrar outras que envolvem diretamente o estudo
de sistemas de numeragoes e divisibilidade. Motivados por essas brincadeiras comuns em redes
sociais e rodas de amigos, onde um sabe a resposta e os demais nao sabem diretamente o motivo por
tras dessas, que é um estudo dos sistemas de numeragoes e divisibilidade com certas adaptagoes,
realizamos este trabalho no qual relacionamos estes contetidos, abordando-os em exercicios de
olimpiadas e aplicagoes interessantes.

De modo a nao tornar o texto extenso e de leitura cansativa, vamos supor que o leitor esteja fa-
miliarizado com algumas definigbes e propriedades estudadas nos cursos de Aritmética, no quesito
Divisibilidade, Congruéncia e Sistemas de Numeracao. Entretanto, para que o texto seja autocon-
tido, os Teoremas e as Proposicoes necessarios para a demonstracao dos principais resultados farao
parte das Preliminares deste trabalho.

Neste trabalho, nao fazemos apenas uma deducao do critério de divisibilidade de um nimero escrito
na base 10, por 9 ou por 11, utilizando sistemas de numeragoes. Aqui generalizamos este, para um
caso geral de um nimero escrito em uma base r € N ser ou nao divisivel por (r—1) ou por (r+1).
Dessa generalizacao, seguem diretamente os critérios, para o caso em que o nimero esteja na base
r = 10, o caso da divisibilidade por 9 e por 11.

Além das atividades interessantes pré-citadas, este trabalho é motivado por questoes oriundas de
olimpiadas, adaptadas para o nosso tema. Dentre elas destacamos:

Problema 1.1. Mostre que 2 t (1120122)3, quando é representado na base 10.
Problema 1.2. Sobre qual condi¢ao o ntimero (abc)g é divisivel por 57

Problema 1.3. Usando os algarismos 1,2,3,4,5,6 e 7, construimos varios nimeros de sete digitos
distintos. Existem dois deles, distintos, tais que um divida o outro?

Note que, nos dois primeiros problemas citados, estamos relacionando um niimero em uma certa
base r com sua divisibilidade por (r—1) e/ou (r+1). O terceiro problema é bastante interessante
e estard ligado ao estudo de congruéncia. Além de resolver tais questoes, vamos provar nossos
principais resultados e exemplificar, utilizando sistemas de numeracao relacionando estes com
divisibilidade, provando que sao de grande relevancia para o estudo de divisibilidade de um inteiro,
escrito em uma certa base, por um numero fixado.

De modo a tornar o texto autocontido, enunciaremos e demonstraremos alguns dos resultados
utilizados neste trabalho, utilizando técnicas de inducao e a familiaridade do leitor com as nogoes
de aritmética e mateméatica discreta.

N
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2. Preliminar

Antes de partimos para algumas proposicoes e resultados interessantes e que estao ligados aos
principais resultados deste texto, vamos definir o que vem a ser um numero estar escrito em uma
certa base 8 > 1 qualquer. Dizemos que um numero a € R, estd expresso na base B se ele é escrito

na forma:
[ee)

@:= ()= ) ap",

n=0
em que a, sao inteiros entre 0 e (8—1).
No que segue, vamos ilustrar o conceito de sistemas de numeragao com dois exemplos, um mais
simples e o segundo com um pouco mais de detalhes.
Ezemplo 2.1. Considerando 8 =5 vamos escrever o numero 3421 na base 5. Nesse caso, temos que
ap =1,a; =2,a9 =4 e ag = 3. Portanto:

(3421)5 =3-52+4-52+2-5' +1.5°.

De onde segue que (3421)5 = (486)19 = 486.

Ao analisarmos alguns problemas oriundos de olimpiadas que envolvem divisibilidade e sistema de
numeragao, deparamo-nos com a seguinte situacao:

Observacgao 1. Note que, para qualquer a € R, temos que:

(a+1)3=(a+1)-(a+1)-(a+1).

Ao analisarmos o termo do lado direito da identidade anterior, verificamos que se trata de um
produto de trés termos idénticos, onde em cada um temos duas possibilidade de niimeros a serem
escolhidos, o ntimero a e o 1. Nao ¢é dificil verificar que temos 8 possiveis escolhas dos ntmeros,
ja que sao trés produtos, com 2 elementos em cada a e 1. Para continuar com nossos propositos,
vamos listar as possibilidades a seguir:

a-a-a = a° onde escolhemos (a,a,a)
a-a-1 = a® onde escolhemos (a,a,1)
a-1-a = a? onde escolhemos (a,1,a)
a-1-1 = a onde escolhemos (a,1,1)
l-a-a = a? onde escolhemos (1,a,a)
l1-a-1 = a onde escolhemos (1,a,1)
1-1-a = a onde escolhemos (1,1,a)
1-1-1 = 1 onde escolhemos (1,1,1)

Portanto, temos 8 termos dos quais os 7 primeiros sao multiplos de a e o 1ltimo termo vale 1. E
consequentemente,

(a+1)¥=a’+3-a?+3-a+1=(a?+3-a+3)-a+1l=k-a+1,
onde k = k(a) € Z.
1Y
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Se aumentarmos a poténcia, utilizando o mesmo raciocinio para (a+1)*, vamos obter 16 elementos,
dos quais 15 sdo miiltiplos de a e um termo vale 1. Em um modo geral, (a+1)™ possui 2" muiltiplos
de a e um termo vale 1. Sobre tal perspectiva, vamos ao seguinte resultado

Proposicao 1. Sejam a € R en € N. Entdo, existe k =k(a) € Z tal que

(a+1)"=k-a+1.

Demonstracao. Déa-se a demonstragao utilizando o critério de indugao sobre o natural n. Mais
precisamente, temos que paran =1, (a+1)! =a-1+1 e portanto o resultado é verdadeiro.

Suponha que
Pn):(a+1)"=k-a+1
seja verdadeira para qualquer n € N. Vamos mostrar que o mesmo ¢ satisfeito para o sucessor de

n, ou seja, P(n+1): (a+1)™' =k-a+1, para algum k € Z.

Note que
(a+D™ = (a+D"-(a+1)!
= (k-a+1)-(a+1)
= k-a’+k-a+a+1
= a-(k-a+k+1)+1
= E-a+1,
como queriamos demonstrar. O

Uma pergunta que cabe aqui é como seria se em vez de determinarmos o valor de (a + 1)", pro-
curdssemos saber quanto vale (b —1)", para um nimero arbitrario b € R e n € N. Esse caso é um
pouco mais detalhado, pois dependendo da paridade do natural n obtemos um resultado, e, para
outra, um outro, devido a potenciacao do termo negativo.

Para estudar tal caso, vamos realizar um estudo sobre o Bindmio de Newtow. Claramente o
binémio, tem relagao direta com a Proposigao 1, entretanto, na nossa pesquisa, nao encontramos
a demonstracao da forma que segue.

Antes de o apresentarmos a demonstragao do Binomio de Newtow, é necessario lembrar da definicao
de ntimero binomial:

Defini¢ao 2.1 (Ntdmero Binomial). Tal nimero, que também representa a combinagao simples de
n elementos tomados k a k, é denotado por C}, ou (E) e definido como:

(n) B n!
p/ pl-p)!’

onden!=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1¢é o fatorial de n € N. Se p < 0 ou p > n, admitimos que
(;) =0 e por convencio denotamos 0! = 1.

Proposigao 2 (Binémio de Newton). Sejam x ey inteiros e n um natural. Entao:

(x+y)" = zn: (E)X“ foyk (2)
ran
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Demonstragao. Para demonstrar esta expansao por Binémio de Newton, vamos precisar utilizar a
seguinte relagdo, conhecida como Relagao de Stifel:

+1
) (o )_(n ' 3)
p p+1 p+1
Demonstragio. A demonstragao dessa identidade pode ser encontrada em Hefez [2]. o

Inicialmente, vamos escrever a expansao (2) :

B Y SRR

A técnica utilizada serd indugdo sobre a poténcia n € N. Para evitar qualquer contrariedade, a
base de indugao serd verificada paran=0en=1

i) [n = 0] Supondo que a soma x +y # 0, vemos que (x+y)? =1 ¢, por outro lado, (3)x° =1, donde
segue que a base indutiva é satisfeita.

1

ii) [n = 1] Para n = 1, temos que (x+y)! = x+y. Na expansio, temos que (é)x1 + (vt =x+y,

portanto o resultado é verdadeiro para n = 1.

A hipétese de indugao sera que o resultado é valido para um certo k € N, ou seja,

(x+y)k= (]S)Xk + (11{)>(k1y:l +...4+ (kk 1)xykl + (t)yk (4)

e provar que continua sendo satisfeito para o sucessor (k+1).

Inicialmente, vamos multiplicar (4) por (x +y), obtendo:
K e (K} ki k k1, (K)ox
(O)X +(1)x Vo Y L)Y
k) e (K)ox k) ok (k) x
[(O)X o U R AT Y Lo o

[(E)xky + (II)XkIyQ +o (kk 1)ka N (i)yku} )

Xk+1

(X + y)k+1

(x+y)-

(X + y)k+1

+

k
Analisando os termos em (5), temos que, tirando o primeiro termo da expansao ( 0) e o tultimo

k
(k)yk+1, os demais podem ser agrupados, da seguinte forma:

Il e 1 (% R R

Aplicando a relacao de Relagdo de Stifel (3) em cada um dos termos entre parénteses de (6)

obtemos:
k k+1 k+1 k
k+1 _ k+1 k k k+1
(x+7y) = [(O)X +( 1 )x y+...+( K )Xy +(k)y ] (7)
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k k+1 k k+1
Como ( ) = ( * ) =1le ( ) = ( - ) =1, entdao podemos substituir os mesmos em (7):

0 0 k k+1
k+1 k+1 k+1 k+1
(x+y)t = ( :)- )Xk+1 + ( I )Xky+...+ ( -k'- )ka+ (k:l)yk+1]’
verificando assim a hipdtese de inducao. O

Segue diretamente da expansdo dada em (2), parax=aey =1, que

(x+y)" = i (E)Xnk . yk

k=0
(x+y)" = g)xn + (];l)xnly1 + (;)Xnng +o+ (nn2)x2yn2 + (nn 1)Xynl + (E)yn_
(a+1)" = (E)an+ (rll)anl(l)l+ (;)an2(1)2+...+ (nn2)32(1)n2+ (nnl)a(l)nl+ (E)(l)n

que, da Proposigao 1, obtemos que (a+1)" = k(a) - a+ 1. Nesse caso, ndo obtemos alteracao com
a paridade de n, pois o segundo membro da expansao (2), y = 1, é positivo. Para determinarmos
o valor de (b—1)", para um ntumero arbitrario b € R e n € N, vamos considerar x =b e y = (-1)
em (2), obtendo:

(b-1)"=[b+(-D]* = (E)b“ + (T)bnl(nl + (;)bn2(1)2 + (g)b“3(1)3 + (Z)b“4(1)4 ..

+ (n 2)b2(1)r12 + (n 1)b(l)nl + (n) o

Analisando o termo do lado direito da tltima igualdade, verificamos que esse dependera diretamente
da paridade de n. Por exemplo, se n = 4 temos que

(3)b4 + (;l)b3(1)1 + (;1)102(1)2 + (;L)bl(l)3 + (i)b0(1)4

bt~ 4b3 +6b% —4b+ 1,

(b-1?

de onde temos que os sinais dos coeficientes que multiplicam b alternam-se em positivos e negativos,
com o ultimo termo que multiplica b tem sinal negativo (—4b) e o final somamos 1. De modo que,

obtemos
(b—1)* =kn(b) -b+1,

onde k;,(b) depende de b e da paridade de n.

Supondo n = 5 temos que

(5)b5 + (?)b‘*(l)l + (;)b3(1)2 + (g)bQ(l)?’ + (i)b1(1)4 + (2)1@0(1)5

5
(b—1) 0

b® — 5b* + 10b> — 10b? + 5b — 1.
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Novamente, temos que o sinais dos coeficientes sao alternados, e, aqui, o dltimo termo que multi-
plica b tem sinal positivo (+5b) e subtraimos 1. De onde segue que

(b-1)° =ky(b) - b1,

kn(b) depende de b e da paridade de n. Utilizando este raciocinio e a demonstracio da Proposigao
1, somos capazes de provar o seguinte resultado:

Proposicao 3. Sejam b € R e n € N. Entao, existe k =k, (b) € Z tal que
(b—1)"=ku(b) -bx1,

onde ky(b) depende de b e da paridade de n. Mais precisamente se n for par, temos que
(b-1)"=ky()-b+1

e quando n for impar

(b—1)* =kn(b)-b—1

O proximo exemplo ird utilizar algumas nogoes basicas de congruéncia modular. Mais precisa-
mente, vamos precisar da seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2. Seja m um nimero natural. Diremos que dois niimeros inteiros a e b sdo congruentes
modulo m se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sao
congruentes médulo m, escreve-se

a=b mod m.

Segue da Defini¢cdo 2.2 o seguinte resultado:

Proposicao 4. Sejam a,b,m € Z, comm > 1. Tem-se que a =b mod m se, e somente se, m|(b—a).

Demonstragio. A demonstragio dessa identidade pode ser encontrada em Hefez [2]. ]

Ezemplo 2.2. Vamos encontrar os dois ultimos algarismos, em representacao decimal, do nimero
3200.

Temos que um ntumero real positivo a escrito na base 10, ou em representagao decimal, é dado por:
a=(apan1...228180)10 = anl0®+a, 110" 1 +...2910% +2a;10 + ag.
Como estamos atras dos dois ultimos algarismos desse niimero, vamos trabalhar da seguinte forma:

10%(ay10™ 2 + a, 110" 2 + ... ag) + (10a; + ag)

100(anan—1 . ..a2)10 + (a120)10- (8)

a = (apan 1 ...22a180)10

Portanto, segue de (8), que para determinar os dois iltimos algarismos de 32°Y basta determinarmos
o resto da divisao desse por 100, pois dai teremos (a;ag)19 = a1 - 10+ ag, onde a; € o algarismo das
dezenas e ay da unidade.

Note que
3200 _ (32)100 _ 9100 _ (1() _ 1)100,

N
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Segue de (8), para b =10 e n = 100, que

1 1 1 1 1
(10— 110 — 00 10100 00 109(-1)" + 00 B (1)2 + 00 BOT(1)% + 00 109 (1)t +. ..
0 1 2 3 4
100, o, Lvos , (100}, g9 (100} - 400
(98)10( 1) +(99)b( )7+ 100( 1)
100 - 100 - 99 - 100-99 - 98 -
= 100 _100-10% + 002'99.1098,w.1097+w.1096,_“
100 -
002|99 -10%2-100-10+1,

de onde segue que
32 =1 mod 100.

Portanto, temos que (ajag)ig = 0 - 10+ 1, de onde segue que os dois ultimos algarismos desses
numero sao 01.

Na préxima sessao, vamos enunciar e demonstrar os principais resultados do trabalho, bem como
exemplificd-los de modo a tornar os resultados interessantes para o leitor.

3. Resultados Principais

Aqui se encontra a parte principal e a que, de certa forma, motivou a construgao deste texto.
Inicialmente, vamos construir a ideia do critério de divisibilidade por 9, utilizando dois problemas
que geram um resultado com uma propriedade bastante curiosa, a qual é enunciada e demonstrada.
Essa propriedade possibilitara a construcao de um critério de divisibilidade de um nimero escrito
numa base r por (r—1). Além disso, também deduzimos um critério de divisibilidade de um nimero
escrito numa base r por (r + 1), de onde segue o conhecido critério de divisibilidade por 11. Para
tais construgoes, vamos comecar com dois problemas, citados na introdugao, de modo a motivar
as dedugoes dos critério que serao demostrados

Problema 3.1. Mostre que 2 t (1120122)3, quando esse é representado na base 10.

Solugdo 3.1. Antes de partir pra solugdo do problema propriamente dito, observe que estamos
analisando um nimero na base r = 3 e verificando se é ou nao divisivel por (r—1) = 2.

Realizando a mudanca de base do nimero (1120122)3 para a base 10, temos

1-3%41-3°+2.3240-33+1-32+2-3'+2.3°
729+243+162+9+6+2
(1151)10 9)

(1120122)5

De fato, o numero (1151);¢ nao é divisivel por 2.

Embora seja esse um problema simples, ele foi escolhido de forma conveniente para podermos
conjecturar um padrao que relaciona o niimero escrito na base 3, com sua divisibilidade por 2.

Mais precisamente, vamos resolver o mesmo problema de outra forma. Primeiramente, vamos
utilizar a Propesi¢ao 1 na decomposicao de (1120122)3. Reescrevendo esse niimero, temos que
1-3°+1-3°+2-3*+0-3%°+1-32+2-3'+2.3°
L-2+D5+1-@2+1D)°+2- 2+ D*+0-2+13+1-2+1D?+2- 2+ 1D +2

D

(1120122);
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Pela Proposigao 1, temos para cada poténcia de (2 + 1), que existem inteiros ki, ko, k3, ksks € kg
tais que

(102012)3 1-2-ki+1D)+1-(2-ko+1)+2-(2-ksg+1)+0-(2-kg+1) +
1-2-ks+1)+2-(2-kg+1)+2

2-(ky+ko+ks+ky+ks+kg)+(1+1+2+0+1+2+2) (10)

+

Como 2 - (k1 + ko + ks + kg + ks + kg) é multiplo de 2, entdo segue de (10) que 2 | (102012)5 se, e
somente se, 2 | (1+1+2+0+1+2+2), 0o que ndo é verdade, ji que 2 1 9.

O segundo problema em destaque ira ilustrar, de forma mais abstrata, o nosso resultado principal:
Problema 3.2. Sobre qual condi¢ao o nimero (abc)g é divisivel por 57

Solugdo 3.2. Fazendo a mudanca de base do nimero (abc)g para a base 10, temos

(abc)s = a-62+b-6"+c-6°
a-G+1)2+b- G+ +c-(5+1)°

Portanto, pela Proposicao 1, temos que existe k; € Z, tal que

(abc)g a-(bki+1)+b-(5+1)+c
a-5-ki+a+b-5+b+c

= b(a-ki+b)+(a+b+c) (11)

Logo, segue de (11) que (abc)g serd divisivel por 5 se a soma (a+ b + ¢) for miltipla de 5. Note
novamente que a soma (a+ b +c) é exatamente a soma dos algarismos do ntimero (abc)g. Essa
propriedade nao acontece por acaso, ela é generalizada no seguinte resultado:

Teorema 1. Um numero a escrito na base r € N, a = (aya, 1---aja9)r € divisivel por (r—1) se, e
somente se, a soma (ay +a, 1 +---+a1 +aqg) for divisivel por (r—1).

Demonstracao. Por hipdtese, o nimero a representado na base r, ou seja,
a = (agay 1 -ajag);.
Reescrevendo a, temos que

an(D)® +an 1 (1) T+ +a1 (1) +ag(r)? (12)
ap[(r=1D)+1]"+a, 1[(r— 1)+ 1"+ +a[(r—1) + 1] + a.

a

a

Note que, em (12), apenas reescrevemos a base numérica r = (r—1) + 1.

Segue da Propesigao 1 que existem ki, ko, -+ k, € Z, tais que
a = aplkn(r—1D+1]+ay 1[kn1(c—1)+1]+---+a[(r—1)+1] +ag
a = (r—1(agky+ag 1ky1+---+ay)+(ag+a, 1+ --+a; +ag) (13)
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Em (13), aplicamos a distributiva e colocando o termo (r—1) em evidéncia. Portanto, como o
primeiro termo do lado direito de (13) é divisivel por (r — 1), a sera divisivel por (r — 1) se, e
somente se, a soma (a, +a, 1+ -+ +aj +ag) for divisivel por(r—1). O

O critério de divisibilidade por 9 é, na verdade, um caso particular do Teorema 1, para o caso de
r = 10. Mais precisamente,

Proposicao 5. Um numero a = (azay—1---a189) escrito na base 10 € divisivel por 9 se, e somente
se a soma (ay +ay 1 +---+ay +ag) for divisivel por 9.

Ezxemplo 3.1. Seja (21101)3. Segue do Teorema 1 que (2 = 3-1) | (21101)3 se, e somente se,
21 (2+1+1+0+1)=5. Como 2 t 5, entdo obrigatoriamente 2 { (21101)3. Vamos verificar tal fato,
realizando a expansao de (21101)3 na base 10,

(21101)5=2-3*+1-32+1-32+0-3" +1-3° =199,
que claramente nao é divisivel por 2.

Nesse momento, vamos relacionar um ntimero escrito em uma base r com sua divisibilidade por
(r+1), com o objetivo de obter um padrao, e, desse, para o caso r = 10, deduzirmos o critério de
divisibilidade por 11. Mais precisamente, vamos ao seguinte resultado:

Teorema 2. Um numero a = (apan-1---a1a9), € divisivel por (r + 1) se, e somente se, a soma
(an —ap1 +---—aq +ag) for divisivel por (r+1).

Demonstracdo. De forma anédloga a demonstragao do Teorema 1, escrevemos um nimero arbitrario
a na base r,

a = (apan_1---a1a0)r,

Ccomo:

an()" +an 1 (1) '+ +ar(n) +ag(r)’
an[(r+1) 1" +ap1[(r+1) 1]+ +a [ +1) - 1]' +ao. (14)

27
Il

Nesse caso, dividiremos o problema em duas situacoes, pra o caso onde o nimero tenha uma
quantidade impar de algarismos, ou seja, quando n for impar e o outro caso, para n par. Mais
precisamente, se n for um natural par segue da Proposicao 3 que

[c+1)-1]" = [ky((r+1)) - (r+ 1] +1
e se n for um natural impar, entao

[(r+1) - 1]" = [kn((r+1)) - (r+ )] — 1.

Sem perda de generalidade, supondo n fmpar, segue de (14) e da Proposicao 1, que existem
kl,kl, kg, kg, Ce ,kn,kn, € Z, tais que

an[(t+1) 1] +an 1 [(c+1) 1" 1+, . +a [ +1) 1]  +ag
= aplkn-(+1D)-1]+an1[kn1(t+1) +1]+ano[kno-(r+1)—1]+...+a;[(r+1)—1]" + a0

(r+1)[anEn+an 1k 1+ ag ok, o+...+aj]—[ap—ay 1 +a, o —...+a; —ag]. (15)
ran
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Como (r+ 1) divide o primeiro termo da identidade (15), segue que a é divisivel por (r+1) se, e
somente se, a soma (a, —a, 1 +---—aj +ag) for divisivel por (r+1). Fica a cargo do leitor verificar
tal resultado supondo que n seja um natural par. |

Ezemplo 3.2. Seja (50431)g um numero escrito na base 6. Segue do Teorema 2 que (7 =6+1) |
(50431)¢ se, e somente se, 7| (5—0+4—-3+1) =7. Como 7 | 7, entao obrigatoriamente 7 | (50431)s.

Vamos verificar que 7 | (50431)g, realizando a expansao de 7 | (50431)¢ na base 10:
5-6"+0-6°+4-6°+3-6"+1-6°

6480+ 144 +18+1

6643

(50431)¢

e 6643 =949 - 7.

Segue que o critério de divisibilidade por 11 é, na verdade, um caso particular do Teorema 2, para
o caso de r = 10. Mais precisamente,

Proposicao 6. Um nimero a = (agan_1---a1ag) escrito na base 10 € divisivel por 11 se, e somente

se, a soma (a, —ay1+...—ay +ag) for divisivel por 11

Utilizando os Teoremas 1 e 2, vamos resolver dois problemas que, a principio, ndo tem consonancia
com o conteudo dos resultados, mas a resolucao fica mais clara quando aplicamos os Teoremas.

Ezemplo 3.3. Descubra o ultimo nimero divisivel por 11 menor que a = 23412.

Solugcao 3.3. Aplicando o critério de divisibilidade por 11, temos que 2—-3+4 -1+ 2 = 4, como
11 4 4, entao 11 { 23412. Agora, vamos verificar a divisibilidade por 11, dos nimeros menores do
que a = 23412.

Note que, denotando a; = (a—1) = (23412) — 1 = 23411, temos que
1l1lag ©11](2-3+44-1+1) =3,

o que nao é verdade. Para as = (a—2) = (23412) — 2 = 23410,
1l]ag e 11| (2-3+4-1+0)=2

como 11 t 2, entdo 11 1 23410. Fazendo ag = (a—3) = (23412) — 3 = 234009,
11]aze 11| (2-3+4-0+9) =12

e, de 11 1 12, segue que 11 1 23409. Portanto, o tltimo nimero menor do que 23412 que é divisivel
por 11 é a4 = 23408, jd que (2—-3+4-0+8=11) e 11|11.

No exemplo que segue, vamos utilizar algumas defini¢cdes, consequéncias e propriedades de con-
gruéncia modular. Mais precisamente, vamos precisar do seguinte resultado:

Proposicao 7. Sejam a,b € Z e m,n, my, - ,m, inteiros maiores do que 1. Entdo, temos que

i) Sea=b mod m enlm, entdo a=b mod n;

it)a=b modm; Vi=1,2,---r & a=b mod [my,---,m,];
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itt) Sea=b mod m, entdo (a,m) = (b, m), onde (a.m) denota o mdzimo divisor comum entre a e
m, e [my,---,m;] o minimo miltiplo comum entre my,--- ,m,

Demonstragdo. A demonstragao desta Proposi¢ao pode ser vista em Hefez [2]. O

Ezemplo 3.4. Usando os algarismos 1,2,3,4,5,6,7, construimos varios nimeros de sete digitos
distintos. Existem dois deles, distintos, tais que um divide o outro?

Solu¢ao 3.4. Suponha por absurdo que existam dois desses ntimeros inteiros distintos m e n que
possuem 7 digitos cada, tais que m|n. Sem perda de geralidade, podemos supor que m < n. Como
m|m e, por hipétese m|n, entao segue diretamente que m|(n—m).

Inicialmente, note que a soma dos algarismos 1+2+3+4+5+6+7 =28 ¢ 94 28, portanto 9 f m
e 9 1 n, pois a soma dos algarismos de m e n sdo iguais a 28 e, caso 9 | m e 9 | n, pelo critério de
divisibilidade por 9, 9 deveria ter que dividir 28.

Por outro lado, como 28 =1 mod 9, entao

m = 1 mod?9
n = 1 mod9
n-m = 0 mod9=9n-m (16)

usando o item i) da Proposigao (7) em (16), teremos
n-m=0 mod [m,9]

mas como 9 4 m e m > 9, entdo mde(m, 9) = 1 o que implica [m, 9] = 9m, portanto 9m|n—m, assim
n—m = 0 que é impossivel, pois m # n ou |9m| < |[n—m|, logo

[9m| < |n-—m|
9m < n-m
10m < n. (17)

Nesse caso (17) é absurdo, pois m e n possuem a mesma quantidade de algarismos, portanto 10m
possuird um algarismo a mais que n; na verdade temos que 10m > n, ou seja, é absurdo supor a
existéncia do m, n, tais que m|n.

4. Consideragoes Finais

Este trabalho inicia-se na elaboragao de uma dissertagao de mestrado profissional em matematica,
com tema principal divisibilidade. Durante a elaboragao do texto, nas demonstracoes dos critérios
de divisibilidade, deparamo-nos com o estudo de sistemas de numeracao. Pesquisamos sobre tra-
balhos que relacionam os dois temas e nao encontramos algo como pensavamos e dai surgiu a ideia
de elaborar este texto.

Pesquisamos sobre questoes que envolvessem os dois contetidos divisibilidade e bases numéricas,
encontramos diversos exemplos de questoes e algumas brincadeiras entre amigos, em que no fundo
as solugoes baseavam-se em divisibilidade e sistemas de numeracao.

Surgiu a ideia do texto e as demonstragoes foram sendo formuladas juntamente com os resultados
principais. Esperamos que este trabalho auxilie discentes e professores do ensino basico, médio
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e superior. Acreditamos que este texto contenha exemplos e contetidos de suma importancia no
estudo de divisibilidades e sistemas de numeracao e o pode ser suporte para a elaboracao de outros
trabalhos académicos.

O autor deste artigo agradece a Propesq/UFT pelo apoio financeiro referente ao edital 05/2021.
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Um erro interessante ou
sequéncias log-concavas e o triangulo de Pascal

Eduardo Henrique de Mattos Brietzke ®

Resumo

Neste artigo fazemos um relato de como um erro no enunciado de um exercicio levou-nos muito
mais longe do que o acerto teria levado. Na tentativa de explicar aos alunos por que o exercicio,
tal com estava proposto, nao teria solucao, fomos levados a explorar um aspecto que normalmente
nao é focado quando se estuda o triangulo de Pascal e os coeficientes binomiais, que é o da
log-concavidade das linhas do tridangulo de Pascal. Este conceito, normalmente nao explorado,
proporcionou um entendimento mais aprofundo da impossibilidade no problema, muito além de
meramente trancar nos calculos. Os alunos estao familiarizados com os conceitos de convexidade e
concavidade de fungoes. Essa foi uma oportunidade de familiariza-los com esses mesmos conceitos
no contexto de sequéncias.

Palavras-chave: triangulo de Pascal, coeficientes binomiais, sequéncias log-concavas.

Abstract

In this article we report on how an error in the statement of an exercise took us much further
than the correct statement would have taken us. In an attempt to explain the students why the
exercise, as it was proposed, would not have a solution, we were led to explore an aspect usually
not focused when studying Pascal’s triangle and binomial coefficients, which is the log-concavity
of Pascal’s triangle rows. This concept, normally unexplored, provided a deeper understanding of
the nonexistence of solution to the problem, far beyond merely getting stuck in the calculations.
Students are familiar with the concepts of convexity and concavity of functions. This was an
opportunity to familiarize them with the same concepts in the context of sequences.

Keywords: Pascal’s triangle; binomial coefficients; log-concave sequences.

1. Introdugao

Tudo comegou quando propuz aos alunos da disciplina de Tépicos de Aritmética, do segundo
semestre do curso de Licenciatura em Matematica da UFRGS, entregar, entre outros, um exercicio
que pedia para encontrar trés coeficientes binomiais consecutivos de uma mesma linha do tridngulo
de Pascal, ou seja, da forma (), (1) e () que estivessem na propor¢ao 6 : 11 : 45.
Perguntava ainda se esses eram os inicos possiveis. Vamos ver que esse enunciado continha um
erro de digitagao. A analise desse erro junto com os alunos deu origem a consideragoes bastante
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interessantes, que serao expostas a seguir, motivando inclusive o estudo de um conceito novo para
os alunos.

A disciplina estd sendo desenvolvida na forma de Ensino Remoto Emergencial e os alunos estao
sendo avaliados através de listas de exercicios mais ou menos semanais. O exercicio em questao,
junto com outros dois, fazia parte da atividade de recuperacao de trés alunos, o que exigiu que a
atividade fosse avaliada de maneira a nao prejudicar os alunos.

2. Tentativa de resolugao do exercicio

Para inicio de conversa, vamos ver o que aconteceria se tentassemos resolver a questao. Queremos

W _ G _ (&)

6 11 45 7

ou seja,
n! n! n!

6kl(n-k)! 1l(k+D!m k- 1! 45(k+2)!(n- k- 2)!
Dividindo por n! e multiplicando por k!(n—k —2)!, obtemos
1 ~ 1 ~ 1
6(n-k)(n-k-1) 11(k+1)(n-k-1) 45(k+2)(k+1)

Invertendo as fragoes, ficamos entao com
6(n—-k)(n-k—-1)=11(k+1)(n—-k—-1) =45(k+2)(k+1).

Da igualdade 6(n —k)(n—k—1) = 11(k + 1)(n — k — 1), segue que 6(n—k) = 11(k + 1), isto é,
6n =17k + 11.

Da igualdade 11(k + 1)(n—k —1) = 45(k + 2)(k + 1), segue que 11(n—k —1) = 45(k + 2), isto é,
11n = 56k + 101.

Portanto as condigoes dadas no enunciado equivalem a
6n=17k+11
11n = 56k + 101

que é um sistema linear de duas equagoes com duas variaveis. Da primeira equagao segue que

17k + 11
n= ———
6
e, da segunda equagao, segue que
56k + 101
n=——.
11

Portanto devemos ter
17k +11 56k + 101

6 1

ou seja, 11-17k+11%2 =6-56k +6- 101, isto é, 187k + 121 = 336k + 606. Entao 149k +485 =0, o que
nos da

485

p—— Eg .
i
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Sé que devido a natureza do problema, buscamos solugdes n e k no conjunto dos niimeros naturais
e ainda satisfazendo k + 2 < n, jd que o coeficiente binomial (kiQ) foi considerado. O valor de k
encontrado é negativo e nao é inteiro. Portanto, tal como estd formulado, o problema nao tem

solugao.

E interessante notar que os alunos encontraram na linha 12 do tridngulo de Pascal os ntimeros

(12) =66=06-11, (12) =220=20-11, (12) =495 =45-11,
2 3 4

SO que esses trés nimeros estao na proporcao 6 : 20 :45, e nao 6: 11 : 45. Portanto uma maneira
de consertar o enunciado, de modo a que passasse a ter solucao, e até mesmo solugao tnica, seria
trocar a proporgao para 6 : 20 : 45. Mas, como veremos na proxima se¢ao, podemos fazer muito
mais do que isso.

3. Sequéncias concavas e log-concavas

A seguir vamos relembrar os conceitos de fungao convexa e de fungéo concava. Sejam A = (a, f(a))
e B = (b, f(b)) dois pontos do gréafico de uma funcao f definida em um intervalo I. A corda que
passa por A e B é o segmento de reta ligando A com B. Dizemos que f é uma func¢ao conveza se a
corda que passa por dois pontos quaisquer de seu grafico estd acima do gréfico (mais precisamente,
a corda nao contém ponto algum abaixo do grifico da fungao). Na figura a seguir, para qualquer
¢ € (a,b), o ponto C = (c,f(c)) estd abaixo do ponto P. Dados a < ¢ < b em I, chamando de

c—a
A= ——
b—a

, temos

0<A<1, c=a+(c—a)=a+A(b—a)=(1-2)a+1b.
Os pontos C e D da figura tém coordenadas

C=((1-a+ab, f((1-Da+ab)) e P=((1-Da+ab, (1-Df(a)+af(b).

Y
Y

Funcao convexa Funcao concava

A funcao f é convexa quando o ponto P estd sempre acima de C. Isso se expressa como
Va,bel, Vie(0,1), tem-se f((1-2)a+ab)) < (1-)f(a)+af(b), (1)

motivando a seguinte definigao.
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Definicao 1. Se I C R é um intervalo, f : I —» R é uma fun¢do convexa se valer a condicao (1).

Exemplo 1. Sio convexas as funcoes f;(x) = e e fy(x) = Ax? +Bx+C, se A > 0.

Uma figura A C R? é convexa quando para quaisquer dois pontos A e B de A, o segmento de reta
que une A e B estd contido em A. A fungao f é convexa se e somente se o seu epigrafico, isto é, o
conjunto

A={(x,y)eR?| xel, y>f(x)}

que esta acima de seu grafico, for convexo. Esta é a justificativa para o nome funcao convexa.

Invertendo o sentido da desigualdade, temos a seguinte definicao.

Defini¢ao 2. Dizemos que g : I — R é uma funcdo céncava se

Va,bel, VAae(0,1), tem-se g((1-2)a+1b)) < (1-2g(a)+ag(b). (2)

Geometricamente, g é uma funcao concava se a corda que une dois pontos quaisquer de seu grafico
estd abaixo do grafico.

Exemplo 2. Sao concavas as fungoes g;(x) = logx e g,(x) = v definidas no intervalo I = (0, +c0).
Existem funcdes que néo sdo convexas nem concavas, por exemplo a funcdo h : R — R, h(x) = x3.

Agora vamos relacionar os conceitos de convexidade e de concavidade de fungdes com corresponden-
tes conceitos para sequéncias. Comecamos com um exemplo, considerando a linha 4 do triangulo
de Pascal, formada pelos niimeros

N R R

Vamos fazer um grafico da funcao k € {0, 1,2, 3,4} +— ay. O grafico é formado por um conjunto
finito de pontos, C = {(0, 1), (1,4), (2,6), (3,4), (4,1)}, pois a funcao leva0 +— 1, 1+ 4, 2+ 6,
etc.

—?II
&
Y

Se, em vez de um numero finito de pontos, tivéssemos uma linha continua ligando esses pontos
(poderia ser mesmo uma linha poligonal formada por segmentos de reta ligando cada um desses
pontos a seus dois vizinhos, da esquerda e da direita), a figura sugere que terfamos um funcéo
concava. Esse raciocinio sugere que consideremos o conceito de sequéncia concava. O importante
é que cada ponto do conjunto C (exceto as duas extremidades) estd acima do segmento de reta
que une os seus dois vizinhos.
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Assim, no grafico acima, o ponto (1,4) estd acima do segmento de reta que une os pontos (0,1) e
(2,6). Do mesmo modo, o ponto (2,6) estd acima do segmento de reta que une os pontos (1,4) e
(3,4), e o ponto (3,4) estd acima do segmento de reta que une os pontos (2,6) e (4,1).

Pergunta: Como podemos tornar preciso esse conceito? Muito simples, a condicao é que a ordenada
de cada ponto seja maior ou igual a média aritmética das ordenadas dos dois pontos vizinhos mais
proximos, a esquerda e a direita. No exemplo acima, temos de fato
1+6 4+4 6+1
6> ——

4> > . d>
2 2 2

Agora podemos dar a definigdo formal.

Definicao 3. Uma sequéncia ag, a3, ag, ..., a, de nimeros reais é chamada de sequéncia concava se
k-1 + Akl
akZT, vk e {1,2,3,...,n—1}.

Dizemos que a sequéncia é convexa se valer a desigualdade com o sentido invertido.

Conceitos relacionados sao os de sequéncia log-céncava (por extenso, logaritmicamente concava) e
de sequéncia log-convexa.

Defini¢ao 4. Uma sequéncia ag, a1, as, . . . , ay de nlimeros reais nao negativos é chamada de sequéncia
log-concava se
2
ap > ak-1 - e+, vk e {1,2,3,...,n—1}.

Dizemos que a sequéncia é log-convexa se valer a desigualdade com o sentido invertido.

A razdo para os nomes é que nao é dificil mostrar que a sequéncia dos ax é log-concava se e
somente se a sequéncia dos log ay for concava. Vale o mesmo para log-convexa. Mas isto nao serd
importante aqui. Mais detalhes sobre sequéncias log-concavas podem ser vistos em [3] e [6].

Teorema 1. Toda sequéncia céoncava € log-concava.

Observagao 1. Para sequéncias convexas a propriedade andloga a essa nao vale, o que vale é
justamente a reciproca, toda sequéncia log-convexa é convexa. Mas nao vamos nem enunciar tal
fato como teorema para nao desviar o foco da discussao.

O Teorema 1 diz-nos que a propriedade de ser log-concava é mais fraca do que a propriedade de ser
concava. O conjunto das sequéncias log-concavas contém o conjunto das sequéncias concavas. Mas
existem sequéncias log-concavas que nao sao concavas. Vamos ver um exemplo no mais adiante.

A seguir, vamos recordar a desigualdade entre média aritmética e média geométrica, que serd
usada da demonstragao do Teorema 1. Dados dois nimeros a e b, a média aritmética e a média
geométrica de a e b sdo definidas como sendo os ntimeros m, e m, dados por

e mg=Vab.

a+b
m, = 2

Define-se média geométrica somente no caso a > 0 e b > 0, para evitar raiz quadrada de nidmero
negativo.
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Teorema 2 (Desigualdade entre a média aritmética e a média geométrica). Se a e b forem nimeros
reais nao negativos, entao

a;bz@.

Demonstracdo do Teorema 2. Sejam a,b > 0 numeros reais. Entao suas raizes quadradas estao
bem definidas. Todo quadrado é nao negativo. Portanto

(Va—Vb)? > 0.

Expandindo, temos

(Va)? —2vavb + (Vb)? 2 0,

ou seja,
a—2Vab+b > 0.
Logo
a+b > 2Vab.
Dividindo por 2, segue a conclusao. O
Demonstracdo do Teorema 1. Seja ag,aq,asg, ..., a, uma sequéncia concava de nimeros reais nao
negativos. Vamos mostrar que a sequéncia é log-concava. Seja k € {1,2,3,...,n—1}. Utilizando o

Teorema 2 (desigualdade entre média aritmética e média geométrica), temos

ag-1 + ak+1
——F—— 2 Va1 ak+1-

2
Mas pela definicao de sequéncia concava, temos que

ag—1 + ak+1

ax =
2

Logo
ak = Vag-1 * ak+1

e, elevando ao quadrado,
2
a = ak-1 * Ak+l,

ou seja, a sequéncia dos ay € log-concava. O
Proposicao 1. Cada uma das linhas do triangulo de Pascal € uma sequéncia log-concava, ou seja

2
n n n

> . — 1y
e (L) ez

Demonstragdo. Basta notarmos que

n 2 n n _[n 2 n+1 0
(k) (kl)(k+1)_(k) m-k+D)(k+1)

O
an
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Exemplo 3. Consideremos a sequéncia (s,), onde para cada n > 0, s, indica o produto de todos os
elementos da linha n do triangulo de Pascal,

i n! B (n!)n+!
S“‘Q(k)‘gk!(nk)!‘ (1 2l-nh2”

Os primeiros termos dessa sequéncia sao sgp = 1, s;1 = 1, s = 2, 83 = 9, s4 = 96, s5 = 2500,
se = 162000, ... e ela é a sequéncia A001142 da Online Encyclopedia of Integer Sequences [5].
Temos

Sl [(n+ 1)1+ C(m+1)”
sa (@)™ [(n+1)!]> n!

Portanto

St *Sn 1 _ Sue1/sn _ (m+ D" (n-1)! s 1\"
s2 Csn/spq 1l 1l n/

2

2, o que nos diz que a sequéncia (s,) é log-convexa.

A igualdade acima implica que sy41 - Sp_1 > s

E muito curioso que

n
. Sn4l*Sn-1 . 1
lim =" = lim [1+=| =e.
n—oo S?l n—oo n

Tal exemplo é devido a Harlan J. Brothers [1] e mostra que o ntimero e pode ser obtido a partir
do triangulo de Pascal.

Que o numero 7 pode ser obtido a partir do triangulo de Pascal, ja era conhecido hé mais tempo.
Daniel Hardisky, um engenheiro aposentado norte-americano muito envolvido com problemas em
Matematica elementar, descobriu a seguinte maneira com que 7 aparece no triangulo de Pascal,
ver [2],

ﬂ_3+2[ii+i...l
G 6 6
E claro que, como ja era conhecido por Euler,

1
o1+

L1,
4 3°5 7

o que nos dd um exemplo um tanto artificial de 7 no triangulo de Pascal, ja que os denominadores

2n + 1 sdo iguais a (*%).

4. Aplicagao

Nao existem coeficientes binomiais de uma mesma linha

B ) )

com a razao de proporcionalidade 6 : 11 : 45. De fato, se isso acontecesse, teriamos

)= 5] e L= 7h) i
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Em consequéncia, terfamos

n \? ) (o) _(m)*[112 45] (n)? 11°-45-6
k+1)  \k) \k+2/ \k/ [62 6] \k 62 ’

pois 112 -45-6 = 121 -270 < 0, o que é uma contradicdo, pois pela Proposicdo 1 acima cada linha

do tridngulo de Pascal é log-concava, e assim (kil)2 > (1) - (1he)-

O raciocinio acima pode ser usado para mostrar que para que existam trés coeficientes binomiais
consecutivos numa mesma linha do triangulo de Pascal na razao a : B : vy, é necessario que
B?—ay > 0.

Ja tinhamos mostrado acima que nao existem coeficientes binomiais nessa razao de proporcionali-
dade mas, usando a log-concavidade, obtivemos uma justificativa envolvendo muito menos contas
e proporcionado um entendimento mais aprofundado da questao.

Exemplo 4. Passemos agora ao exemplo prometido acima, que mostra que nem toda sequéncia
log-concava é concava. Consideremos a linha 5 do triangulo de Pascal

TR R A R

Tal sequéncia, como qualquer linha do triangulo de Pascal, é log-concava. No entanto ela nao é
uma sequéncia concava, pois

1+10
5 .
<3

Exemplo 5. Observamos que as colunas do triangulo de Pascal também sao sequéncias log-concavas.
De fato, para k fixo, pondo
n
an = |,

) _1’12 n—1 1’1+1_ k I12
ananl'an+1_(k) ( Kk )( k )_M(k)

nn-1)2%---(n-k+2)2%mn-k+1) S
kl(k—1)! B

¢ imediato calcular

0.

O problema 11985, proposto por Donald Knuth em 2017 no American Mathematical Monthly [4],
generaliza este exemplo. Para s,t € N, com s < t, seja

el b

O problema propde provar que a sequéncia (x,) é log-concava, isto é, x2 > X, 1 *Xns1, Y0 > 1. Em
nosso exemplo, consideramos o caso particular s = t.

N
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5. Questoes de existéncia e unicidade

Pergunta 1: Quais sao as condigOes para que existam trés elementos consecutivos em uma linha
do triangulo de Pascal com a proporgao a : b : c?

Queremos encontrar n e k inteiros com 0 < k < n—2 e tais que

() _ i) _ ()
Wb e ®)

A condicao (3) é equivalente a
akl(n—K)! =bk+1)!(n-k- 1)l =c(k+2)!n k- 2).,

ou seja,
am—k)((n-k-1)=bk+1)(n—-k—-1) =c(k+2)(k+1).

Isto equivale a duas equagoes

a(n—k) =b(k+1)
b(n-k-1) =c(k+2)

ou seja,

bn = (b+c)k+ (b+2c)

Multiplicando a primeira equagao por b e a segunda por a, para eliminar n, obtemos

{an:(a+b)k+b

(ab +b?)k + b? = (ab + ac)k + ab + 2ac,
isto é
(b? — ac)k = ab + 2ac — b?

Vamos sempre supor que a condicio de log-concavidade b? — ac > 0 seja satisfeita. Segue que

12
= ab +22ac b _ a(Qb +c) L (5)
b —ac b*—ac
Substituindo esse valor de k na primeira igualdade de (4), encontramos

. (a+b)(b+c)
- b? - ac

Esse argumento prova a unicidade da solugao. Nao prova a existéncia, pois, para isso, teriamos
que ter n e k inteiros com 0 < k < n-— 2.

1. (6)

Notacéo: Seja A =b? - ac.
Segue que uma condigao necessdria para existam n e k satisfazendo (3) é que
Al a(b+c) e Al (a+b)(b+c).
Subtraindo a(b +c) de (a+b)(b + c¢), obtemos a condigdo mais simétrica
Al a(b+c) e A | b(b+c).
Essa condicao é também suficiente, como mostra o préximo resultado.
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Proposicao 2. Dados inteiros positivos a, b e ¢ satisfazendo a condi¢ao de log-concavidade
A:=b%—ac>0,

uma condicdo necessdria e suficiente para que existam trés elementos consecutivos em uma linha
do triangulo de Pascal na propor¢ao a :b:c é que

Ala(b+c) e A | b(b+c). (7)
Além disso, se existirem, esses trés elementos sao unicos.
Demonstrag¢ao. Vimos acima que a condigao (7) é necessaria. Falta mostrar que também é sufici-

ente. Dados inteiros positivos a, b e ¢ satisfazendo A > 0 e a condi¢ao (7), definimos n e k por (5)
e (6). A condicdo (7) implica que n e k sdo inteiros ndo negativos. Note que

b(b +c¢)
k= —""
A )
o que implica que n—k > 1. Na verdade,
n>k+2,

pois, se n—k = 1, terfamos b? + bc = b% — ac, logo c(a+b) = 1, o que é uma contradicio, pois a > 1
e b > 2. Portanto

() K@K n-k_bb+co b

@) k+D!n-k-1)! k+1 a(b+c) a’
Analogamente, temos

(1cr2) n-k-1 b(b+c)-b*+ac c(a+b) ¢

() k+2  a(b+c)+b®-ac bla+b) b’

Logo os trés elementos (1), (.};) e (.},) estdo na propor¢ioa:b:c. o

Pergunta 2: Quais sao as condicoes para que existam trés elementos consecutivos em uma coluna
do tridngulo de Pascal com a proporgao a : b : c?

Queremos encontrar n e k inteiros com 0 < k < n e tais que

G _ 0D
W Th e ®)

Por um raciocinio semelhante ao que foi feito acima para responder a Pergunta 1, concluimos que
n e k, se existirem, serao dados por

_bc+abc72b2_b(c7b)71 o k_bcfb27ac+ab
B A A B A

n 9)
Novamente, isso prova a unicidade de solu¢ao. Prova também que uma condicdo necessaria para a
existéncia da solugao é que

A | b(c—b), A | (bc+ac - 2b?%) e A| (bc—b? - ac+ab). (10)
ran
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Mas, por subtragao, obtemos
(bc +ac— 2b?) — (bc— b% —ac +ab) = (ac— b?) +a(c—b) =a(c—b) — A.

Portanto, de (10), segue que A | a(c—b). Obtemos assim uma condigdo necessiria mais simétrica,
A|a(c—b) e A|b(c—b). Por um raciocinio andlogo ao empregado para responder a Pergunta 1,
mostra-se que essa condicao é também suficiente.

Proposicao 3. Dados inteiros positivos a, b e ¢ satisfazendo a condi¢ao de log-concavidade
A:=b%-ac> 0,

uma condicdo necessdria e suficiente para que existam trés elementos consecutivos em uma coluna
do triangulo de Pascal na propor¢do a:b:c € que

Al a(c—D) e A | b(c—Db). (11)
Além disso, se existirem, esses trés elementos sao Unicos.
Exemplo 6. Vimos que existem trés elementos consecutivos em uma linha do tridngulo de Pascal

com a propor¢ao 6 : 20 : 45. Aplicando a Proposicao 3 acima, podemos ver que em uma coluna
nao existe. De fato, para a =6, b =20 e c = 45, temos

A=130, a(c-b)=150 e  b(c—b)=1125.

Portanto A nao divide a(c—b) nem b(c—b).
Pergunta 3. Serd que isto que ocorreu no exemplo acima é a regra geral ou é possivel encontrar
trés elementos consecutivos em uma linha e também em uma coluna do triangulo de Pascal com

uma mesma proporc¢do a : b : ¢? Em outras palavras, o que ocorreu no exemplo acima foi um
acidente ou é um fato geral?

Vamos ver que é possivel encontrar sim. Para encontrar um tal exemplo, basta utilizar as condicoes
(7) e (11), como afirma a préxima proposigao.

Proposicao 4. Dados inteiros positivos a, b e ¢ satisfazendo a condicao de log-concavidade
A:=b%—ac>0,

uma condicdo necessdria e suficiente para que existam trés elementos consecutivos em uma linha
e também em uma coluna do triangulo de Pascal na propor¢do a:b:c € que

Ala(b+c), Ala(c—b), Alb(+c) e Alb(c—b).

Corolério 1. Dados trés inteiros positivos a, b e ¢ satisfazendo a condicio A =b? —ac =1, sempre
existem trés elementos consecutivos em uma linha e também em uma coluna do triangulo de Pascal
na propor¢do a : b :c.

@= sBm
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Exemplo 7. Paraa=1, b =2 e ¢ = 3, temos A = 1. As expressoes (9) dizem-nos que os trés

elementos ) ) 5
RN RN

consecutivos na coluna 1 do tridngulo de Pascal estao na proporcao 1: 2 : 3.
Por (5) e (6), os trés elementos

14 14 14
(4)—1001, (5)—2002 e (6)—3003

consecutivos da linha 14 também estao na mesma proporgao 1:2: 3.

Exemplo 8. Paraa =3, b =5 e ¢ =8, temos A = 5%2-3-8 = 1. As expressdes (9), (5) e (6)
permitem descobrir que os trés elementos

1) _ 3003 19 _ 5005 16) _ g00s
6) 2 6)" ¢ 6)"

consecutivos na coluna 6 do tridngulo de Pascal estao na proporcao 3 : 5 : 8, e que 0 mesmo

acontece com os elementos (13083), (13093) e (14003) da linha 103. Usando um software obtemos que

103 103 103
:3 :5 =8
()= ()= e (i)
onde @a=3-5-7-11-17-23-41-43-47-67-71-73-79-83-89-97-101-103 e seu valor aproximado
é a =7,6522728443 - 10?7,

Exemplo 9. Finalmente, para desfazer uma possivel impressao erronea de que s6 existem exemplos
desse tipo para A = 1, consideremos a =2, b =4 e ¢ = 7. Temos que A = 2 divide a(c+b) e
b(c £ b), satisfazendo as condigbes da Proposicao 4. Na coluna 3 temos

2 4 7

32\ (32) (32
WF_ MU 2 39 956120
2 4 7 T

=5

e na linha 32
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Determinante nulo e sistemas lineares

Claudemir Aniz ® Jodo Vitor Campos Torrezan ®

Resumo

A fungdo determinante associa a toda matriz quadrada A o nimero det A, definido por meio de
somas dos produtos de seus termos. Tal nimero carrega caracteristicas da matriz, por exemplo,
se det A # 0, a matriz é invertivel e sistemas lineares que tém os coeficientes dados por A tém uma
Unica solucao. A interpretacao de det A = 0 e suas consequéncias no conjunto solucao de sistemas
lineares sao pouco exploradas em geral. Esse é o caso que abordaremos.

Palavras-chave: Combinacgao Linear; Regra de Cramer; Teorema de Laplace

Abstract

The determinant function associates to every square matrix A the number det A, defined through
of sums of the products of its terms. Such number carries characteristics of the matrix, for example,
if det A # 0, the matrix is invertible and linear systems that has the coefficients given by A has a
unique solution. The interpretation of det A = 0 and its consequences in the solution set of linear
systems are little explored in general. This is the case we will cover.

Keywords: Linear Combination; Cramer’s Rule; Laplace’s Theorem

1. Introdugao

A Regra de Cramer é um método tradicional que fornece a tnica solugdo de um sistema linear
quadrado por meio do uso de determinantes, no caso de a matriz dos coeficientes ter determinante
diferente de zero. Se a matriz dos coeficientes tem determinante nulo é usual recorrer ao escalona-
mento para encontrar o conjunto solugao. Essa mudanga de procedimento gera a crenga de que nao
é possivel utilizar a teoria de determinantes para resolver sistemas lineares no segundo caso. Con-
trariando esse pensamento, na se¢do 5, apresentaremos um algoritmo para resolver alguns sistemas
lineares com determinante da matriz dos coefiecientes nulos através de determinantes, cobrindo
um pouco dessa lacuna. O algoritmo surge em decorréncia da interpretacao do determinante nulo,
dada na secao 4. Para o entendimento deste artigo é necessario apenas o conhecimento da algebra
bésica de matrizes, os demais pré-requisitos sao apresentados na secao 2 e 3. Para finalizar, na
secao 6, discutiremos o uso de determinantes para resolver também sistemas lineares nao quadra-
dos. Este trabalho contém partes do capitulo 3 de [4] e um dos seus objetivos é fornecer uma
ferramenta adicional as técnicas usuais para a compreensao e resolucao de sistemas lineares.

2. Propriedades do determinante

Em geral os livros apresentam as propriedades do determinante utilizando as linhas da matriz;
D
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optamos por utilizar as colunas, por ser mais adequado ao objetivo deste artigo. As propriedades
podem ser encontradas em [1, 4].

Para uma matriz real quadrada A = [a;;] de ordem n, denotaremos por AW os seus vetores coluna,
isto é,
ayj

AW = e escreveremos A = [A<1) ~--A(“)] .

anj

Propriedade 1. det A = det AY, onde A' é a matriz transposta de A.

A propriedade 1, garante que em todas as propriedades do determinante a palavra “coluna”pode
ser substituida por “linha”e vice-versa.

Propriedade 2. A funcdo determinante € linear como funcdo de cada coluna separadamente.

i) det [A(l) B W ..A(n)] = det [A(l) ...BW ...A(n)] + det [A(l) W ...A(n)]
ii) det [A(l) s AW -~~A(“)] =« - det [A(l) AW -A(n)], para qualquer a € R.
Propriedade 3. Se uma matriz A tiver duas colunas iguais, entdo det A = 0.

Propriedade 4. Se a matriz B é obtida da matriz A pela troca da ordem de duas colunas, entdo
det B=—-det A.

Propriedade 5. (Teorema de Laplace) Seja A = [ajj] wma matriz de ordem n, n > 2. O determi-
nante de A € dado por:

det(A) = Z(fl)”jaij detAjj paraj=1,...,n

i=1

ou
n

det(A) = Z(fl)iﬂ'aij det Ajj parai=1...,n,

=1

sendo a matriz Aj; de ordem n—1, obtida da matriz A pela exclusio da i-ésima linha e j-ésima
coluna.

3. Sistemas lineares e Regra de Cramer

Definicao 1. Sejam m e n nimeros naturais maiores ou iguais a um. Um sistema linear S de ordem
m X n é um conjunto de m equagoes lineares em n incégnitas, consideradas simultaneamente

a11X1 +a12Xg +a13Xg + - +a1pXp = b1
ag1X1 + 89X +a3X3 ++ -+ + aguXy, = by

" sBm
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Uma n-upla ordenada de numeros reais (a1, @z, @3, ...,@,) é uma solu¢do de S, quando satisfaz
simultaneamente todas as m equagdes. O conjunto solugdo (CS) de S é formado por todas as suas
solugoes.

Um sistema linear m X n é dito homogéneo quando todos os termos independentes sao nulos, isto
é, by =bg =---=Dby =0. A n-upla (0,0,0,...,0) é uma solucdo do sistema linear homogéneo,
chamada solucao trivial. Um sistema linear é dito quadrado quando o ntimero de equagdes € igual
ao nimero de incégnitas.

O sistema linear S pode ser expresso na forma matricial pela equacao Apxy - Xnx1 = Bmxi, onde A
é a matriz de coeficientes, X a matriz das incognitas e B a matriz dos termos independentes. Mais
precisamente

ajl] a2 a3 -t a@ln X1 by
a1 agy A3 -+ Aon | |X2 b
S : . =
am1 am?2 am3 e Amn Xn bm
—— Y—
A X B

Outra maneira de apresentar o sistema linear S é o formato vetorial,
AW x; +A@ xo 4 4 AW . x =B,

Definigao 2. Para matrizes de mesmo tamanho D1, Do, ..., Dy, E, dizemos que E é combinagao
linear de Dy, Do, ...,D, se existem nimeros reais ay,...,a, tais que

D1'01+D2'02+"'+Dn'(1n=E.

Do formato vetorial e da definicao de combinacao linear, o sistema linear S possui solucao se, e
somente se, a matriz B é combinacao linear dos vetores coluna AW, ... A®,

Lema 1. Se um sistema linear homogéneo A - X =0 possuir uma solucdo nao trivial, entdo ele terd
infinitas solugoes.

Demonstracdo. Seja Xg # 0 uma solugao de A - X = 0. Para qualquer @ € R, aXy é solucao de
A -X =0, dado que
A-(a-Xp)=a-(A-Xp)=a-0=0.

Logo o conjunto solugao CSy, de A - X = 0 contém aX( para todo @ € R. O fato de a1 Xy # @2Xy
sempre que @ # a9, implica que o conjunto formado pelos Xy com a percorrendo R € infinito. O

Lema 2. Seja A-X =B um sistema linear e A -X =0 seu sistema homogéneo associado. Considere
CS e CSy o0s conjuntos solugcao desses sistemas, respectivamente. Se Xo € uma solucdo particular
de A -X =B entao CS = Xg+ CSy,, onde Xg+CSp, = {Xg+ X" | X" € CSy}.

Demonstragao. 1) Provemos que Xg + CSy, € CS. De fato, para X; € Xy + CSy, existe X’ € CSy, tal
que X; = Xg + X', A igualdade

" sBm
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A-Xg+X)=A-Xg+A-X"=B+0=B,

acarreta que X; € CS.

ii) Provemos que CS c Xj + CS),. Se X5 € CS, entao
A-(Xo-Xg)=A-Xo-A-Xg=B-B=0.

Portanto Xo — X € CSy, e Xo = Xg + (X9 — Xg) € X + CSy,.

De (i) e (ii), segue a igualdade dos conjuntos CS e Xg + CSy,. |

Proposigao 1. Se um sistema linear A - X = B possuir duas solugdes distintas, entdo ele terd

infinitas solugoes.

Demonstracdo. Sejam Xy e X solugoes distintas de A - X = B, entao
A-(Xg-X1)=A-Xo-A-X;=B-B=0,

ou seja, Xg— X; € CSy, e Xg— X7 # 0. Pelo lema 1, o conjunto CSy, é infinito, e pelo lema 2,

CS = X + CSy, também ¢ infinito. O

Como consequéncia da proposicao 1, hé trés possibilidades para o conjunto solugao de um sistema
linear:
i) Sistema possivel e determinado, quando possuir uma unica solucao;

ii) Sistema possivel e indeterminado, quando possuir infinitas solucoes;

iil) Sistema impossivel, quando néo possuir solugao.

Para um sistema linear A - X = B, quadrado de ordem n, a matriz A; denotard a matriz obtida de
A substituindo a j-ésima coluna por B.

Proposigao 2. (Regra de Cramer) Se det A # 0, entao o sistema linear A -X = B possui uma unica
solugao, sendo dada por:

det A; det Ay det A,
= Xo = ceyXp =

detA’ 727 detA’T " detA

X1

4. Determinante nulo

A Regra de Cramer é um resultado classico que garante a existéncia de uma tnica solucao quando o
determinante da matriz dos coeficientes é diferente de zero. Porém, se o determinante da matriz dos
coeficientes for nulo, nao é possivel classificar o conjunto solugao apenas com tal informagao. Um
erro comum entre estudantes e professores, e até mesmo presente em livros didaticos, é classificar

um sistema linear A - X = B que possui det A = 0 e det A; = det Ay = --- = det A, = 0, como
sistema possivel e indeterminado. Segundo Elon Lages Lima [3], isso acontece porque pela Regra
0 0

t
de Cramer, sob essas hipéteses, a solugao do sistema seria Xg = ) , € Como 0 é uma

00
indeterminada diz-se, erroneamente, que o sistema é possivel e indeterminado. O exemplo a seguir
comprova a falsidade de tal afirmagao.

R
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Exemplo 1. Considere o sistema linear

x+y+z=1
2x+2y +2z=2
3x+3y+3z=4

Note que det A = det A; = det Ay = det A3 = 0, pois estas matrizes possuem duas linhas iguais.
Porém, esse sistema é impossivel, dado que

x+y+z=1 1 1
2x+2y+22=2 & |2|-(x+y+3z)=|2
3x+3y+3z=4 3 4

e nao existe x +y +z € R que satisfaga tal igualdade.
Na linguagem da matematica, o exemplo mostra que a hipétese det A = det A; =--- =det A, =0

nao é suficente para garantir que o sistema é possivel e indeterminado. Porém, elas sao necessarias
conforme o préximo resultado.

Proposigao 3. Seja A - X = B um sistema linear de ordem n tal que det A =0. Se A-X =B tem
solucao, entdo det Ay =det Ay =---=det A, =0.
Demonstracdo. Seja Xg = (a1, ...,a,) uma solugao de A - X = B, ou seja,

ar - AW vy - AP 4y - A® =B,

Pela linearidade da funcao determinante em cada coluna,

detA; = det[B A® ... AM]
= det [01 AW by AP 4, AW AR A(n)]
= aj-det [A(l) A® A(n)] +ay - det [A(2) A L A(n)]
+ -t ay,-det [A(n) A2 L A(n)]

Como matrizes com duas colunas iguais tem determinante nulo, entdo det A; = a; - det A = 0.
Analogamente, det Ay = --- =det A, = 0. O

A proposicao 3 fornece um critério para detectar sistemas impossiveis no caso de a matriz dos
coeficientes ter determinante nulo.

Corolario 1. Seja A - X = B um sistema linear de ordem n e det A = 0. Se existir j € {1,...,n} tal
que det A; # 0, entdo A - X =B nao tem solucdo.

Exemplo 2. Considere o sistema linear
x+2y+z=1
2x+y—-3z=4
—3x—-3y+2z=0
Nesse caso, det A =0 e det A; =—35. Portanto, pelo corolario 1, o sistema linear é impossivel.
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Teorema 1. Se a matriz A = [aj;] de ordem n € tal que det A = 0 e det Aj; # 0 para algum
i, je{1,...,n}, entdo j-ésima coluna de A, é combinacao linear das outras colunas.

Demonstragdo. Vamos supor, sem perda de generalidade, i = j = n, e provar que a n-ésima coluna
é combinagao linear das demais colunas. Partindo de det A, # 0, pela Regra de Cramer existem
unicos A1, Ao, ..., A, 1 reais tais que

ajl ajg v ai(n-1) A1 ain
agy agy v ag(n-1) A2 agy
. ° = P
Am-1)1 An-1)2 °°° An-1)m-1]| |[An1 a(n-1)n
isto é,
a;n = aiidi+ajpds+---+ajmo)dn
agy = agidi +ageda+- -+ agn 1)dn-1

an-n = am-1)1d1 +am-n2d2+ - +am 1) (n-1)dn-1

Provemos que ann = anidy + anada + -+ + ay(n-1)dn-1. Como det A = 0, o Teorema de Laplace
utilizado na n-ésima linha, fornece

n

D g (1) det Ay =0 (1)

=1

Vamos agora analisar o determinante da primeira parcela deste somatério. Note que

aig a3 e aln
a22 a23 T a2n
det Anl = . . . . )
d(n-1)2 d(n-1)3 °°°  An-1)n
ou ainda,
ajo aig v ajid; +ajppds +- - +aym-1)dn1
aso agy - ag1dy +ageds + -+ - +agm 1)dn1
det Anl = .
an-1)2 dm-1)3 *°° am-11d1+am2de + +am-1)(n-1)dn-1
Pelas propriedades 2 e 3, temos:
a12 a13 T a1(n-1) a1l
a2 a3 s a2(n-1) ag1
det Anl = /11 - det
A(n-1)2 a(n-1)3 °°°  &(n-1)(n-1) (n-1)1

Podemos entao realizar n — 2 trocas ordenadas entre as colunas, duas a duas da direita para a
esquerda, de modo que, considerando tais trocas:

N
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det Anl = /11 . (*1)“72 - det Ann
Seguindo o mesmo raciocinio, e fazendo as trocas necessarias, obtemos

det An2 /12 . (*1)“73 - det Ann
det Ang = /13 . (*1)1174 - det Ann

det An(nfl) = /ln 1° (*1)0 - det Ann
Da equacao (1),

anl * (71)n+1 : /11 : (71)1172 - det Ann
an2 * (71)n+2 : /12 : (71)n73 - det Ann
an3 * (71)n+3 . /13 : (71)1174 - det Ann

+ + + + +

ann-1) - D™, - (1) - det Ay
ann - ()™ detA,, = 0.

Colocando det A, # 0 em evidéncia e simplificando,
ant A1 D T ran Ao (D 4t aneny s At (D dag, - (-1)2 = 0.
Como (-1)2*1 =1 e (-1)?2" = 1, entdo
ann = anid1 +anade + -+ anm-1)dn-1-

Portanto, a n-ésima coluna de A é combinacdo linear das demais colunas de A. Caso tenhamos
det Aj; # 0 com i # n ou j # n podemos trocar ordenadamente, duas a duas, na matriz A as linhas
ou as colunas, respectivamente, de modo que a linha i fique na linha n ou a coluna j fique na coluna
n, processo que transformard A em A’, onde A} =Aj; e det A’ =det A =0. o

A demonstracao do teorema 1 traz como informagao adicional que na combinacao linear

LAD 4. +/lj,1A(j’1) +/lj+1A(j+1> +ot A, A = A0 (2)

os escalares A1, ...,4j-1,djs1,. .. Ay sao Unicos e dados pela Regra de Cramer.

Corolario 2. Se a matriz A = [ai;] de ordem n ¢ tal que det A = 0 e det Ay # 0 para algum
i,je{l,...,n}, entdo o sistema linear A - X =0 € possivel e indeterminado.

Demonstracdo. A equacao (2) significa que a n-upla (A1,...,451,-1,4j41,...,4n) # (0,...,0) é
uma solugao de A - X = B, dado que

LAD 4 4 AGTD CAD a  AGD e A =,

Pelo lema 1, A - X =0 é possivel e indeterminado. O
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O teorema 1 e o coroldrio 2 podem ser enunciados com algumas adequagoes retirando da hipdtese
a condigao det Aj; # 0, como foi feito em [2], capitulo 1, teorema 13, sem a utilizagao da teoria de
determinante. Como o objetivo aqui é explorar o uso de determinantes na resolugao de sistemas
lineares, optamos por acrescentar esta hipotese, pois ela torna as demonstracoes mais claras, nao
constitui uma restricao que invalida a solugao da maioria dos sistemas lineares do cotidiano do
ensino médio e fornece um algoritmo para resolvé-los.

Proposicao 4. Seja A - X = B um sistema linear de ordem n tal que det A = 0. Se detAj; #0 e
det Aj =0, entdo A -X =B ¢ um sistema possivel e indeterminado.

Demonstracdo. De det Aj; # 0 e det Aj = 0, segue do teorema 1, que existem ntmeros reais inicos
/11, . 7/].j,l, /lj+1, e 7/1n tais que

/11A(1) +---+ /lj,lA(jil) + /1j+1A(j+1) +--- +/lnA(n) =B

Assim, an-upla (41, ...,4j-1,0, 4541, ..., dy) é uma solugao do sistema A-X = B. O fato de det A = 0,
juntamente ao lema 2 e ao corolario 2, permite concluir que o sistema linear A - X = B é possivel e
indeterminado. O

Na proposicao 4, a hipétese det Aj; # 0 é essencial para garantir que o sistema tenha solucao, visto
que, no exemplo 1 a matriz dos coeficientes nao satisfaz tal condicao e o sistema nao tem solugao
mesmo tendo det A; =0 para j=1,2,3.

Teorema 2. Suponha det(A) = 0 e det Aj; # 0 para algum i,j € {1,...,n}. O sistema linear
A -X =B ¢ possivel e indeterminado se, e somente se, det Aj = 0.

Demonstracdo. Pela proposicao 4, se detA; = 0, entdo o sistema linear A - X = B ¢é possivel
e indeterminado. Pela proposi¢do 3, se A - X = B tem solugdo, entdo det A; = 0 para todo
j=1,...,n. |

O raciocinio usado na demonstracao do teorema 1, dd-nos um método para resolver alguns sistemas
lineares quadrados com determinante da matriz dos coeficientes nulo usando determinantes.

Exemplo 3. Considere o sistema linear

5X + 6y + 7z = 8
S:9-3x—2y—-2z=0

X+2y+3z=4
Calculos de rotina produz,
5 6 7 56 5 6 8
detA=[-3 -2 —1|=0, detAszz=det [3 2] =8#0e detAg=det|-3 -2 0[=0
1 2 3 1 2 4

Pela proposicéo 4, o sistema S é possivel e indeterminado. Para cada z € R, o sistema linear S’
nas incognitas x e y é possivel e determinado pois det Azg # 0.

g 5x + 6y =8 Tz
—3x—-2y =1z
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Aplicando a Regra de Cramer em S’,

_ 8—Tz 6 _ _ det(A33)1 _ 8z— 16 _
det(Asg)r = det [ ’ 2] =8z-16 = x= TotAn - 3 =z-2
_ 5 8—Tz _ _ det(A33)2 _ 24 — 16z _
det(A33)2 = det [3 ’ ] =24-16z = y= dot A33 = 3 =3-2z

Assim, o terno (z—2,3—2z,z) é solugdo da primeira e da segunda equacao de S, para qualquer
valor de z. Por fim, a demonstracao do teorema 1 garante que essas solugoes irao satisfazer também
a terceira equagao, pois

5 6 Tz-8 5 6 7 5 6 -8
det [-3 -2 —z |=z-det|-3 -2 -1|+det|-3 -2 0[=0
1 2 3z-4 1 2 3 1 2 4

Portanto, o conjunto solugdo de S é {(z—2,3—2z,z) |z € R}.

5. Algoritmo

Seja S : A-X = B um sistema linear quadrado de ordem n tal que det A = 0 e det Aj; # 0 para
algum i, je{1,...,n}.

i) Se det A; # 0, o sistema S é impossivel.

ii) Se det A; = 0, o sistema S é possivel e indeterminado e para encontrar seu conjunto solugao,
seguimos os seguintes passos:

(a) Seja S : A’ - X =B’ o sistema linear obtido de S pela exclusao da i-ésima equacao.

(b) Seja So : A” - X = B” o sistema de ordem n — 1, sendo A" obtida de A’ pela exclusdao da
j-ésima coluna e B” = B’ — (A')lx;.

(c) Use a Regra de Cramer para determinar a solugdo do sistema So em funcéo da incégnita x;.
(d) O conjunto solugao de S serd {(x1(x;j),. .., Xj-1(Xj), Xj, Xj+1(x5) - . ., Xn (%)) |x; € R}

A definicdo de determinante garante que xik(xj) para k # j s@o fungdes afins na varidvel xj. A
escolha de Ajj; nao é Unica, mas nao altera o conjunto solugdo do sistema linear; para exemplicar,
vamos resolver o sistema linear S do exemplo 3 escolhendo a submatriz As,. Nesse caso,

5X + 7z = 8 — 6y
SQZ
—3x—z=2y

Aplicando a Regra de Cramer em So,
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8—-6y 7 det(As2)1 -8y -8 -1 1
et(As2)1 = de [ 2y —1] By -8 = X = AL, 16 2¥ 3
5 8 — 6y det(A32)2 *8}7 +24 -1 3
det(A =det =-8 24 = = = — =
ct(Asgz); = de [3 %y } Y = P et Ay 16 2773
. . - . (1 1 -1 3
Assim, o conjunto solucao de S é {(?y TRE ?y+ 5) |y € R}. Note que a escolha de sub-

matrizes diferentes pode gerar conjuntos solugdes com apresentagdes distintas (aparéncia), mas
representam o mesmo conjunto.

6. Consideragoes finais

A interpretagdo de det A = 0 dada pelo teorema 1 é o resultado central deste artigo e pode ser
usado para resolver também sistemas lineares nao quadrados usando determinantes. Considere o
sistema linear

x+2y+3z+3t=1
S:q4x+5y+6z+9t=1
Tx+8y+9z+ 15t =1

O sistema linear nas incégnitas x e y

g x+2y=1-3z-3t
" lax+5y =162 9t

4 5] = —-3. A Regra de Cramer

. - - . 1 2
possui uma unica solugao para cada z e t fixados, pois det [

aplicada a S” dd-nos, x=-1+z—-tey=1-2z—t. O fato de

1 2 1-3z-3¢ 1 21 1 2 3 1 2 -3
det{4 5 1-6z-9t|=det|4 5 1|+z-det|{4 5 6|+t-detf{4d 5 -9|=0
7 8 1-9z-15¢t 7T 8 1 7 8 -9 7 8 -15

0 0 0

garante que x e y sdo solugdes automaticamente da terceira equacdo de S. Assim, o conjunto
solugao de S é {(-1+z—t,1—-2z—t,2,t) |z, t € R}.
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Ensino de matematica
por meio de jogos on-line

Glaucia Maria Bressan ® Daniela Schmidt Caminhas ® Claudia Brunosi Medeiros ®

Resumo

Este trabalho tem como objetivo explorar o uso de jogos on-line no processo ensino e aprendizagem
de Matemaética na educacgao bésica. Sao apresentadas propostas de atividades a fim de investigar
e compreender de que forma o uso de jogos pode intervir no processo de ensino e aprendizagem da
matematica, tendo em vista que proporcionam maior interesse dos alunos durante a sua utilizagao.
Tais atividades foram aplicadas de forma on-line, devido ao momento de pandemia atravessado
por todos e pelas escolas. Os resultados das aplicagoes mostram melhor compreensao do contetdo,
por meio de uma aprendizagem ludica.

Palavras-chave: Numeros inteiros; educacao bésica; aprendizagem lidica; aplicagao de jogos on-
line.

Abstract

The goal of this work is to explore the use of online games in the teaching-learning process of
Mathematics in basic education. Proposals for activities are presented in order to investigate and
understand how the use of games can intervene in the teaching-learning process of mathematics,
given that they provide greater interest to students during their use. Such activities were applied
online, due to the moment of pandemic that everyone and schools are going through. The results
of the applications show a better understanding of the content, through ludic learning.

Keywords: Integer numbers; basic education; ludic learning; online games application

1. Introdugao

A matemadtica é vista como uma area prioritaria na educagao, mostrando-se uma disciplina indis-
penséavel para a formacao de estudantes, pois desde os tempos mais remotos, quando os homens
viviam de caga e pesca, ja utilizavam a matemdtica mesmo intuitivamente. Nos dias atuais, a
matematica faz parte da vida de todos, desde as experiéncias cotidianas, como contar, comprar
e operar determinadas quantidades, quanto no trabalho, na conta bancéaria e no pagamento de
produtos e servicos. Por outro lado, observamos uma falta de interesse em seu aprendizado por
parte dos alunos em geral, em virtude de sua abstragao, simbologias e da exigéncia de um ra-
ciocinio 16gico [7]. Nesse cendrio, o uso de jogos no ensino de matemética, inseridos no contexto
escolar, propiciam o desenvolvimento de habilidades, bem como auxiliam no processo de aprendi-
zagem de conceitos matematicos, permitindo um caminho de construgao do conhecimento que vai
da imaginacao a abstracao de ideias, mediadas pela resolucao de problemas.
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A importancia de fazer o uso dos jogos é tao fundamental que podemos encontrar informacoes
sobre isso nos Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN), na disciplina de Matematica, em que é
relatado que esses recursos sao um principio fundamental para o estabelecimento do estudante no
censo critico para Matematica. Afirmando que:

Os recursos diddticos como livros, videos, televisao, rddio, calculadora, computa-
dores, jogos e outros materiais tém um papel importante no processo de ensino e
aprendizagem. Contudo, eles precisam estar integrados a situacdes que levem ao
exercicio da andlise e da reflexio [2].

O Ensino de Matemaética por meio de jogos tem se mostrado uma ferramenta fundamental para
promover o interesse e motivar a participacao dos alunos nas aulas. Esse contato com o contetido de
uma forma lidica e surpreendente pode primeiramente levar o aluno a relacionar o contetido com o
jogo e, em seguida, introduzir os conceitos mais formais. Caso haja dificuldades, o professor pode
comegar aos poucos, introduzindo o jogo no conteudo, modificando a metodologia, ir chamando
a atengao do aluno por meio de uma metodologia diferente da tradicional. Segundo Moura [8], é
necessario desenvolver o raciocinio légico e estimular o pensamento independente, a criatividade e
a capacidade de resolver problemas. Dessa forma, os professores de mateméatica devem concentrar-
se em aumentar a motivagdo para a aprendizagem, desenvolver a autoconfianca, organizacao,
concentracao, atencao, raciocinio légico-dedutivo e sentido cooperativo, aumentando a socializagao
e as interacoes pessoais.

As aulas mais dinamicas e lidicas proporcionam uma atracao para os alunos, podendo contribuir
para o desenvolvimento do aluno e de suas habilidades, como concentracao e criatividade. Diante
disso, Agranionih e Smaniotto [1] definem a importancia de se utilizarem jogos no ensino de
Matematica. Para os autores, essa metodologia deve ser intencionalmente planejada, com objetivos
claros, sujeita a regras construidas coletivamente, que oportuniza a interagao com os conhecimentos
e os conceitos matematicos, social e culturalmente produzidos, o estabelecimento de relacoes 16gicas
e numéricas e a habilidade de construir estratégias para a resolugao de problemas. Nesse sentido,
0s jogos, se convenientemente planejados, sdo um recurso pedagdgico eficaz para a construcao do
conhecimento matematico. O uso de jogos no ensino da Matemadtica tem o objetivo de fazer com
que os estudantes gostem de aprender essa disciplina, mudando a rotina da classe e despertando o
interesse do estudante [6].

Ao fazer uso de jogos, o professor pode observar nos alunos as suas habilidades e identificar suas
principais competéncias e fragilidades. Dessa forma, o processo educativo serd mais democratico
e satisfatorio. Além disso, o ensino por meio de jogos tem se mostrado uma eficiente alternativa
metodoldgica, proporcionando significativos resultados, levando o discente a avancar na construgao
e compreensao das propriedades, regras e conceitos matematicos. Os autores Dias, Meira e Silva
[5] confeccionaram um jogo com o objetivo de possibilitar novas formas de trabalhar com um olhar
mais dindmico o conteddo dos ntimeros inteiros. Os resultados foram no sentido da socializagao
entre os alunos, melhor compreensao no conteido dos nimeros inteiros, trabalho em equipe e
auxilio no ensino e aprendizagem.

Dessa forma, o objetivo deste trabalho é desenvolver e aplicar jogos para o ensino de matematica
na educagao basica, envolvendo ntimeros inteiros. Devido ao momento de pandemia em que todos
atravessam, inclusive as escolas, os jogos sao aplicados na modalidade remota, ajudando a resgatar a
socializacao e a interagao entre os estudantes. A principal contribuicao deste trabalho é despertar o
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interesse de alunos da educacao basica pela Matemaética, mas sem transforma-la em algo meramente
utilitario. Desta forma, os jogos auxiliam no primeiro contato de um determinado tema de estudo,
mostrando que a matematica também pode ser lidica e incentivando para a construgao de ideias
e de resolucao de problemas.

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte forma: a Segdo 2 descreve as atividades
propostas, envolvendo jogos on-line para o ensino de niimeros inteiros. Na Secao 3, sdo descritos os
resultados obtidos a partir da aplicagao dessas atividades em salas de aula do Ensino Fundamental
utilizando plataformas de ensino online (Google Meet). Por fim, a Segdo 4 apresenta as conclusoes
extraidas deste trabalho.

2. Atividades propostas

Esta secao descreve as atividades propostas para aplicagao em sala de aula, presencial ou remo-
tamente, envolvendo alunos do Ensino Fundamental, por meio de jogos on-line. A aplicacdo e
os resultados observados sao apresentados na Segao 3, de forma que o leitor possa reproduzir a
elaboracao das atividades conforme segue.

2.1. Atividade 1: Show do Milhao

Na Atividade 1, é proposto trabalhar com o jogo Show do Milhdo, uma adaptacdo de [3], que
em alguns anos atras era exibido na televisao aberta, havendo versoes em diversos paises. Essa
adaptacao foi realizada para que essa atividade pudesse ser aplicada também de forma on-line. Por
meio desse jogo, o objetivo é que os alunos fixem o aprendizado de nimeros inteiros e tirem suas
duvidas a respeito do conteudo de adigao algébrica e multiplicagao envolvendo nimeros inteiros.

Com as adaptagoes, o jogo é definido da seguinte forma: cada aluno deve jogar uma rodada
contendo dez questoes de multipla escolha, onde apenas uma resposta é a correta. Existe a pos-
sibilidade de solicitar, no decorrer da rodada, até duas ajudas da plateia, composta pelos demais
alunos que nao jogam a rodada, e uma ajuda do professor. As perguntas escolhidas devem ser
diferentes, porém com o mesmo grau de dificuldade, tendo um tempo de resposta de 40 segundos e
um valor que aumenta de mil reais até um milhao. Algumas perguntas que ocorrem durante o jogo
do Show do Milhao e o cronémetro, sao ilustrados na Figura 1. Ganha o jogo quem acumular mais
dinheiro, e, ao contrario do jogo original, quem erra nao para de jogar, mas perde todo dinheiro
ja acumulado e na préxima pergunta volta a contagem para o menor valor: mil reais.

Figura 1: Perguntas para o jogo Show do Milhao

N
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Na Atividade 2, é proposto um jogo de bingo com os niimeros inteiros, adaptado pela Secretaria de
Educagao do Parand (2019) [4]. Esse jogo é composto por cartelas de niimeros que sao resultados
de operagoes que serao sorteados para os alunos. O objetivo desse jogo é reforgar os conceitos de
operagodes com numeros inteiros.

O jogo deve ser desenvolvido da seguinte forma: primeiro, é entregue uma cartela distinta para
cada aluno. No caso de a aplicagao ocorrer de forma on-line, também h& a opgao de os alunos
copiarem as cartelas em seus cadernos. Em seguida, sao sorteadas as operagoes que precisam ser
resolvidas pelos jogadores/alunos (soma e subtragido de ntimeros inteiros). Quem tiver o resultado
em sua cartela ird marcé-lo, vencendo quem completar a cartela inteira primeiro. As Figuras 2 e
3 mostram, respectivamente, algumas das cartelas e das equagoes utilizadas no jogo do bingo.

BINGO
23 66 -86 @ 120

-16 | 66 | -91 | -145

13
17

33 Z 100 -150
4 71 9% 145

‘50.90“99‘0

BINGO
42 | 46 | 34 31| 120
7 | 62| 32 | 19 [-145]
9 54 Z 10 -150
12 58 35 16 145
78

20

41

25

Figura 2: Cartelas utilizadas no jogo do Bingo

EQUACOES COM NUMEROS INTEIROS

-15-8 =-23
25 + 16 = 41

15+ 14 = -1

Figura 3: Algumas equagoes utilizadas no jogo do Bingo

3. Resultados da aplicagao

A aplicagao das atividades propostas na secao anterior foi realizada por meio da plataforma uti-
lizada para a realizagdo das aulas no formato remoto (Google Meet), em um colégio estadual de
ensino fundamental e médio, localizado em Cornélio Procépio, municipio do estado do Parana.
Participaram das atividades alunos do 72 ano do Ensino Fundamental, e as atividades foram ofer-
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tadas em contraturno das aulas, para todos os alunos das turmas do 72 ano A, B e C do ano letivo
de 2021.

No encontro referente a Atividade 1, o Show do Milhao, compareceram 8 alunos de forma remota.
Inicialmente, perguntou-se aos alunos se ja tinham ouvido falar sobre esse jogo; disseram que nao,
mas que estavam curiosos para saber como se jogava. Apds essa conversa de ambientagao, foram
explicadas as regras do jogo e seu procedimento, conforme descrito na secao anterior. Por meio
desse jogo, os alunos deveriam fixar o conteudo de adigao algébrica e multiplicagao envolvendo
numeros inteiros. A Figura 4 exibe um dos momentos de aplicacdo desta atividade.

Figura 4: Momento de aplicagao do Jogo do Milhao

Depois de toda a explicagao de como funcionaria o jogo, os alunos ficaram bem animados com essa
atividade, participaram ativamente e, nas perguntas que tinham mais dificuldades, pediam a ajuda
permitida. Foi possivel observar que, no momento em que as ajudas terminavam, eles ficavam mais
ansiosos, prestavam atencgao no tempo e tentavam responder. Quando erravam e viam a corregao,
mostravam uma certa indignacao, pois achavam que poderiam ter acertado.

No encontro referente a Atividade 2, o jogo do Bingo, participaram 6 alunos na modalidade remota.
Houve uma ambientagao inicial, em que os alunos se manifestaram sobre o interesse por jogos. Ao
perguntar se ja haviam jogado Bingo, os alunos responderam que sim, que ja conheciam as regras
e explicaram como costumavam jogar em outros ambientes. Esse momento foi importante para
ajudar na interagao inicial com os alunos e revisar as regras do jogo do Bingo. Em seguida, foi
explicado para a turma que o jogo seria bem parecido com o original, mas teriam algumas mu-
dangas como, em vez de sortearmos os niimeros para eles marcarem nas cartelas, seriam sorteadas
operacoes envolvendo os nimeros inteiros, contetido que estavam estudando naquele momento nas
aulas de Matematica. Realizou-se uma breve revisao do conteudo, perguntando aos alunos como
resolviamos algumas operagoes de adigao e subtracao de niimeros inteiros.

Depois dessa preparacao, cada aluno copiou em seu caderno cartelas diferentes do bingo que foram
disponibilizadas nos slides, para todos iniciarem o jogo, como pode ser visto na Figura 5. Finali-
zando essa etapa, o sorteio das operagoes de adicao e subtragao de niimeros inteiros foi iniciado. Os
alunos deveriam resolver as operagoes e, aqueles que tivessem o resultado da operagao sorteada em
sua cartela, deviam marca-lo. O ganhador seria aquele que completasse primeiro toda a cartela.
A Figura 6 mostra um momento da aplicacao dessa atividade.
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EQUACOES COM NUMERDS INTEIROS

79 - 400

Figura 6: Momento de aplicacao do jogo do Bingo

Os alunos ficaram muito animados com o jogo e competiram para vencé-lo. Foi possivel observar
que alguns alunos erraram na soma e deixaram de marcar o nimero em sua cartela. A maioria
dos erros desse tipo referia-se a soma de niimeros negativos, pois se confundiam um pouco com os
sinais. Entao, durante o jogo, algumas dicas eram dadas, para que observassem mais atentamente os
sinais das operacoes. Quando um aluno conseguiu completar a tabela inteira, o jogo foi paralisado
e anunciado o ganhador. Em seguida, foram conferidos os resultados de cada operagao realizada,
explicando a forma correta de se efetuar as operagoes e conversando com os alunos sobre a maneira
que pensaram para chegar aquele resultado.

Tal atividade também proporcionou uma interacao e um conhecimento maior entre alunos e pro-
fessor, ja4 que durante os horarios das aulas de matematica, nao havia muita participacao, princi-
palmente nesse momento em que as aulas estao sendo ministradas remotamente, o que prejudica
a interagao e a socializagao.

Portanto, pode-se afirmar que desenvolver essas duas atividades com as operagoes de niumeros
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inteiros auxilia o aluno no processo de construgao de seu conhecimento, tornando mais palpével
as operagoes neste conjunto numérico e, de acordo com o seu ritmo de aprendizagem, cada um
percebe o momento de comecar a trabalhar de uma maneira mais abstrata, fato esse que é um dos
objetivos do ensino da Matematica.

4. Conclusao

Este trabalho apresenta a proposta de desenvolver atividades para o ensino de Matemaética no
ensino bésico por meio de jogos, proporcionando aulas dinamicas e ludicas para auxiliar o apren-
dizado de conceitos matemaéticos. Dessa forma, pretende-se despertar o interesse do aluno por
meio de materiais, promovendo interacoes entre os alunos, socializagado e maior participagao nas
aulas. Assim, pretende-se proporcionar um aprendizado lidico e efetivo dos conceitos matematicos
abstratos.

E importante ressaltar que todos os autores citados neste trabalho destacam a importancia de
haver interacoes entre os alunos, que consequentemente levam a uma participagao maior nas aulas.
Apesar de, em virtude da pandemia, termos perdido a socializacao, a proposta deste trabalho
propiciou a socializacao, mesmo que remotamente, como pode ser visto nas aplicagoes descritas na
Secao 3. Além disso, o uso de jogos propicia uma compreensao melhor dos temas de estudo e a
conscientizacdo de que conteudos considerados dificeis, quando vistos de maneira mais concreta,
acabam parecendo mais compreensiveis. Portanto, o uso de jogos, além de proporcionar beneficios
aos alunos, também colabora com a construgao de novos conhecimentos.

Percebe-se também que os alunos traziam algumas dudvidas sobre o conteido que, por algum
motivo, nao disseram durante a aula tradicional, mas a dinamica do jogo proporcionou um ambiente
favoravel para que se manifestassem e esclarecessem essas dividas para vencerem os jogos.

Com os resultados obtidos podemos observar que esse tipo de abordagem envolvendo jogos pro-
porciona uma melhor compreensao dos alunos e a fixagao do contetido. Outro aspecto importante
é destacar que, como normalmente as turmas sao numerosas, essa metodologia proporciona uma
maijor interacao entre os alunos, possibilitando que se conhegcam melhor, de modo que eles possam
debater e expor suas ideias. Portanto, este trabalho teve seu objetivo alcangado, visto que a criagao
e utilizacdo dos jogos nas turmas do ensino fundamental funcionou como ferramenta facilitadora
no ensino de alguns contetudos.

Por fim, para concretizar por meio desses relatos, tem-se o quanto é importante trabalhar com
diversas formas de ensino, para ajudar os alunos e aperfeicoar ainda mais a metodologia do pro-
fessor, promovendo um ensino mais efetivo para os alunos e também formar cidadaos criativos e
construtivos.
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Discriminantes de polinémios com uma variavel

Alberis L. de Souza!® Willace M. de Sousa®

Resumo

O presente artigo consiste em verificar a natureza das raizes de polinémios de acordo com valores
assumidos por seu discriminante, iniciando com casos particulares; representa o discriminante em
fungao das raizes dos polinomios de 2° e 3° graus, especificamente; e, de maneira geral, relaciona
o discriminante com raizes de polinémios de qualquer grau. Também relaciona o discrimiante em
fungao dos coeficientes dos respectivos polinémios, fazendo uma conexao com matriz de Sylvester
e resultantes polinomiais.

Palavras-chave: Discriminante; Matriz de Sylvester; Polinomio; Resultante;.

Abstract

The present article consists in verifying the nature of the roots of polynomials according to values
assumed by their discriminant, starting with particular cases. The discriminant is represented
as a function of the roots of 2nd and 3rd degree polynomials, specifically, and in general, the
discriminant is related to the roots of degree polynomials of any degree. The discriminant is also
related as a function of the polynomial coefficients, making a connection with the Sylvester Matrix
and resultant of a polynomial and as well.

Keywords: Discriminant; Sylvester Matrix; Polynomial; Resultant.

1. Introdugao

Os primeiros indicios do uso de equacoes estavam em dois valiosos papiros: Papiro Egipcio de
Ahmes ou de Rhind, escrito certa de 1650 a.C., e Papiro de Moscou, escrito cerca de 1850 a.C.
[7]. O Papiro de Rhind foi copiado pelo escriba egipcio Ahmes e comprado em 1858, na cidade de
Luxor, pelo arquedlogo, advogado e antiquéario escocés Alexander Henry Rhind. Menciona que os
registros provém de um protétipo do Reino do Meio, cerca de 2000 a 1800 a.C.. Rhind morreu
em 1863, seu papiro foi adquirido pelo British Museum, Museu Britanico de Londres. Além de
equagoes lineares, nele ha problemas matematicos envolvendo aritmética, fracoes e trigonometria
[3]. O Papiro de Moscou, é também chamado de Papiro de Golenischev em homenagem ao cole-
cionador russo Abrado V. S. Golenischev, que o comprou no Egito em 1893. Em 1917, pertenceu
ao Museu de Belas-Artes de Moscou, dai passou a ser conhecido como Papiro de Moscou. Até
hoje é desconhecido o escriba que o escreveu. Possui 25 problemas matematicos envolvendo areas,
volume, medigoes, equagoes e outros [3], [6].

Parcialmente apoiado pela Capes
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Os Babilonios, no mesmo periodo, desenvolveram mais, pois ji trabalhavam com equagoes de 2°
grau e resolviam-nas por um método utilizado pelos hindus quase 3 milénios depois, o chamado
“completamento do quadrado”. Os problemas algébricos eram colocados e solucionados em um
mesmo enunciado, com representagoes um tanto abstratas, utilizando comprimento, largura ou
lado de um quadrado e dreas retangulares [7]. Uma Plaqueta de Argila Babilonica, escrita cerca
de 2000 e 1600 a.C., foi descoberta no sul da Mesopotamia e encontra-se no Museu Britanico sob a
denominagao BM13901; contém 24 problemas algébricos, incluindo as formas simples de equagoes
de segundo grau [8].

Na Universidade de Alexandria, por volta de 300 a.C., surgiu o talentoso génio da Matematica,
Euclides. Ele formou alguns conceitos que se tornaram extremamente importantes na solucao de
equagoes, como, por exemplo, as expressoes abaixo, que sao conhecidas como “nog¢oes comuns” de
Euclides:

e Coisas iguais a uma terceira sao iguais entre si;
e Se iguais forem subtraidos de iguais, os resultados serao iguais;

e Se iguais forem somados a iguais, os resultados serao iguais.

Nos primeiros séculos depois de Cristo, apareceram grandes matematicos, dentre eles o famoso
astronomo Abu-Abdullah Muhammed ibn-Musa Al-Khwarizmi (783-850), conhecido como o pai
da &lgebra, foi considerado o melhor matematico de sua época. Nascido na provincia persa de
Khwarezm, onde é atualmente o Uzbequistao, escreveu o livro em drabe com o titulo Al-Kitab
Al-jabr Wa’l Mugabalah, trazendo discussoes de equagoes lineares e quadraticas [7].

Na fndia, na cidade de Vijayapura, nasceu o mais importante matematico do século XII e astronomo
Bhaskara Akaria, aproximadamente (1114-1185) [3]. A férmula que recebeu seu nome, ele mesmo
relatou ter sido encontrada pelo matematico hindu Sridhara (870-930), um século antes. Bhaskara
escreveu Bijaganita, um livro de Algebra7 onde se dedicou as resolucoes de equacoes lineares e
quadrdticas, utilizando métodos jé apresentados por outros mateméticos [12].

No ano de 1175, nasceu em Pisa, Itdlia, o matemético Leonardo Fibonacci, conhecido como Le-
onardo de Pisa. Em 1202 publicou o livro Liber Abaci. Os quinze capitulos da obra explicam
métodos de calculo com inteiros e fragoes, o cdlculo de raizes quadradas e cubicas e a resolugao
de equacoes lineares e quadraticas, cujas raizes negativas e imagindrias nao sao admitidas. Depois
de Fibonacci, surgiu o grande matematico italiano Luca Paciolo, também conhecido como Pacioli.
Sua primeira obra foi Summa de arithmetica, geometria, proportioni et proportionalita publicada
em 1494 em Veneza, onde introduziu alguns simbolos, simplificando os de Fibonacci, como, por
exemplo, o desconhecido (a incégnita) que foi chamado de cosa [7].

O matematico francés Francois Viete (1540-1603) determinou um método para encontrar a solugao
de equagoes quadraticas utilizando uma mudanca de varidavel. Da equagao

ax? +bx+c =0, (1)
apds a aplicacdo do método de substituicao de varidvel, encontra-se a expressao [1]

3 ~b + Vb2 - 4ac

X =
2a
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Essa é a férmula que atualmente no Brasil é conhecida por Férmula de Bhaskara, onde o termo
A :=b? -~ 4dac (2)

é conhecido como o discriminante do polinémio ax? +bx + ¢ [12].

No caso de equagoes ctbicas, o primeiro registro aconteceu com a antiga civilizagao babilonica, por
volta de 1800 a 1600 a.C.. Foram encontradas tabelas de cubos e de raizes cibicas. No periodo
grego, os volumes de sélidos geométricos levavam a problemas que, nos tempos modernos, envolvem
equacdes ctbicas. Por exemplo, a duplicacdo do cubo consiste em resolver a equacdo x> = 2.

O matemadtico drabe Umar Al-Khayammi (1050-1123) solucionou equagdes ciibicas usando aborda-
gem geomeétrica, nao conseguindo encontrar solucoes aritméticas, que, por sinal, acreditava serem
impossiveis de existir. Omar Khayyam generalizou o método de resolucao de todas as equagoes de
3° grau (que tinham rafzes positivas) usando conicas [3].

H4 registros de que o matemético Scipione del Ferro (1465-1526) foi o primeiro que descobriu as
resolugoes das equagoes cubicas. Nao se sabe como ou quando fez essa descoberta, pois nunca
publicou obra alguma. Antes de sua morte, revelou a solucao dos problemas do tipo “cubo e coisas
igual a nimero” (x + px = q) e “cubo igual a coisas e niimero” (x> = px +q) a seus discipulos
Annibale Della Nave e Antonio Maria Fiore. Em 1535, Fiore propde desafiar para uma disputa
matematica o talentoso matematico de nacionalidade italiana, Nicolo Fontana. Fiore propds 30
problemas, todos envolvendo equagos ctbicas, e Tartaglia também preparou seus problemas. Ini-
ciada a disputa, Tartaglia, inteligentemente, conseguiu resolver todas as 30 questoes propostas por
Fiore e ainda foi mais além: achou a férmula geral para as equagoes do tipo

3 +px+q=0 (3)

vencendo assim a competicdo. A noticia da disputa entre Tartaglia e Fiore chegou até Milao,
onde vivia o matemaético Girolamo Cardamo, nascido em Pavia em 1501 e falecido em Roma
em 1576. Mediante tantas pressoes e confiando em juramentos feitos por Cardano, Tartaglia
revela a Cardano as cobicadas férmulas para resolugao das equacoes cubicas. Em 1545, quebrou
seu juramento feito a Tartaglia, publicando o maior artigo algébrico existente, a Artis Magnae
Sive de Requlis Algebraicis, também conhecida como Ars Magna, foi publicada em Nurenberg, na
Alemanha.

Como as solugoes encontradas foram para as equagdes cibicas (3), entdo ndo podia ser aplicadas
diretamente numa equagao de terceiro grau geral. Mas qualquer equacao de terceiro grau pode ser
transformada em uma equagao do tipo (3), e a Férmula de Cardano

2 53 . [a2 b3
x:i/g+\/q—+p—+</(—l T, (4)
2 4 27 2 4 27

garante-nos pelo menos uma raiz [11]. Agora, basta usar o algoritmo da divisdo para polindémios
e encontrar as outras raizes.

Na secao 2 estudamos a relacao entre a natureza das raizes e o sinal do discriminante de polindémios
de 2° grau e de 3° grau da forma x>+ px+q. Na secdo 3 generalizamos a definicdo de discriminante
para polinomios de graus arbitrarios de duas maneiras equivalentes. Na primeira, escrevemos esse
determinante em funcao de uma resultante, enquanto que na segunda, apresentamos o determinante
em funcgao de suas raizes.
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2. Discriminante de polinémios de 2° grau e de 3° grau da forma x3 + px +q

O discriminante de um polinémio, muitas vezes denotado pelo simbolo A, d4 algumas dicas impor-
tantes sobre a natureza das raizes do polinémio.

2.1. Relagio do discriminante com as raizes de um polinémio da forma ax? + bx + ¢

Proposicao 1. Considere o polinémio ax®> +bx +c, com a,b,c e R ea # 0. Se x1,xo sdo as raizes
desse polinémio, entdo o discriminante da Equagdo (2) satisfaz a sequinte equagao

A= 32(X1 - X2)2. (5)

Demonstracao. Pelas relacoes de Girard, temos que

b C
X1 +Xo=—— € X1 "Xo=—.
a a
Assim,
2 2 2
__b 2 _ 2 2 _b 2 2 b c
X1 +Xo =—— = (X1 +X3) == = X{+2X1"Xp+X;= 5 = X]-2X1Xp+X3= 5 4 -,
a a a a a
ou seja,
( )2 b% - dac A
X]—Xp) = ———— = —
a2 a2’
como gostariamos. O

Observacgao 1. Considere a notagao da Proposigao 1. Notemos que:

e Se A > 0, entdo x; # xo. Pela Equagao (2), temos que x1,x2 € R;
e Se A =0, entao x; = Xg, pois a # 0;

e Se A < 0, entdo x; # x2. Pela Equagao (2), temos que x1,x5 € C. Nesse caso, as raizes sao
conjugadas entre si e, portanto, x; — Xo nao ¢ um ntmero real.

2.2. Relagao do discriminante com as raizes de um polinémio da forma x> + px + q

Considere os polindmios de 3° grau da forma x> + px+q, onde p,q € R e destaquemos o radicando

q?/4 + p?/27 da Férmula de Cardano (4). Nesse caso, o discriminante A desse polinémio serd
definido por

2 3
q p
A=-108- [+ +12 ).
08 (4+27) (6)

Podemos dividir os polinémios da forma x® + px + q em trés tipos, com base na natureza de suas
raizes:

I - Polinobmios com trés raizes reais distintas;

IT - Polindémios com trés raizes reais, sendo uma delas com multiplicidade pelo menos dois;
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IIT - Polinémios com duas raizes complexas conjugadas entre si e uma raiz real.
Exemplo 1. Calcule o sinal do discriminante de x3 + px + q do Tipo I.
Nesse caso,

x3+px+q=(x—a)(x—b)(x—c), coma,b,c e R distintos. (7)
Analizando o termo de segundo grau da equacao do segundo membro, concluimos que ¢ = —(a+Db).
Além disso, pela Equagao (7) temos que

p=ab-(a+b)? e q=ab(a+b). (8)

Agora, substituindo as Equagoes (8) na Equacao (6), obtemos que

(ab(a+b))2 . (ab (a+b)2)3

A=-108-
2 3

=(a—b)?(2a+b)?(a+2b)2. (9)

Sabendo que a,b e c sao distintos, com ¢ = —(a +b), segue que A > 0.

Exemplo 2. Calcule o sinal do discriminante de x3 + px + q do Tipo IL.

Nesse caso,
x3+px+q=(x—a)(x—a)(x—b), coma,b €R. (10)

Analizando o termo de segundo grau da equacao do segundo membro, concluimos que b = —2a.
Além disso, pela Equagao (10) temos que

p=-3a® e q=2a’. (11)

Agora, substituindo as Equagoes (11) na Equagao (6), obtemos que
~2a3\% [-3a2\®

=0. 12
)5 ] ®

Exemplo 3. Calcule o sinal do discriminante de x3 + px +q do Tipo IIL.

A=-108-

Segue que A = 0.

Nesse caso,
x® +px+q = (x— [a+Dbi])(x— [a—bi])(x—c), coma,b,ce Reb #0. (13)

Analizando o termo de segundo grau da equagao do segundo membro, concluimos que ¢ = —2a.
Além disso, pela Equagao (13) temos que
p=b%2-3a2 e q=2a(a?+b?). (14)

Agora, substituindo as Equagoes (14) na Equagao (6), obtemos que

A=-108-

2a(a? +b?) 2 N b2 - 3a2
2 3

3
) 1:4- (81a*b? + 18ab* + bP). (15)

Sabendo que a,b € R, com b # 0, segue que A < 0.
-
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Observagao 2. Notemos que a partir da definigdo de discriminante na Equagdo (6), podemos
concluir resultados semelhantes aos obtidos na Observacao 1:

e Se A > 0, entdo o polinémio x3 + px + q é do Tipo I;

e Se A =0, entdo o polindmio x3 + px + q é do Tipo II;

e Se A <0, entdo o polinémio x3 + px + q é do Tipo III.

3. Discriminates de polinémios de grau arbitrario

Nesta secao estudaremos duas maneiras equivalentes de generalizar a definicao do discriminante

de polinémios com coeficientes em R de graus maiores do que 3.

3.1. Relagao entre discriminante e resultante

Considere f(x),g(x) € R[x] dois polindmios de graus d(f(x)) = n e d(g(x)) = m. Nesse caso,
existem ag, ..., an, bg, ..., bm € R com a,, by, # 0 tais que

f(x) = zn: aix e g(x) = i bix'.

i=0 i=0

A matriz de Sylvester de f(x) e g(x) é a matriz quadrada (de ordem m + n)

[ an bm
an-1  an bm-1 bm
an-2 ap-1 . bm72 bmfl
an-2 e an bm72 . bm
an-1 . bmfl
Syl (£(x),8(x)) := . :
ap : ap 2 by : by 2
ag a1 bo b1
ag . bo
ay by
ag bO |

onde 0s espacos vazios sao ocupados por zeros, as primeiras m colunas sao preenchidas pelos
coeficientes de f(x) e as 1iltimas n colunas sado preenchidas com os coeficientes de g(x).

Definicao 1. Sejam f(x),g(x) € R[x]. A resultante de f(x) e g(x) é definida por
Res (f(x),g(x)) == det (Syl (£(x), g(x))).

Definigao 2. Seja f(x) = apx™ +a, 1x* ' +---+asx? +a;x+ag € R[x], com a, # 0. O discriminante
de f é definido por

n(n-1) ,
AEG) = (-1)7= Res (f(x),f (x))7

an

2

onde f'(x) ;== na,x™ '+ (n— Dap 1x" 2 + -+ + 2a0x + a; € R[x].
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Exemplo 4 (Discriminante de polinomio de 2° grau). Calcule A(f(x)), onde f(x) = ax?+bx+c € R[x]
ea#0.

Como f(x) = ax? + bx + ¢, entdo f'(x) = 2ax +b. Segue que d(f(x)) =2 e 4(f'(x)) = 1. A matriz de
Sylvester de f(x) e f'(x) é

a 2a 0
Syl (f(x),f'(x))=|b b 2a].

c 0 Db

Nesse caso,
Res (f(x),f'(x)) = det (Syl (f(x),f'(x))) = 4a’c — ab®.
Portanto,
n(n—1) 2(2-1)
~1)7= Res (f(x),f’ 1)~z [4aZ%c - ab?
Aff(g) = (DT Res (160,160) _ (D75 e ab?] _
a a

ou seja,

A(f(x)) = b? - 4ac.

Exemplo 5 (Discriminante de polindomio de 3° grau). Calcule A(f(x)), onde f(x) = ax®+bx?+cx+d €
R[x] e a #0.

Como f(x) = ax® + bx? + cx + d, entao f'(x) = 3ax? + 2bx + c. Segue que d(f(x)) =3 e I(f'(x)) = 2.
A matriz de Sylvester de f(x) e {'(x) é

a 0 3a 0 0

b a 2b 3a 0
Syl (f(x),f'(x)) ={c b ¢ 2b 3af.

d ¢ 0 ¢ 2b

0 d 0 0 ¢

Usando a regra de Laplace temos que

Res (f(x),f'(x)) = det (Syl (f(x),f’(x))) = a(27a%d® — 18abcd + 4ac® + 4b*d — b2c?).

Portanto,
n(n—1) ,
AEG) = (-1)7 = Res (f(x),f'(x))
a
(1) *% [a(27a2d? - 18abed + dac® + 4b%d — b2c?)|

- a

= (-1) - (27a*d? - 18abed + 4ac® + 4b*d — b?c?)

= 27a%d? + 18abed — 4ac® — 4b3d + b2c?,
ou seja,

A(f(x)) = —27a%d? + 18abcd — 4ac® — 4b*d + b?c?.

Observacdo 3. Notemos que se f(x) = x> + px + q, entdo A(f(x)) = 27q% —4p> = 7108(% + g—g), ou

seja, recuperamos a férmula do discriminante da Equagao (6).
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3.2. Relagao entre discriminante e raizes de polinémios

Vamos apresentar uma outra maneira de calcular o discriminante de um polinémio f(x) € R[x] de
grau arbitrario quando conhecemos as raizes.

Definicao 3. Sejam f(x) = a,x" +---+a;x+ag € R[x], com a, #0 e
Ao(f(o) =a22 [ (xi-x)%, (16)
1<i<j<n
onde X1, ..., X, sd0 as rafzes (em C) de f(x).

Exemplo 6. Mostre que Ag(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = ax? +bx+c € R[x] e a # 0.

Suponhamos que x7,xs € C sejam as raizes de f(x). Nesse caso,
Ao(f(x)) = a®? 2 (x1 — x2)” = a°(x1 — x2)7,
ou seja,
Ao (f(%)) = a®(x1 — x2)°.
Segue, pela Proposicao 1, que A(f(x)) = Ao (f(x)).
Exemplo 7. Mostre que Ag(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = x3 +px+q € R[x] é do Tipo L

Suponhamos que x? + px +q = (x—a)(x—b)(x—c). Nesse caso, c = —(a+b). Segue que
Ao(f(x)) = (a-Db)%(a—c)?’(b-c)? = (a-b)?(a+a+Db)2(b+a+b)? = (a—b)?(2a+b)(a+2b)?,
ou seja,
Ao(f(x)) = (a— b)?(2a + b)%(a + 2b)2.
Segue, pela Equacao (9), que A(f(x)) = Ag(f(x)).
Exemplo 8. Mostre que Ao(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = x3 +px +q € R[x] é do Tipo IL

Suponhamos que x3 + px +q = (x—a)(x—a)(x—b). Nesse caso, b = —2a. Segue que
Ao(f(x)) = (a—a)*(a—b)*(a-b)* =0

Segue, pela Equagao (12), que A(f(x)) = Ao (f(x)).

Exemplo 9. Mostre que Ag(f(x)) = A(f(x)), onde f(x) = x>+ px+q € R[x] ¢ do Tipo IIL

Suponhamos que x® + px +q = (x— [a+ bi])(x — [a— bi])(x — ¢). Nesse caso, ¢ = ~2a. Segue que
Ao(f(x)) = ([a+Di] — [a—bi])*([a+Dbi] -~ ¢)*([a—bi] —c)® = (2bi)?(3a +bi)?(3a — bi)?
= (-4b%)(9a® + b%)? = ~4b?(81a* + 18a’b* + b?),
ou seja,
Ao(f(x)) = —4(81a*b? + 18a2b* + b%).
Segue, pela Equacao (15), que A(f(x)) = Ao (f(x)).

Observagao 4. Os resultados verificados nos Exemplos 6, 7, 8 e 9 sao, de fato, casos particulares
do seguinte resultado mais geral.

Lema 1. Seja f(x) € R[x] de graun (n > 1). Entao
A(f(x)) = Ap(f(x)).

A demonstragdo do Lema 1 pode ser encontrada em Proposition V-22, [5].
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4. Conclusao

Ao longo da historia, conceitos algébricos foram desenvolvidos e publicados por uns matematicos e
continuados por outros. Dessa forma, observa-se como se deu a ligacao entre eles e de que maneira
se procedeu a sequéncia dos contetidos construidos.

Os livros didéticos da educagao béasica trazem métodos de resolucao apenas para as equacgoes de
1° e 2° graus que, no que se refere as de 2° grau, é mostrada a resolucdo das equacgoes de 4°
grau, chamadas de biquadradas, da forma ax* + bx2 + ¢ = 0. Apresentamos, neste artigo, para o
conhecimento de discentes e docentes, também a férmula resolutiva para as equagoes de 3° grau
da forma x> + px + q = 0, incluindo o estudo do sinal do discriminante. Quanto ao discriminante
de polindémios nos livros didaticos, somente é mencionado para polinémios de 2° grau; exploramos,
também neste trabalho, o estudo de discriminantes de polinomios de graus arbitrarios.

Almejamos, com este trabalho, auxiliar professores no estudo de equagoes polinomiais e discrimi-
nantes de polindmios para nossas praticas pedagdgicas, mesmo que alguns conceitos nao sejam co-
muns no ensino bésico, mas poderao ser explorados na integra ou como complemento de conteidos
programaticos ja previstos.
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Parabolas versus logaritmos: interseccoes

José Carlos Magossi ® Antoénio César da Costa Barros®

Resumo

Uma pergunta muito comum entre alunos universitarios é: Por que estudar Cdlculo? Nos dias de
hoje, mesmo com todas as tecnologias que se apresentam, essa pergunta ainda se torna frequente,
e sua resposta, mais complicada, haja vista que nem sempre é facil esclarecer a conexao entre uma
determinada tecnologia e a matematica necessiria para implementa-la. Do lado da matematica
a situacdo é semelhante, nem sempre é facil determinar qual é a matemédtica necessdria para
solucionar um determinado problema. Neste artigo expoe-se um problema sobre a intersec¢ao entre
parabolas e logaritmos, para o qual, no sentido geométrico, a percepgao da solucao é rapidamente
visualizada, sem a necessidade de conhecimento matematico. No entanto, para mostrar que essa
intuicao visual coincide com a resposta correta, deve-se necessariamente considerar a matematica
ensinada nos cursos de Célculo. Isso abre espago para discussoes acerca do ensino de Célculo e
também das diferencas entre a matematica vista no ensino médio e aquela vista na universidade.

Palavras-chave: cédlculo; intuigao geométrica; ensino; intersecgao de curvas.

Abstract

A very common question among university students is: Why study Calculus? Nowadays, even with
all the current technologies, this question still becomes frequent, and its answer more complicated,
since it is not always easy to clarify the connection between a given technology and the mathematics
necessary to implement it. From the point of view of mathematics the situation is similar, it is
not always easy to determine which mathematics is necessary to solve a given problem. In this
article we present a problem about the intersection between parabolas and logarithms in which,
in the geometric sense, the perception of the solution is quickly visualized, without the need to
know mathematics. However, to show that this visual intuition coincides with the correct answer,
one must necessarily consider the mathematics taught in Calculus courses. This opens space for
discussions about the teaching of Calculus and also the differences between the mathematics seen
in high school and the one seen in university.

Keywords: calculus; geometric intuition; teaching; intersecting curves.

1. Introdugao

Uma questdo que vez ou outra vem a tona é: Por que é preciso estudar Calculo? Acredita-se
que sua importancia e necessidade sejam, nos dias de hoje, bem aceitas, haja vista a realidade de
toda a tecnologia presente na sociedade moderna, o que de certa forma justifica a existéncia da
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“matematica aplicada”. Mas, por mais que possamos utilizar aparelhos de telefonia celular, viajar
de aviao, utilizar ressonancia magnética, construir edificios, viajar ao espago etc., ainda fica uma
pontinha de duvida sobre a relevancia da matemédtica, uma vez que nao é simples mensurar o
quanto de matematica se tem em cada tecnologia. HA muitos “serve para isso” que poderiam ser
utilizados para responder a essa pergunta, e hé intiimeros fatores que se inserem nos “porqués” das
dificuldades em estudar Calculo. Neste artigo, opta-se por uma estratégia que se volta a outras
perguntas. Como resolver problemas sem as ferramentas do Célculo? A matematica do ensino
médio d& conta de resolver os problemas que nos sao apresentados? Estariamos em apuros no
quesito “problemas de matemadtica e tecnologia”, caso nao tivéssemos a disposicao a matematica
do Calculo, diga-se, Cdlculo Diferencial e Integral? Para auxiliar na resposta dessas perguntas,
mostra-se um simples exemplo de um problema matematico, uma discussao sobre um problema
geométrico que, com a matematica do ensino médio, teria uma solucdo bem dificil, talvez im-
possivel, mas, com a matemdtica do Célculo, ela se torna acessivel. Mais ainda, é um problema
que, no sentido da intuicao geométrica, tem a solucao rapidamente visualizada, mesmo para quem
nao conhece matematica. No entanto, essa visualizagao geométrica de uma propensa resposta nao
garante correcao, pois, para alcangar uma resposta com rigor, torna-se necessario lancar mao das
ferramentas de uma matemdtica continua, prépria dos cursos de Calculo. Com isso, justifica-se que
a matematica do ensino médio é necessaria para um bom acompanhamento dos cursos de Célculo,
mas ela ndo é suficiente [5]. Nessa mesma esteira, pode-se argumentar que a matemética do ensino
médio é necessaria para o avango tecnolégico, mas também nao é suficiente, haja vista as inimeras
tecnologias que se fundamentam em uma matemaética mais sofisticada que a do ensino médio. A
exposicao neste texto tem um viés matematico cujo objetivo é mostrar como as ferramentas ma-
temadticas presentes em um curso de Célculo, de fungoes de uma varidvel real, podem ser utilizadas
na solucao de problemas aparentemente simples.

2. Parabolas e logaritmos: propriedades
O gréfico da funcdo y = x? é uma parabola que corta o eixo x em x = 0, no ponto (0,0). Essa
fungao é classica na literatura e apresenta-se sob muitas formas na matematica do ensino médio
[4]. Sua versao mais geral tem a forma y = f(x) = ax®> + bx+c, com a # 0 e x € R. Para determinar

—b + Vb? — 4ac

suas raizes leva-se em conta a famosa férmula de Bhaskara: x = ——————— Com as parabolas

iniciam-se também os primeiros passos na determinagao de pontos em c?ue a funcao tem seu valor
méximo (caso em que a pardbola tem concavidade para baixo) e pontos em que a fungao tem seu
valor minimo (caso em que a pardbola tem concavidade para cima), isto é, busca-se pelo ponto que
representa o vértice (§7 ﬁ) da pardbola. Por outro lado, logaritmos (e diga-se, sua contraparte,
a funcdo exponencial y = e*) também sao cldssicos na literatura e na matemética do ensino médio
[4]. A funcdo y = log, x é a fungao logaritmica, em que 0 < x € R e 0 < a # 1. As propriedades
cléssicas da funcao logaritmica sdo estudadas no colégio e podem ser observadas em [3, 4], tais
como logx® = alogx, logx+logy = log(x.y) e logx—logy = log(’y—‘). Além disso, se a > 1, a funcao
logaritmica é uma funcao crescente que corta o eixo dos x em x = 1, caso em que logl = 0. Os
logaritmos podem ser escritos em bases diferentes da base 10, tais como y = logyx e y = log, x
(isto é, y = Inx). Nota-se também que a fungdo y = Inx tem sua concavidade voltada para baixo,
isto é, o ponto médio de qualquer corda (reta secante) da curva y = Inx encontra-se abaixo, ou
sobre a curva y = Inx. Com base nisso, para logaritmos na base e, isto é, para y = Inx, tem-se uma
importante desigualdade, 7= < In(1 +x) < x, para todo x > 0, que auxilia na deducao do nimero
e ([4], p.201).
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3. Parabolas e logaritmos: uma visao intuitiva

Na sequéncia, apresenta-se um problema matemético cuja formulacao é simples e prepara-se o
raciocinio para uma extensao sua, mais complicada, cuja solucao pode ser obtida com base na
matematica ensinada em cursos de Célculo, num sistema de nimeros reais.

Problema 1): Quais sdo os pontos de intersec¢io, se existirem, entre a parabola y = x? e a funcio
logaritmica, na base e, y = Inx?

O grafico da funcao y = x? e o da funcao y = Inx podem ser observados na figura 1. Com base

nessa figura, e também em uma simples andlise de valores de ambas as fungoes, é possivel inferir
que o grafico de y = x? nao cruza o grafico da funcio y = Inx. Isso significa que x? = Inx é uma
equagao cuja solugao em R é o conjunto vazio. Essa solugao pode ser avalizada, no sentido da
intuicao geométrica, no sentido visual, sem a necessidade a priori de conhecimento matematico.

y

y=x

y =Inx

0 (1,0) X

Figura 1: Gréficos de y =Inx e y = x2

Ao observar o grafico da figura 1, é possivel notar, com base na intuicdo geométrica, que, se a
pardbola tiver sua concavidade mais aberta, existird interseccao com a funcao logaritmica. Mais
ainda, como essa abertura é arbitraria, pode-se deduzir que existem infinitas parabolas, do tipo
y = kx?, que tém interseccdo com a funcao y = Inx, para algum valor apropriado de 0 < k € R.

Como identificar os pontos de interseccio entre as parabolas do tipo y = kx? e a funcéo logaritmica
y = Inx? Mais ainda, qual seria o valor de k para que haja um tnico ponto de interseccao?

Indica-se uma solugdo para essas perguntas ao considerar, tal como nos cursos de Célculo, a
existéncia da derivada de uma fungao de numeros reais, e tendo em conta que a derivada de
uma funcao y = f(x) num ponto (a,f(a)) é a inclinagao da reta tangente & curva y = f(x) no
ponto (a,f(a)). Essa inclinagdo [2], que substitui a inclinagdo da curva y = f(x) em (a,f(a)) pela
inclinacao da reta tangente & y = f(x) em (a,f(a)), pode ser vista como a derivada de f(x) em
x = a. O conceito de derivada, brevemente exposto nestas linhas, é a grande contribuicao de Isaac
Newton (1642-1727) e Gottfried Wilhelm von Leibniz (1646-1716), em fins do século XVII, que fez
com que eles sejam considerados os inventores do Célculo [1].
R

268 S
SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Magossi e Barros

3.1. Intersecgao de uma reta com a fungao logaritmica

Antes de abordar o problema principal desse artigo, qual seja interseccao entre pardbola e loga-
ritmo, inicia-se, como preparacao de raciocinio, a investigacao da interseccao entre uma reta e a
fungao logaritmica.

No sentido intuitivo e geométrico é possivel estimar que a reta r(x) = mx cruza a fungao logaritmica
em varios pontos, de acordo com a inclinagdo da reta r(x) = mx, ou seja, de acordo com o valor
da constante m € R. Ha, no entanto, um ponto em que essa reta é tangente a curva logaritmica,
isto é, ha um unico ponto de interseccao!. Essa interseccao ocorre quando a inclinagao da reta
r(x) = mx coincide com a inclinagao da reta g(x) = Inx. Nesse caso, a inclinagao da reta r(x) = mx
é dada pelo seu coeficiente angular, isto é, pelo valor m. A inclinacdo da curva g(x) = Inx, em
x = ¢, é dada pela derivada g’(c). Assim, como g’(x) = %, tem-se entdo que g’(c) = % Portanto, a
reta r(x) = mx e a curva g(x) = Inx terao a mesma inclinagdo no caso em que % = m. Tendo em

conta que a reta e a curva tém um ponto de intersecgao em x = ¢, entao, como m = %, tem-se:

1
r(c)=g(c) = mc=lnc = =-c=lnc = 1=Ihnc = c=e =e
¢

Assim, para m = % a reta r(x) = mx e a curva g(x) = Inx terdo a mesma inclinagao e, além disso,
um unico ponto de interseccdo em x = e, conforme pode ser observado na figura 2. Para x = e

tem-se que r(e) = g(e) = 1.

ST g(x) =Inx

)
A~
[
=]
~
DF - - -
>

r(x) = %x

Figura 2: Graficos dey =Inxey = %x

O objetivo da discussao nesta secao foi o de preparar o raciocinio para as perguntas que virao
na sequéncia, perguntas sobre a interseccao nao de retas e logaritmos, mas entre parabolas e
logaritmos.

4. Parabolas e logaritmos: intersecgao

E possivel notar, com base no sentido geométrico, no desenho dos gréaficos, que pardbolas com
vértice na origem tém sim pontos de interseccdo com a funcado logaritmica. No entanto, como
precisar qual é o ponto em que as duas curvas interceptam-se, tendo em conta a abertura da
concavidade das pardabolas?

1Convém indicar que esse ponto é a solugdo da equagdo em que mx = Inx, ou seja, escrito de outra forma, é a
solucao da equagdo x = e™*,
)
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Problema 2): Sejam f(x) = kx? e g(x) = Inx funcdes de niimeros reais. Determinar o valor positivo
de k € R, para o qual existe um e um tnico x = ¢ tal que f(c) = g(c).

No sentido geométrico é possivel observar que a interseccao entre as funcoes f(x) = kx? e g(x) = Inx
vai depender do valor de k > 0. Um caso particular, em que k = 1, situacao de nao interseccao,
apresenta-se na figura 1. A existéncia da interseccao vai depender da abertura da pardbola. Uma
parabola com concavidade muito fechada, e positiva, ndo vai cruzar a funcao logaritmica. Assim,
almeja-se determinar quao aberta deve ser a concavidade da pardbola para que haja uma tnica
intersecgao com a funcao logaritmica. A abertura da parabola depende do valor de k. Quanto
menor for o valor de k, mais aberta serd a pardbola; quanto maior for o valor de k, mais fechada
serd a pardabola.

O objetivo é determinar um valor x = ¢ tal que as retas tangentes em f(x) = kx? e g(x) = Inx
tenham a mesma inclinagao, isto é, mesmo coeficiente angular. Além disso, esse valor x = ¢ deve
ser a abscissa do ponto de intersec¢do dos dois gréficos, isto é, f(c) = g(c). A derivada de f(x), em
X = ¢, indica a inclinacdo da reta tangente & curva f(x) = kx2, e a derivada de g(x), ainda em x = c,
indica também a inclinacao da reta tangente a curva g(x) = Inx. Nota-se que duas retas quaisquer
r e s sao paralelas, ou coincidentes, se ambas tiverem a mesma inclinagao, isto é, se ambas tiverem
o mesmo coeficiente angular, m, = mg, em que m, e my sdo os coeficientes angulares das retas r e
s, respectivamente. Assim, f’(c) = g’(c) indica o valor, se existir, em que as duas curvas terdao a
mesma inclinagdo?, tendo em conta que x = ¢ pertenca tanto a fungédo f(x) quanto a fungdo g(x).
Se f(x) = kx?, entdo f’(x) = 2kx, e se g(x) = Inx, entdo g’(x) = )—1( Segue-se, entao, que

f'(c)=g'(c) = f'(c)=2kc= % =g’(c).
Desse modo,
1
2
Portanto, quando k = %, as duas curvas terao a mesma inclinagao em x = c. Logo, para que x = ¢
pertenca a ambas as curvas, tem-se:

1
2kc=- = k=
c

1
f(c)=g(c) = ke?=lnc = =lhec = ézlnc.

2¢2°
= c=+e
Resta agora determinar o valor de k. Tendo em conta que k = # e ¢ = Ve, segue-se que:

1 1
_ = k= — = k= _1 .
2 RGE 2

Assim, para x = ve e k = -, tem-se que:

1 1
2 2
y=kx* = y=—.(We) = y=-.
2e 2
Em sintese, o valor de k onde as duas curvas se cruzam é k = i, e o valor de x dessa interseccao
¢ x =+fe com y = % No gréfico da figura 3 é possivel observar essa interseccao das duas curvas no

ponto (e, 3).

2Nota-se que h(x) = x2 e g(x) = Inx tém a mesma inclinagdo em x = g, uma vez que, para h’(x) = 2x = % =g’ (%),
se tem que x = 5-. No entanto h(-5") # g(-5-), ou seja, nao hé intersecgao entre as curvas h(x) =x° e g(x) =Inx.
t Y2 No entanto h(¥2 2 ja, ndo hé int 50 ent h 2 1
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f(x) = %

x2
2e

Figura 3: Gréfico da intersecgao entre f(x) = - e g(x) =Inx

5. Parabolas e logaritmos: abordagem numérica

Com base no grafico da figura 4 percebe-se que hé situagbes em que dois pontos de intersecgao
ocorrem entre a parabola e a fungao logaritmica. Isso sugere o seguinte problema, abordado neste
texto de modo numérico, via auxilio de softwares computacionais:

Problema 3): No sentido intuitivo é possivel estimar os valores de k > 0 para os quais se tem
intersecgao com a funcao logaritmica?

Com base no grafico da figura 4, é possivel analisar as interseccdes entre a pardbola f(x) = kx? e
a funcdo logaritmica g(x) = Inx de acordo com a variacdo dos valores positivos de k, isto é, de
acordo com a abertura da concavidade da parabola.

g(x) =1Inx

Figura 4: Grafico de f(x) = kx? (k < 2le ek > 2%) e g(x) =Inx
Assim, se k > i, a concavidade da parabola serd mais fechada e nao havera interseccao entre as
curvas f(x) = kx? e g(x) = Inx. Se 0 < k < %, a concavidade da pardbola serd mais aberta e
havera dois pontos de intersec¢ao. Nota-se que, com base na tabela 1, se k — 0, entao a pardbola
estard em seu limite de abertura e, desse modo, a interseccao tende a dois pontos: por um lado,
o ponto (1,0) e, por outro, para pontos com valores crescentes de x e de f(x). Determinar esses
valores no sentido analitico implicaria resolver a equacdo kx? = Inx para valores de 0 < k < zlev o
que implicaria uma analise mais cuidadosa, além do escopo deste artigo.
ran
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k X1 f(x1) = g(x1) X2 f(x2) = g(x2)
L1 ~0,1839 | Ve~ 1,6487 | 0,499 | e~ 1,6487 I
0,1 11384 0,1296 3,5656 12713
0,01 1,0103 0,0102 16,7963 2,8212
0,001 1,001 0,001 64, 5565 1,1675
0,0001 1,0001 0,0001 233,523 5, 4533
0, 00001 1,00001 0, 00001 819,031 6, 7081

Tabela 1: Valores de k < 2% e as raizes de kx? = Inx

Problema 4): No sentido intuitivo e geométrico, é possivel estimar os valores de k < 0 para os
quais se tem, sempre, interseccdo com a funcdo logaritmica, isto é, existe x tal que kx? = Inx?

Conforme mostrado na figura 5, é intuitivo pensar que havera sempre uma intersecgao entre essas
duas curvas. Na tabela 2 é possivel observar os valores de x para os quais ha sempre intersecgao
entre a parabola e a funcao logaritmica, desde que os valores de k sejam negativos e nao nulos3.
Com base na tabela 2, nota-se que, quanto mais aberta for a pardbola (concavidade voltada para
baixo), mas préximo do ponto (1,0) estard a intersecgdo. Quanto mais fechada for a pardbola
(ainda com a concavidade voltada para baixo), mais os valores de x e f(x) (= g(x)) tornam-se
pequenos.

k Ponto de intersecgao
-0,0001 | (0,9999;-0,0001)
-0,001 (0,9990;-0,0010)
0,01 (0,9902;-0,0098)
-0,1 (0,9190; -0, 0845)
-1 (0,6529;-0,4263)
-2 (0, 5482;-0,6011)
-3 (0, 4886; -0, 7162)
—4 (0, 4480; -0, 8029)

Tabela 2: Valores de k < 0 e as raizes de kx? = Inx

6. Parabolas e logaritmos: um pouco mais de matematica

Com base na figura 5, torna-se evidente, no sentido visual, que, para cada parabola em que k < 0,
ou seja, para parabolas com a concavidade voltada para baixo, havera sempre uma intersecgao
com a funcgao logaritmica. No entanto, como provar esse fato?

3Essa tabela foi construida com auxilio de softwares matematicos.
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Problema 5): Seja 4 > 0 um ndmero real. Provar que, independentemente do valor de A, sempre
existird um nimero & € (0,1), tal que —1&% = Iné.

O objetivo é provar matematicamente que, no intervalo (0,1), as duas curvas sempre terao um
ponto de intersecgao, conforme pode ser observado na figura 5.

y
g(x) =lnx

/

1 X

<

f(x) = x>

Figura 5: Grafico da interseccdo entre f(x) = -1x? e g(x) = Inx

Na sequeéncia, prova-se, para 4 > 0, que:

3¢ € (0,1) tal que — A% =Iné.

Para isso, consideram-se as funcdes u(x) = —Ax% —Inx e v(x) = Inx + Ax2.

Anilise da funcao u(x) = -Ax?-Inx. A derivada de u(x) ser4 utilizada para analisar o crescimento,
ou decrescimento, da func¢do u(x). Assim,

1
u'(x) = —2Ax — "

Tendo em conta que A > 0, para qualquer valor de x € (0,1), tem-se que u’(x) < 0. Portanto, a
funcdo u(x) é uma fungado decrescente em (0, 1), ([2], p. 237), conforme pode ser observado na
figura 6.

Tendo em conta uma andlise intuitiva e geométrica da fungao u(x), tem-se que, se x — 0%, entéo
u(x) — +oo. Por outro lado, se x — 17, entdo u(x) — -4, que é um valor negativo. Assim, para
valores proximos de 0, a fungao assume valores positivos, e para valores préximos de 1, ela assume
valores negativos. Assim, como a fungao é decrescente, e continua em (0, 1), ela corta o eixo x em
algum ponto &. Desse modo, com base na intuigao e na aplicagao do teorema do valor intermediario
([2], p- 111), tem-se que existe & € (0,1) tal que g(&) = 0, ou seja, 0 = u(€) = —AE2 — Iné. Assim,
tem-se que:
A% =Iné.

Para provar o escrito acima, considera-se, para x; € (0, 1), que u(x;) > 0, ou seja, f/lx% —Inxy; >0,

ou ainda, f/lx% > Inx;. Como a fungdo Inx é uma funcdo crescente, continua e bijetora para todo

x € (0,1) com imagem em (~o0,0), tem-se que existe um valor real xo € (0,1) com Inxy = -Ax? e
R
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Figura 6: Grafico de u(x) = -Ax? — Inx

tal que Inx, > Inx;. Nota-se que f/le € (—00,0) ¢ R. Assim, como Inxs > Inxj, entdao xo > x;1.
Por outro lado, como a funcao —Ax? é uma funcao decrescente e continua em (0, 1), tem-se, entdo,

X1 < X9 = f/lxg < f/lx% = f/lxg <Ilnxy = f/lxg —Inxs < 0= u(xz) <0.

Assim, u(xy) > 0 e u(x2) < 0 para x; < Xo, com x1,xs € (0,1). Pelo teorema do valor intermedidrio,
existe & € [x,x2] tal que u(&€) =0, ou seja, —A€2 —Iné& =0, isto é, A2 =Iné.

Anilise da func¢ao v(x) = Inx + Ax?. A derivada de v(x) serd utilizada, tal como para a funcio
u(x), para analisar seu crescimento ou decrescimento. Assim,

v/(x) = 1 + 2Ax.
X
Tendo em conta que 4 > 0, para qualquer valor de x € (0,1), tem-se que v’(x) > 0. Portanto, a
fungéo v(x) é uma fungao crescente em (0, 1), ([2], p. 237), conforme pode ser observado na figura
7. Se x — 0%, entdo v(x) — —oo. Por outro lado, se x — 17, entdo v(x) — 4, que é um valor
positivo.

Assim, para valores préximos de 0, a fungao assume valores negativos, e para valores préximos de
1, assume valores positivos. Assim, como ela é crescente, e continua em (0, 1), ela corta o eixo x
em algum ponto &. Desse modo, com base na intui¢do e no teorema do valor intermediério ([2], p.
111), tem-se que existe £ € (0, 1) tal que v(£) = 0, ou seja, 0 = v(€) = In &+ A2, Assim, tem-se que:

~282 = Iné.

Para comprovar o escrito no pardgrafo acima, considera-se, para x; € (0,1), que v(x1) < 0, ou
seja, Inxy + /le < 0, ou ainda, Inx; < f/le. Como a func¢do Inx é uma fungao crescente, continua
e bijetora para todo x € (0,1) com imagem em (—o0,0), tem-se que existe um valor real xo € (0,1)
com Inxy = f/le e tal que Inxs > Inx;. Nota-se que f/lxrf € (—00,0) c R. Assim, como Inxs > Inxy,
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Figura 7: Grafico de v(x) = Inx + Ax?

entdo xo > x1. Por outro lado, como a funcio —1Ax? é uma funcao decrescente e continua em (0, 1),
tem-se, entao,

X1 < Xg = f/lxg < */lX% = f/lxg <Inxgy = Inxy +/lxg >0 = v(xg) > 0.

Assim, v(x1) < 0 e v(xg) > 0 para x; < Xg, com x1,Xs € (0,1). Pelo teorema do valor intermedidrio,
existe & € [x1,xo] tal que v(&£) =0, ou seja, A2 +Iné =0, isto &, In& = €2,

Provou-se o problema 5, ou seja, provou-se que sempre vai existir um ponto & € (0,1) tal que
&% = né.

7. Conclusao

A exposicao neste artigo nao deixa de ser uma justificativa da importancia dos cursos de Calculo
na formagao de estudantes da drea de exatas, mesmo que seja com base num simples problema.
Existem outros exemplos, analogos ao exposto neste texto, em que é possivel caracterizar um certo
divisor de dguas entre a matematica do ensino médio e a matematica dos cursos de Calculo. No
exemplo deste texto mostrou-se que para alguns problemas é possivel obter uma solucao visual,
sem ter que lancar mao de uma matemaéatica mais sofisticada. No entanto, fica sempre a duvida
sobre se a solucao visual esta correta. A discussao neste artigo vem ao encontro de avalizar as
possiveis interagoes entre a intuicao geométrica e as respostas com rigor, as respostas consistentes
no sentido da matemaética. De acordo com a histéria da matemdtica, o rigor matematico tornou-se
necessario para o avanco nao s6 da matemaética como das tecnologias associadas. Como exemplo,
podem-se citar as séries de Fourier, presentes na solucao da equagao da condugao do calor. No
caso das séries de Fourier, o rigor matematico auxiliou na consisténcia matematica de sua solugao
[6] e, por conseguinte, das inimeras tecnologias que se valem dessas séries. No caso deste texto,
mostrou-se que as ferramentas apresentadas em cursos de Calculo sao suficientes para resolver
alguns simples problemas de interseccao entre parabolas e logaritmos. Mostrou-se também que
os problemas podem, nos dias de hoje, ser resolvidos via algum software de matemaética e obter
resultados numéricos. Além disso, fica implicita neste texto a andlise de outro problema, o de
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explicitar por completo, se possivel, todas as solucdes da equacdo kx? = Inx em termos dos valores
de k.

Estima-se que este texto possa auxiliar, no sentido pedagdgico, a percepcao de problemas ma-
teméaticos e suas solugoes no sentido da intuicao geométrica, no sentido do rigor mateméatico e no
sentido de uma andlise qualitativa, via simulagoes com softwares matematicos.
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