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Generalizacao do Mapa Logistico como estratégia de
ensino de Sistemas Dinamicos
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Resumo

Neste trabalho apresentamos diferentes alternativas ao Mapa Logistico para o estudo de Sistemas Dindmicos
unidimensionais. Entre as alternativas estdo o Mapa Logistico Generalizado, o Mapa Trigonométrico e
o Mapa Tenda. Propomos a possibilidade de explorar os mapas utilizando ferramentas computacionais
acessiveis e gratuitas e mostramos que este estudo pode ser introduzido com limitacdes para alunos do
Ensino Médio como complemento ao estudo de progressdes numéricas. Os exemplos abordados permitem
identificar caracteristicas comuns e diferengas no comportamento dos sistemas com relagdo a presenca de
caos.
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Abstract

In this work, we present different alternatives to the Logistic Map to study one-dimensional Dynamic
Systems. The other options are the Generalized Logistic Map, the Trigonometric Map, and the Tent Map.
We propose the possibility of exploring maps using accessible and free computational tools and show that this
study can be introduced with limitations for high school students as a complement to the study of numerical
progressions. The examples discussed allow us to identify common characteristics and differences in the
behavior of systems regarding the presence of chaos.
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1. Introducao

O desenvolvimento da Teoria do Caos deveu-se principalmente a introdugido do computador. Como explica
Bentley [2], em 1961 Lorenz modelava um sistema de previsao climatica usando um computador. Na im-
possibilidade de reiniciar a simulacdo com as mesmas condigdes iniciais, ele utilizava ntimeros ligeiramente
diferentes, e os resultados obtidos eram completamente distintos. O efeito descoberto por Lorenz € hoje
conhecido como Efeito Borboleta, pois, em suas palavras, “uma borboleta batendo asas no Brasil pode
produzir um tornado no Texas”. Esse efeito reflete uma das principais caracteristicas de um sistema caético,
que ¢ a alta sensibilidade as condicdes iniciais.

Apesar de atualmente o termo “caos” fazer parte do vocabuldrio popular, os conceitos mateméticos envolvidos
ainda nao sdo dominados pela maioria. Nesse sentido, cabe um esfor¢co no sentido de adaptar a apresentacao
dos conceitos para que os estudantes do ensino médio possam compreendé-los a um nivel que vai além da
mera curiosidade, e, a partir disso, possam ser encaminhados para estudos mais avangados.
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Para trabalhar nesta adaptacdo contamos com dois ingredientes fundamentais. O primeiro € o fato de
sistemas simples apresentarem caos. Apesar de as aplicagdes rotineiras concentrarem-se em sistemas
baseados em equagdes diferenciais (sistemas continuos), é possivel detectar a presenca de caos em sistemas
baseados em relagdes de recorréncia (sistemas discretos). Isso permite que os estudantes do ensino médio
possam compreender plenamente os sistemas em que estdo trabalhando, além de encontrarem intersecdo
com conteudos tradicionalmente ministrados, tais como progressdes numéricas.

O outro ingrediente é o desenvolvimento e popularizagdo dos computadores. Nos dias de hoje é possivel a
todas as escolas contarem com um laboratério de informdtica a um baixo custo. Além disso existem diversas
plataformas gratuitas, incluindo Planilhas Eletrdnicas (Google Sheets), Sistemas de Geometria Algébrica
(Geogebra) [10] e Sistemas de Computacdo Algébrica e Simbdlica (wxMaxima) [9]. Tais sistemas permitem
trabalhar conceitos matematicos avangados permitindo cdlculos rdpidos e visualizagdo de imagens de forma
interativa, o que ndo seria possivel de outra maneira.
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Figura 1: Funcdes investigadas neste artigo. Em preto, o Mapa Logistico. Em verde, o Mapa Logistico
Generalizado com y = 10. Em vermelho, o Mapa Trigonométrico. Em azul, o Mapa Tenda.

Neste trabalho investigaremos a possibilidade de utilizar modelos que vao além do Mapa Logistico, que é um
exemplo candnico normalmente utilizados na introducdo a Teoria do Caos. Os modelos trabalhados estdo
ilustrados na Figura 1. Esses modelos sdo baseados na ideia central do Mapa Logistico, e preservam sua
simplicidade, permitindo explorar a generalidade dos conceitos trabalhados. A ideia € utilizar o computador
para fazer exploracdes numéricas que permitirdo tracar paralelos e diferencas entre os diferentes modelos,
para assim explorar quais propriedades sdo fundamentais em um sistema caético. Neste trabalho ndo
descreveremos os detalhes para a utilizagdo das ferramentas computacionais, apenas mencionaremos quais
podem ser utilizadas para cada caso. Para um roteiro mais detalhado da utilizacdo de cada ferramenta, o
leitor interessado pode consultar a dissertagao de mestrado relacionada [3].

2. Mapa Logistico e Ferramentas Computacionais

O exemplo mais comum apresentado no estudo do caos € o Mapa Logistico, que possui raizes no estudo
da dinmica populacional. Diferentemente do Modelo Malthusiano, que cresce indefinidamente, o Mapa
Logistico possui um limitador que pode ser explicado pelo fato de os recursos naturais serem finitos. Este
sistema foi proposto inicialmente por Pierre Frangois Verhulst e desenvolvido posteriormente por Robert
May. Aqui reproduziremos em termos gerais a deduc¢do dada por Villate [4]. Sendo P, o niimero que
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representa a populacdo no instante n, introduzimos uma constante a referente a taxa de nascimentos e uma
constante b referente a taxa de mortalidade em n. Nesse caso a populagdo em um instante posterior n + 1 é
dada por

Poi1 = Py +aP, — bP2. (D

Por esta expressao fica clara a impossibilidade de termos a < —1, o que implicaria P,.; < 0, e portanto na
extingdo imediata da populagdo. O fator b aparece multiplicado pelo quadrado de P, pois, de acordo com
Cipolli [5], como “os recursos sdo limitados, haverd uma competi¢do por eles, que é proporcional ao nimero
de encontros entre os membros da espécie”. Esse niimero de encontros é estimado como P2. Rearranjando
a Equacgdo 1 de forma a isolar o fator comum P,,, temos:

an
Ppii=(a+1)Py(1- ) 2
+1=(a+1) ( atl ) (2)
Definindo a quantidade r = a + 1 e fazendo a troca de varidveis
b
Xp = =P, 3)
r
obtemos a conhecida expressdo do Mapa Logistico,
Xni1 =T - X (1 xp). 4

Note que o Mapa Logistico possui uma tnica constante r que caracteriza cada sistema, e serd a quantidade
que definird se o sistema € cadtico ou ndo, como veremos posteriormente. O Mapa Logistico é uma férmula
de recorréncia que permite obter a quantidade x,,41 a partir da quantidade x,, através da formula x,,41 = f(xy),
sendo f(x) = r - x(1 —x). Dessa forma precisamos conhecer apenas o valor inicial x( para obter todos os
valores x,. As sequéncias de valores {x,} sdo chamadas drbitas do sistema. Note que f é uma fungio
quadrdtica com raizes em 0 e 1 e valor maximo em Xj,,x = 1/2 dado por f(xmax) = r/4. Isso significa
que restringindo r ao intervalo (0, 4] se os valores iniciais sdo tais que 0 < xg < 1, entélo todos os valores
da 6rbita permanecerdo no intervalo [0,1]. Nesse caso diz-se que a Orbita € limitada. Para analisar as
diferentes Orbitas geradas pela recorréncia € interessante usar planilhas eletronicas, pois dada uma célula
é possivel escrever uma férmula que depende da célula anterior e usar o recurso de arrastar para obter os
demais termos. Com este recurso € possivel gerar rapidamente tantos valores quantos forem necessdrios e as
orbitas podem ser rapidamente geradas e comparadas. Um exercicio interessante é comegar com diferentes
condigdes iniciais e observar o comportamento das 6rbitas geradas para um mesmo valor de .

As 6rbitas podem se comportar de diversas maneiras. Em alguns casos podemos ter f(x,) = x, implicando
que Xp4+1 = Xy. Tais pontos sdo chamados pontos fixos. No caso do Mapa Logistico a expressao f(p) = p
fornece p = 0e p =1— 1/r, que sdo os dnicos pontos fixos do Mapa Logistico, sendo que o dltimo ocorre
somente ser > 1. Nesse caso simples os pontos fixos podem ser obtidos, analiticamente, através da resolu¢do
da equagdo. Porém, em outros casos os pontos fixos podem ser estimados através de métodos numéricos ou,
graficamente, analisando-se a intersecdo entre o grafico de f e a reta y = x. Para essa tarefa é possivel usar
comandos do wxMaxima que fornecem solu¢des numéricas de uma equacdo ou o Geogebra para encontrar,
graficamente, as intersecdes entre as curvas que fornecem os pontos fixos. O método grifico estd ilustrado
na Figura 2 para o Mapa Logistico Generalizado, que serd apresentado mais adiante.
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Figura 2: Pontos fixos do Mapa x,,41 = rx, (1 —x%). Note que os pontos correspondem 2 interse¢iio entre o
gréfico da funcdo f e daretay = x.

E interessante avaliar o que ocorre na vizinhanca desses pontos, isto é, 0 que acontece com 0s termos
seguintes a um determinado elemento que estd préximo a um ponto fixo. Dentre as possibilidades, dois tipos
de comportamento sao destacados. A primeira possibilidade € que os valores seguintes fiquem cada vez
mais préximos ao valor do ponto fixo. Nesse caso o ponto fixo é chamado atrator. A segunda possibilidade
€ que os valores seguintes afastem-se do valor do ponto fixo. Em tal caso, o ponto fixo € chamado repulsor.
O Teorema do Ponto Fixo [7] permite estabelecer quando um ponto fixo é atrator ou repulsor a partir da
anélise do médulo da derivada calculada no ponto fixo. Em particular o ponto fixo € atrator se |[f'(p)| < 1 e
repulsor se |f’(p)| > 1. No caso do Mapa Logistico, o ponto fixo p = 0 € atrator parar < 1 e repulsor para
r > 1, e o0 ponto 1 - 1/r é atrator para r no intervalo (1, 3) e repulsor para os demais casos. A dinimica
dos pontos fixos pode ser visualizada do diagrama cobweb (teia de aranha), que mostra a evolugido dos
pontos (xy,Xp+1). A Figura 3 gerada através do wxMaxima ilustra como a visualizacio das orbitas pode
ser melhorada usando este tipo de diagrama. Nesse caso usamos o Mapa Logistico com r = 3,2, sendo
que a esquerda apresentamos a maneira com a qual uma sequéncia normalmente seria apresentada na forma
do gréfico de uma funcdo de n, e a direita a mesma 6rbita em um diagrama cobweb. Nesse caso tanto o
ponto p = 0 quanto p = 1 — 1/r = 0,6875 sdo repulsores. Nesse diagrama o valor inicial é xo = 0,001.
Os valores x, que comecam proximos de 0 rapidamente sdo repelidos e ficam préximos de 0,6875. Como
esse ponto também € repulsor, os valores x,, gradualmente comegam a se afastar desse ponto também. O
diagrama cobweb é um instrumento util para analisar a dinAmica dos pontos fixos sem a necessidade de
célculos analiticos.

A dindmica entre os dois pontos fixos influencia profundamente no comportamento das sequéncias. Para
0 < r < 1, por exemplo, o fato de O ser o tnico ponto fixo atrator faz com que todas as 6rbitas acabem
eventualmente tendendo a 0, o que pode ser interpretado como a extingdo da populagdo. Paral <r < 30
ponto 0 é repulsor e o ponto 1 — 1/r é atrator, e todas as Grbitas tentem ao dltimo. No entanto, parar > 3 os
dois pontos sdo repulsores. Nesse caso as Orbitas apresentam um comportamento ndo trivial.

Para entender tal comportamento vamos definir o conceito de 6rbita periddica. Uma determinada Orbita
¢ dita periodica de periodo n se temos Xy, = fi(Xk) = xi para algum m. Isso significa que a cada m
iteragdes o mesmo ponto € obtido. O menor inteiro positivo n em que ocorre a 6rbita repete-se € denominado
periodo da 6rbita. Para obter tais pontos analiticamente € necessdrio aplicar n vezes a relacao de recorréncia
e resolver a equacdo obtida, de maneira andloga ao efetuado para o ponto fixo. No entanto, resolver essas
equacdes nao acrescenta nada a discussdo, que pode se basear no estudo do comportamento das Orbitas
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Figura 3: A esquerda, o grifico da evolugdo do Mapa Logistico, com r = 3,2 e xo = 0,001. A direita,
diagrama cobweb para a mesma configuracao.

obtidas para cada pardmetro r.

Para r > 3 as orbitas primeiramente oscilando entre dois valores distintos (pontos periddicos de periodo
2). Conforme aumenta r, os periodos comecam a duplicar, até o sistema finalmente apresentar um com-
portamento completamente cadtico, sem tender a nenhum valor. O comportamento caético € caracterizado
por nado apresentar nenhuma caracteristica periddica e pela sensibilidade as condicdes iniciais. No painel
superior da Figura 4 apresentamos uma 6rbita tipica para r = 4. Note que ndo existe nenhum padrao dese-
nhado no diagrama cobweb. No painel inferior da Figura 4 mostramos duas 6rbitas do sistema em fun¢do
do niimero de iteracdes n. Apesar de as condig¢des iniciais xg = 0,2 e 0, 200001 serem bastante proximas,
as 6rbitas sdo completamente diferentes, divergindo uma da outra nas primeiras iteragdes. Isso faz com que
seja impossivel prever o comportamento do sistema caso ndo se saiba exatamente a condi¢ao inicial aplicada.
Qualquer incerteza faz com que o comportamento da érbita seja completamente imprevisivel.

A melhor maneira de observar esse comportamento € usar um diagrama de bifurcagdes, que consiste em
fazer o grafico do nimero de valores limite em fun¢do do parametro em questdo. Tal diagrama pode ser
obtido usando o wxMaxima e pode ser observado na Figura 5.

A principal caracteristica de um sistema cadtico € apresentar uma elevada sensibilidade as condi¢des iniciais
nos casos em que as Orbitas sdo limitadas. No caso em que as Orbitas ndo sdo limitadas, é possivel que
condigdes iniciais se afastem rapidamente mesmo na auséncia de caos. E importante observar que nos
casos nao cadticos os valores limite apresentados no diagrama de bifurcacdes ndo dependem das condi¢des
iniciais, pois eventualmente as drbitas tendem ao mesmo comportamento. No caso caético, no entanto, duas
orbitas que iniciam com condi¢des iniciais préximas rapidamente se afastam uma da outra, apresentando
comportamentos distintos. Esse comportamento pode ser atestado com o uso de planilhas eletrdnicas, e pode
ser medido através dos expoentes de Lyapunov. O expoente de Lyapunov serve para indicar se a separacio
entre duas 6rbitas com condi¢des iniciais distintas (porém préximas) € exponencial. A férmula é dada por

n—1
1
A= lim - Zln|f’(xi)|. 5)
n—oo 11 =

O indicador 4 € usado para caracterizar as 6rbitas. Em particular, se 4 > 0 a separacdo entre 6rbitas vizinhas
é exponencial e a 6rbita € cadtica. Apesar de a formula ser de dificil compreensdo para um aluno do Ensino
Médio, ela pode ser facilmente implementada numericamente, seja através do wxMaxima ou através de
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Figura 4: Acima: 6rbita do Mapa Logistico com r = 4 no diagrama cobweb. Abaixo: 6rbitas do Mapa
Logistico com r = 4 para xo = 0,2 e 0,200001. Note que apesar de as condi¢des iniciais serem proximas,
as Orbitas divergem uma da outra nas primeiras iteragdes.
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Figura 5: Diagrama de Bifurca¢des do Mapa Logistico.
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planilhas eletronicas. E possivel observar que para valores acima de r = 3,57 é possivel observar 6rbitas
cadticas. Na Figura 6 € possivel observar expoentes de Lyapunov obtidos para as mesmas condi¢des iniciais
e diferentes valores de r.

2.6 2.8 3 3.2 3.4 3.6 3.8 4

Figura 6: Expoentes de Lyapunov para o Mapa Logistico.

O Mapa Logistico é um exemplo simples e por isso faz parte do canone do estudo dos sistemas dindmicos
e Teoria do Caos. No entanto, é possivel propor outros sistemas para estudar as mesmas propriedades.
Mesmo que um tratamento analitico de tais sistemas seja mais complexo ou mesmo impossivel, a utilizagdo
de ferramentas computacionais permite a exploracdo numérica e a consequente caracteriza¢do das orbitas
de diferentes sistemas dinadmicos.

3. Mapa Logistico Generalizado

O Mapa Logistico pode ser generalizado acrescentando ao elemento x,, do fator (1 — x,) um expoente u,
resultando no mapa
Xpel =T - Xp (1 —xb). (6)

Quando u = 1 recupera-se o Mapa Logistico original. A principio u pode ser qualquer nimero real, mas
para assegurar que as Orbitas estejam sempre limitadas ao intervalo [0, 1] vamos considerar u > 0. Nesse
caso temos que o maximo absoluto da func¢do f(x) = r - x(1 — x*) no intervalo fechado [0, 1] ocorre em

1 1/u
Xmax=(1+lu) . @)

Tal valor representa uma diferenca com relagdo ao Mapa Logistico original, que era simétrico com relagio
ao ponto 1/2. Usando esse valor encontramos que o méximo valor da fungdo f estd em

1/n
_ .. K 1
) =1 T2 () ®

E possivel verificar que o lado direito da Equagdo 8 varia entre 0 e r, de acordo com o valor de u. Para que
as Orbitas fiquem limitadas ao intervalo [0, 1] devemos ter f(x;,.x) < 1, de forma que a condi¢do sobre r

)
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agora € dada para cada u através da inequacdo

u+l
NN IO

©))
i
Para p = 1 recuperamos a condicdo r < 4, esperada para o Mapa Logistico original.
Os pontos fixos sdo obtidos novamente através da equacdo f(p) = p, ou seja,
rp(1-p*) =p. (10)

Mais uma vez p = 0 € uma solucdo trivial. Quando r > 1 adicionalmente obtemos a solugao

1/n
p= (11) . (11)

T

Podemos determinar quais as condicdes para as quais os pontos fixos serdo atratores através do Teorema do
Ponto Fixo. A derivada de f(x) = r - x(1 — x*) é dada por f'(x) = r—r - (u + 1)x*. Para p = 0 temos
mais uma vez f’(p) = r e o comportamento é o mesmo do que ocorre no Mapa Logistico original. Para

W1

p= temos
f'(p) = p(1-1)+ 1. (12)

A andlise dessa derivada permite concluir que esse ponto fixo é atrator quando r pertence ao intervalo

u+2
1, e repulsor se nos outros casos.
u

Como exemplo vamos utilizar g = 10, de forma que x,41 = 1%,(1 — x.%). Em tal caso o ponto fixo serd
atrator quando r € (1,1,2). Para ilustrar uma 6rbita simples vamos usar r = 1,2 e xg = 0,2. E possivel
observar que a 6rbita oscila entre dois valores. Outra maneira de visualizar as solugdes € através no diagrama
cobweb apresentado na Figura 7.
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Figura 7: Orbita de x = 0,2 para o Mapa Logistico Generalizado com u = 10,0 < n < 100.
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E importante observar que o surgimento de outros valores limite (bifurcacdes) ocorre para valores menores
. . . . H+2 . R
de r se comparado ao Mapa Logistico original. Assim como o intervalo (1, —— | torna-se mais curto a

medida que o valor de ¢ aumenta, 0 mesmo ocorre com intervalos entre todas as outras bifurca¢des, uma
vez que a razdo ¢ entre os tamanhos de intervalos consecutivos permanece constante. Quando r = 1,389
ja € possivel observar um comportamento cadtico. Esse fato é confirmado pelo cédlculo do Expoente de
Lyapunov, que resulta em A = 1,12. Na Figura 8 apresentamos o diagrama de bifurcagdes. E possivel
perceber que o comportamento é bastante similar ao do Mapa Logistico original, porém, como antecipado, a
regido cadtica € alcancada para valores menores de r. A mesma andlise pode ser feita através dos expoentes
de Lyapunov dados na Figura 9.
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Figura 8: Diagrama de Bifurcagdes - x,41 = 1x,(1 —x.0), 1 <1
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Figura 10: Diagrama de bifurcacdes para o Mapa Trigonométrico.

4. O Mapa Trigonométrico

O Mapa Logistico generalizado apresenta poucas diferencas se comparado ao modelo original. Ambos os
casos podem ser estudados analiticamente no que se refere ao cdlculo dos pontos fixos e sua estabilidade.
Vamos ilustrar um exemplo em que os métodos numéricos sdo a Unica maneira de explorar o problema.
Vamos considerar o mapa

Xne1 =T - sen (7xy) . (13)

A funcdo f(x) = sen(nx) possui zeros em 0 e 1 como no caso logistico. Para que os valores x, fiquem
restritos ao intervalo [0, 1] a condico sobre r é dada por

O<r<l. (14)
Ao tentar se obter os pontos fixos obtemos a equagio
r-sen (np) = p. (15)

Mais uma vez temos que p = 0 € um ponto fixo. No entanto, uma vez que a equagao obtida é transcendental,
ndo € possivel obter outras solugdes de forma analitica. Nesse caso a equag@o pode ser resolvida numerica-
mente ou através do método da intersecdo entre os graficos para cada valor de r. Pode-se mostrar que nesse
caso a condig@o para a existéncia do segundo ponto fixo é r > 1/x.

Vamos usar como exemplo o caso r = 0,75. Usando um método numérico qualquer podemos encontrar uma
aproximagdo para o ponto fixo ndo trivial, o que fornece p ~ 0,66. Usando a derivada f’(x) = nrcos(mx)
encontramos |f’(0)| = 2,36 e |f'(0,659)| = 1,13, de forma que ambos sdo pontos fixos repulsores. Neste
caso novamente a 6rbita oscila entre dois pontos limite. O diagrama de bifurca¢des da Figura 10 mostra
o comportamento do mapa conforme variamos o pardmetro r. Note que para r = 1 o comportamento
é completamente cadtico. Apesar de a funcdo utilizada ndo ser um polindmio, note que a estrutura do
diagrama de bifurcag¢des segue o mesmo padrdo do Mapa Logistico. Esse comportamento também fica
evidente analisando os expoentes de Lyapunov dados na Figura 11.
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Figura 11: Expoentes de Lyapunov para o Mapa Trigonométrico.

5. O Mapa Tenda

O Mapa Tenda € um caso interessante, uma vez que o mapa nio é uma fung¢do suave em todo o dominio,
apresentando uma descontinuidade na derivada. O Mapa Tenda € dado por

Xn+1=1"'(12

o %‘) (16)

Neste caso, a fungdo f(x) =1 - (1 -2 |xf 1/2|) possui zeros em 0 e 1 e mdximo em X,.x = 1/2, corres-
pondente ao valor f(x,,x) = r. Para manter as rbitas restritas ao intervalo [0, 1], portanto, o parimetro r
precisa mais uma vez ser dado de forma que

O<r<1. a7

Os pontos fixos desse mapa podem ser mais uma vez ser obtidos resolvendo-se analiticamente a equacgao

r-(lQ‘p%D:p. 18)
Resolvendo-se essa equagdo obtemos, para r < 1/2, apenas o ponto fixo atrator p = 0, de forma que todas
as Orbitas tendem a tal ponto. Para r > 1/2, além de p = 0, encontramos adicionalmente o ponto fixo
p = 2r/(1 + 2r), ambos repulsores. Para r = 1/2 temos uma situagdo singular em que todos os pontos
pertencentes ao intervalo [0, 1/2] sdo pontos fixos, mas que ndo possuem natureza definida. Nao iremos
tratar esse dltimo caso, pois foge ao escopo do trabalho.

Na Figura 12 mostramos um exemplo de 6rbita para o0 Mapa Tenda parar = 1 e xg = 0,2. O Mapa Tenda
é sempre cadtico se r > 1/2. De fato, é facil demonstrar que o seu Expoente de Lyapunov é A = In 2r,
sendo, portanto, sempre positivo parar > 1/2. Uma outra maneira de visualizar esta caracteristica é através
do diagrama de bifurcagdes, dado na Figura 13. Note que neste caso padrdo é bastante diferente dos casos
anteriores. Esse comportamento deve-se ao fato de que o Mapa Tenda, apesar de utilizar uma fungdo mesmo
de continua, ndo € suave em todo o dominio, apresentando uma descontinuidade na derivada em x = 1/2.

-
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Figura 12: Exemplo de 6rbita no Mapa Tendacomr =1exg =0, 2.

De fato, o padrdo do diagrama de bifurcagdes dos demais mapas depende da suavidade das fung¢des que
fornecem as recorréncias.

Outro fato interessante sobre o0 Mapa Tenda surge ao se utilizar planilhas para estudar as suas Orbitas para
r = 1. Nesse caso o mapa € cadtico e as Orbitas passam eventualmente por todos os pontos do intervalo
[0, 1]. Ao ficarem muito préximos de 1/2, no entanto, o arredondamento da mdquina faz com que o nimero
seja considerado exatamente 1/2, fazendo com que ele seja mapeado em 1 e depois em 0, sendo esse dltimo
um ponto fixo. Isto dd a impressdo de que 0 é um ponto atrator e que o sistema nio € cadtico em tal caso. E
importante nesses casos que a andlise ndo seja superficial por envolver mapas mais complexos, ou pode-se
chegar a conclusdes enganosas.

6. Aplicacdo em Sala de Aula

Em sala de aula é possivel comecar com a principal aplicagdo do Modelo Logistico, isto €, analisando
uma dindmica populacional que atinge um limite segundo o modelo de Verhulst. O objetivo € identificar
popula¢cdes com fatores de equilibrio, populag¢des oscilantes ou comportamento cadtico. Inicialmente, vamos
retomar as limita¢des do modelo exponencial. Para tal, devemos propor uma reflexio sobre as consequéncias
do crescimento ilimitado malthusiano, o qual provocaria a exting@o da espécie pelo esgotamento dos recursos
de sobrevivéncia devido a4 superpopulacio. Em seguida, apresentamos o Mapa Logistico aos estudantes. E
importante explicar que, neste modelo, a populagdo deve ser sempre representada por um valor no intervalo
(0,1), sendo 1 o limite da populacdo que a levard a extin¢do devido ao esgotamento dos recursos de
sobrevivéncia. E também relevante refletir juntamente com os estudantes o efeito do fator (1 - x,,), que
diferencia o Mapa Logistico do modelo Malthusiano na conteng¢éo do tamanho da populacdo. Essa atividade
pode ser integrada de maneira transversal com outros componentes, como Biologia e Geografia. Algumas
questdes podem ser exploradas a partir dos resultados encontrados. A contribui¢do de outras dreas com
dados pertinentes & pesquisa serd enriquecedora para o trabalho.

O estudo numérico pode envolver um dos recursos computacionais apresentados, ou mesmo uma combinagio
dos trés. Os estudantes sdo entdo orientados a explorar os diferentes fatores de crescimento e o seu impacto
na dindmica populacional. Além disso, o professor pode explorar diferentes conceitos, como os pontos fixos,
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Figura 13: Diagrama de bifurca¢des para o Mapa Tenda.
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Figura 14: Exemplo de limite da populacdo usando diagrama de bifurcagdes.
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que podem ser obtidos analiticamente e analisados numericamente. Na Figura 14 € apresentado um exemplo
do estudo da 6rbita do mapa xp41 = 1 - Xy, - (1 — x,) com 0 uso do Geogebra. No arquivo em questio,
sugerimos os controles deslizantes para permitir aos estudantes a variagdo dos valores de r e do valor inicial
da populagdo, de maneira que observem o diagrama cobweb em diferentes condi¢gdes. Além disso, o uso
de ferramentas visuais auxilia na melhor compreensdo dos estudantes. Boaler [11] defende que “é muito
importante que os estudantes engajem-se no pensamento visual sobre matematica, pois isso dd acesso a
compreensdo e ao uso de diferentes rotas cerebrais”. Por fim, os estudantes podem identificar a presenca de
caos para algumas dindmicas populacionais, € como detectar o caos usando, por exemplo, os expoentes de
Lyapunov.

Uma vez que os estudantes t€ém dominio das ferramentas usadas na andlise do Mapa Logistico, os outros
modelos podem ser apresentados. E importante ilustrar neste ponto a utilidade das ferramentas numéricos,
como no caso da identificacdo e caracterizagcdo dos pontos fixos, que nem sempre podem ser encontrados
analiticamente. A presenca de caos nesses sistemas podem ser igualmente exploradas através dos métodos
numéricos, em suas semelhancas e diferengas.

7. Conclusoes

A exploracdo de diferentes mapas permite concluir que o surgimento do comportamento caético ndo € uma
particularidade do Mapa Logistico. De fato, mapas com caracteristicas semelhantes as do Mapa Logistico,
apresentam comportamentos semelhantes se explorarmos o diagrama de bifurca¢des. As 6rbitas dos Mapa
Logistico Generalizado e Mapa Trigonométrico apresentam um comportamento similar a do Mapa Logistico,
possuindo 6rbitas periddicas ou cadticas, dependendo do parametro utilizado. O Mapa Tenda, por outro lado,
possui comportamento cadtico independentemente do parimetro utilizado. E interessante notar a relacio
entre a suavidade da curva e a estrutura das orbitas geradas.

Apesar de ser um tema de aparente complexidade, apresentamos neste artigo uma proposta envolvendo
conceitos que podem ser trabalhados computacionalmente com os estudantes. Muitos desses conceitos
envolvem a no¢do do limite de sequéncias, que € introduzida ao se estudar Progressdes Geométricas infinitas.
Neste caso, o conteido pode ser ampliado usando-se outras sequéncias, como as que foram apresentadas
aqui. Com o uso combinado de ferramentas como planilhas, Sistemas de Computacido Algébrica e Simbélica
e Sistemas de Geometria Dinamica é possivel trabalhar conceitos que sdo utilizados em diversas pesquisas
de ponta.
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Uma prova geométrica do Problema da Basileia

Darlan Ferreira de Oliveira ® Joaonito de Jesus Santos ®

Resumo

O presente artigo tem como objetivo apresentar, através de conceitos da geometria plana, uma
forma para calcular a soma dos inversos dos quadrados dos niimeros naturais. Esse problema ficou
conhecido na literatura como Problema da Basileia e foi mostrado por Euler, usando técnicas do
calculo diferencial, que tal soma vale 72 /6.

Palavras-chave: Problema da Basileia; Teorema Inverso de Pitdgoras; Geometria plana.

Abstract

This article aims to present, through concepts of plane geometry, a way to calculate the sum of
the inverses of the squares of natural numbers. This problem is known in the literature as the
Basel Problem and it was shown by Euler, using differential calculus techniques, that such a sum
is worth 72/6.

Keywords: Basel Problem; Inverse Theorem of Pythagoras; plane geometry.

1. Introdugao

Basileia é uma cidade localizada na zona noroeste da Suica, proxima as fronteiras do pais com
Franga e Alemanha, onde, em 15 de abril de 1707, nasceu um de seus filhos mais ilustres, Leonhard
Paul Euler.

O talento de Euler para a Matematica logo foi descoberto pelo matemético Johann Bernoulli, que
o incentivou a matricular-se no curso de Matematica da Universidade de Basileia, onde concluiu
em 1726 seu doutorado com uma tese sobre a propagacao do som.

A obra de Euler consta de pelo menos 530 trabalhos publicados em vida e uma série de manuscritos
deixados apés sua morte. Foi em 1735 que Euler ganhou fama internacional apds resolver um
famoso problema em teoria dos ntimeros, proposto pela primeira vez por Pietro Mengoli, de achar

o valor exato da soma
1 1 1 1 1
1+2—2+§+4—2+?+6—2+"',
2
. T .
mostrando que a série converge para o valor — Este fato que surpreendeu a todos, pois a resposta

trazia relacao com uma das constantes mais importantes da Histéria da Matematica. Muitos ma-
tematicos importantes da época debrugaram-se sobre esse problema, dentre eles Jacques Bernoulli,
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mas nao obtiveram sucesso. Por fim, o problema ficou conhecido como o Problema de Basileia, em
homenagem a cidade natal de Euler.

A proposta deste trabalho é estudar, a partir de uma abordagem geométrica, o Problema da
Basileia, evidenciando a aplicagao de varios conceitos da geometria plana estudados no ensino
basico.

2. Convergéncia da soma

O Problema da Basileia consiste em encontrar a soma dos inversos dos quadrados dos niimeros
naturais,

11 1 1 1 1 1
ZP—1+2—2+§+4—2+5—2+6—2+5+"'. (1)
neN

A primeira pergunta que deve ser feita quando se estuda o Problema da Basileia é se, de fato, a
soma envolvida no problema converge para algum niimero real. Para ver que a soma no Problema
da Basileia ¢ finita, considere para cada nimero natural n a seguinte desigualdade:

(n—Dn <n? <n(n+1).

Para cada nimero natural n maior do que 1, vale a desigualdade
1 1 1

(n+ Dn < n2 < n(n—1)

, que pode ser reescrita como
1 1 1 1 1

—2< .
n n+l n n-1 n

11 1 1
D e S
2 3 22 2
1o1_1 1.1
3 4 322 3
1o1_1 1.1
4 5 273 ¥

Somando, membro a membro estas desigualdades, obtemos

171<1+1+ +1<171

2 n+1 22 32 n2 n’
Acrescentando 1 a todos os membros, obtemos

3 1 1 1 1 1

- — <1t =+ z+ =<2 —.

2 n+1 22 32 n? n

N
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Nesse momento, o leitor familiarizado com o conceito de limite deve concluir que quanto maior o

1

valor de n os termos —7 e % se tornam mais proximos de zero, de modo a concluir que o valor da

soma no Problema da Basileia fica compreendido entre 3/2 e 2.

Mais detalhes sobre a prova original de Euler podem ser encontrados nos trabalhos [1, 2, 3, 4, 5].

3. Sequéncia de circunferéncias encaixadas

No que segue, a sequéncia de circunferéncias encaixadas tangentes num ponto O
[y, To, Ty, Ty

centradas em O1, 02,03, -, 0y, -, respectivamente, satisfazem as seguintes propriedades:

P1. T',, é tangente interior & I'y+1 no ponto O;

P2. O diametro de I',41 € o dobro do diametro de I'y,.

Sendo d, o didmetro da circunferéncia I'y, segue das propriedades P1 e P2 que os centros
01,09,03,---,0y,--- estdo alinhados, e d, = OOn41 = 2" 'd;. A Figura 1 ilustra as quatro
primeiras circunferéncias encaixadas tangentes em O.

0y

Figura 1: Circunferéncias encaixadas tangentes em O

A construcao dessa sequéncia de circunferéncias encaixadas serd usada para auxiliar no cdlculo do
inverso do quadrado da medida do diametro da circunferéncia I';.

4. Pontos singulares

Considere a sequéncia de circunferéncias encaixadas I'y1,I'9,I's,- -+ , Ty, - - - tangentes num ponto O.
Nesta secdo serd descrita a construcdao de 2! pontos Oy, Ojg, - - - , Oj2i-1y sobre a circunferéncia
I;, os quais serao denominados pontos singulares de I7.

i
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Inicialmente, considere a circunferéncia I'y tangente interior no ponto O a circunferéncia I's, con-
forme ilustra a Figura 2.

Definigao 1. O ponto singular sobre I'; é dado por O1; = Os.

Definigao 2. Os dois pontos singulares sobre I'; sdo obtidos pela interse¢do da reta tangente a I'y
no ponto Oy com a circunferéncia I'y e sao denotados por Os; e Ogs. Veja Figura 3.

Q

Figura 2: Ponto singular O1; sobre I'y Figura 3: Pontos singulares O2; e Qg9 sobre I'y
Seguindo, considere, agora, a circunferéncia I's tangente interior no ponto O a circunferéncia I's.
Definigao 3. Os quatro pontos singulares sobre I's sdo obtidos pelas intersecoes das retas secan-

tes & I’y pelos pares de pontos (O3, 021) e (O3,022) com a circunferéncia I's, e sao denotados,
respectivamente, por Oz1, 033 e Oz2,034. Veja Figura 4.

Figura 4: Pontos singulares Oz1, Q32,033 e O34 sobre I's

N
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Mais geralmente temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 4. Os 2! pontos singulares sobre I'j sio obtidos pelas intersecoes das retas secantes a
I'i_1 pelos pares de pontos (Oj, O¢i—1)k) com a circunferéncia I'; e sdo denotados, respectivamente,
para cada 1 < k <22 por Ok e Ojyai-2).

Definicao 5. Os pontos singulares sobre I'), determinados pela intersegao da reta secante que passa

pelo centro de I';, e um ponto singular de I',_; sao chamados pontos singulares conjugados de T'y,.

4.1. Propriedades envolvendo pontos singulares

Para os pontos singulares de uma circunferéncia I';, valem as seguintes propriedades:

Propriedade 1. O angulo central PﬁnQ, onde P e Q sdo pontos singulares consecutivos da circun-

feréncia encaixada I',, mede para todo n > 2.

2nf2
b

Demonstragao. Para n = 2 temos apenas dois pontos singulares O21 e O22 onde o segmento Q1049
é o diametro de I's. Assim o angulo central 03705022 mede 7 e a afirmacao é verdadeira para

n = 2. Suponha que o angulo central PO, Q da circunferéncia encaixada I', mede, para um certo
b3 i . ~

natural n, o2 para quaisquer P e QQ consecutivos sobre I'y. Para mostrar que essa relagao vale

para o natural n + 1 sdo tomados dois pontos consecutivos P’ e Q" sobre I'y41. Sendo P o ponto

de intersecao da reta que passa por Op;1 e P’ com I';, e Q o ponto de intersecao da reta que passa
por Ons1, e Q' com I'y,, vamos considerar dois casos:

Caso 1. Oyt nao pertence ao menor arco sobre I', determinado por P e Q. Veja Figura 5.

Segue do Teorema do angulo inscrito que
P/6n+1 Q, = P6n+1Q

1 -~
=-P
5P0.Q

=3(3)

T 9\9n-2
T

2n71

Caso 2. Oy41 pertence ao menor arco sobre I'y determinado por P e Q. Veja Figura 6.
Segue do Teorema do angulo inscrito que
P/6n+1QI =7 - P6n+1Q
1
= i(arco determinado por P e Q que nao contém On+1)
1 ~
—n— 5(271 - POHQ)

T
2n—1

Segue do Principio de inducao finita que a propriedade é valida para todo nimero natural n.
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Figura 5: Angulo central P,6n+lQ, de Ty Figura 6: Angulo central P'O,41Q’ de I' 11

Propriedade 2. Os arcos determinados por pontos singulares consecutivos de uma circunferéncia
I', tém comprimentos medindo ndy, para todo n > 2, onde d; é o diametro de I'y.

Demonstragao. Sejam P e Q dois pontos singulares consecutivos sobre a circunferéncia I';, e @ o
arco determinado por P e Q. O comprimento C do arco @ é dado por ar,, onde r, é o raio da
circunferéncia I',. Segue da Propriedade 1 que

dn

C = 0’7
- 2n71

=P0,Q 4

T n-2
= 352"

=7l'd1.

5. Triangulos singulares inscritos
Dados dois pontos singulares conjugados Ojy € Oj(y49i-2) em I'j a eles associamos o tridngulo singular
00 Oj(k42i-2) inscrito em I, o qual denotamos por Ay, para cada natural k, com 1 <k < 212,

Propriedade 3. O triangulo singular Ajc é retangulo em O, e o segmento OO 1)k ¢ a altura em
relacao ao lado oposto ao vértice O. Veja Figura 7.

N

297 e
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Oliveira e Santos

Figura 7: Triangulo singular A; inscrito em T

Demonstragao. Basta notar que os vértices O, no tridngulo OOy O;(9i-24x), € O(i-1)k, no tridngulo
00 (i-1)k O, sao opostos, respectivamente, aos lados que sao diametros das circunferéncias I'; e I'j 4
nos quais esses triangulos estao inscritos. Entao, pelo Teorema do angulo inscrito, segue que os
angulos Oj(gi-24) 001 € OO ;1) O; sao retos.
No que segue, faremos uso do seguinte resultado cuja demonstragao decorre diretamente do Teo-
rema de Pitdgoras.
Teorema 1 (Teorema Inverso de Pitdgoras). Em todo triangulo retdngulo, o quadrado do inverso
da altura relativa a hipotenusa € igual a soma dos inversos dos quadrados dos catetos, ou seja,

1 1 1

AR

Figura 8: Teorema Inverso de Pitdgoras

6. Inverso do quadrado do didmetro de I’y

Nesta secado mostraremos como escrever o inverso do quadrado do diametro de I'y em funcao dos
comprimentos das cordas OOy, de uma circunferéncia I',, para 1 < k < 2%°1,
D)
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Observe, inicialmente, que

1 1 1

& 00, 00,

(2)

Como o segmento 0077 é altura do tridngulo singular 0021042, como ilustra a Figura 9, segue
do Teorema 1 que

1 1 1 1
d_2 - 2 = 2t 2" (3)
1 0011 0021 0022

Ia

02 O“: O

o]

Figura 9: Triangulo singular OO Q99

Segue da Propriedade 3 que os segmentos OO2; e 0024 sao alturas, respectivamente, dos triangulos
singulares 0031033 ¢ 0032034 donde, novamente, pelo Teorema 1 obtemos de (3) que

1 1 1 1 1
+ + +

4} 003" 0035 003 00s

(4)
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o]

Figura 10: Triangulo singular O0O3; 033 Figura 11: Triangulo singular OO32034

De forma mais geral, as identidades obtidas em (2), (3) e (4) sugerem a seguinte igualdade envol-
vendo os comprimentos das cordas OOy; de uma circunferéncia I'y, para 1 <i < 221

Na verdade, essa igualdade mantém-se verdadeira para todo nimero natural n, e é o contetido da
proposicao a seguir:

Proposigao 1.

para todo nimero natural n. (6)

d% iz1 OOy;

Demonstracdo. Segue das igualdades (2), (3) e (4) a validade da afirmagio para os trés primeiros
nimeros naturais. Suponha a validade de (6) para um ndmero natural n qualquer. Para a soma
envolvendo as cordas OO (y41);, com 1 <i < 2%, da circunferéncia I',;1 temos

on gn-1

1 1 1
p— (7)
iZl: OO(n+1)i2 ; (Oo(n+1)i2 i Oo(n+1)(i+2“1)2)

Como o0s pontos O(ys1)i € O(ns1)(i+2n-1) a0 singulares conjugados, segue da Propriedade 3 que o
segmento OOy; € altura do tridngulo retangulo OO (141);0m+1)(i+22-1). Do Teorema 1 obtemos

—_

+ ! - (8)

2 2 2
OO@m+ni  OO(mnyson1y OOy

Combinando (6), (7) e (8) obtemos

300 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m o Oliveira e Santos

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

onde (6) é vélida para o natural n+ 1. Segue do Principio de Indugéo Finita que (6) é valida para
todo nimero natural n.

Observacgao 1. Finalizamos esta secao destacando que a partir da simetria existente entre os pontos
singulares de uma circunferéncia I';, em relagdo a reta que contém os centros das circunferéncias
valem as seguintes igualdades para os comprimentos das cordas OOy1, OO0y9, -+, 00901 da cir-
cunferéncia I'y:

O 2y, Op
/ a RN
./ | ‘
— c
00,1 =00y 201y O 1/ L | o
AN .‘ “- AOn
00,2 =00,2n1) [ : ! A
|~ O, | r
Oon3 = OOn(Qn—l,g) \ Vol |
Opiznioz ‘, [ 7 |
\ Ouiyj

OO gn2 = OOn(2n 241) l E ‘."
O“(Zr 1y ‘\\_77.\\\\ ™, Ilil"
. \,_, :

Figura 12: Cordas em I'y,

Segue dessa observacao que a igualdade (6) pode ser reescrita como

2:)72
1
— =9 (9)
dy Z; 00w~

7. Estimando o comprimento das cordas OO,; da circunferéncia I';,.

Segue da Propriedade 1 que o angulo central O on 10,00, vale sz - Como OO0y; = OO0y gn1), 0

angulo central 06n0n1 = O@nOn(gn 1) = 5aer. Consequentemente, os angulos centrais
061101117 06110112’ R OGDOnky R 06n0n2“’2

medem, respectivamente,

T 3 by (k=D by
21171’21171"”’21171 on-2 ’.“’ﬂ'72n71’

veja Figura 13. Além disso, lembremos o argumento para calcular o comprimento de uma corda
em funcao de seu angulo central. Na ilustracao da Figura 14, temos uma circunferéncia de raio r
centrada em O, e os pontos A e B sobre ela definem uma corda AB de comprimento ¢ com angulo
central @ e um arco de comprimento s. Temos

c
senﬂ:Q— e s=ar
T an
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Figura 14: Corda ¢ em funcao do arco s

Figura 13: Cordas OOy1,00p2, -+, 00902

e dai segue que

c=2rsenf
2s a
= —sen —
a
a
. sen g
=s—g
2
. =~ 2k-1 . .
Para a corda OO, que tem angulo central OO, Oy = ( 2n,1)", a igualdade anterior fornece-nos
—  seng
OOnk =S @
2

_(2k— 1)z sen LT
T 9n-1 no(2k-1)7
Gk Dx
_(2k- )r d, sen ZDE
T on1 9 (2kDax
2“

_(2k-Dr sen (21;_)});:
T T on1 1" ok )nx
2!1
_ (k- Dz sen (e tin
- Ik ynx
2!\

N
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Substituindo essa ultima igualdade em (9), obtemos

on-2 2n—2

1 2
—_22 ( ) - (10)
dj k=1 00 =\ Glcym g sen Hop
nk = 5 dy Ck 1)x
Simplificando a igualdade (10), chegamos a
5 20 2 2
n 1
- - 11
8 Z ( sen P DL ) ( )
(2k - 1)‘75;7;?‘
T om
que vale para todo nimero natural n. Para concluir, vamos mostrar que
9 on-2 2 .
bis . 1 1
N 11152, ( sen ) =) (2k - 1)% (12)
(2k — 1)W k=1

Para isso, considere a seguinte familia de nimeros reais {ax n}x nen dada por:

1

G e k<2v?
sen X

akn =1 (2k— 1) =2
[EX=0E3

0, se k > 2072
Para qualquer nimero natural k fixado, segue do limite trigonométrico fundamental que

I 1 1
e T TR
k-1 73—
20

Para qualquer nimero natural m fixado, temos

m
. 2
lim E ar =
n—oo k,n

k=1

Ma

m A, = kz:: 2 1)2

-
I

1

de onde, fazendo m tender ao infinito, obtemos

I}ig{}ozaﬁ,n ;(21{ 0z

k=1
(o)
Note que, para cada n € N, o somatoério Z aﬁ , tem apenas as 272 primeiras parcelas nao nulas,
k=1
1sto e,
) on-2
2 _ 2
PILALDIL A
k=1 k=

i
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Assim,
) ) 2n—2 211—2 2
Z ; = lim ai = lim ai = lim 1 -
(2k - 1)2 n—eo M noeo M nooeo sen (21;719" 8
k=1 k=1 k=1 k=1 \ (2k — 1)W

o
e segue a validade da igualdade (12). Obtemos dai a seguinte proposigao:
Proposicao 2.

n? 1 N 1 N 1 N 1 .
8 1232 52 72 ‘
72
Finalmente, para ver que a soma em (1) converge para R usamos a Proposi¢ao 2 combinada com
o seguinte argumento:
1 1 1 1 1 (1 1 1 1 1 1 1 1
ﬁ+2—2+?+4—2+§+"'—(1—2+§+5—2+ﬁ+"')+(2—2+4—2+6—2+8—2+"')
2 171 1 1 1
(1_2+2_2+§+4_2+”')

Segue dai que

, €, por fim, obtemos

8. Consideragoes Finais

“A Geometria faz com que possamos adquirir
o hdbito de raciocinar, e esse habito pode ser
empregado, entao, na pesquisa da verdade e
ajudar-nos na vida”.

(Jacques Bernoulli)

A ideia deste trabalho é apresentar uma demonstracao do Problema de Basileia, como ficara conhe-
cida a soma dos inversos dos quadrados dos nimeros naturais, utilizando elementos da Geometria
Plana, mas, também, mostrar a importancia dos conceitos geométricos na construgao do conheci-
mento matematico, sobretudo no ensino basico.

Esse problema caracterizou-se com grande complexidade, sobretudo, nos séculos XVII e XVIII,
quando estudiosos como Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716), John Wallis (1616-1703) e os
matematicos da familia Bernoulli debrugaram-se sobre ele.
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Revisando a literatura, percebemos que as resolucoes sao datadas a partir de 1735, quando Eu-
ler encontrou a primeira solucao e, quase sempre, fazem uso apenas de conceitos algébricos nas
demonstracoes.

Sabendo do papel fundamental exercido pela geometria na aprendizagem da Matemadtica, sobre-
tudo, nas escolas de educacao béasica e, também, por nao encontrar um material escrito evidenci-
ando os conceitos para a prova geométrica do Problema da Basileia, decidimos escrever, ao nosso
ver, aquelas que seriam as ideias geométricas necessarias para uma boa compreensao do citado
problema.
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Uma proposta para o calculo de areas
de poligonos utilizando o GeoGebra

Glaucia Maria Bressan ® Patricia Spati ® Elenice Weber Stiegelmeier ®

Resumo

O presente trabalho tem como objetivo abordar a possibilidade de utilizagao do software Geogebra
como ferramenta de ensino no estudo de area de poligonos e analisar o aprendizado de alunos do
3° ano do Ensino Médio. A metodologia de pesquisa utilizada foi a pesquisa de natureza quali-
tativa, onde utilizou-se da pesquisa-acao colaborativa considerando uma experiéncia em sala de
aula. Os estudos foram baseados na aplicagao de atividades praticas aos alunos do 3° ano do
Ensino Médio, considerando o contexto do uso das tecnologias como ferramentas de ensino. Nesse
processo, apresentam-se aspectos relevantes sobre o estudo de matrizes para o calculo da area
de poligonos. A partir das informacoes registradas, constatou-se que o uso desse tipo de soft-
ware de matematica dinamica contribui para uma melhor interacao dos alunos, consequentemente,
despertando o interesse pelos contetidos abordados resultando em uma maior aprendizagem.

Palavras-chave: Geometria Analitica; Area de Poligonos; Tecnologia Digital; Ensino de Matematica

Abstract

The goal of this work is to address the use of Geogebra software as a teaching tool in the study
of polygon area and analyze the learning of students from 3rd year high school. The research
methodology used was a qualitative research, which used collaborative action research considering
an experience in the classroom. The studies were based on the application of practical activities
to 3rd year high school students considering the context of the use of technologies as teaching
tools. In this process, relevant aspects about the study of matrices for the calculation of the
polygon areas are presented. From the registered information it was found that the use of this
kind of dynamic mathematics software contributes to a better interaction of students, consequently,
arousing interest in the content covered, resulting in greater learning.

Keywords: Analytical Geometry; Polygon areas; Digital Technology; Math teaching

1. Introdugao

O ensino de Matematica vem passando por diversas transformacoes ao longo das décadas. A Ma-
temética vem deixando de ser considerada uma ciéncia de formalizacao de estruturas, de teorizagao,
de sistematizacao e de raciocinio 1égico formal, e passando a ser mais dindmica na construcao do
conhecimento matemaético, a partir da inclusao de situagoes concretas vivenciadas pelo aluno,
suas experiéncias, expectativas e questionamentos didrios. D’Ambrosio afirma que os movimentos

N
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comecaram a dar maior énfase a uma aprendizagem mais participativa, com uma percepcao da
importancia das atividades para os alunos [7]. Diante dessa perspectiva, o PCNEM — Pardmetros
Curriculares Nacionais do Ensino Médio [5] e os PCN - Parametros Curriculares Nacionais [6]
retomam e reafirmam o discurso da LDB - Lei de Diretrizes e Bases da Educagao Nacional (LDB
9394/96) [4], de que o ensino da Matemética deve contribuir para que os alunos desenvolvam
habilidades relacionadas a representagao, compreensao, comunicacao, investigacao e, também, a
contextualizagao sociocultural.

Recentemente, testes de rendimentos aplicados aos alunos pelos Governos, tanto Estadual quanto
Federal, tais como a Prova Brasil e o SAEB (Sistema de Avaliagdo do Ensino Brasileiro), entre
tantos outros, indicam um baixo desempenho e rendimento na area de Matemdtica, que tem
sido apontada como a disciplina que mais contribui, significativamente, na elevacao das taxas de
retencdo. Pode-se ressaltar novamente a LDB (Lei n® 9.394/96) [4], a qual afirma que o ensino
médio tem como finalidades centrais tanto a consolidacao e o aprofundamento dos conhecimentos
adquiridos durante o nivel fundamental, quanto o intuito de garantir a continuidade de estudos,
seja ele voltado a preparacao para o trabalho ou para o exercicio da cidadania, a formagao ética,
o desenvolvimento da autonomia intelectual e/ou a compreensao dos processos produtivos.

No que concerne ao processo de ensino-aprendizagem de algebra, pode-se inferir que esse caracteriza-
se pela utilizagao de regras que, de um modo geral, vém se apresentando completamente desvincu-
ladas da realidade dos alunos. Como afirma [18], o ensino-aprendizagem de matrizes é um ensino
voltado para a transmissao de regras, descontextualizado da realidade e da prépria Matemaética,
em descompasso com os avangos tecnologicos e com os estudos ja realizados pela Psicologia Edu-
cacional.

As criangas e os jovens usam as tecnologias digitais com frequéncia, utilizando dispositivos para
acesso a internet. Visto que diferentes usos ja estao incorporados na vida de muitos estudantes,
é necessario incluir ferramentas tecnoldgicas para viabilizar préaticas pedagdgicas com aplicativos,
softwares, buscadores, redes sociais, com a finalidade educacional, para além do uso social [20]. As
tecnologias podem nédo sé representar um conjunto de ferramentas auxiliares para o trabalho do
professor e dos alunos, como podem abrir novas oportunidades de aprendizagem.

Pode-se identificar a docéncia para o século XXI no professor que é capaz de integrar varias midias
em suas praticas docentes, além das habilidades e dos saberes especificos da sua drea [20]. Dessa
forma, cabe a educac@o estabelecer didlogos com as praticas culturais dos adolescentes e jovens,
qualificar critica e eticamente os usos que eles fazem das tecnologias na dire¢do de uma participagao
social mais efetiva [20, 21].

Considerando as competéncias especificas de Matematica segundo a Base Nacional Comum Cur-
ricular (BNCC), a tecnologia estd explicitamente presente nas competéncias 5 e 6.

Competéncia 5. Utilizar processos e ferramentas matemdticas, inclusive tecnolo-

gias digitais disponiveis, para modelar e resolver problemas cotidianos, sociais e de
outras dreas de conhecimento, validando estratégias e resultados [2].
Competéncia 6. Enfrentar situacoes-problema em maultiplos contextos, incluindo-se
situacoes imaginadas, nao diretamente relacionadas com o aspecto prdatico-utilitdrio,
expressar suas respostas e sintetizar conclusées, utilizando diferentes registros e lin-
guagens (grdficos, tabelas, esquemas, além de texto escrito na lingua materna e
outras linguagens para descrever algoritmos, como flurogramas, e dados) [2].
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O uso das Tecnologias da Informagao e Comunicagao (TIC) deve ser visto como uma oportunidade
de aperfeicoar a aprendizagem dos alunos, embasada em uma discussao critica, muito além da
incursao de novos recursos didaticos. No atual contexto social, com acesso a informacao e a
comunicagao, toda instituicao é conduzida a inlcuir o uso da tecnologia no ensino, tornando capaz
de adaptar-se & sociedade [23].

Integrar a tecnologia ao ambiente educacional requer planejamento e organizagao, tendo que ser
voltada para o processo de aprendizagem do aluno e as demandas que cada escola possui. Por
isso, a modernizacao da educacdo deve ser feita com cuidado, para que a tecnologia seja uma
ferramenta de auxilio e nao de dispersao do aluno. O uso de tecnologias digitais no ensino pode
ter grande contribuicao no aprendizado dos alunos. Quando aliada ao processo educacional e com
planejamento, a utilizagao de tecnologias oferece uma enorme gama de opgoes a serem exploradas
tanto dentro como fora da sala de aula [22, 23].

O objetivo deste trabalho é abordar a possibilidade de utilizacdo do software GeoGebra [12] como
ferramenta de ensino para o calculo de areas de poligonos, quando s&do conhecidas as coordenadas
de seus vértices, por meio de Determinantes. As atividadas propostas foram aplicadas em alunos do
3° ano do Ensino Médio, considerando o contexto do uso das tecnologias digitais como ferramentas
de ensino.

2. Revisao da Literatura

A educagao tecnoldgica bésica hoje é uma das diretrizes que a LDBEN estabelece para orientar o
curriculo do Ensino Médio. A lei associa a “compreensao dos fundamentos cientificos dos processos
produtivos [4]” ao relacionamento entre teoria e pratica em cada disciplina do curriculo. E, ainda,
tem o sentido de preparar os alunos para viver e conviver em um mundo no qual a tecnologia esta
cada vez mais presente, no qual a tarja magnética, o celular, o cédigo de barras e outros tantos
recursos digitais se incorporam velozmente a vida das pessoas, qualquer que seja sua condigao
socioeconémica.

Os trabalhos [11, 14] apresentam uma anélise nos periddicos disponibilizados nas Plataformas na
internet com o objetivo de investigar como conceitos matematicos sao ensinados aos alunos. Mais
especificamente, [14] faz um estudo das Metodologias Ativas no ensino da Algebra Linear. Os
resultados apresentados demonstram que as metodologias ativas contribuem para a aproximagao
entre os estudantes e o professor durante as aulas, o que facilita a mediacdo desse durante o
processo de ensino-aprendizagem nessa disciplina. O autor ressalta que a aplicabilidade das aulas
diferenciadas ganhou importantes discussoes, pois possibilita compreender as potencialidades das
metodologias ativas de ensino, assim como a transformacao das praticas educacionais no ambiente
escolar.

As Diretrizes Curriculares Nacional de Educagao para o Ensino Médio (DCNE- EM) indicam a
importancia do uso das tecnologias em sala de aula, afirmando que o projeto politico-pedagdgico
das unidades escolares que ofertam o Ensino Médio deve considerar a utilizacao de diferentes midias
como processo de dinamizagdo dos ambientes de aprendizagem e construcao de novos saberes [3].

Assim, a utilizacao das Tecnologias Digitais na sala de aula tem se tornado fundamental no pro-
cesso de ensino. A necessidade de mudangas no ensino encontra-se na BNCC, que afirma que, em
decorréncia do avanco e da multiplicagao das tecnologias de informagao e comunicagao, os estudan-
tes estao dinamicamente inseridos nessa cultura. Os jovens tém se engajado cada vez mais como
protagonistas da cultura digital, envolvendo-se diretamente em novas formas de interacdo multi-
mididtica e multimodal e de atuagio social em rede [2]. Na BNCC, o foco estd no reconhecimento
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das potencialidades das tecnologias digitais para a realizacao de atividades relacionadas a todas as
areas do conhecimento que permite aos estudantes usar diversas ferramentas de software e aplica-
tivos para compreender e produzir conteidos em diversas midias, simular fen6menos e processos
das diferentes areas do conhecimento, e elaborar e explorar diversos registros de representagao
matemadtica [2].

Buscando novos meios para o ensino da Matemadtica, [22] utilizou o software GeoGebra para o
estudo de Geometria Analitica. Os resultados mostram que a inclusdo das tecnologias digitais
na aula de Matemadtica pode se tornar um grande diferencial para a realizacao de um processo de
ensino e aprendizagem mais significativo e prazeroso, e que a utilizagao do software pode contribuir
para o ensino e aprendizagem de Geometria da Analitica.

Para auxiliar os professores da Educacdo Badsica, [1] utiliza do software GeoGebra no ensino de
matrizes e algumas de suas aplicagoes, especialmente das matrizes circulantes e de sua importancia
do ponto de vista computacional, aos alunos do Ensino Médio para que estabelecam relagoes entre
os conteudos da sala de aula com o mundo real, podendo, assim, o desinteresse pela Matematica
ser minimizado.

Pensando na importancia do estudo de matrizes no cotidiano e nas dificuldades apontadas por
[22] no ensino da matemaética, [19] utiliza o software GeoGebra como estratégia para o ensino de
vetores, matrizes, projegoes ortogonais e o método de minimos quadrados. O GeoGebra é utilizado
para ilustrar graficamente as solucoes e realizar calculos complexos de forma simples, contribuindo
para a aprendizagem dos estudantes e fazendo com que novos professores adotem o software como
ferramenta para aprimorar suas praticas pedagogicas. Neste sentido, também com o objetivo de
aprofundar a formagio do profissional da matemdtica na Educagao Bésica, [17] utiliza o software
GeoGebra para o ensino matrizes e determinantes, e assim assimilar a teoria e a préatica com o
uso da tecnologia, contribuindo muito, devido a possibilidade de visualizagao e manipulagao das
construgbes geométricas.

Dessa forma, a insercdo das tecnologias digitais na sala de aula pode favorecer o entendimento
das propriedades nas aulas de Matemadtica, pois o uso das mesmas faz com que um novo mundo
abra-se ao educando. O aluno pode compreender melhor a construcao do conhecimento e, com isso,
produzir significado ao que lhe estd sendo apresentado. E, assim, fazendo a jungao dos conteidos
matematicos com as tecnologias, pode-se conseguir que os alunos tenham menores dificuldades no
aprendizado. Em todos os trabalhos aqui apresentados, observa-se a necessidade de buscar novos
métodos de ensino, diferente do tradicional, onde o aluno constréi seu conhecimento com aulas
mais dindmicas, fazendo com que desenvolvam sua criatividade e colaboragao. Nesse sentido, a
tecnologia abre espago para que os estudantes possam viver novas experiéncias matematicas.

3. Uso do GeoGebra no Cilculo de Areas

Esta sec@ao apresenta a utilizacao do GeoGebra para o calculo de areas de poligonos utilizando
conceitos de matrizes e determinantes. A versao utilizada neste trabalho é o GeoGebra Classic
para a modalidade Desktop, com sistema operacional Windows. Como fonte de consulta para os
conceitos de Geometria Analitica utilizados nessa se¢do, indica-se [8].

Considerando os poligonos ABCD e EFGH, congruentes, representados na Figura 1, constroem-se
as matrizes M e N, representadas a seguir, ambas 4x2, utilizando as coordenadas dos vértices do
poligono.
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Figura 1: Translacao do Poligono ABCD.

Fonte: Elaborada pelas autoras.

N
L =
Nelo Jiere)
~J Ot Ot o

O poligono EFGH foi obtido a partir de duas movimentagoes de ABCD, sendo uma na horizontal
e outra na vertical (veja Figura 1). Efetuando-se a operagdo N — M, como a seguir, obtém-se a
matriz m1, também 4x2, tal que a primeira coluna é composta pelo niimero 5, e a segunda coluna
pelo niimero 4, o que significa que o poligono ABCD precisa deslocar 5 unidades para a direita e
4 unidades para cima para coincidir com o poligono EFGH, representado na Figura 1.

=ml =

© 0w oD
~J Ot Ot Co
N
W =
ot Ot Ot Ot
I NN

Efetuando-se a operagdo M — N, como a seguir, obtém-se a matriz m2, também 4x2, sendo que
o numero —5 estd na primeira coluna e —4 na segunda coluna, ou seja, o poligono EFGH precisa
deslocar 5 unidades para a esquerda e 4 unidades para baixo, para coincidir com o poligono ABCD.

1 4 6 8 5 4
11 6 5 5 4
M=lg [ |"N=lg 5=m2=]| 5 4
4 3 9 7 5 4

Um método para a obtencao de areas de poligonos representados no plano cartesiano, quando sao
conhecidas as coordenadas de seus vértices, pode ser dado pelo cédlculo de determinantes. Se as co-
ordenadas dos vértices de um triangulo representado no plano cartesiano sao conhecidas, é possivel
calcular sua area por intermédio da composicao e/ou decomposicao de poligonos auxiliares. Nesse

N

310 LAl



PROFESSOR DE

I I I ’ MATEMATICA

Rt i St s i Bressan, Spati e Stiegelmeier

processo, é realizada uma série de multiplicacoes entre resultados de subtragoes entre abscissas e
entre ordenadas dos pontos A, B e C, além da divisao por 2. As etapas desse cilculo podem ser
resumidas em um determinante de ordem 3, formado pelas coordenadas desses pontos, obedecendo
a formatagao da equagao (1).

xa ya 1
X8 yg 1| (1)
Xc Yo 1

Considerando o caso do triangulo de vértices com coordenadas A(0,5), B(3,7) e C(6,-2), tem-se

(2).

[N}
I
—
[\
—

0 5
Area( aBc) = metade do valor absolutode| 3 7
6

O resultado estd ilustrado na Figura 2.

Figura 2: Area do triangulo quando conhecidas as coordenadas de seus vértices.

H

5@ Areade ABC =16.5

2 oo 1 2 3 4 “ 7 []
-1
2

C

Fonte: Elaborada pelas autoras.

A area de um poligono representado no plano cartesiano pode ser calculada a partir das coordenadas
de cada vértice, baseando-se no principio de que um poligono pode ser dividido em vérios triangulos,
como ilustra a Figura 3.
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Figura 3: Area de um poligono quando conhecidas as coordenadas de seus vértices.

Fonte: Elaborada pelas autoras.

O quadrilatero é dividido em dois triangulos, ABD e BCD. A area do quadrildtero ABCD serd a
soma das areas dos triangulos ABD e BCD.

Areaapcp) = Area(app) + Areascn)

Como a area do triangulo é

¢ 1
Area = 3 |determinante[matriz]|

tem-se que a drea do poligono ABCD serd dada por (3).
. 1 . 1 .
Area = 3 |determinante[M]| + 3 |determinante[N]| (3)

4. Procedimentos Metodolégicos

As atividades aqui propostas foram aplicadas no segundo semestre de 2019, a 55 alunos do 3° ano
do Ensino Médio, sendo 26 do 3° ano A e 29 do 3° ano B da Escola Estadual Professor José Leite
Pinheiro, da cidade de Cerqueira César, estado de Sao Paulo.

A abordagem metodoldgica utilizada nessa pesquisa enquadra-se no tipo qualitativa. A escolha
dessa abordagem deve-se a busca pela observacao e compreensao das agoes, fatos e resultados de
forma mais abrangente, evidenciando as agoes dos sujeitos investigados [15].

A segunda autora dessa proposta é a professora regente destas turmas. Dessa forma, na pesquisa-
acao colaborativa, muito comum em situacoes que envolvem a dinamica escolar, os conhecimentos
produzidos a partir da interacao professor-alunos sao fontes para o trabalho investigativo e opor-
tunizam reflexdes pedagdgicas para um melhor fazer docente [9].

Primeiramente, foi aplicada uma avaliagao diagnéstica, com o objetivo de investigar os conhecimen-
tos adquiridos pelos alunos sobre o tema e sobre a utilizagao de recursos computacionais durante
sua vida estudantil. Em seguida, uma aula tedrica sobre os conceitos de matrizes e determinantes
foi ministrada, para apresentacao do contelido. Nas aulas seguintes, foram realizadas as atividades
propostas, descritas na Segao 3, utilizando o GeoGebra no laboratério de informatica.
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Ao final das atividades, a segunda avaliacao diagnédstica foi aplicada, a fim de verificar a receptivi-
dade das atividades propostas, além de verificar se o uso do GeoGebra influenciou positivamente no
processo de ensino e aprendizagem dos conteidos abordados. Essa andlise diagndstica qualitativa
colabora para a elaboragao de um planejamento adequado, como forma de minimizar as dificul-
dades, ampliar a contextualizagao do uso de tecnologias no ensino de matematica, aproximando-a
da realidade dos estudantes, na busca por um ensino inovador, que priorize o uso de tecnologias e
que obtenha, como resultado final, a consolidacdo dos contetidos abordados.

5. Resultados e Discussao

Nesta segao, sao apresentadas as porcentagens das respostas obtidas pelos alunos nas avaliagoes
diagnésticas e a percepcao dos autores quanto a aplicagao das atividades, aplicadas aos alunos do
3° ano do Ensino Médio, conforme descrito anteriormente.

5.1. Resultado da Avaliagao Diagndstica 1

O objetivo desta avaliacao é conhecer a relagdo dos alunos com a disciplina de Matematica e
investigar os conhecimentos prévios dos estudantes relacionados aos recursos computacionais na
escola e como esses recursos foram utilizados. O primeiro questionério é composto por 7 questoes,
apresentadas a seguir, cujas respostas possiveis eram “sim” ou “nao,” com espaco para escrever
justificativas.

Questdo 1: Vocé tem dificuldade na aprendizagem dos conteidos de Matemdtica? A maioria dos

alunos, 37 dos 55 estudantes pesquisados, afirmou encontrar alguma dificuldade na aprendizagem
de conceitos matemadticos, representando 67% do total.

Questao 2: Vocé sabe o que € matriz?

Grande parte dos estudantes, 68%, assinalou a op¢ao “nao”, dizendo que nao apresenta dominio dos
conceitos de matrizes. Vale ressaltar que os alunos participantes da pesquisa ja haviam estudado os
conceitos abordados. Dentre os alunos pesquisados, 38 deles alegam que ja estudaram os conceitos
de matrizes, porém nao lembram.

Questdo 3: Vocé sabe calcular a drea de triangulos?

Como resposta a essa questao, é possivel observar que 39 alunos apresentam dominio dos conceitos
de drea de triangulos, ou seja, 70% assinalaram a opgao “sim”, porém, precisam utilizar a férmula
(metade do produto entre base e altura).

Questao 4: Vocé sabe calcular a drea de poligonos?

Um total de 31 alunos, representando 56%, assinalou que n&o tem conhecimento do célculo da 4rea
de poligonos. Até entdo, os alunos nao haviam utilizado a ideia de dividir o poligono em triangulos
e calcular a area separadamente, ja que esse conceito é conhecido por eles.

Questdo 5: Vocé ja utilizou determinantes para calcular a drea de poligonos?

Um total de 90% dos alunos desconhecia a técnica de utilizar determinantes para o cdlculo de drea
de poligonos quando conhecidos seus vértices, e embora ja estudado, os estudantes que participaram
da pesquisa nao tinham se apropriado, de modo significativo, dos conceitos de determinantes.

Questao 6: Vocé acredita que o uso do computador pode ajudd-lo(a) a aprender Matemdtica?
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Ao serem questionados sobre a utilizagdo de recursos computacionais nas aulas de matematica, 51
alunos, ou seja, 94%, afirmam que a utilizagdo de uma ferramenta computacional pode facilitar o
processo de ensino e aprendizagem da matemaética.

Algumas justificativas para essa resposta merecem destaque: “Pois a internet ja é costume para a
nova geragao, entao usa-la a favor dos estudos seria bom”; “A internet possui muitas informagoes
que podem ajudar e facilitar o aprendizado dos alunos”; “Muito, pois através do computador con-
seguimos obter mais informacoes”; “Com o computador é possivel utilizar programas que auxiliam
no aprendizado de matematica”; “Acho que a tecnologia pode auxiliar e muito nos estudos e a aula
fica mais dindmica”; “O jovem se sente atraido pela tecnologia, ficando bem mais facil aprender
com o uso do recurso”.

Questdo 7: Vocé conhece ou jd utilizou o software GeoGebra?

Verificou-se que a ferramenta computacional GeoGebra nao era de dominio dos alunos, pois 86%
assinalaram a opgao “nao”, mas afirmaram que, por meio da visualizagao e construcao do objeto
de estudo, ha uma melhor compreensao de conceitos matematicos.

A partir das anédlises dos resultados da primeira avaliacdo diagnéstica, verificou-se que a maioria
dos alunos mostrou nao ter conhecimento sobre os conceitos de matrizes e sobre o calculo da area
de poligonos, embora j4 tivessesm estudado determinantes. Por outro lado, os alunos mostraram-
se dispostos a utilizar ferramentas computacionais como o GeoGebra na aula de Matematica,
ressaltando que pode auxiliar no processo de ensino e aprendizagem de conteidos matematicos.

5.2. Atividade 1 - Aplicagao de conceitos de Matrizes no Ensino Médio

Apos a aplicagao da avaliacao diagnéstica, foram apresentadas aos alunos as definigoes formais
de matrizes e suas operagoes. Em seguida, os alunos realizaram algumas atividades utilizando
os conceitos de matrizes, assim como suas operacoes de adicao, subtragao e multiplicagao, cujas
habilidades [20] sdo: “Utilizar elementos de matrizes para organizar e justificar a resolu¢ao de
situagoes-problema baseadas em contextos do cotidiano”, “Relacionar representagoes geométricas
a comandos na linguagem matemdtica” e “Utilizar a notacdo matricial para representar figuras
planas.” Foram utilizadas aproximadamente 4 aulas de 50 minutos para a realizagao dessa ativi-
dade.

5.3. Atividade 2 - Aplicagao dos conceitos de matrizes com o uso do GeoGebra

Apos a aplicagao da Atividade 1, os alunos foram levados ao laboratério de informaética para
execucao da Atividade 2 com a utilizagao do software GeoGebra. Primeiramente foi apresentado o
software, destacando suas principais ferramentas e fungoes e posteriormente, foram desenvolvidas
atividades de modo a facilitar a compreensao dos principios bésicos de funcionamento do soft-
ware no ensino de matrizes. O laboratério de informatica possuia somente 10 computadores em
funcionamento. Diante disso, os alunos formaram grupos para a realizacao da atividade. Foram
utilizadas 2 aulas para a apresentacao do GeoGebra e 4 aulas para a realizacao da Atividade 2.

No inicio da atividade, os alunos demonstraram muitas duvidas quanto a execucao dos comandos,
mas, com o tempo, mostraram-se mais interessados na utilizacdo do programa e passaram dicas
uns para os outros, demonstrando-se muito entusiasmados com a atividade.
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Na realizacao dessa atividade, foi possivel observar que a introducao da ferramenta computacional
despertou o interesse dos alunos pelo seu uso e a colaboracao no aprendizado dos demais colegas.

5.4. Atividade 3 - Aplicagao de area de poligonos usando determinantes

A aplicagao da Atividade 3 também foi executada no laboratério de informatica com a utilizagdo do
GeoGebra. Os alunos realizaram a construcao de triangulos calculando assim suas dreas. As dreas
dos triangulos representados no plano cartesiano puderam ser calculadas a partir das coordenadas
de cada vértice, via determinante de uma matriz quadrada de ordem 3 e logo apés compararam os
resultados obtidos através da ferramenta “Area” do GeoGebra. Os alunos concluiram que a area do
triangulo é a metade do médulo do determinante de uma matriz quadrada de ordem 3. O calculo
da drea de poligonos de 4 lados ou mais foi facilmente realizado, visto que um poligono pode ser
dividido em varios triangulos. Foram utilizadas aproximadamente 4 aulas para a realizagao dessa
atividade.

A partir dessa andlise, concluiu-se que, para obter um ensino de matematica eficiente, faz-se
necessario que o docente traga para a aula ferramentas inovadoras que despertem a curiosidade
dos alunos e promovam a relagao entre contetdos estudados, como o uso de determinantes para o
célculo de drea de poligonos. De acordo com [10], o uso do GeoGebra vem cada vez mais ganhando
espago quando se trata de uma melhoria no ensino-aprendizagem.

5.5. Resultado da Avaliacao Diagndstica 2

Apés o término da Atividade 3 foi aplicada a segunda avaliacdo, para verificar a repercussao da
execucao das atividades propostas. Os resultados sao apresentados a seguir.

Questao 1:Como vocé classificaria a aula utilizando o GeoGebra que vocé participou?

Inicialmente foi solicitado que os alunos classificassem as atividades realizadas como “Muito Bom”,
“Bom”, “Regular” ou “Ruim”, onde 31 alunos, 59% classificaram como “Muito Bom” e 24 alunos,
41% classificaram como “Bom,” o que mostra que a proposta foi bem aceita.

Questao 2:0 GeoGebra despertou seu interesse pelo assunto estudado?

Um total de 48 alunos, que representam 86%, responderam que, utilizando recursos computaci-
onais como o GeoGebra, os conteidos sao mais faceis de assimilar, sendo assim o interesse pelo
assunto estudado. O restante, 14%, respondeu que despertou o interesse “parcialmente”. Algumas
justificativas merecem ser destacadas: “No comego achei dificil, mas é engenhoso e pratico e eu
posso dizer que realmente aprendi algo novo”; “Despertou meu interesse pela praticidade e conse-
gui aprender o contetido”; “Uma aula diferenciada é muito mais legal de se aprender”; “Toda aula
diferenciada é boa e facilita muito despertando o interesse dos alunos”; “E uma atividade dinamica
onde podemos por em pratica nossos aprendizados”.

Questao 3:Vocé acredita que a utilizacao do GeoGebra como recurso complementar as aulas tradi-
cionais de Matemdtica tornaria o conteido mais atrativo/compreensivel?

A resposta a essa pergunta foi unanime, todos responderam que sim. Algumas justificativas apon-
tadas pelos alunos: “Sim, pela facilidade para calcular a drea e o determinante”; “Sim, pois saimos
da rotina e cada vez fazemos algo novo e diferente”; “Sim, a aula foge do convencional e passa a
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ser mais interessante”; “Sim, aprendi véarias coisas novas”; “Ajuda muito nas atividades e fica mais
facil de aprender”; “A facilidade dos célculos, aprendi a fazer matriz no GeoGebra”.

Por meio das respostas obtidas com os alunos do 3° ano do Ensino Médio, constatou-se que o uso do
Geogebra despertou o interesse da maioria dos alunos pelo contetdo estudado e todos afirmaram
que o uso do software facilita a compreensao do conteido abordado, além de proporcionar o
contato com uma nova ferramenta computacional. Esse resultado estd de acordo com [13], que
afirmam que o ensino nao deve ser praticado apenas na forma tradicional, mas também utilizando
outras metodologias, como é o caso do uso do GeoGebra, proposto neste trabalho, apresentando o
contetido de uma forma mais dinamica e favorecendo a apropriagao dos conhecimentos.

A partir das justificativas apontadas pelos alunos, é possivel concluir que a utilizacdo do software
GeoGebra como ferramenta de ensino contribui para uma melhor interacdo dos alunos e, conse-
quentemente, na aprendizagem. De acordo com [10], o uso do GeoGebra traz bons resultados e
motiva os alunos a estudarem um pouco mais, por deixar alguns conteidos mais intuitivos. Dessa
forma, as tecnologias podem ser aliadas ao processo de ensino e aprendizagem.

6. Consideragoes Finais

O presente trabalho abordou o uso do software Geogebra como ferramenta de ensino para o calculo
de drea de poligonos. As atividades propostas foram aplicadas a alunos de uma turma de 3° ano
do Ensino Médio, buscando-se valorizar o processo de ensino e aprendizagem através da utilizagao
desse software de mateméatica dinamica. Dessa forma, o ensino de matematica passa a assumir uma
acao ativa diante do conhecimento, uma vez que nao se limita somente aos aspectos puramente
abstratos e formais, mas incorpora os aspectos criativos da prépria Matemaética; permitindo um
maior protagonismo dos estudantes.

Sao apresentados, principalmente, aplicagoes que contribuem para o entendimento das operagoes
de matrizes, como a soma, subtragao e produto, o cadlculo de determinante de uma matriz quadrada
de ordem 3 e o cdlculo de area de poligonos por meio de determinantes, pois associando matrizes
a geometria, aproveitam-se recursos visuais no processo de ensino e aprendizagem.

Diante do exposto, é possivel estabelecer algumas consideragoes importantes em relagao ao objeto
de estudo pesquisado e ao grupo de alunos que foram sujeitos de pesquisa. Observa-se que a
ferramenta tecnoldgica representa um importante recurso para a sala de aula, quando inserids nas
aulas de forma planejada, para que nao se disperse, objetivando o processo de aprendizagem do
aluno e as demandas da escola.

E importante destacar que os alunos participantes da pesquisa ja haviam estudado de forma tedrica
os conceitos abordados; entretanto, durante a aplicagao da primeira atividade, foi observado que
a maioria dos alunos nao apresentava dominio dos conceitos. Tal situagao foi constatada também
com os demais conceitos abordados nas atividades. A utilizacao da ferramenta computacional
GeoGebra também nao era de dominio dos alunos, sendo necessaria a apresentacao das principais
janelas do software antes do inicio da atividade.

Durante a aplicacao das atividades, os alunos foram orientados e suas duvidas esclarecidas. Dessa
forma, todos conseguiram resolver as atividades propostas, e foi possivel observar que os alunos
mantiveram-se motivados, entusiasmados e comprometidos em aprender a resolver as situagoes
propostas e a verificar, por meio da construgao das respostas no software GeoGebra, o que repre-
sentava tal imagem ou resultado, assim interpretando e refletindo cada resposta. Vale ressaltar
que os alunos familiarizaram-se rapidamente com os comandos do software GeoGebra, e, quanto
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aos recursos proprios do computador, nenhum aluno demonstrou ter dificuldade com a nova ferra-
menta. Dessa forma, o objetivo do trabalho, de abordar a possibilidade de utilizagdo do Geogebra
como ferramenta de ensino no estudo de drea de poligonos, foi atingido.

Os resultados obtidos nesse trabalho mostraram-se satisfatorios, uma vez que, ao serem desenvol-
vidas as atividades das situagoes-problema sobre area de poligonos com os alunos, demostrou-se
que a utilizacao das tecnologias digitais fazem com que os estudantes passem a se relacionar melhor
com matematica, tornando-os mais independentes e agentes do seu préoprio aprendizado.

As atividades aqui propostas estao longe de esgotar as possibilidades de abordagem do assunto,
porém tornam possivel o conhecimento de matrizes como estruturas de representacao dessa impor-
tante ferramenta de uso computacional, possibilitando um aumento do interesse pela matemaética e,
consequentemente, auxiliam no ensino de Matematica. Trata-se, pois, de atividades fundamentais,
e a utilizacao do software GeoGebra corrobora para um ensino dindmico e temporal. E, ainda,
vale destacar que, no Ensino Médio, a incorporagao de tecnologias, devido a sua importancia, esta
no préprio nome de drea “Matemadtica ¢ suas Tecnologias [16]”.

,

E importante ressaltar que, segundo a nova BNCC, o conteiido de Matrizes foi recentemente
retirado do curriculo paulista do Ensino Médio. No entanto, o contetido de matrizes é utilizado de
forma implicita para resolver e elaborar problemas do cotidiano, da Matematica e de outras areas do
conhecimento, que envolvem equagoes lineares simultaneas, calculo de areas de figuras geométricas,
usando técnicas algébricas e graficas com o apoio de tecnologias digitais, como apresentado no
presente trabalho. Vale destacar que no Referencial Curricular para o Ensino Médio do Parana
[16] os contetidos de Matrizes e determinantes sdo citados na unidade temética de Numeros e
Algebra. Tais conteidos, além da inclusao do uso de tecnologias digitais em sala de aula, ainda
constam na BNCC.

Portanto, para que o ensino de matematica seja eficiente, fica evidente a necessidade de escolas
preparadas, que possam oferecer uma educacao de qualidade, com espacos fisicos e materiais ade-
quados ao seu desenvolvimento. Além disso, torna-se primordial que o docente passe a fazer uso
das tecnologias da informacao em suas aulas, pois sdo grandes os desafios enfrentados no ensino, e
desenvolver praticas pedagdgicas eficientes faz-se necessario neste novo cenério educacional.
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Resumo

Este trabalho apresenta uma experiéncia vivenciada em disciplinas de célculo integral em varias
variaveis, ministrada conjuntamente por trés docentes, na modalidade de ensino nao presencial
emergencial, consequéncia da pandemia de Covid-19. Foram duas ofertas, uma no segundo semestre
de 2020 e outra no primeiro semestre de 2021, para aproximadamente 360 estudantes dos cursos
do Centro de Ciéncias Exatas e Tecnologia da Universidade Federal de Sao Carlos. A estratégia
de ensino foi baseada em metodologias ativas, que colocam o estudante como protagonista da sua
prépria aprendizagem, principalmente na sala de aula invertida (ou flipped classroom). A sala de
aula invertida é caracterizada, de acordo com Valente [6], como uma modalidade e-learning, na qual
o aluno deve estudar o conteudo e receber instrugoes online, antes de frequentar a aula presencial,
que passa a ser o local para trabalhar os contetudos ja estudados, realizando as atividades praticas
como resolugao de problemas, desenvolvimento de projetos, discussao em grupo, etc. Dado o regime
nao presencial emergencial, algumas adaptacoes nessa metodologia ativa foram necessarias, ainda
assim vimos uma 6tima oportunidade de aplicd-la. Neste relato sao apresentadas a maneira como
a disciplina foi ministrada, os resultados e a avaliagao de todo o processo de ensino-aprendizagem.

Palavras-chave: ensino nao presencial emergencial; metodologias ativas; sala de aula invertida.

Abstract

We present an experience in emergency remote teaching on integral calculus of several variables,
taught jointly by three professors, in the emergency non-face-to-face teaching modality, as a result
of the COVID-19 pandemic. There were two offers, one in the second semester of 2020 and
another in the first semester of 2021, for approximately 360 students from Centro de Ciéncias
Exatas e Tecnologia of Federal University of Sao Carlos. The teaching strategy was based on
active methodologies, which place the student as a protagonist of their own learning, mainly the
flipped classroom. The flipped classroom is characterized, according to Valente [6], a e-learning
modality, in which the student must study the content and receive online instructions, before
attending the class, which becomes the place to work on the contents already studied, carrying
out practical activities such as problem solving, project development, group discussion, etc. Given
the emergency remote teaching, some adaptations to this active methodology were necessary, yet
we saw a great opportunity to apply it. This report presents the way in which the discipline was
taught, the results and the evaluation of the entire teaching-learning process.

Keywords: emergency remote teaching; active learning; flipped classroom.
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1. Introdugao

Devido & pandemia de Covid-19, a Universidade Federal de Sao Carlos (UFSCar) suspendeu
suas atividades académicas presenciais a partir de 16 de margo de 2020 [3]. Apds a suspensao, a
universidade passou a discutir como retomar as atividades, ainda que de forma emergencial, em
regime nao presencial, de modo a minimizar os impactos da tao repentina mudanca.

Dentre os principais desafios, destacavam-se os de prover equipamentos e acesso aos estudantes
em situacao de vulnerabilidade social, oferecer formagao minima aos docentes para atuarem no
ensino nao presencial emergencial e garantir que a retomada das atividades ocorresse de maneira
a assegurar a qualidade do processo de ensino-aprendizagem.

Nesse contexto, foi instituido um periodo académico suplementar de maio a julho de 2020 [4], em
que foram ofertadas atividades académicas por meios digitais, em carater excepcional e temporario,
dentre as quais varias Atividades Curriculares de Integracao Ensino, Pesquisa e Extensao (Aciepe),
sendo a primeira experiéncia em ensino nao presencial para muitos docentes e para praticamente
todos os estudantes que participaram desse periodo suplementar que, até entao, s6 tinham a
experiéncia do ensino presencial.

A retomada das disciplinas regulares dos cursos de graduagao no formato de Ensino Nao Presen-
cial Emergencial (Enpe), normatizada pelas resolugdes do Conselho de Graduagdo [5], ocorreu a
partir de 31 de agosto de 2020 com trés calendarios diferentes, flexibilizando periodos e horarios,
denominado Enpe 1. A partir de 22 de fevereiro de 2021 iniciou-se um novo periodo, no mesmo
formato anterior, denominado Enpe 2. E importante destacar a postura da UFSCar frente a oferta
das disciplinas, flexibilizando néo somente os periodos, como também a forma de oferta, com do-
centes desenvolvendo as disciplinas individualmente ou em grupos, além de duas possibilidades de
ambientes virtuais de aprendizagem: as plataformas Moodle-UFSCar e Google Classroom.

Ainda no periodo académico suplementar, os mesmos docentes que participam deste relato oferta-
ram conjuntamente uma Aciepe, sobre equagdes de diferencas e modelagem discreta, com auxilio
das metodologias ativas. Na ocasiao, além da sala de aula invertida, utilizamos também aprendiza-
gem por pares (Peer Instruction) — metodologia que preconiza a abordagem de uma determinada
tematica combinando intervenc¢bes e monitoramento do professor, compartilhamento de conheci-
mentos por parte dos alunos, além de enfatizar o debate e aprendizagem baseada em projetos
(Project Based Learning). O projeto consistia da modelagem discreta de um problema e sua
solucdo, mesmo que qualitativa e com recursos computacionais. Alguns problemas foram apre-
sentados, mas os estudantes foram incentivados a buscar outros problemas de interesse particular
ou da sua area de formagao. O desenvolvimento do projeto deu-se ao longo da atividade, promo-
vendo a interdisciplinaridade e o desenvolvimento de competéncias transversais, sob orientacao dos
professores. Como a atividade aconteceu no formato nao presencial, foram necessarias algumas
adaptacoes nessas metodologias, como por exemplo a interacao entre os alunos e entre alunos e
professores acontecendo através do chat do ambiente virtual ou através de videochamadas.

A experiéncia nessa atividade foi positiva e motivou-nos a continuar com a utilizacdo das meto-
dologias ativas, ainda que adaptadas, nas disciplinas regulares desse novo formato nao presencial
emergencial. A experiéncia que vamos relatar agora foi desenvolvida conjuntamente pelos autores,
nas disciplinas de Cdlculo 3 (Enpe 1 e Enpe 2) e Célculo Diferencial e Integral 3 (Enpe 1), com
um total de 180 estudantes matriculados no Enpe 1 e 189 estudantes matriculados no Enpe 2,
e tem como objetivo apontar as potencialidades, apresentar o planejamento, a execucao, alguns
dos problemas enfrentados e a percep¢ao dos alunos em relacdo & metodologia desenvolvida nas
referidas disciplinas.
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2. Estruturacao da disciplina para a modalidade nao presencial

As disciplinas de Calculo 3 e Célculo Diferencial e Integral 3 na UFSCar sdo disciplinas de
terceiro ou quarto periodo, com carga horaria de 60 horas, dos cursos de graduagao em engenharias,
fisica, quimica, estatistica e computacdo. A ementa de ambas, resumidamente, é composta por
integrais duplas, triplas e aplicagoes, integrais de linha, de superficie e aplicagoes. Por essa razao,
as referéncias “a disciplina” serao feitas como se fosse uma tnica. Além disso, a estrutura descrita
abaixo foi mantida nas duas ofertas, Enpe 1 e Enpe 2.

O desenvolvimento da disciplina no Enpe foi feito em dezesseis semanas, mesma duracao do ensino
presencial, em que sdo ministradas quatro aulas (duas aulas duplas) por semana, na intengao de
manter a estrutura da disciplina préxima do habitual, reduzindo os impactos dessa mudanca, uma
vez que tal perfodo emergencial exigiu muitas adaptagoes tanto para os docentes quanto para os
estudantes para além da vida académica. Reducao de impactos, porém,, de uma maneira que nao
fosse apenas uma transposicao do ensino presencial para o nao presencial, mas sim uma adaptagao
para esse novo regime.

Com a experiéncia positiva desenvolvidada na Aciepe, continuamos com a utilizagdo da sala de
aula invertida, caracterizada em [1, 6], como uma forma de e-learning, em que os conteidos e as
instrugdes sdo estudados de maneira on-line (por meio de videos curtos e textos indicados) antes
da aula presencial, seguida de atividades mais praticas como discussao e resolugao de exercicios
e problemas, individualmente ou em grupos, na aula presencial. Em resumo, temos a seguinte
estrutura na sala de aula invertida:

e Antes da aula - O professor disponibiliza os materiais relativos ao tema, tomando cuidado tanto
com a qualidade do disponibilizado para estudo, quanto com a quantidade, de modo que seja
possivel ao aluno cumprir os estudos ou efetuar as tarefas em tempo héabil até a aula presencial.

e Durante a aula - Na aula presencial o professor trabalha as dificuldades dos alunos, ao invés de
fazer apresentagoes sobre o contetido selecionado, como ocorre na aula tradicional. E possivel
fazer uma breve apresentacao do material, intercalada com questoes para discussao dos con-
ceitos. Durante a aula, o professor desenvolve as atividades programadas para a sala de aula,
aprofundando a aprendizagem dos alunos, tendo como base o assunto inicialmente estudado por
eles anteriormente. O objetivo é estimular a capacidade de andlise, sintese, o desenvolvimento
do pensamento critico e a capacidade de resolugao de problemas.

e Depois da aula - O professor organiza atividades para que o estudante revise e tenha a oportu-
nidade de ampliar os conhecimentos adquiridos nas duas etapas anteriores. Ele deve promover
atividades de avaliagao formativa, e o estudante comecga a tratar o material disponibilizado pelo
professor para a proxima aula presencial, repetindo-se assim o ciclo para cada aula ao longo do
periodo letivo.

No Enpe foi necessaria uma adaptagao nessa estrutura, pois como nao ocorreram encontros presen-
ciais, e a normativa da UFSCar [5] determina a ndo obrigatoriedade de participa¢ao dos estudantes
nos encontros sincronos realizados em ambiente virtual, a estratégia adotada foi estabelecer um
canal de comunicacao através do mural do ambiente virtual onde eram postadas as duvidas, que
eram respondidas no préprio mural e também levadas para os encontros sincronos. A interagao
através do mural ajudava na preparagao das atividades a serem desenvolvidas durante o encontro
sincrono.
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O ambiente virtual utilizado para a disciplina foi o Google Classroom, disponivel na G-Suite da
UFSCar. Apesar de possuir menos recursos em comparagao com a plataforma Moodle-UFSCar,
a escolha desse ambiente deu-se pela sua simplicidade de uso, por atender as nossas necessidades
(basicas) de um ambiente virtual e por ser de fdcil adaptacao para os docentes e para os estudantes,
principalmente por dispositivos méveis como celular e tablet.

Sabendo que a adogao da estratégia de ensino da sala de aula invertida (adaptada) exigiria dos
estudantes uma postura mais ativa, maior regularidade e organizagao em seus estudos, os conteiidos
da disciplina foram programados por semanas, e tal programacao era divulgada semanalmente, com
o objetivo de criar uma rotina de estudos. Nessa programacao constavam todas as atividades que
seriam realizadas, prazos e horédrios de entrega das mesmas, textos e videos sobre o tema a ser
desenvolvido na semana e que seria discutido no encontro sincrono. A carga horaria semanal
(estimada) que deveria ser dedicada & disciplina foi entre 5h e 6h30min. Mais precisamente, as
atividades semanais, bem como o tempo estimado de dedicagao a cada um deles, estao listados
abaixo:

e Indicagao do texto para estudos individuais. Tempo estimado 1h30min a 2h;

e Disponibilizacao de video(s) curto(s) (entre 10 e 20 minutos cada) sobre o conteido indicado no
texto. Tempo estimado 30min;

e Indicacao de listas (minimas) de exercicios. Tempo estimado 1h a 1h30min;
e Disponibilizacao de atividades de frequéncia. Tempo estimado 30min;

e Realizacao de um encontro sincrono para discussao do conteido da semana. Tempo estimado
1h30min a 2h;

O tempo de interacao no mural da disciplina bem como os horarios de atendimento da monitoria,
de dois periodos de uma hora, ndo foram contabilizados nas atividades semanais. Vale a pena
observar que a carga horaria nos encontros sincronos foi estimada em, praticamente, metade da
carga horaria semanal da disciplina, que é de 4 aulas por semana. Essa decisao foi tomada para
nao sobrecarregar os estudantes, uma vez que boa parte das atividades deveriam ser executadas
antes do encontro sincrono.

Por julgar essencial que os estudantes tivessem um livro-texto, e como a UFSCar nao dispunha
de assinatura de biblioteca digital no inicio do Enpe 1, o passo inicial foi buscar um texto, de
livre acesso, que pudesse ser disponibilizado aos estudantes. O texto adotado foi [2]. Para o Enpe
2, apesar da assinatura de uma biblioteca virtual pela UFSCar, o livro-texto continuou o mesmo
adotado no Enpe 1. O motivo foi que a utilizagao online dos textos da biblioteca virtual depende
de uma boa conexao com a internet, além de um bom equipamento (celular, tablet ou computador)
para acessar o texto virtual, enquanto o texto escolhido poderia ser utilizado offiine.

Com relagao aos videos, apesar de existirem videoaulas disponiveis na internet de varias instituigoes
consagradas de ensino, os videos disponibilizados no ambiente virtual foram gravados pelos préprios
docentes. Essa decisao basou-se em dois fatores principais: manter uma identidade na disciplina,
em termos de linguagem, abordagem e contexto em geral, e os videos foram elaborados como
um apoio ao livro-texto, com o objetivo de guiar a leitura, destacando os conceitos centrais,
questionando hipéteses, demonstrando resultados em situagoes particulares e com questoes para
serem respondidas ap6s o estudo do texto. A duragdo dos videos variava entre 10min e 20min,
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ao passo que algumas videoaulas chegam a 1h30min, destoando da proposta adotada. Foram
disponibilizados no méximo dois videos por semana.

As listas de exercicios disponibilizadas foram elaboradas pelos professores, com algumas indicagoes
de exercicios do proprio livro-texto. Os exercicios buscavam relacionar o essencial dos tépicos da
semana, com no maximo 10 exercicios. O monitor da disciplina auxiliava os estudantes na resolugao
e também disponibilizava os gabaritos, que continham a resolucao completa das questoes.

O acompanhamento dos estudantes era realizado, além da interagao no mural, através das ativida-
des de frequéncia disponibilizadas no ambiente virtual da disciplina. Tais atividades consistiam de
questiondrios on-line (formuldrio Google) e/ou exercicios para serem entregues, escritos de préprio
punho, digitalizados. Em cada semana, o conteido das atividades de frequéncia estava relacionado
com o contetdo desenvolvido na mesma, com entrega até as sextas-feiras as 23:59h. Apds a entrega
das atividades de frequéncia, quando necessério, eram enviados comentarios particulares através
do préprio ambiente virtual acerca da resolucao, dando retorno ao estudante de possiveis erros
cometidos. Quando ocorria alguma atividade avaliativa durante a semana, essa era contabilizada
também como frequéncia, diminuindo a carga de atividades do estudante naquela semana.

Dentro da metodologia da sala de aula invertida, os encontros sincronos faziam o papel da aula
presencial e cumpriram a importante tarefa de estabelecer uma rotina nos estudos, além de pro-
mover uma oportunidade de interagir sincronamente com os estudantes. Nesses encontros, eram
apresentados exemplos e discutidas duvidas do texto, dos videos e das listas de exercicios, além
de uma compilacao das interacoes no mural da disciplina. Participavam simultaneamente os trés
professores, cada um usando uma parte do tempo, conferindo uma boa dindmica aos encontros,
segundo relatos dos préprios estudantes. Os encontros nao foram gravados pelas seguintes razoes:
estimular o estudante a se preparar para o encontro sincrono, estabelecendo uma rotina de horérios
e organizagao de estudos e evitar a disponibilizacao de novos materiais ao longo da semana, ge-
rando acumulo de material. No entanto, os exemplos e anotagoes apresentados durante o encontro
sincrono eram sempre disponibilizados no ambiente virtual da disciplina apds os encontros. A
presencga dos estudantes era sempre incentivada, apesar de nao ser obrigatéria. No Enpe 1, na
primeira metade da disciplina houve presenca em cada encontro sincrono de mais de 80% dos
estudantes. Esse nimero caiu para cerca de 60%, em média, até o final da disciplina. No Enpe 2,
na primeira metade da disciplina a presenca foi em torno de 60% dos estudantes inscritos, caindo
para aproximadamente 30% na parte final. Um fator que pode ter contribuido para a queda na
participacao, relatado por alguns estudantes, foi o acimulo de atividades das diversas disciplinas
no final do periodo.

O processo de avaliagao nesse periodo nao presencial emergencial foi desafiador, tendo em vista que
o estudante sequer era obrigado a participar de atividades sincronas, mesmo avaliativas. Optamos
por utilizar varios elementos distintos na avaliacao e na composi¢ao da nota final. Os estudantes
foram avaliados individualmente por meio de atividades avaliativas sincronas, assincronas e parti-
cipacao na disciplina e também em grupo, por meio do trabalho final, composto de texto escrito e
video. Abaixo descrevemos com mais detalhes cada um destes elementos:

e Avaliagoes sincronas - No Enpe 1, foram aplicadas 4 avaliagoes sincronas e, para efeito de calculo
da média final, foram utilizadas as 3 maiores notas. No Enpe 2, foram aplicadas 3 avaliagoes
sincronas e todas as notas obtidas entraram no célculo da média final. Houve dois formatos
dessas avaliagbes: prova de correcdo automaética (elaborada no formulario Google, composta de
itens que variavam entre muiltipla escolha, caixa de selecao, grade de selecao e verdadeiro ou
falso) e prova mista (uma parte de corregdo automdtica e uma parte envolvendo uma questao
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dissertativa que deveria ser resolvida de préprio punho e enviada em arquivo digitalizado). O
tempo disponibilizado para a realizagdo da parte de corregao automatica foi de 40 ou 50 minutos,
e para a realizagao da parte dissertativa foi de 30 minutos. As avaliagoes foram realizadas
nos horarios reservados para a disciplina. Nao foi exercido nenhum tipo de controle sobre o
aluno, como soliciticdo de camera durante a realizacdo da avaliacdo ou algo neste sentido. As
Unicas exigéncias foram que a entrega deveria ser pelo ambiente virtual respeitando o tempo
determinado. Esse elemento avaliativo compunha 30% da nota final.

e Avaliagoes assincronas - No Enpe 1 foram aplicadas 5 avaliagbes assincronas e, para efeito de
calculo da média final, foram utilizadas as 4 maiores notas. No Enpe 2, foram aplicadas 4
avaliagoes assincronas e todas as notas entraram no calculo da média final. Houve dois formatos
dessas avaliagoes: prova de correcao automética (elaborada no formuldrio Google, composta de
itens que variavam entre multipla escolha, caixa de selecao, grade de selecao e verdadeiro ou
falso) e dissertativa, com questoes que deveriam ser resolvidas de préprio punho e enviadas em
arquivo digitalizado. Em algumas avaliacoes foram utilizados os dois formatos. Essas avaliagoes
eram disponibilizadas no periodo da manha com entrega até as 23:59h do mesmo dia por meio
do ambiente virtual. E Sempre realizadas nos dias em que havia horério reservado para aula da
disciplina, dimensionada para que fosse resolvida em até duas horas. Este elemento avaliativo
compunha 20% da nota final.

e Participagao na disciplina - Composta por duas partes:

— Participacdo no mural - A principal razdo para adotar a participacdo no mural como parte
da nota final foi estimular o ambiente de cooperacao e interacao entre os estudantes. Como
participacao foram consideradas postagens com perguntas/dividas de exercicios e da teoria,
postagens respondendo a essas dividas (mediadas pelos professores), postagens envolvendo
compartilhamento de material (links para videos e/ou material escrito) sobre tépicos da dis-
ciplina. Postagens como “concordo”, “também tenho essa duvida”, por exemplo, nao foram
contabilizadas como participagdo no mural.

— Avaliagao estrutural da disciplina - Composta de duas etapas, uma na metade do periodo
e outra no final, teve como objetivo coletar impressoes, sugestoes e criticas através de um
questiondrio (elaborada no formuldrio Google) com questoes relativas ao formato adotado no
andamento da disciplina. Os detalhes e resultados dessa avaliacao serdo tratados na proxima
secao.

Esse elemento avaliativo compunha 20% da nota final.

e Trabalho final - Com o objetivo de aplicar os contetidos da disciplina na resolucao de problemas,
foi proposto o desenvolvimento do trabalho a partir da primeira metade do periodo. Foram
apresentados alguns exemplos tipicos de problemas, mas os estudantes tinham liberdade para
escolher em que trabalhar. O trabalho final foi composto por:

— texto contendo motivagao da escolha do tema, explicacao, resolucao e anélise do trabalho esco-
lhido, podendo ser um aprofundamento teérico em algum tema relativo a disciplina, aplicagao
dos conceitos, resolucao de problemas ou modelo na area especifica de formacao do estudante.

— video com duragao entre 8 e 10 minutos contendo exposigao oral do trabalho escrito através de
slides, destacando interesse, formulacao do problema, resolucéo e quais e como foram aplicados
os contetdos da disciplina.
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No Enpe 1, o trabalho final poderia ser desenvolvido individualmente ou em grupo de até 6
estudantes de uma mesma turma, ja no Enpe 2, apenas em grupo de 3 a 6 estudantes de uma
mesma turma. No Enpe 1, os estudantes fizeram ainda uma apresentacao para a turma em
um encontro sincrono pelo Google Meet. Devido as criticas e sugestoes recebidas na avaliagao
estrutural da disciplina no Enpe 1, afirmando ter sido pouco proveitoso assistir as apresentagoes
dos grupos, especialmente em final de periodo letivo, a apresentacao dos grupos foi suprimida
no Enpe 2. Tal elemento avaliativo compunha 30% da nota final.

3. Resultados

Como resultados das duas ofertas em Enpe, sdo apresentados alguns dados coletados nos ques-
tiondrios de avaliacao estrutural da disciplina. Essa avaliagao foi realizada em duas etapas, a
primeira na oitava semana letiva e a segunda na tltima semana letiva, e teve como objetivo coletar
impressoes, sugestoes e criticas dos estudantes com o formato adotado na condugao da disciplina.
Para os docentes, a primeira avaliagao funcionou como indicagao de “correcoes de rota” do plane-
jamento e execucao até a primeira metade do periodo letivo. Entre as mudancas implementadas
por sugestoes colhidas na primeira avaliacao estrutural, houve aumento da duragao da avaliagao
sincrona (Enpe 1, adotada também no Enpe 2), foram gravados videos contendo explicagio e re-
solugao de exemplos simples para ilustrar a teoria (Enpe 2), e foi criado um grupo no Google Chat
para estimular a interagdo entre os estudantes (Enpe 2), como forma alternativa de participacao
no mural, facilitando, por exemplo, a postagem de imagens.

No Enpe 1, dentre os estudantes matriculados nas diversas turmas, 151 responderam o segundo
questiondrio de avaliacao estrutural da disciplina. Desses, 99 (65,6%) estavam cursando a disciplina
pela primeira vez e 52 (34,4%) j4 a haviam cursado, no ensino presencial. No Enpe 2, dentre
os matriculados, 187 responderam ao segundo questionério de avaliagao da disciplina em que 163
(87,2%) estavam cursando a disciplina pela primeira vez e 24 (12,8%) ja haviam cursado a disciplina
anteriormente.

Em relagao a estratégia de ensino adotada, o estudo prévio do contetido (antes do encontro sincrono)
era essencial. A percepcao dos estudantes quanto a sua preparagdo para os encontros sincronos é
apresentada na Tabela 1 abaixo.

Antes de cada encontro sincrono, com que frequéncia baixa média alta
Estudei o texto 23 (15.2%) | 78 (51,7%) | 50 (33,1%)

Enpe 1 | Assisti ao video sobre o texto 12 (8,0%) | 50 (33,1%) | 89 (58,9%)
Discuti o conteddo com um colega 55 (36,4%) | 52 (34,5%) | 44 (29,1%)
Estudei o texto 28 (15,0%) | 92 (49,2%) | 67 (35,8%)

Enpe 2 | Assisti ao video sobre o texto 13 (7,0%) | 64 (34,2%) | 110 (58,8%)
Discuti o conteddo com um colega 72 (38,5%) | 64 (34,2%) | 51 (27,3%)

Tabela 1: Percepgao dos estudantes quanto ao estudo prévio dos diversos materiais para os encon-
tros sincronos

Pelos dados apresentados, nas duas ofertas a percepgao foi bem similar. Nota-se uma preferéncia
pelo video explicativo em comparacao com o texto escrito. A baixa interacdo com os colegas pode
ser consequéncia do periodo de isolamento.

Na Tabela 2, estao apresentados, na percepc¢ao dos estudantes, a importancia do material previa-
mente disponibilizado e indicado, como preparagao para os encontros sincronos.
=
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Em relacdo aos encontros sincronos (estudantes) | pouco importante indiferente muito importante
Assistir previamente o video 17 (11,3%) 21 (13,9%) 113 (74,8%)

Enpe 1 | Estudar previamente o texto 9 (12,6%) 6 (10,6%) 116 (76,8%)
Resolver previamente os exemplos 3 (18,5%) 27 (17,9%) 96 (63,6%)
Assistir previamente o video 2 (11,8%) 27 (14,4%) 138 (73,8%)

Enpe 2 | Estudar previamente o texto 18 (9,6%) 27 (14,4%) 142 (76,0%)
Resolver previamente os exemplos 49 (26,2%) 41 (21,9%) 97 (51,9%)

Tabela 2: Percepgao dos estudantes quanto & importancia dos materiais disponibilizados previa-
mente para um melhor aproveitamento nos encontros sincronos

Pelos dados da Tabela 2, observa-se a grande importancia, na percepgao dos estudantes, do preparo
para o encontro sfncrono, um indicativo de que a metodologia da sala de aula invertida (adaptada)
teve respaldo dos estudantes nas duas ofertas.

Em relacao as duas principais atividades desenvolvidas nos encontros sincronos, a Tabelas 3 apre-

senta, na percepc¢ao dos estudantes, a importancia de cada uma delas.

Em relagao aos encontros sincronos (professores) | pouco importante | indiferente | muito importante

Enpe 1 Resolugao de exemplos 1 (0,6%) 3 (2,0%) 147 (97,4%)
Discussio de dividas 0 (13,3%) 8 (11,9%) 113 (74,8%)

Enpe 2 Resolugao de exemplos 0 (0,0%) 7 (3,8%) 180 (96,2%)
Discussio de dividas 9 (10,2%) 9 (15,5%) 139 (74,3%)

Tabela 3: Percepcao dos estudantes quanto a importancia das atividades desenvolvidas nos encon-
tros sincronos no processo de aprendizagem

Nos dados da Tabela 3, observa-se a grande importancia que os estudantes dao para os encontros
sincronos. Tal importancia pode ser devido a interagao “em tempo real”’em que as duvidas tanto
da parte tedrica como dos exercicios eram discutidas e esclarecidas.

A Tabela 4 abaixo apresenta, na percepcao dos estudantes, a contribui¢do dos diversos materiais
disponibilizados ao longo do semestre, bem como do trabalho final, para o seu aprendizado nas
disciplinas.

Como avalia para o seu aprendizado a contribui¢ao do baixa média alta
Texto escrito 43 (28,5%) | 60 (39,7%) | 48 (31,8%)
Video sobre o texto 12 (8,0%) ( 3,1%) | 89 (58,9%)

Enpe 1 Listas de exercicios 5 (3,3%) | 45 (29,8%) | 101 (66,9%)
Gabaritos das listas de exercicios 4 (2,7%) | 26 (17,2%) | 121 (80,1%)
Encontro sfncrono 23 (15,2%) (41 %) | 65 (43,1%)
Trabalho final 46 (30,5%) | 64 (42,4%) 1 (27,1%)
Texto escrito 33 (17,7%) (32 6%) | 93 (49,7%)
Video sobre o texto 14 (7,5%) | 69 (36,9%) | 104 (55,6%)

Enpe 2 Listas de exercicios 12 (6,4%) | 71 (38,0%) | 104 (55,6%)
Gabaritos das listas de exercicios 7(3,8%) | 47 (25,1%) | 133 (71,1%)
Encontro sincrono 9 (15,5%) | 71 (38,0%) | 87 (46,5%)
Trabalho final 2 (17,1%) | 83 (44,4%) 2 (38,5%)

Tabela 4: Percepgao dos estudantes quanto a importancia dos materiais e atividades no processo

de aprendizagem
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Na Tabela 4 é possivel notar que ha muita similaridade nas percepg¢oes do Enpe 1 e Enpe 2. Em
ambos, as maiores contribuigoes sao dadas, por ordem de importancia, para os gabaritos das listas
de exercicios e as listas de exercicios. As listas com gabarito (que tinham toda a resolugao dos
exercicios e nao apenas os resultados) eram de exercicios adicionais que complementavam as listas
do livro-texto. A maior importancia dada a elas pode estar relacionada a inseguranga na redagao
da resolucao dos exercicios pelos estudantes.

A Tabela 5, abaixo, apresenta o nimero de horas de estudo, por semana, que os estudantes
dedicaram as atividades da disciplina no formato ENPE, nas duas ofertas.

Oferta | 3,5 a 4,5 horas | 4,5 a 5,5 horas | 5,5 a 6,5 horas | 6,5 ou mais horas
Enpe 1 17% 29,6% 22% 31,4%
Enpe 2 30,8% 35,1% 21,1% 13%

Tabela 5: Horas de estudos semanais reservadas pelos estudantes para a disciplina

Na Tabela 5, do Enpe 1 para o Enpe 2 observa-se uma “inversao”’nas horas de estudo dedicadas a
disciplina. Enquanto no Enpe 1 a recomendacao para o estudante inscrever-se em até 4 disciplinas
foi seguida pela maioria dos estudantes, no Enpe 2 isso nao se repetiu. Com inscrigao em um maior
namero de disciplinas, o nimero de horas de estudo para cada uma delas diminuiu. Outro fator
que pode ter contribuido para a dedicacao em ntmero de horas ter diminuido é que no Enpe 2 os
estudantes ja teriam se adaptado ao novo formato nao presencial.

A Tabela 6, abaixo, apresenta os indices de aprovagdo, média das notas finais (de todos os estu-
dantes) e a satisfacao dos estudantes com a disciplina no formato Enpe, nas duas ofertas.

Oferta | Aprovados Média das notas finais nao gostei | indiferente | gostei
Enpe 1 92,89% 6,99 (desvio padrao de 1,56) 5,3% 13,9% 80,8%
Enpe 2 95,85% 7,42 (desvio padrao de 0,78) 2,1% 22,5% 75,4%

Tabela 6: Notas finais e percepcao dos estudantes com relagao a satisfagao no desenvolvimento da
disciplina

4. Discussao e Conclusao

Ofertar uma disciplina de graduagao na modalidade nao presencial e trabalhando em um grupo de
professores foi tanto motivador quanto desafiador, principalmente pela falta de experiéncia com tal
modelo de ensino. Para essa tarefa, o entrosamento e afinidade foram essenciais para que o trabalho
docente em grupo se desenvolvesse bem. A abordagem dos tépicos, indicacao de listas de exercicios,
elaboracao das atividades de frequéncia, elaboragao das avaliacGes e definigao dos critérios de
correcao foram discutidas e decididas em comum acordo entre os professores. Além das questoes
diretamente relacionadas ao planejamento e execugao da disciplina, o convivio (mesmo que virtual),
em que assuntos relacionados ao cotidiano da universidade eram compartilhados e discutidos,
foram de grande importancia durante o periodo de isolamento social. Vale ressaltar também que
o trabalho em equipe permitiu resolver facilmente algumas situacoes, por exemplo, no caso de
problemas de conexao durante um encontro sincrono ou mesmo a necessidade de afastamento de
um docente por um certo periodo.
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Com relacao a estratégia adotada, a combinagdo de um livro-texto com videos explicativos da
teoria e resolucao de exercicios compoe um 6timo subsidio para os estudantes, permitindo uma
otimizagao do tempo em sala de aula, explorando relagoes entre os conceitos estudados. O livro-
texto traz em detalhes o contelddo, mas nao explora tanto as motivagoes e as experimentagoes que
podem ser realizadas e também nao realiza o “passo-a-passo” da resolugao de alguns exemplos.
A complementacao disso com um video ou com um encontro sincrono auxilia o aprendizado dos
estudantes, desde que o livro-texto tenha realmente sido utilizado por eles. Varios estudantes
relataram preferéncia por “videoaulas”, alegando ser mais pratico que o estudo prévio, mas nada
subsutitui um texto escrito: é como ler um livro e assistir a um filme sobre o livro; sao experiéncias
completamente diferentes! A gravacao dos videos sé foi possivel devido ao trabalho em equipe. A
divisao das tarefas semanais entre os trés docentes permitiu que a gravacao e a edi¢ao dos videos,
que demandam um tempo considerdvel, fosse realizada sem prejuizo de outras atividades como a
preparagao para o encontro sincrono, mediacao das postagens no mural de cada turma, verificagao
do envio de atividades de frequéncia e administragao do ambiente virtual, todas tarefas que nao sao
tipicas do ensino presencial e que exigem disponibilidade e dedicagao por parte dos docentes. Outro
ponto muito importante foi o estabelecimento de uma rotina para o desenvolvimento da disciplina,
através do planejamento e descricao das atividades, divulgados a cada semana e cumpridos sem
modificagoes, garantindo previsibilidade e maior organizacao.

Em relacao ao percentual de aprovagao, os indices foram bem mais altos do que a média histérica
(em torno de 60%) observada entre 2005 e 2019, na mesma disciplina no formato presencial. Apesar
disso, nao hé evidéncias de que o processo de ensino-aprendizagem tenha sido mais eficiente. Dentre
os varios aspectos que podem, de alguma forma, ter contribuido para os indices de aprovagao
atingidos estao: o cardter mais direcionado das unidades didaticas; a divisao por topicos bem mais
delineada, com duas atividades de frequéncia semanais que versavam sobre o contetido estudado na
semana; um numero maior de atividades avaliativas com uma quantidade menor de contetdo sendo
avaliada em cada uma delas. Além disso, no ensino nao presencial, a maior parte das atividades
avaliativas foram de itens de correcao automatica, em que a argumentacao do estudante nao era
avaliada, sendo essa a principal diferenca entre as avaliagbes do ensino presencial, em que a maior
parte, se nao a totalidade, dos itens das avaliagoes, eram dissertativas.

Ainda em relacao as avaliagoes, os itens dissertativos foram aplicados principalmente nas avaliagoes
assincronas. No Enpe 1, a questdo dissertativa na avaliagio sincrona (do tipo mista) foi motivo
de grande estresse dos estudantes (relatos obtidos na primeira avaliacdo estrutural da disciplina),
devido a grande preocupagao com o tempo para resolugao, digitalizacao e envio. Observando as
notas de todas as turmas, a média na parte de correcao automadtica foi 28% mais alta do que a
média das notas na questao dissertativa. Tendo em vista essa diferenca expressiva nas notas, além
do relato dos estudantes, a opgao foi utilizar itens dissertativos nas avaliagoes assincronas (total
ou parcialmente) e itens de corregdo automética nas avaliagdes sincronas. No Enpe 2, as notas
da parte de corregdo automaética foram cerca de 10% mais altas do que as da parte dissertativa
(considerando as médias de todas as turmas em avaliacao do tipo mista, em avaliacdo assincrona,
sobre o mesmo contetdo).

O carater emergencial da modalidade Enpe permitiu varias experiéncias diferentes e foi um grande
impulsionador de mudancas nas nossas praticas docentes; dentre elas, trabalho em um grupo de
professores, adogao de novas estratégias de ensino (como o uso de metodologias ativas), utilizacao
de ambientes virtuais de aprendizagem como instrumento de avaliacao, e utilizacao de novas fer-
ramentas de ensino-aprendizagem (como gravagao de videos). Um grande desafio trazido por essa
experiéncia foi o processo de avaliagao dos estudantes. Esse foi o ponto mais discutido, pensado e
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modificado ao longo do Enpe, tendo em vista a realizacao das avaliacbes em um ambiente virtual
(nao controlado), diferindo do ensino presencial e do EaD.

Como proposta futura pretendemos aplicar a estratégia de ensino apresentada neste relato no
ensino presencial, utilizando a parte virtual como material de apoio ao estudante, ou mesmo no
ensino “hibrido”, com parte do desenvolvimento virtual e parte presencial. Alguns pontos que
destacamos desta experiéncia e que podem contribuir sao: ministrar disciplinas béasicas em um
grupo de professores em que todos participam conjuntamente do inicio ao final da disciplina, usar
um ambiente virtual de aprendizagem como apoio ao ensino presencial em que fica disponibilizado
o planejamento semanal das atividades a serem desenvolvidas (tGpicos a serem discutidos, listas
de exercicios selecionados, atividades em ambiente virtual com corregao automatica para aferir o
estudo da semana), gravar pequenos videos com resolu¢io comentada de exemplos e/ou dividas
de teoria e exercicios postados no ambiente virtual, realizar um questionario de avaliagdo on-line
da disciplina durante o perfodo letivo para fazer pequenas (ou grandes!) corregoes de rota (isso foi
de grande importancia no Enpe). Para finalizar, o objetivo deste relato ndo é comparar modelos
de ensino (Enpe versus presencial) quanto a eficiéncia dos processos de ensino-aprendizagem, tam-
pouco quanto aos indices de aprovagao, mas sim contribuir com sugestoes para o aperfeicoamento
continuo da pratica docente.
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Equacoes diofantinas lineares e nao lineares:
uma abordagem por meio de questoes
de Olimpiadas de Matematica

Erick C. A. do Nascimento ! ® Thiago Yukio Tanaka 2 ® Barbara Costa da Silva® ®

Resumo

Neste trabalho, apresentaremos métodos e técnicas de solucao para equagoes diofantinas lineares
e nao lineares por meio de questoes de Olimpiadas de Matematica. No tratamento das equacgoes
lineares, exploraremos a teoria de divisibilidade nos ntimeros inteiros, o conceito de maximo divisor
comum (MDC) e, entdo, apresentaremos um resultado, provando, assim, a existéncia de solugoes.
No caso nao linear, exploraremos técnicas para determinados casos, uma vez que, para equagoes
diofantinas nao lineares, nao ha um método geral de solugao. Apresentaremos quatro casos de
resolugao baseados em aritmética dos inteiros, fatoracoes, desigualdades e parametrizagoes. Espe-
ramos que este trabalho sirva como fonte de estudo e pesquisa aos discentes e docentes interessados
em Olimpiadas de Matematica.

Palavras-chave: Equacoes Diofantinas; Olimpiadas de Matematica; Ntimero de Frobenius.

Abstract

In this work, we will present methods and solution techniques for Linear and Nonlinear Diophantine
Equations through Mathematical Olympiad questions. In the treatment of linear equations, we will
explore the theory of divisibility in whole numbers, the concept of greatest common divisor (GCD)
and, then, we will present a result, thus proving the existence of solutions. In the nonlinear case,
we will explore techniques for certain cases, since, for nonlinear Diophantine Equations, there
is no general solution method. We will present four cases solving based on integer arithmetic,
factorizations, inequalities and parameterizations. We hope that this work will serve as a source
of study and research for students and teachers interested in Mathematics Olympiads.

Keywords: Diophantine Equations; Mathematics Olympiads; Frobenius Number.

1. Introdugao

Em diversos problemas matematicos, estamos interessados em encontrar solugoes inteiras para
alguma equagao, como o problema Frobenius, as Fquagoes de Pell ou o problema das famosas

1Discente do Departamento de Matematica da UFRPE
2Docente do Departamento de Matematica da UFRPE
3Docente do Departamento de Matematica da UFRPE
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Ternas Pitagoricas de nimeros naturais. Equagoes que permitem que suas varidveis admitam
apenas numeros inteiros como solucao sao chamadas de Equacdes Diofantinas.

Esse nome é devido ao matemdtico, Diofante de Alexandria, o primeiro a investigar sobre como
encontrar solugoes inteiras (ou racionais) positivas, em problemas que possuem mais varidveis
que equagoes. Os problemas estudados por ele, em geral, eram os indeterminados (que admi-
tem infinitas solugdes). Sua obra mais famosa, “Aritmética”, é composta por 13 livros, dos quais
acreditava-se que apenas 6 haviam sobrevivido ao tempo. No entanto, recentemente, alguns histo-
riadores julgam ter encontrado outros quatro livros de sua obra, traduzidos em drabe [13]. Nessa
obra, Diofante propoe a resolucao de dezenas de problemas, de diversas naturezas, como equagoes
polinomiais de primeiro, segundo e terceiro graus, e resolugao de problemas envolvendo medidas
de lado racionais para triangulos retangulos. Inclusive, em seu segundo livro, o problema mais
famoso é o de niimero 8, pois, segundo [14], foi na margem de uma cépia que pertencia a Fermat
que ele escreveu, ao lado do problema 8, uma observacao que ficou mundialmente conhecida como
o “Ultimo Teorema de Fermat”.

Figura 1: Diofante de Alexandria. Fonte: [3].

Sabemos pouco da vida de Diofante, sendo incertos o periodo em que viveu e sua idade. Em [14],
ha relatos de que ele, supostamente, teria vivido apds 150 d.C. e antes de 364 d.C.. Além disso,
sobre a sua idade: “De acordo com a memoria de um resolvedor de problemas, o unico detalhe
sobre a vida de Diofante que restou foi um enigma, que dizem ter sido gravado na lapide de seu
tumulo.” (SINGH, 2014).

O texto que supostamente carrega esse enigma é dado por:

Deus lhe concedeu a graga de ser um menino pela sexta parte de sua vida. Depois,
por um doze avos, ele cobriu seu rosto com a barba. A luz do casamento iluminou-o
apds a sétima parte e cinco anos depois do casamento Ele concedeu-lhe um filho.
Ah! crianga tardia e ma, depois de viver metade da vida de seu pai, o destino frio
a levou. Apds consolar sua magoa em sua ciéncia dos nimeros, por quatro anos,
Diofante terminou sua vida.

i
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Sendo z o valor de sua idade, o problema pode ser representado pela equagao

T T xT X
E+E+7+5+§+4_x’

o que concluimos que Diofante teria vivido 84 anos.

As Olimpiadas Matemdticas costumam chamar a atencao de muitas escolas e universidades, pois
além de incentivarem o estudo da Matematica nas diversas idades, sao capazes de revelar e dar
holofotes a diversos talentos. No Brasil, Olimpiadas de Matemética ganharam forca em 1979, com
a criacao da Olimpiada Brasileira de Matematica (OBM), que, com o passar dos anos, passou por
diversas mudangas, como a divisao por séries e a implementagao do nivel universitdrio, até que em
2017, a OBM integrou-se & Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Publicas (Obmep).

Desde de 1979, o Brasil tem sido representado por uma equipe olimpica na Olimpiada Internacional
de Matemética (International Mathematical Olympiad, IMO), com um total de 41 participacoes,
obtendo 11 medalhas de ouro, 50 de prata, 81 de bronze e 33 mengoes honrosas. Destaca-se, dentre
os premiados, o medalhista de ouro, Arthur Avila, primeiro brasileiro a obter uma medalha Fields.

As Olimpiadas Matemadticas abordam diversos temas, como Algebra, Teoria dos Niumeros, Com-
binatéria e Geometria, promovendo assim o estudo de teorias e técnicas para a resolucao dos
problemas propostos. Neste trabalho, daremos foco a um tema que relaciona Algebra e Teoria
dos Numeros: equacgoes diofantinas. Mais especificamente, destacaremos métodos de resolucao de
questoes olimpicas relacionadas como o tema.

H4 diversos trabalhos que trazem resultados envolvendo equagoes diofantinas com fins educacionais.
Por exemplo, [3] elabora uma sequéncia diddtica que serve como material de apoio para o estudo
das equacoes diofantinas lineares e aborda o caso das néo lineares por meio do método da descida
infinita de Fermat. J& [4] trata de equagdes diofantinas lineares de n varidveis, suas solugoes e
suas aplicagoes na resolucao de problemas relacionados a ntimeros inteiros. Em [12], sdo propostas
atividades que envolvem equagoes diofantinas préprias para serem aplicadas em uma sala de aula
no Ensino Médio. Semelhante ao nosso trabalho, na revista do Professor de Matematica Online
(PMO), ha dois artigos que abordam temas olimpicos. Em [5], a autora desenvolve a solugao para
diversos problemas olimpicos de Matematica, nos temas de Aritmética dos Inteiros e Teoria dos
Nuameros. J4 em [6], os autores abordam sobre dois importantes resultados da Geometria que séo
os Teoremas de Ceva e o de Menelaus, assim como suas diversas aplicagoes.

Este trabalho traz uma abordagem inovadora para a discussao do tema das Equagoes Diofanti-
nas, por meio da andlise e resolucao de questoes olimpicas nacionais e internacionais. Reunimos
uma série de resultados significativos, tanto para o caso linear, quanto para o caso nao linear, e
destacamos a aplicagao dessas ferramentas na solugao dos problemas propostos.

Este trabalho foi dividido de maneira quase independente, deixando o(a) leitor(a) livre para ler
na ordem que preferir, pois cada se¢ao aborda um método especifico de resolucao de equagoes que
independe dos demais. Apesar disso, sugerimos que o(a) leitor(a), que nao tem muita familiaridade
com a aritmética, comece pela Secao 2, pois nela realizamos uma abordagem teérica dos principais
conceitos e resultados utilizados no decorrer do trabalho. Na Sec¢ao 3, descrevemos os principais
resultados envolvidos na busca de solucoes das equagoes diofantinas lineares presentes em diversos
problemas olimpicos. Na Secao 4, tratamos dos casos que sao mais recorrentes em Olimpiadas
de Matemadtica envolvendo equagoes diofantinas nao lineares, especificamente, abordamos quatro
métodos de solugoes envolvendo técnicas de fatoracao, desigualdades, parametrizacoes e aritmética
modular. Por fim, na Segao 5, fazemos a conclusao do trabalho.
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2. Um pouco sobre Aritmética dos Inteiros

Exibiremos e demonstraremos alguns conceitos e resultados que serao importantes ao decorrer
deste artigo: divisibilidade, méximo divisor comum e congruéncia modular. A aplicacido destes
resultados é destacada a partir de solugoes de problemas do banco de questoes da Obmep.

Definicao 1 (Divisibilidade). Dados dois nimeros inteiros a e b com a # 0, diz-se que a divide b,
e denota-se a | b, quando existe um inteiro ¢ tal que ac = b. Nesse caso, também podemos dizer
que b é um multiplo de a. Se a nao divide b, entdo nao existe ¢ inteiro tal que ac = b. Quando
isso acontece, denotamos por a 1 b.

Proposicao 1. Sejam a,b e ¢ nimeros inteiros. Se a | b e b | c, entao a | c.

Demonstragcao. Como a | b existe ¢ € Z tal que b = aq;, do mesmo modo, como b | ¢ existe ¢ € Z
tal que ¢ = bgy. Assim, temos que ¢ = (aq1) ¢, concluindo que a | c.

O

Teorema 1 (Divisdo Euclidiana). Sejam a e b ndmeros inteiros, com 0 # b. Existem dois inicos
inteiros q e r tais que a = bqg+1r, com 0 < 1 < |b].

Demonstracao. Temos dois casos a considerar: quando b > 0e b < 0. E facil perceber que a deve
estar entre dois multiplos consecutivos de b.

Para b < 0, tome ¢q € Z tal que

gb<a<(g—1)b = gh<a<gh—-b = 0<a—qb<-b.

Entao, considerando r = a — ¢b, garantimos a existéncia de ¢ e r satisfazendo as condigoes do
teorema.

Para provar a unicidade, tome ¢’ e 7’ tais que a = bg’ + ', com 0 < r’ < |b|. Dali, utilizando as
duas expressoes para a, temos que (bg + r) — (bg’ + ') = 0 o que implica que r— 1" = b(¢’ — q).
Isso nos diz que b | r— 7/, mas como r < |b| e r’ < |b| temos que |r — 7’| < |b|. Logo, a unica
possibilidade é termos r— 7" =0, logo " =7 e b(q¢’— ¢) =0, e como b # 0 concluimos que ¢’ = ¢,
provando assim a unicidade.

Para b > 0, basta considerar ¢b < a < (g + 1)b e seguir de forma analoga.

O

Observagao 1. Nas condigoes do teorema acima, g e r sdo respectivamente o quociente e o resto
da divisao de a por b.

A proposicao que provaremos a seguir vai nos ajudar a concluir o resultado do Exemplo 1.

Proposicao 2. Sejam a,b e c inteiros tais que a | b e a | ¢, entdo a | bz + cy, para quaisquer
x,y €Z.

Demonstra¢do. Como a | b e a | ¢, temos que b = aq; e ¢ = agy. Dessa forma, para quaisquer
x,y € Z, temos que

bz + cy = (aq)z + (ag2)y = a(q1z + ¢2y),
como (1T + g € Z, entao a | bx + cy. m}
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A seguir, é explorado um problema do banco de questoes da Obmep 2013 cuja solu¢ao que envolve
uma equagao Diofantina e aplica os resultados apresentados.

Exemplo 1 (Banco de questoes OBMEP, 2013, Nivel 3, Problema 21, [9]). Os nimeros z,y, z € w
na figura sdo numeros inteiros todos diferentes entre si, maiores do que 1, e foram colocados nas
casas abaixo de modo que cada nimero (a partir do y) é divisor do niimero na casa da esquerda.

Descubra todas as solugoes possiveis para x, y, z e w, sabendo que a soma deles é 329.

Solugdo. Pelas relacoes apresentadas no enunciado, vemos que

l<w<z<y<z<329.

Além disso, como w | z e z | y, pela Proposigao 1 temos que w | y, e como y | z também concluimos
que w | z, ou seja, w é divisor de todos os nimeros das casas. Dessa forma, pela Proposicao 2, w
é divisor da soma dos nimeros das casas, isto é, é divisor de 329. Agora, note que 329 pode ser
fatorado como a multiplicagao de dois primos da seguinte forma: 329 = 7 - 47, dai concluimos que
w =7 ou w=47. Vamos olhar os dois casos.

Caso w = 47. Nesse caso, temos que £+ y + 2z =2 -3 -47. Aplicando o mesmo argumento utilizado
para w, teremos z | x e z | y, dai z divide 2-3-47=2-47+2-47+2-47. Como z < y < z, temos
que z deve ser menor do que 2 -47. Mas z nao pode ser igual a w = 47 e também nao pode ser
menor, logo nao existe solucao quando w = 47.

Caso w = 7. Aqui, temos z + y + z = 322. Dai, com os mesmos argumentos, sabemos que z divide
322=2-7-23. Como w | z temos que as unicas possibilidades para w sao 7-2 e 7-23, mas , como
z < y < z, para satisfazer a soma devemos ter z < 7 - 23, concluindo que z = 7 - 2. Substituindo o
valor encontrado para z e sabendo que y | , vemos que y divide z+y = 308, que pode ser fatorado
tal como 308 =2-2-7-11. Como 14 = z < y, os valores possiveis para y sda0 2-2-7e 2-7-11.
Ja que queremos que z + y = 308 com y < z, temos que y =2 -2 7. E finalmente concluimos que
x=329-7-14-28 =280. Portanto, w="7,2=7-2,y=7-2-2ex=7-4-10. [

Definigao 2 (Maximo Divisor Comum). Sejam a e b dois inteiros ndo simultaneamente nulos, diz-se
que o inteiro positivo d é o maximo divisor comum de a e b, e denotamos por d = mdc(a, b), se d
satisfaz as seguintes condigoes:

(i) d é um divisor comum de a e b, ou seja, d | a e d | b;

(ii) d é divisivel por todo divisor comum de a e b, isto é, se ¢ é divisor comum de a e b, entao
c|d.

Teorema 2. Seja d o mdzrimo divisor comum de a e b. Entao exvistem m e n inteiros, tais que
d = ma + nb.

Demonstra¢do. Considere o conjunto

A={za+yb;x,y € Z}
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de todas as combinagoes lineares de a e b. Claramente, A é ndo vazio e contém nimeros positivos,
negativos e o zero. Dessa forma, podemos escolher m e n tais que ¢ = ma+ nb seja o menor inteiro
positivo que pertence ao conjunto A.

Note que ¢ | a e ¢ | b. De fato, suponha que ¢ { a, pela divisao euclidiana, existem ¢ e r tais que
a=qc+r,com0<r<c Note que se 0 <r < ¢ terfamos

r=a-qgc = r=a-q(ma+nb) = r=(1-qgm)a— qgnb,

o que nos diz que r é uma combinacao linear de a e b e entdo pertence a A. O que é uma
contradigao, pois 0 < 7 < ¢ e tomamos ¢ como o menor nimero positivo em A. Logo r = 0 e,
consequentemente, ¢ | a. De forma andloga, ¢ | b. Como d = mdc(a, b), vale entao que c | d.

Além disso, existem ¢ e ¢ tais que a = ¢1d e b = ¢2d, e entdo
c=ma+nb = c=mqud+ngpd = c=d(mg +ng),

ou seja, d | c.

Portanto, como ¢ | d e d | ¢, e sendo ambos positivos, concluimos que d = ¢ = ma + nb.

O

Lema 1 (Lema de Euclides). Sejam a, b e n inteiros ndo nulos, com a < na < b, entdo existe
mdc(a, b) e mde(a, b) = mdc(a, b-na).

Demonstra¢do. Seja d = mde(a,b—na), como d | a, d | b—na e b =b— na+ na, a Proposicao 2
garante-nos que d | b. Logo, d é divisor comum de a e b. Tome ¢, outro divisor comum de a e b,
ou seja, ¢ | a e ¢ | b, mas isso implica que ¢ | b—na, assim ¢ | d, pois d = mdc(a, b—na). Note que
acabamos de provar que d = mdc(a, b). Portanto, mdc(a, b) existe e é igual ao mdc(a, b —na).

O

Exemplo 2 (OBM, 2011, 2% Fase, Nivel 2, Problema 3, [8]). Quantos sdo os pares ordenados (a, b),
com a e b inteiros positivos, tais que

a+b+mdc(a,b) =337

Solugdo: Considere d = mdc(a, b), dal podemos reescrever a equacao da seguinte forma:

33

b
2i1=22
et T

ale

Como d | a e d | b, temos que o lado esquerdo da equacdo acima é uma soma de nimeros inteiros,
logo, o lado direito deve ser um nimero inteiro, o que nos diz que d divide 33. Além disso, pelo
Lema 1, vale que

mdc( ,%)zmdc(a 33 1)=mdc(b 33 1):1.

FAvIS FAr
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o o 33
Portanto, se fixarmos d, basta encontrarmos pares de inteiros positivos (z, y) com mdc (:c, i 1) =

33 33
1lcomz+y = 7 1, pois dai também vamos obter mdc (y, v 1] =1 e que (a,bd) = (dz, dy)
também é solugdo. Agora, como d | 33, vemos que d sé pode admitir um dos quatro valores:
1,3,11 e 33. Vejamos os casos:

Caso 1. Para d =1 temos que z+y = 32, dai podemos ter 16 solugoes, pois basta escolher z impar.

Caso 2. Para d = 3 temos que z + y = 10, teremos 4 possibilidades, pois = deve ser um numero
menor do que 10 que nao pode ser par e nem miultiplo de 5.

Caso 3. Para d =11 temos que z + y = 2, logo vamos ter apenas uma solugao para .
Caso 4. Para d = 33, nao teremos solugao, pois nesse caso z+y = 0, mas z e y sao inteiros positivos.

Assim, concluimos que existem 21 pares de solugoes. [ ]

Exemplo 3 (OBM, 2012, 12 Fase, Nivel 3, Problema 5, [8]). Em 2012, foi realizada a edigao 34 da
OBM, e mdc(2012,34) = 2. Supondo que a OBM sempre serd realizada todo ano, qual é o maior
valor possivel para o MDC do ano e da edigdo da OBM realizado no ano?

Solugdo: Se estivermos na edi¢ao de nimero z da OBM, estaremos no ano 1978 + z. Dessa forma,
estamos procurando o valor méximo para mdc(z,1978+ ). Note que, pelo Lema 1, mdc(z,1978 +
z) = mdc(x,1978 + x — ) = mdc(x,1978), portanto o maior valor possivel para esse MDC é 1978,
que é obtido quando tomamos z = 1978. [ ]

Definicao 3. Sejam a, b, p € Z. Dizemos que a é congruente a b médulo p se p | (a—b), ou seja, se
a e b deixam o mesmo resto na divisao por p. Nesse caso, denotamos tal congruéncia por

a = b mod p.

Enunciaremos, agora, algumas propriedades de congruéncia, porém nao as provaremos devido a
grande quantidade de itens; elas podem ser encontradas em [7].

Proposicao 3. Sejam a, b, c,d, m e n numeros inteiros, com m,n > 1, entao:

1. Sea=bmod n eb=cmod n, entdo a = ¢ mod n;
Sea=bmodnec=dmodn, entioa-c=b-dmodn ea+c=b+d mod n;
Se a = b mod n, entdo a* = b* mod n, para todo k € N;

Sea=bmodn em|n, entdio a =b mod m;

Se a = b mod n, entao mdc(a,n) = mdc(b,n);

Sea+c=b+cmod n, entdo a =b mod n;

Sea=bmod m-n, entao a =b mod m e a =b mod n;

SO S A T R

Se a=bmod m e a=bmod n, com mde(m,n) =1, entdo a = b mod m - n.
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As propriedades de congruéncia modular sao fortes ferramentas para a resolucdo de questoes
olimpicas relacionadas, principalmente, para encontrar restos de uma divisao. Mais adiante, vamos
utilizar essas ideias como um método de resolugao de equagoes diofantinas nao lineares.

Exemplo 4 (Caderno de Exercicios, Portal da Obmep, Aritmética Modular, Exercicio 17, [11]).
Qual o resto de 3636 + 414! na divisdo por 777?

Solugao: Perceba que os niimeros do problema obedecem a seguinte relagao: 36 + 41 = 77. Dessa
forma,

—36 =41 mod 77
(-36)** = 41* mod 77
366 + (-36)* = 3636 + 41*! mod 77
360 (1 -36°) = 36°0 + 41*! mod 77.

Entdo, basta encontrarmos o resto da divisdo de 1 — 36° por 77. Como 36 = 7 -5 + 1, temos
que 36 = 1 mod 7, daf 36° = 1 mod 7. Além disso, é facil ver que 36 = 3 mod 11 e como
3% =243 = 11 - 22 + 1, podemos concluir que 36> = 3° = 1 mod 11. Uma vez que mdc(7,11) = 1
e ambos dividem 36° — 1, conclui-se que 77 divide 36° — 1. Portanto, 3636 + 414! deixa resto 0 na
divisao por 77. [

3. Equagoes Diofantinas Lineares

Agora com as ferramentas em maos, iremos nos concentrar em resolver problemas de equagoes
diofantinas lineares que s@ao equagoes do tipo a1z + a2 + ... + apT, = b, onde os a;, com i =
1,...,n sao inteiros nao simultaneamente nulos e b um inteiro conhecido. Ja os simbolos 1, ..., z,
representam as incégnitas da equagao, e estamos interessados em encontrar apenas solugoes inteiras
para a equacao. Por conveniéncia, enunciaremos apenas os resultados para o caso em duas variaveis,
mas que podem ser facilmente generalizados para o caso de n varidveis, ver [3].

Teorema 3. A equacao Diofantina ax + by = ¢, com a # 0 ou b # 0, terd solucdo inteira se, e
somente se, d = mdc(a, b) divide c.

Demonstracdo. Seja (xg, yg) uma solugao particular e d = mdc(a, b), entao temos a = dky, b = dks
e axg + byp = ¢, o que implica que dkyxg + dkayo = ¢, ou seja, d(kizy + kayo) = ¢, portanto
d | c. Reciprocamente, suponha que d = mdc(a,b) e d | ¢. Como d | ¢, temos ¢ = dt. Como
d = mdc(a,b) pelo Teorema 2 existem m, n € Z tais que am + bn = d, multiplicando a igualdade
por t, obtemos amt + bnt = dt = ¢. Portanto (mt, nt) é uma solugao para a equagao em questao.

O

Observagao 2. Note que, sempre que o mdc(a, b) divide ¢ podemos simplificar a equacdo ax+by = ¢
por uma do tipo a’z + b’y = ¢’ onde a’ = a/mdc(a, b), b’ = b/mdc(a, b) e ¢’ = ¢/mdc(a, b). Dessa
forma a’ e b’ sdo primos entre si, o que significa que mdc(a’,b’) = 1. Portanto, sempre que
uma equagao diofantina admite solugbes inteiras, podemos obter uma equagao equivalente cujos
coeficientes sao primos entre si, dai segue o resultado:

Proposigao 4. Seja (xg, yo) uma solugdo particular da equagdo ax + by = ¢, onde mde(a,b) = 1.
Entao todas as solugoes inteiras (z,y) da equacdo sdo da sequinte forma: x = xg— bt, y = yo + at
eteZ.
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Demonstracdo: Seja (xg, yo) uma solugdo particular conhecida, entao azg+byg = ¢. Se (z, y) é outra
solucao qualquer, temos az + by = ¢. Assim, azg+ byg = ax + by, ou seja, a(xg—z) = b(y—1yo), 0 que
implica que a | b(y—yo), mas como mdc(a, b) =1 temos, a | y—1yo, assim at = y— 1. Substituindo,
temos a(xy— ) = bat, obtendo bt = 7y — z. Portanto, z = 29— bt, y=yo+at, teZ. Noteque x
e y, como definidos acima, sao solucoes, pois

ax + by = a(xg— bt) + b(yo + at) = axy + byy = c.

O

Exemplo 5 (Obmep, 2008, 12 Fase, Nivel 2, Problema 13, [9]). Os 535 alunos e os professores de
uma escola fizeram um passeio de 6nibus. Os 6nibus, com capacidade para 46 passageiros cada,
ficaram lotados. Em cada 6nibus havia um ou dois professores. Em quantos 6nibus havia dois
professores?

Solugdo: Sendo x o nimero de 6nibus com 1 professor e y o ntimero de 6nibus com 2 professores.
Note que nos 6nibus com 1 professor ha 45 alunos e nos o6nibus com 2 professores hé 44 alunos,
pois todos os 46 lugares dos 6nibus estao lotados. Assim, obtemos a equagao 45z +44y = 535, onde
queremos encontrar uma solugao (z,y) de ntmeros naturais. Como mdc(45,44) =1 e 1| 535 a
equacao possui solucdo, e notando que 45-1+44-(—1) = 1 isso implica que 45-535+44-(-535) = 535.
Logo, uma solucao particular para a equagao é zp = 535 e yp = —535. Pela Proposicao 4, temos que
a solucao geral é
x=535—-44t e y=-535+45t, teZ.

Como queremos que a solugao (z,y) seja um par de nimeros naturais, devemos ter 535 — 44t > 0
e 535 + 45t > 0. Resolvendo essas desigualdades, encontramos o tnico inteiro ¢ = 12 e, conse-
quentemente, a Unica solucao natural é o par z = 7 e y = 5. Portanto, havia 5 6nibus com 2
professores.

Note que uma equacao diofantina linear de duas variaveis da forma ax + by = ¢ também pode ser

vista como a reta y = e, desde que mdc(a, b) divida c, as solucoes que estamos procurando
para essa equagao que modela o problema em tela sao os pontos dessa reta cujas coordenadas
sao, ambas, nimeros inteiros. Durante a solucao do Exemplo 5, trabalhamos com a equagao

45x + 44y = 535, e sua reta correspondente é representada a seguir:
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200 25

Figura 2: Reta - Exemplo 6. Fonte: Autores.

Os pontos destacados na reta sao algumas das infinitas solugoes para a equacao 45x + 44y = 535,
cujas coordenadas sao ambas inteiras. Note que a tnica solugao em inteiros positivos é de fato
r=T7ey=>5. [ |

O exemplo a seguir, apesar de nao pertencer a nenhuma olimpiada, é importante pois determina
quais dos inteiros positivos podem ser expressos como uma combinagao linear positiva de dois
inteiros positivos a e b com mdc(a,b) = 1. Tal resultado pode ser 1til para resolver problemas
como o do Exemplo 5.

Exemplo 6 (O Numero de Frobenius). Dados a e b inteiros positivos tais que mdc(a, b) = 1.
Determine o maior inteiro positivo ¢ = g(a, b) tal que todo d > g pode ser expresso como uma
combinacdo linear positiva de a e b, isto é, existem z,y € Z* tais que az + by = d.

Solugao: Este é o famoso problema do Numero de Frobenius em duas varidveis, e, nesse caso,
temos que g(a, b) = ab—a—b. De fato, como mdc(a, b) = 1 podemos representar qualquer niimero
inteiro positivo p como p = za + yb;x,y € Z. Além disso, pela Proposicao 4, existem diversas
maneiras de representar p desde que z = 29— bt e y = yo + at onde (o, yo) é uma solucao particular
e t € Z. Contudo, note que essa representacao torna-se unica, quando estamos procurando por
0 <z < b, e nesse caso, p é representavel se y > 0, e o contrario, se y < 0. Entao, o maior nimero
que nao pode ser expresso é quando x = b—1 e y = —1, portanto,

g(a,b)=(b—1Da+(-1)b=ab—a—0b.

Este resultado estende-se para n varidveis, e o caso mais geral pode ser encontrado em [1].

4. Tragando Estratégias para Equagoes Diofantinas Nao Lineares

Diferente de problemas de equagoes diofantinas lineares, os casos nao lineares nao possuem um
método de solugao, sendo necessdrio uma andlise especifica para cada caso. A grande maioria das
R
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questoes de Olimpiadas de Matemaética sobre equagdes diofantinas acaba trazendo em si equagoes
nao lineares. Ainda assim, veremos, nesta secdo, que mesmo nao tendo um formato unificado de
solucao, ha estratégias que podem ser empregadas, dependendo do tipo de solugdo que envolve o
problema (por exemplo: provar que hé infinitas solugdes ou que nao hé solugdo). Apresentaremos
quatro técnicas (fatoragoes, desigualdades, parametrizagoes e aritmética modular) para o caso nao
linear.

4.1. Método das Fatoragoes

A busca por solugoes naturais ou inteiras para equacoes diofantinas, muitas vezes, recai em ma-
nipulacoes algébricas de equagoes ou sistemas de equagoes, de modo que essas possam ser sim-
plificadas até que possamos obter conclusdes parciais ou mesmo finais. Quando procuramos por
solugoes que podem ser soliveis por meio de radicais (ou seja, que podem ser resolvidas por meio
de operagoes algébricas ou raizes), as fatoragoes por meio dos produtos notdveis consistem em
fortes ferramentas para essas simplificagoes, de maneira a deixar explicito informagoes como divi-
sibilidade ou termos em comum que podem ser simplificados. Nosso primeiro problema recai no
uso de um produto notavel comum em competicoes, mas menos usualmente conhecido e utilizado.

Exemplo 7 (POTI, 2012, Teoria dos Numeros, Nivel 2, Aula 1, Problema 38, [10]). Encontre todos
os pares de inteiros (z, y) tais que 1+ 1996z + 1998y = xy.

Solugdo: Reorganizando a identidade, obtemos
zy — 1996z — 1998y = 1. (1)

A expressao no lado esquerdo de (1) sugere o seguinte produto: dados z,y,a,b € R, é possivel
mostrar que
(z—a)(y—0b) =ay—bx— ay + ab.

Perceba que para corresponder ao produto, ainda falta o termo ab, que nesse caso sera 1996 - 1998.
Somando 1996 - 1998 em ambos os lados de (1) ficaremos com

(z —1998)(y — 1996) = 1996 - 1998 + 1. (2)

Relembremos do produto notével a?—b% = (a+b)(a—b), e perceba agora que o lado direito de (2),
o produto 1996 - 1998 pode ser reescrito, pois 1996 = (1997 — 1) e 1998 = (1997 + 1), donde

1996 - 1998 + 1 = (1997 — 1)(1997 + 1) + 1 = (19972 — 1) + 1 = 19972. (3)
Combinando (2) e (3), concluimos que
(z —1998)(y — 1996) = 19972

Chegando aqui, precisamos descobrir os divisores de 1997. Como 452 = 2025, entao testando os
divisores primos menores do que 45, descobrimos que o niimero 1997 nao ¢é divisivel por nenhum
deles, portanto 1997 é um nimero primo. Assim, os divisores de 19972 sdo +1, +1997 e +19972,
de modo que

19972 = (+1)(£1997%) = (£1997)(+1997) = (£1997?)(+1).
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Portanto, as possibilidades sao

z— 1998 = 1, N 1998 = 21097, z— 1998 = £19972,
y—1996 = 19972,  °" | y-1996 = +1997, " | y—1996 = +1.

Perceba que o sistema é simples de ser solucionado, bastando somar 1998 e 1996 em ambos os
lados da equagao para x e y respectivamente. Obtemos, assim, as solugoes

(z,y) € {(1998 + 1, 1996 + 19972), (1998 + 1997, 1996 = 1997), (1998 + 19972, 1996 = 1)}.

Exemplo 8 (OBM, 2006, 32 Fase, Nivel 1, Primeiro Dia, Problema 3, [8]). Encontre todos os pares
ordenados (z, y) de inteiros tais que

z® —y® =32 - 7). (4)

Solugdo. Primeiramente, é facil notar que, para x = y, obtemos uma identidade verdadeira em (4).
Isso nos diz que os pares da forma (n,n) com n € Z sao solucées. Daqui em diante, consideramos
x #y. Dados a, b € R, é possivel mostrar que

- b3=(a-b)(a®+ab+d%) e a®-b2=(a+b)(a—b).

Perceba que a equagao (4) pode ser reescrita como
(2@ +ay+y°) =3z +y)(z ).
Como z # y, podemos simplificar os termos x — y e ficamos com
22 + 2y +y% =3z + 3y,
que é equivalente a seguinte equagao quadratica na variavel z,
2?2+ (y-3)z+y*-3y=0. (5)

Para que a equagao acima tenha solugao real, devemos impor a condicao que o descriminante A
deve ser nao negativo. Como

A= (y-3)°-4(y*-3y) = (y-3)*-4y(y-3) = (y-3) [(y—3) -4yl = (y-3)(-3y—3) = -3(y-3)(y+1).
Forcando a condicdo A > 0, obtemos
B(y-3)(y+1)>20 & (y—-3)(y+1)<0.

Fazendo um estudo do sinal para a fungéo p(y) = (y—3)(y + 1), percebemos que ela é ndo positiva
para—1 < y < 1. Uma vez que y € inteiro, entao temos as seguintes possibilidades y € {-1,0, 1,2, 3}.
Para cada valor de y assumido, substituiremos esse valor na equacao (5) e encontraremos as solugoes
inteiras para z.

Caso 1. y =—1. A equacdo (5) assume o seguinte formato

2 dz+4=0 = (z-22?=0 = z=2,
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portanto, obtemos a solucao (-1, 2).

Caso 2. y =0. A equacao (5) assume o seguinte formato
2-3:=0 = z(z-3)=0 = z=0ouz=3,

e as solugoes sao (0,0) e (3,0).

Caso 3. y = 1. A equacdo (5) assume o seguinte formato
2 +2:-2=0,

que nao tem solucgao inteira, pois o discriminante nesse caso é igual a 12.
Caso 4. y = 2. A equacgao (5) assume o seguinte formato

??-2-2=0 = (z+1)(z-2)=0 = z=-louz=2.

As solucoes desse caso sao (—1,2) e (2,2).

Caso 5. y = 3. Finalmente, a equagao (5) assume o seguinte formato
22=0 = z= 0,
e a tltima solugao é (0,3). Dessa forma, todas as solugoes de (4) sao

{(-1,2),(2,-1),(3,0),(0,3)} U {(n,n)/n € Z}.

4.2. Método das Desigualdades

Outra possibilidade de manipulacao consiste no desenvolvimento de desigualdades, de maneira a
encaixar as possibilidade em intervalos. Desse modo, como as solugoes sao inteiras, a quantidade de
possibilidades ¢ limitada, fazendo com que o resultado possa ser obtido por meio do esgotamento
dos casos possiveis.

Exemplo 9 (Olimpiada de Matemdtica Romena, [2]). Encontre todos os nimeros inteiros positivos
x, Y,z tais que

—+—+—-=-. (6)

Solugdo: Como a expressdao em (6) é simétrica nas varidveis z, y e z, uma vez que encontramos
uma solucao (a, b, ¢) de (6) entdo qualquer permutacao ainda é uma solucao. Observe agora que
se qualquer uma das varidveis for 1, j4 nao ha mais solugao, uma vez que % < 1. Assim, para
mapear as solugoes, vamos supor

2<r<y<z, (7)

de modo que qualquer outra solugao é obtida por permutacao das solugoes que encontraremos. Da
desigualdade (7), concluimos que

IS
IA

< | =
IA
8|~

; (8)
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logo,
; (9)

donde, z < 5. Limitamos assim as possibilidades de z ao intervalo [2,5]. Olharemos, agora, cada
caso para esgotar as possibilidades:

5 T gy

Caso 1. z = 2. Nessa situagio a equagao (6) torna-se

1 1 1
—+—=—. (10)
y =z 10
Observando a expressao acima, concluimos que tanto y quanto z devem ser maiores do que 10.
Mais ainda, prosseguindo como em (8) e (9) obtemos
2
- =y <20
)

Portanto, 11 < y < 20. Multiplicando (10) por 10yz, e organizando, obtemos
yz—10y—102=0 = yz—-10y—-102+100=100 = (y—10)(z—10) =100,

1
— <
10 ©

e isolando z obtemos
z=10+ ﬂ, (11)
y—10
de modo que 100 precisa ser divisivel por y — 10 para que z seja inteiro. As unicas possibilidades
sao y € {11,12,14, 15,20} e, pondo esses valores em (11), obtemos as solugoes inteiras (2,11, 110),

(2,12, 60), (2,14,35), (2,15,30) e (2,20, 20).

Para os demais casos, o raciocinio é analogo, considerando y no intervalo pertinente, e considerando
as diversas possibilidades inteiras para z.

1 1 4
Caso 2. r = 3. Obtemos — + — = —, o que nos da
y =z 15

<@ | o
U
<
A

4

— <

15
portanto, y € [3,7]. Perceba que

15y
z =
4y —15’

e, novamente substituindo os valores de y, encontramos as seguintes solugoes de triplas inteiras
(3,4,60), (3,5,15) e (3,6,10).

A partir daqui, usaremos as mesmas ideias dos casos 1 e 2, dessa maneira, omitiremos os detalhes.

Caso 3. z =4. A equagao (6) reduz-se a i + % = %, o que nos dé y € [4,5], e a tnica solugao é
(4,4,10).

Caso 4. z = 5. Por fim, ficamos com l + 1 =5 e y = z =5 é a Unica solucao; portanto obtemos
(5,5,5). v

Considerando z < y < z, obtemos como solugoes (z,y,2) € {(2,11,110), (2,12,60), (2,14, 35),
(2,15, 30), (2,20,20), (3,4,60), (3,5,15), (3,6,10), (4,4,10), (5,5,5)}. Cabe observar que, como
(6) é simétrica em relagdo as varidveis z, y, z, entdo todas as permutagoes das ternas ordenadas
indicadas compdem o conjunto solucao de (6). ]
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Exemplo 10 (Olimpfada de Matemdtica da Russia, 1997, Rodada Final, 10® Série, Primeiro Dia,
Problema 1, [2]). Encontre todas as solugdes inteiras da equagao

(2%~ y?)? =1+16y. (12)

Solugdo. O formato de (12) sugere-nos imediatamente fatoragdes diversas utilizando produtos
notéaveis, todas sem grandes conclusoes. Por outro lado, olhando sob a perspectiva do método das
desigualdades, rapidamente vemos que o lado direito de (12), por ser o quadrado de um nimero,
deve ser positivo ou nulo, assim, olhando para o lado direito de (12), devemos ter y > 0, obtemos,
assim, a primeira desigualdade para y. Mais ainda, temos que 1 + 16y > 1. Podemos entao
reescrever a seguinte desigualdade envolvendo (12),

z2-yH?>1 = 22-¢y*>1 ou 22-4y?<-1

)

donde
z2>y%+1 ou z?<y’-1.

Como z e y sao inteiros, dizer que z? > y2 + 1, implica que |z| é pelo menos uma unidade maior

do que |y|, dessa maneira, |z| > |y| + 1. Pensando de forma andloga, dizer que z2 < y2 - 1, implica
que |z| é pelo menos uma unidade menor do que |y|, donde |z| < |y|— 1. Elevando ao quadrado as
duas desigualdades, ficaremos com

lz]* > (lyl+1)? = 2P =y +20yl+1 = |o* - |yl> = 20yl +1, (13)

2P < (yl-D* = (2P <[yl -2lyl+1 = [yl |zI* = 2]yl - 1. (14)
Elevando as iltimas expressoes do lado direito de (13) ou de (14), obtemos a seguinte desigualdade
2
2y - D% < (Jz” -~ |y1?)". (15)
Combinando (15) com (12), obtemos
Qy-1?<1+16y = 4y 4y+1<1+16y = 49>-20y<0 = 0<y<5 (16)
Agora basta esgotar os casos.
Caso 1. y =0 A equacao (12) assume o seguinte formato
t?=1 = z=-louz=1,

obtemos portanto as solugoes (—1,0) e (1,0).

Caso 2. y = 1 Nesse caso, teremos
(z2-1)? =17,

e portanto, £ nao sera inteiro.

Caso 3. y =2 Aqui, a equagdo (12) fica

(2%~ 4)* = 33,
-
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e, novamente, nao temos solugoes inteiras para x.

Caso 4. y = 3 Teremos
(z2-9)%2=49 = z?2-9==7,

portanto
z2=2 ou z?=16,

logo, as solugoes sao (-4, 3) e (4, 3).
Caso 5. y =4 Aqui, a equacao (12) fica
(z% - 16)? = 65,

e novamente nao temos solugoes inteiras para x.

Caso 6. y =5 No tltimo caso teremos
(z2-25)2=81 = 22 25=49,

portanto
z2=16 ou %= 34,

cujas solugbes inteiras sdo z = —4 e z = 4. Assim, as solugoes sdo (—4,5) e (4,5).

Obtemos as solugdes {(-1,0), (1,0), (-4, 3), (4,3), (-4, 5), (4,5)} que podem ser vistas, geometrica-
mente, com a seguinte figura

-2 ]
A = (+1,0)

0
1

Figura 3: Pontos com coordenadas inteiras da curva implicita (22— y?) = 1+ 16y. Fonte: Autores.

4.3. Método da Parametrizagao

Veremos agora que hé casos em que a equacao diofantinas pode ser representada da seguinte
maneira
f(xla T2, .0y Tp-1, xn) = 07

_
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e, nessa situacao, as solugoes podem ser escritas como equagoes paramétricas da forma
T = gi(kh k27 ey kl*la kl)a i= la 27 sy TV 17 n,

com g; : Z" — Z sao fungdes e k; € Z, j = 1,...,1. O tratamento desses casos, em geral, ocorre
quando nao ha uma maneira explicita de encontrar todas as solugoes, em particular, o método que
explicitaremos garante-nos a existéncia de infinitas solugoes para esses problemas.

Exemplo 11 (Torneio das Cidades, [2]). Prove que existem infinitas triplas de inteiros (z, y, ) tais
que
Py + 2 =ty + 22 (17)

Solugdo: Perceba, inicialmente, que o enunciado nao nos pede para explicitar exatamente quais
sao essas solugOes; mais ainda, por serem infinitas, certamente estamos em um caso de parame-
trizagao de solugoes. Para darmos o primeiro passo, colocaremos alguma das variaveis em fungao
de outra(s), de maneira que consigamos reduzir a quantidade de termos iniciais. Perceba que se
z =—y, entao

P+23=0 e y?+2%=2% (18)

Pondo (18) em (17), obtemos

23 = 2% +2y°. (19)

Novamente, para simplificar a expressao (19) acima, podemos considerar y = kz, com k € Z, e
obtemos
3=22+2(kx)? = 23=22(1+42%%) = z=0ouz=2k*+1. (20)

O caso = = 0 torna-se trivial e pode ser desconsiderado. Portanto, triplas da forma (z,y,z) =
(g1(k), g2(k), g3(k)) = (2k% + 1,2k + k,-2k3 — k), com k € Z, satisfazem a equacdo. [
Finalizaremos o método da parametrizacao com o cldssico problema das ternas pitagéricas.

Mas antes vamos considerar o seguinte lema:

2

Lema 2. Seja (z,vy, 2) uma Terna Pitagdrica primitiva, isto é, 2> +y? = z
entre si. Entdo x e y tém paridades distintas e z € impar.

com T,Yy, 2 € Z primos

Demonstra¢do. Primeiramente, note que nao podemos ter = e y, ambos pares, ja que, por hipotese,
eles sdo primos entre si. Agora, sem perda de generalidade, podemos supor que y é impar. Assim,
existe k; inteiro tal que y = 2k; + 1, logo

y? =4k +4k; +1 =1 mod 4.
Note que dado um inteiro par qualquer p = 2k, temos que
p? =4k% = 0 mod 4,
dessa forma, vemos que todo quadrado perfeito nos inteiros é congruente a 0 ou 1 médulo 4. Logo,

z nao pode ser fmpar, pois caso o fosse existiria ks inteiro tal que z2? = 4]4:22 + 4ky + 1, e, entao,

22 = 22+ y? = 2 mod 4, o que néo pode ocorrer. Portanto z é par e, consequentemente, z é impar.

O
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Exemplo 12 (Ternas Pitagéricas). Encontre todas as solugdes de inteiros positivos (z, y, z) tais que

22 +y? = 22 (21)

Solu¢ao. Certamente esse problema tem infinitas solugoes. Note que (3,4,5) é uma terna solugao
de (21), pois 32+42 = 9+16 = 25 = 52. Dessa maneira, também serdo solucoes as ternas (3k, 4k, 5k)
com k € Z. A questdo aqui ndo é apenas mostrar que (21) tem infinitas solugoes, mas sim encontrar
todas as solucoes, o que torna este problema um pouco mais refinado.

Procedendo como no problema anterior, perceba que se y = k;x, onde k; é um inteiro, entao o lado
esquerdo de (21) torna-se mais simples, e ficamos com

> +kiat =22 = P2=22k+1) > z=ak2+1

Apesar de conseguirmos expressar y e z em fungao de x, o que permitiria uma parametrizagao
da solucao bastando tomar z = kp, ainda devemos nos preocupar em explicitar valores de k; de
maneira que klz + 1 seja um quadrado perfeito. Seguiremos, entao, outra estratégia. Pelo Lema 2
podemos tomar y e z fmpares: além disso, y < z. Perceba que podemos reescrever (21) da seguinte

maneira:

=2y = (z+y)(z—y). (22)

Como y e z sdo fmpares, z + y e z — y sdo pares. Sendo mdc(y, z) = 1, pelo Lema 1, temos que
mde(y + z,2z) = mde(y +z—z,z) = 1. Além disso, como y + z é par, vale que mdc(2z,z + y) = 2
e novamente pelo Lema 1, notando que z > y, temos mdc(2z,z +y) = mdc(2z — (z+y),z +y) =

- +
mdc(z—y,z+y) = 2, e dai mdc (%, %) = 1. Por (22) temos que (z—y)(z+y) é um quadrado
- +
perfeito, e G G sdo primos entre si; dai, pelo Teorema Fundamental da Aritmética,
- +
concluimos que £y e £y sao quadrados perfeitos. Considere kq, ky € N tais que
+ -
z . Lop2 o £ 2y = k2, com mde(ky, k) = 1. (23)

Comparando (23) com (22) temos que z = 2k ky. E, finalmente, isolando z e y em (23) concluimos
que todas as  solucoes de (21) de inteiros  positivos sdo da  forma
(l’,y,Z) = (gl(k'l,kg),QQ(kl,kg),gg(kl,kg)) = (2k1k2,k%*k§,k12+k22), em que kl > kQ sao intei-
ros positivos. [ |

4.4. Utilizando Aritmética Modular

A aritmética modular é uma forte ferramenta quando tratamos de casos especificos, em particular,
por permitirem simplificacoes. E possivel, com as relagoes de congruéncia modular, verificar a
existéncia de solucbes de uma equacao, sem precisar de fato resolvé-la. Por exemplo, se estamos
trabalhando com quadrados perfeitos, uma boa ideia é usar congruéncia médulo 3, médulo 4 ou
modulo 8, pois todo quadrado perfeito é congruente a 0 ou 1 médulo 3 ou médulo 4, e é congruente
a 0, 1 ou 4 médulo 8; nos casos de cubos perfeitos a estratégia é usar congruéncia moédulo 7, pois
todo cubo perfeito é congruente a 0, 1 ou 6 médulo 7.
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Exemplo 13 (Olimpia Matemadtica Hingara, [2]). Mostre que a equagao
+1D%+(z+2)%+... +(z+99%=y? (24)

nao possui solucao com z, y, z inteiros tais que z > 1.

Solugdo. Ja sabemos, nesse ponto, que fatoragoes podem ser ferramentas para obtengao da solugao
ou simplificacdo de célculos. Dados a, b € R, temos que (a + b)? = a2 + 2ab + b2.

Além disso, destacamos as férmulas fechadas para a soma dos n primeiros nimeros naturais e
soma dos quadrados dos n primeiros inteiros positivos.

ii=1+2+...+(n71)+n=@7 (25)

=1

n(n+1)(2n+1)

; (20)

n
Zi2=12+22+...+(n71)2+n2=
i=1
Salientamos que tais férmulas podem ser rapidamente provadas pelo Principio de Inducao Finita.
Este resultado pode ser encontrado em [2] ou [10]. Por meio destes resultados, perceba que

y* = (z+1D)2+(@+2)%+... +(z+98)? + (z +99)*
= (2242 + D)+ (22 +2-20+2Y) + .+ (22 +2-982 +98%) + (22 +2- 99z + 99?)
= (22+2c+ D)+ (22 +22-2+2Y) + .+ (22 +22 - 98+ 98%) + (22 + 22 - 99 + 99?)
= 9922 +22(1+2+...+98+99) + (1+22 +...+98%+99?)

= 9922 +22(1+2+...+98+99) + (1+2%+...+98% +99?%)

99-100 99-100-199
* 6

= 33(3z2 + 300z + 50 - 199) = 3 - 11(322 + 300z + 50 - 199).

= 9922 + 2z =9922+99- 100z + 33 - 50 - 199

Como z, y, z sao inteiros, entao y* é uma poténcia inteira de y. Como 3 divide y?, entao devemos
ter 3|y, o que implica 32|y2. Mas note que z > 2, portanto 3?|y*. Mas isso é falso, pois 3z2 +
300z + 50 - 199 ndo é divisivel por 3, uma vez que 3|3z2 + 300z, mas 3 1 50 - 199. Provamos assim
que nao existem inteiros z, y, z com z > 1 satisfazendo (24). [ |

Um resultado comumente utilizado em simplificagoes em céalculos de congruéncia modular é o
seguinte

Teorema 4 (Pequeno Teorema de Fermat). Dados a,p € Z com p primo, tém-se que a? = a mod p.
Em particular, se mdc(a,p) =1, entdo a? ! =1 mod p.
Demonstragao. Ver [7].

Em posse desse resultado, considere.
Exemplo 14 (OBM, 2009, 32 Fase, Nivel 2, Problema 3, [8]). Prove que ndo existem inteiros
positivos z e y tais que 22 + y3 = 22009,
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Solugdo. Pelos comentarios no inicio da questao, como estamos trabalhando com termos elevados
ao cubo, optaremos por trabalhar com congruéncia médulo 7. Sabemos que para todo nidmero
inteiro z, temos que x> sé pode ser congruente a 0, 1 ou 6 médulo 7, e o mesmo ocorre com ¥°>.
Assim, fazendo uma combinacao dessas possibilidades, temos que z> + 32 deve ser congruente a 0,
1, 2, 5 ou 6 médulo 7. Mas pelo Pequeno Teorema de Fermat, 27 = 2 mod 7 ou 26 = 1 mod 7,
donde

22009 = 26-334+5 — (26)334 . 25 = (1)334 . 25 =32=4 mod 7.

Isso prova que nao existem z e y inteiros positivos tais que 3 + y3 = 22009, [

5. Conclusao

Neste trabalho, sao discutidos alguns resultados e técnicas de solugoes envolvendo equagoes diofan-
tinas lineares e nao lineares. Em relagao as lineares, fizemos uma revisao de conceitos importantes
como divisao euclidiana, maximo divisor comum e congruéncia modular, a fim de encontrarmos
solucdes para equagoes com duas variaveis. Por outro lado, fizemos o tratamento do caso nao linear
por meio de quatro abordagens bem especificas, divididas por métodos que utilizam fatoragoes;
desigualdades; parametrizacoes e aritmética modular. Pudemos observar que o método das fa-
toragoes € uma ferramenta muito util nas simplificagoes das expressoes algébricas contidas nos
problemas. O método das desigualdades é eficiente, quando conseguimos determinar um intervalo
em que a(s) varidvel(is) estdo limitada(s), de maneira que podemos esgotar os casos ao estudar
todas as possibilidades. J& o método das parametrizacoes é utilizado na busca por solucoes de
equagoes com infinitas solugoes. E, por fim, o método que utiliza aritmética modular esta muito
presente nas questoes que lidam com restos de divisoes ou para determinar a existéncia de solugao
em alguns problemas, por meio de resultados sobre congruéncia médulo ja conhecidos.
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Triplos pitagoricos e as interacoes entre algebra,
geometria e aritmética
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Resumo

Neste artigo, apresentamos quatro teoremas, nao muito presentes nos livros didéaticos, e que geral-
mente nao estao inclusos nos curriculos da Escola Bésica, com o objetivo de que o leitor perceba a
interacao entre as diferentes dreas da Matematica mais comuns aos estudantes, a saber: Aritmética,
A,lgebm7 Geometria e Trigonometria. Espera-se que as provas desses teoremas, além de ilustrar a
conexao entre essas areas, destacadas neste artigo, mostrem a necessidade de essas areas interagi-
rem entre os vérios tipos de pensamentos matemaéticos. Acreditamos que o professor, ao considerar
o entrelacamento desses tépicos, tende a refletir e elaborar tipos de atividades que ampliem o que
é apresentado em sala de aula. Por meio de nossas pesquisas bibliograficas, foi possivel observar
suas implicagoes didaticas, correlacoes com a Base Nacional Comum Curricular e algumas teorias
educacionais envolvidas que, devido ao nosso objetivo, nao serao objetos de discussao, mas estao
implicitas neste texto.

Palavras-chave: algebra; geometria; trigonometria; teoria dos niimeros

Abstract

In this article, we present four theorems, not very present in textbooks, and which are generally
not included in the Basic School curricula, with the objective that the reader perceives the inte-
raction between the different areas of Mathematics most common to students, namely Arithmetic,
Algebra, Geometry and Trigonometry. It is hoped that the proofs of these theorems, in addition
to illustrating the connection between these areas, highlighted in this article, show the need for
these areas to interact between the various types of mathematical thinking. We believe that the
teacher, when considering the intertwining of these topics, tends to reflect and elaborate types of
activities that expand what is presented in the classroom. Through our bibliographic research, it
was possible to observe its didactic implications, correlations with the National Curricular Com-
mon Base and some educational theories involved that, due to our objective, will not be objects
of discussion, but are implicit in this text.

Keywords: algebra; geometry; trigonometry; number theory

1. Introducgao

Nossa motivacdo ao escrever este artigo deu-se pela percepcao, como professores de Matemaética,
de que os contetidos matemé&ticos passam por intimeras modifica¢des no decorrer do tempo [10].
R
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O que se pode apresentar nos livros didaticos é uma versdao sem os dramas humanos de erros,
frustracoes e acertos que levaram a evolugao daqueles conteudos, além da omissao, por uma questao
de necessidade, de muitos resultados paralelos importantes que foram obtidos no estudo de um
problema em particular. Sendo nosso objetivo que o leitor perceba a interagao entre diferentes
areas da matemadtica, destacamos o Teorema de Pitagoras e os Triplos Pitagoricos, por serem
tépicos de estudos na Teoria dos Niimeros que sempre rendem resultados surpreendentes e podem
nos auxiliar na elaboracdo de uma didatica eficiente para o ensino. Em particular, centramos neste
artigo as conexoes entre a Aritmética, Algebra e Geometria.

Primeiramente, definimos o que sao triplos e triangulos pitagoricos. O Teorema 1 apresenta a
forma geral de como obté-los. Nesse contexto, é feita uma sugestao que conduza a discussao do
Teorema Fundamental da Aritmética para alunos da Escola Bésica. Em seguida, discutimos a
férmula de Heron.

A partir desses resultados, na terceira secao, consideramos a instauracao de um desafio a ser
proposto em sala de aula, e a trigonometria apresenta-se como o ramo da Matematica ideal para
fazer a interacao necessaria com outros ramos. Para isso, apresentamos os conceitos de inraio
e incirculo num triangulo pitagérico para obtermos resultados como os Teoremas 2 e 3, que se
constituem como prova de que as conexoes entre Geometria, Algebra e Aritmética sdo possiveis.

Afirma-se que, certa vez, Carl Friedrich Gauss (1777-1855) disse: “A Matemadtica é a Rainha das
ciéncias e a Teoria dos Numeros (Aritmética) é a Rainha da Matemadtica” [4, p. 435]. David M.
Burton (1930-2016), que foi professor emérito de Matemadtica da University of New Hampshire,
escreveu: “Para aqueles que, como Gauss, consideram a Teoria dos Nimeros a ‘Rainha da Ma-
temdtica’, a Lei de Reciprocidade Quadrética é uma das joias em sua coroa” [2, p. 167]. Neste
artigo, nosso interesse € apresentar outros assuntos relacionados & Teoria dos Numeros que auxiliem
no ensino e aprendizagem de Matemética na Educacao Bésica.

2. Teorema de Pitagoras e os triplos pitagéricos

O Teorema de Pitagoras é apresentado aos alunos do Ensino Fundamental. Para o aprendizado
desse conteudo, é exigida dos alunos a habilidade, descrita na Base Nacional Comum Curricular
(BNCC) [3], de resolver e de elaborar problemas de aplicagao desse teorema [3, p. 271], postulando
que a soma dos quadrados dos catetos a e b de um triangulo retangulo é igual ao quadrado da
hipotenusa c¢. Em simbolos (Figura 1):
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a

Figura 1: Para o tridngulo retangulo de catetos a, b e hipotenusa c, vale a relacio a® + b? = c2.

Uma vez que estamos interessados em promover um encontro entre a Algebra, Geometria e a
Aritmética (Teoria dos Nimeros), iremos nos concentrar principalmente nos tridngulos pitagéricos,
que sdo tridngulos retdngulos cujos lados (a, b, ¢) sdo nimeros inteiros positivos (naturais), cha-
mados de triplos pitagdricos [9], cujo estudo comegou muito antes da época de Pitdgoras. Existem
tabuinhas babilonicas que contém lista desses triplos, incluindo alguns bem grandes, indicando
que os babilénios provavelmente tinham um método sistemdtico para produzi-las [15]. Ainda mais
surpreendente é o fato de que os babilénios podem ter usado suas listas de triplos pitagéricos como

tabelas trigonométricas primitivas [16]. Os triplos pitagéricos também eram usados no antigo Egito
[7].

Estudos arqueoldgicos demonstraram que os babilonios e egipcios tinham razoes praticas para
estudar os triplos pitagoricos. Essas razoes ainda existem? Provavelmente nao. No entanto, ha pelo
menos uma boa razao para estudar os triplos pitagéricos na Escola Bésica, e é a mesma pela qual
vale a pena estudar a arte de Rembrandt e a mtsica de Beethoven. Ha beleza e complexidade nas
maneiras como os numeros interagem entre si, assim como ha beleza e complexidade na composigao
de uma pintura ou sinfonia. Para apreciar essa beleza, é preciso estar disposto a despender uma
certa quantidade de energia mental, porque o resultado na formacao de quem estd na escola para
sua vida futura vale bem o esforco. Assim, neste artigo, as situagoes apresentadas procuram
motivar o leitor a apreciar algumas verdadeiramente belas, refletir como acontece a interagao entre
diversas manifestagoes, como € o caso aqui da Aritmética, Algebra e Geometria, e, principalmente,
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incentivar um processo de ensino e aprendizagem que considere conexoes entre essas areas da
Matematica.

Uma das belezas da Aritmética é que ela usa muitas vezes suas ferramentas mais bésicas, como a
fatoragao, paritismo, fator comum e divisibilidade, para nos provar grandes resultados. Uma vez
que nao nos prenderemos necessariamente a uma apresentacao matematica abstrata ou axiomatica,
usaremos alguns conceitos da Teoria dos Nimeros sem o rigor de um texto matemaético sobre o
assunto.

Vamos comecgar com uma pergunta tipica em Teoria dos Numeros: existem infinitos triplos pi-
tagéricos, ou seja, triplos de niimeros naturais (a, b, c) satisfazendo a equacio a? +b? = c¢? ? Esse
questionamento é de fato positivo, por uma razao nao muito dificil. Para mostrar que é assim,
basta tomarmos um triplo pitagérico (a, b, ¢) e multiplicar por algum outro ntmero k: obteremos
um novo triplo pitagérico (ka, kb, kc). Isso é verdade porque,

(ka)? + (kb)? = k?(a% + b?) = k%c? = (kc)?

Esses novos triplos pitagéricos nao serao o foco deste artigo. Nossa atengao serd em triplos pi-
tagdricos sem fatores comuns, os chamados triplos pitagdricos primitivos.

Defini¢ao 1. Um triplo pitagérico primitivo (TPP) é um triplo de ntimeros naturais (a, b, c), tal

que a, b e ¢ nio tém fatores comuns, ou seja, MDC(a, b, ¢) = 1, e satisfaz a? + b? = ¢,

Além dos dois triplos pitagdricos primitivos mais comuns (3,4,5) e (5,12,13), incluimos uma
pequena lista com outros na Tabela 1

a b c
7 [ 24725
8 [ 15|17
9 |40 [ 41
11 [ 60 | 61
12 | 35| 37

Tabela 1: Triplos pitagoricos.

Algumas questoes podem ser observadas na Tabela 1. Por exemplo, o fato de que quando a é par,
b é impar e vice-versa, isto é, a e b tém paritismo diferentes. Algo que pode ser conjecturado
é que ¢ é sempre fmpar. S&o questOes interessantes para analisar mesmo em turmas do Ensino
Fundamental, uma vez que nao é dificil provar que essas conjecturas estao corretas. E o que é
interessante é que, no meio da argumentacao da prova, hé outros fatos que precisam ser verificados,
o que poderd enriquecer o debate em sala de aula.

Nesse sentido, no que segue, vamos explorar tal conjectura. Primeiro, se a e b fossem pares, entao ¢
também seria par. Isso significa que a, b e ¢ teriam um fator comum multiplo 2, portanto, o triplo
pitagorico nao seria primitivo. Em seguida, suponha que a e b fossem impares, o que implicaria
que c teria que ser par. Isso diria que existem nimeros naturais s, u e v tais que

a=2s+1, b=2u+l, c=2v.
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Podemos substitui-los na equacio a2 + b? = ¢2, para obter

(2s+1)% + (2u+1)2% = (2v)?,

4% + 4s + 4u® + 4u + 2 = 4v2.

Dividindo por 2,
252 + 25+ 2u% + 2u + 1 = 2v2.

Essa tltima equagao diz que um numero impar é igual a um numero par, o que é impossivel;
entao a e b ndo podem ser impares. Como acabamos de verificar que eles ndo podem ter a mesma
paridade, entao é verdade que um é par e o outro é impar, isso significa ter paridade diferente.
Logo, pela equacio a2 + b? = ¢2 temos que ¢ é {mpar.

Sempre podemos trocar o paritismo de a e b numa demonstragao conforme nossa argumentacao,
sem com isso perder a generalizacao. Nosso problema agora é encontrar todas as solugbes em

naturais para a equagao
2

a+b’=c
com a par (ou impar), b impar (ou par) e a, b, ¢ sem fatores comuns.

Nossa primeira observacao é que se (a, b, c) é um triplo pitagérico primitivo, entao podemos fatorar

a?=c2-b?=(c-b)(c+b).

Observe pela Tabela 2 que sempre que consideramos a como impar e b como par, parece que (c—b)
e (c+b) sdo sempre quadrados:

a | b |c aZ =c? - b? (c-Db)(c+ D)
3 4 ) 32=52-42 1.9

5 12113 ]52=137-122[1.25

7 24 | 25 | 72 =252-242 | 1. 49

15| 8 17 [ 152=177-8219.25

Tabela 2: Triplos pitagoricos primitivos e fatoragoes.

Logo, precisamos provar que (¢ - b)(c + b) sdo quadrados. Outro fato que tende a ser aparente,
observando a Tabela 2 acima, é que (c - b)(c + b) parecem néo ter fatores comuns. Vamos provar
agora essa ultima afirmagao.

Suponha que d seja um fator comum de (c - b)(c + b); ou seja, d divide (¢ - b) e (¢ + b). Entao
d também divide

(c=b)+(c+b)=2ce (c+b)—(c—Db)=2b.

Assim, d divide 2b e 2c. Mas b e ¢ ndo tém fatores comuns porque estamos assumindo que (a, b,
¢) é um triplo pitagérico primitivo. Portanto, d deve ser igual a 1 ou 2. Mas d também divide
(c—Db)(c+b) = a2, e a pode ser fmpar, entdo d teria que ser sempre 1, para evitar contradicdes.
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Em outras palavras, o tinico nimero que divide sempre (c - b) e (¢ + b) é 1, entdo (c - b) e (¢ +
b) nao tém fatores comuns.

Agora sabemos que (¢ - b) e (¢ + b) sao inteiros positivos sem fatores comuns. O seu produto é
um quadrado, pois (¢c—b)(c+b) = a?. A tnica maneira disso acontecer é se (c - b) e (¢ + b) forem,
eles préprios, quadrados.

Assumindo agora, sem perda de generalidade, que a é par e que b é impar, vamos escrever a = 2t
e colocar isso na equacao a? +b? = ¢2, obtendo,

(26)2 +b% = 2.

e assim

(2t)2=c?-b%=(c+b)(c-D),

que podemos reescrever como

_(c+b) (c—b)
tz_T.T (1)

Note que como b e ¢ sao ambos impares, sua soma e diferenca sao ambas pares; consequentemente,

cada um dos fatores na equagdo (1) é um inteiro, e esses inteiros so relativamente primos. Caso

(c+b) (c—b)

vista da equacdo a’ + b? = ¢2, esse fator comum também seria compartilhado por a, ao contrario
da suposicao de que (a, b, c) é primitivo.

. - . b b
tivessem um fator comum, entdo a soma = ¢ e a diferenca % - % =b. E em

Agora, uma vez que o lado esquerdo da equacgao anterior é um quadrado perfeito, o mesmo ocorre
com o lado direito, e os dois fatores do lado direito sao relativamente primos. Os primos na
fatoragao de (c—Db) serao distintos dos primos na fatoracao de (c+b). Essas fatoragdes em primos
devem incluir em cada fator um nimero igual de vezes; ou seja, cada um dos fatores do lado direito
é em si um quadrado perfeito. Entao vamos escrever duas equagoes

b -b
S em? 2 e (2)

[\

onde m e n sao relativamente primos, e m > n. Adicionando e subtraindo equagoes as duas equacoes
acima, obtemos ¢ = m? +n2 e b =m? - n?; e como b e ¢ sdo impares, qualquer uma dessas tltimas
equagOes mostram que m e n tém paritismo diferentes. Finalmente, substituindo as equagoes (2)

na equagao (1), ficamos com t? = m?n?, a partir do qual t = mn e, portanto, a = 2mn.

Assim, podemos afirmar, obviamente ndo com tanto rigor quanto necessédrio, que temos uma prova
para o seguinte teorema [19, 11]:

Teorema 1. Para um triangulo pitagdrico com catetos a, b e hipotenusa ¢, qualquer triplo pitagdrico
primitivo pode ser escrito como

a=m?-n% b=2mn, c=m?+n’

Onde m e n sao dois inteiros positivos quaisquer, m > n, m e n sao relativamente primos e com

paridades diferentes.

N

358 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Fonseca, Brito e outros

Nosso comentdrio a respeito do “rigor” vem do fato de termos assumido que existe uma tunica
decomposicao em fatores primos para cada nimero natural. De modo nenhum essa é uma afirmagao
6bvia. Uma sugestao de como apresentar uma ideia desse assunto a nivel de escola bésica, poderia
ser como segue.

Pedir para os alunos considerarem em uma realidade, com uma outra aritmética, onde os Uinicos
ndmeros que sao conhecidos sao os nimeros pares. Entao, neste mundo, os 1inicos nimeros que
existem sao

p=1{.,-8-6-4,-20,24,68,10,..}.

Observe que nessa realidade podemos adicionar, subtrair e multiplicar nimeros como de costume,
ja que a soma, a diferenca e o produto de niimeros pares sao novamente nimeros pares. Também
podemos falar sobre divisibilidade. Podemos dizer que um nimero m divide um ndmero n se
houver um niimero k com n = mk. Mas lembre-se que estamos agora nessa nova realidade, entao
a palavra “nimero” significa um nimero que pertence a p. Por exemplo, 6 divide 12, uma vez que
12 = 6 X 2; mas 6 nao divide 18, uma vez que nao ha um ntmero k em p satisfazendo 18 = Gk.

Podem-se definir niimeros primos nessa nova situagao. Diremos que um nimero p é primo se nao
for divisivel por qualquer niimero em p. Observe que, nessa realidade, um ntmero nao é divisivel
por si mesmo. Assim, temos alguns primos:

2,6, 10, 14, 18, 22, 26, 30.

Em nossa aritmética, prova-se que se um numero primo divide um produto ab, entao ele divide a ou
divide b [17, p. 109]. Agora voltemos & nova situagao em que colocamos os alunos e consideremos
o primo 6 e os nimeros r = 10es = 18. O numero 6 divide r.s = 180, uma vez que 180 = 10 x 18;
mas 6 nao divide nem o 10 nem o 18. Entao, uma verdade em nossa aritmética, nao é verdade
nessa nova aritmética.

Consideremos agora o fato de que cada ntmero pode ser fatorado como um produto de primos
exatamente de uma maneira, a menos da ordem dos fatores. Uma atividade pode consistir nos
alunos mostrarem que nessa aritmética cada nimero pode ser escrito como um produto de primos.
Mas consideremos as seguintes fatoracoes:

180 =6 x 30 =10 x 18.

Os alunos poder ver que todos os numeros 6, 30, 10 e 18 sao primos. Isso significa que 180 pode
ser escrito como um produto de primos de duas maneiras diferentes. Os alunos podem verificar se
h& mais maneiras de escrevé-lo como um produto de primos. Situagbes como essa, permitem que
o professor inicie um debate matematico, mesmo que o rigor e as demonstragoes ainda nao sejam
possiveis.

Trabalhar com Ntumeros Primos jé é ter acesso a uma gema com complexidade, preciosidade e
beleza muito especiais. A seguir, vamos apresentar outro fato em que a Algebra e a Geometria
estao conectadas.

2.1. A férmula de Heron

A partir da conhecida férmula para o cdlculo da area do tridngulo, é possivel deduzir algebricamente
uma férmula que nos fornece a drea de um triangulo, a partir dos seus elementos mais bésicos,
R
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a medida de seus lados. Essa férmula ¢é atribuida a Heron (ou Heréo) de Alexandria (10 d.C.-80

d.C.), e garante-nos que, em um tridngulo qualquer, a drea é dada por A = /(s(s—a)(s— b)(s — ¢)),
(a+b+c)
2

sendo a, b, ¢ as medidas dos lados e s = o semiperimetro do triangulo ilustrado na Figura 2.

Figura 2: Triangulo de lados a, b, c e altura h.

Assim, para os propdsitos da nossa demonstracao,

2s=a+b+c, 2(s—a)=-a+b+c,
2(s—b)=a—b+c, 2(s—c)=a+b-c.
Ha& pelo menos um lado do triangulo dado, cuja altura estd “dentro” do triangulo. Por conveniéncia,

seja esse lado o de medida c. Informamos que nao fard nenhuma diferenca: tal escolha apenas da
um referencial para nossa argumentacao [14].

Nossa tarefa é expressar h em termos de a, b e ¢, substitui-lo em A = %ch (Figura 3).
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Figura 3: Triangulos retangulos de lados a,p,h e b, q, h.

Seja p + q = ¢ como indicado. Entao,
h*+p?=a’eh?+q?=h?

Uma vez que q = ¢ - p, entdo q2 = (¢ - p)? & ¢? =~ 2cp + p2. Adicionando h? a ambos os
lados da igualdade, temos h? + q® = h? + p? — 2cp + 2.
Agora, substituindo, nessa equacao, os valores correspondentes, temos b? = a?-2cp+c2, e resolvendo
em p, obtemos

_a?+c?-b?

- 2c

Uma vez que h? = a? — p? = (a+p)(a—p), teremos:

h? =

+(a2+c27b2) 7(a2+c27b2)
& 2c a 2c

_ (2ac+ a2 +c2 - Db?)(2ac—a? - ¢ - b?)
a 4c2

_(a+ ¢)2 - b?)(b? - (a—c)?)
- 4c2

_(a+b+c)(a+c—b)(b+a—c)(b—a+c)
- (4c?)
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_(a+b+c)(-a+b+c)(a—b+c)(a+b—c)
B 4c2

_(28.2(s—a).2(s—Db).2(s—¢))
- (4c?) '

Logo,

_ 4s(s—a)(s—b)(s—c)

h2
c2

b 2¢/s(s—a)(s—b)(s—c)

C
E uma vez que
1
A = §Ch7
entao,
1 (2 - ~b)(s—
A l, \/s(s a)(s—Db)(s—c) ’
2 ¢
e

A=+s(s—a)(s—b)(s—c).

Na secdo a seguir, apresentaremos mais algumas conexdes entre Algebra, Geometria e Aritmética.

3. Interagoes matematicas e a sala de aula

Na Teoria dos Numeros, hd importantes fatos sobre os triangulos pitagéricos, como o inraio e o
incirculo [2, p. 248]. Ao apresentar uma prova, em nivel elementar, de que o inraio de um tridngulo
pitagorico é um numero inteiro, pode-se refletir de que forma os assuntos que tém relacao com o
conjunto dos ntimeros inteiros estao distribuidos ao longo da Educacao Bésica, considerando um
planejamento que envolva uma geometria com ntimeros inteiros.

Ao se estudar os triangulos pitagoricos na Escola Basica, é dada uma grande atencao aos lados do
triangulo. Mas o que pode ser dito sobre os angulos de um triangulo pitagérico? O professor desse
nivel de ensino pode surpreender e motivar seus alunos ao mostrar que o estudo do incirculo leva
a um resultado fundamental sobre esses angulos, e que o incirculo d4 um significado geométrico
simples para os fatores que ocorrem no radical na férmula de Heron.

Desafiar os alunos a encontrar triangulos nao retangulos com lados inteiros e inraios inteiros seria
uma excelente atividade envolvendo grupos de alunos e o uso da calculadora. Uma possibilidade
é comecar com quaisquer dois tridngulos pitagdéricos e, em seguida, criar um tridangulo a partir de
ampliacoes e unioes dos dois originais.

A seguir, apresentamos o que consideramos acima e concluimos com mais um fato que pode ser
interessante para os alunos da Escola Bésica: como dois triangulos pitagoricos estao relacionados
pelo incentro.
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al|lb C r
314 |5 1
5112 | 13 | 2
712425 |3
940 | 41 | 4

Tabela 3: Medidas dos

3.1. O inraio do incirculo

inraios.

O incirculo de um tridngulo é um circulo inscrito neste triangulo. A Figura 4 ilustra o incirculo
de um tridngulo pitagdrico e o seu raio (inraio). O centro I do incirculo (incentro) é o ponto de
encontro das bissetrizes dos angulos do triangulo. Neste artigo, discutimos varios fatos incomuns
sobre triangulos pitagoricos relacionados a propriedades do inraio

B

Figura 4: Incirculo em um triangulo retangulo.

O inraio r, do incirculo de um tridngulo pitagdrico, é um nimero inteiro [5, p. 11]. Por exemplo,
o inraio do tridngulo (3, 4, 5) é igual a 1 e o inraio do tridngulo (5,12,13) é igual a 2 e outros
valores sao mostrados na Tabela 3. Agora, iremos apresentar uma prova a nivel elementar, de
que o inraio em um triangulo pitagoérico é um nimero inteiro. Comegamos com um teorema sobre
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o inraio do incirculo em qualquer tridngulo [1].

. N . . A +b+ s
Teorema 2. Sejam a,b e c os lados de um triangulo. Seja A, a drea do triangulo e s = % €o
semiperimetro. Entao, o inraio v do incirculo (Figura 5) é dado por

r:% er= w

Figura 5: Inraio do incirculo em qualquer triangulo.

Demonstracdo. A drea A do triangulo ABC é igual a soma das areas dos trés triangulos interiores
AIB, AIC e BIC formado pelas bissetrizes internas. Esta soma é

1 1 1 1
A=-ra+=-rb+-rc==r(a+b+c)=rs
2 2 2 2

_A
Logo, r = <.

De acordo com a férmula de Heron, A = \/s(s —a)(s—b)(s—c). Entao,

Vs(s—a)(s—b)(s—c) =15

r’s2 =s(s—a)(s—b)(s—c)

Assim, r = \/w, 0 que conclui a prova
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Revista eletronica da

A seguir, queremos determinar o inraio em um tridngulo pitagérico. Apresentamos duas demons-

tracoes acessiveis e que podem servir para incentivar provas e demonstragoes na Escola Bésica
[14].

Teorema 3. Seja ABC um triangulo pitagorico com catetos a, b e hipotenusa ¢ e o incirculo com
incentro I neste triangulo. Entdo, o inraior € um inteiro dado por r = n(m —n).

Demonstracgdo. Sejar o inraio do incirculo no triangulo pitagérico ABC como na Figura 6.

3
a—rT
a—rT
a c
r T
b—r

T r

] 2

Figura 6: Triangulo pitagdrico com catetos a, b e hipotenusa c e o incirculo com incentro I.

Assim,
+b-
c=(a-1r)+(b-1r)=a+b-2r & r= %
Como o triangulo é pitagorico,

3 (m? - 1n? + 2mn — m? - n?) _ (2mn— 2n?)

' 2 2

=n(m-n).
Logo,r é um inteiro dado por r = n(m — n). O

Demonstra¢do. Na Figura 7, A drea A do tridangulo ABC é igual & soma das dreas dos trés triangulos
interiores AIB, AIC e BIC formado pelas bissetrizes internas.
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Figura 7: Trés triangulos interiores AIB, AIC e BIC.
Entdo, A = Area AIB+ Area AIC+ AreaBIC.

1 1 1
§ab = -rc+ -ra+ —rb

2 2 2
e’
ab (m? —n?)2mn [2mn(m —n)(m +n)]
r= = = =n(m—n)
a+b+c (m2-n?+2mn+m?+n2) [2m(m + n)]
Logo, r é um inteiro dado por r = n(m —n). O

A seguir, uma interagao entre Aritmética, Algebra e Trigonometria. Depois de analisar nossos
apontamentos, pretendemos que a apresentacao evidencie a validade a interacao para a educagao
do pensamento matematico nas escolas, e a trigonometria é o ramo da Matematica que permite
essa interacao.

3.2. Conexao com a trigonometria

Nesta subse¢ao, mostraremos que os angulos formados pelas bissetrizes dos triangulos pitagdricos
satisfazem algumas relacoes interessantes. A Figura 8 ilustra os detalhes de vérios segmentos
no tridngulo pitagérico relacionados ao incentro [13]. As medidas desses segmentos podem ser
deduzidas através dos casos de semelhanca de tridngulos e com o fato de o inraio ser r = n(m—n).

i



PROFESSOR DE
MATEMATICA

Ill: s Fonseca, Brito e outros

Sociedade Brasileira de Matematica

A A
\a n(m +n) ,'
II
/ femmmmmmmmm——— -
;-
///"/
X7 2 2
. n(n m) m-+n
\\ 4
\\\‘~~__ Y ngm‘_’ )/ "/ m(m_n)
1T ~
) n(m —n
Y Y 45° r 6

Figura 8: Bissetrizes do triangulo pitagérico.

Do triangulo pitagérico de lados a = m? —n%, b=2mn e ¢ = m? + n%, obtemos as seguintes relacoes
trigonométricas:

m2 — n2 m2 — n2
tg20 = —— &= 20 =tg | ———
2mn 2mm
e
2mn 1 2mn
tg2f= 55 < 26=1g (—mQ_ng)
temos B m-n
tga = = a=tg! ( )
& + =% \m+n
e

Notemos que os arco-tangentes dos angulos 2a e 28 sao fungoes racionais quadraticas de m e n,
enquanto os arco-tangentes correspondentes as metades @ e 8 sao expressoes racionais lineares

N
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mais simples. Em particular, a relagdo entre os triplos pitagéricos e essas expressoes fornece de
imediato o seguinte teorema:

Teorema 4. Seja 1 qualquer nimero racional positivo tal que & < 1. Ewiste um triangulo pitagdrico
com um angulo agudo tal que a tangente da metade desse angulo € igual a =.

Vejamos outro fato que surge desse encontro entre Teoria dos Numeros, Geometria, Algebra e
Trigonometria.

Uma vez que 2a + 26 = 7, entao a + = 7. Substituindo os valores de a e 8 pelos arco-tangentes,

temos:
e () ()
& m+n m 4

Essa relacao trigonométrica tem consequéncias. Se fizermos m = 1 e n = 2, temos o retangulo
pitagérico (3,4, 5), e a relagao fica

E um fato em que, sempre que hé interacoes entre os diferentes ramos da Matematica, grandes
resultados s@o obtidos [8].

A seguir vamos voltar a férmula de Heron.
3.3. Os fatores na formula de Heron

Foi provado anteriormente que a férmula de Heron para a area de um triangulo com os lados a, b.
¢ em termos do semiperimetro s é dada por:

A =+s(s—a)(s—b)(s—c).

Nesta subsecao, mostramos o significado geométrico dos fatores no radical que as vezes parecem
estranhos a alguns estudantes. A prova original de Heron usa um argumento geométrico complexo
que comega com a construcao do incirculo, como pode ser visto em [6]. A seguir, analisaremos a
importancia dos fatores que aparecem sob o radical [1].

Seja o triangulo ABC ilustrado na Figura 9. Sejam P, Q e R os pontos onde o incirculo tangencia
os lados do triangulo. Provaremos que os fatores na férmula de Heron sao dados por:

s—a=z=AP=AQ, s-b=x=BP=BR, s-c=y=CQ=CR

@= sBm
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Figura 9: Pontos P, Q e R onde o incirculo tangencia os lados do tridngulo.

Vemos que
a+b+c=2x+2y+2zecomos=@,logo 2s=a+b+c=2x+2y+2z,

e assim temos,
S=X+y+2z.

Vemos imediatamente a partir da Figura 9 que
a=x+y, b=y+z, c=x+2z

Fagamos s—a =z, s—b =x e s—c =y. Isso completa nossa prova.

Mostramos que o incirculo de um triangulo divide os lados do tridngulo em segmentos que sao os
fatores que aparecem na férmula de Heron.

Na subsecao seguinte, comentaremos como encontrar tridngulos nao retangulos com lados inteiros
e inraios inteiros.

3.4. Triangulos pseudopitagdricos

Em geral, um triangulo nao pitagdrico com lados inteiros tera um incirculo cujo raio provavelmente
serd irracional. No entanto, é facil criar triangulos com lados inteiros com inraios inteiros que
chamaremos de pseudopitagoricos, como mostraremos agora. Na Figura 10, comecamos com dois
triangulos pitagdricos: (5,12,13) e (3,4, 5).
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13
——
12 > 13 19 15

Figura 10: Tridngulos pseudopitagoricos.

Entéo, ampliamos (3,4, 5) multiplicando cada lado por 3. Agora os dois lados verticais sdo 12,
e assim os triangulos podem ser unidos para formar um novo tridngulo nao pitagérico com lados
(13, 14, 15). Os tridngulos pitagdricos sempre tém drea inteira, porque um dos catetos é sempre
um numero par. Desse modo, o triangulo criado unindo dois triangulos pitagéricos deve ter area

inteira. Pela Figura 11, vemos que a area é A = % =84. O Teorema 1 afirma que o inraio r do
incirculo para esse triangulo (13,14, 15) é dado por r = % = % =4 (Ver Figura 11) .

Figura 11: Inraio r do incirculo para o triangulo de lados (13,14, 15).

Podemos repetir o procedimento acima comecando com quaisquer dois triangulos pitagdéricos. Ao
ampliar um (ou talvez ambos) os tridngulos por um fator inteiro, os lados verticais tornam-se
iguais e, portanto, podem ser unidos como acima. Este novo tridngulo possui area inteira. O
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inraio calculado a partir do Teorema 1 é, portanto, um inteiro ou um nimero racional. Se r for
racional, todo o tridngulo pode ser ampliado por um fator inteiro apropriado para que o novo
inraio seja um inteiro.

Na tltima subsegdo, apresentamos uma construcdo muito singular. A partir do incentro de um
triangulo pitagdrico, podemos construir um novo triangulo pitagérico

3.5. Triangulos Pitagéricos unidos por um incentro

Um tridngulo pitagdrico de medidas (3, 4, 5) pode ser encontrado a partir de um tridngulo pi-
tagorico de medidas (7, 24, 25) como ilustra a Figura 12.

25

C 24 A

Figura 12: Triangulo pitagérico de medidas (3, 4, 5) a partir de um tridngulo pitagérico de medidas
(7, 24, 25).

Nesta subsecdo, generalizaremos tal fato ilustrado na Figura 12 acima [12]. Ou seja, em um
triangulo pitagoérico BAC, teremos um triangulo pitagérico interno BIQ como ilustrado na Fi-
gura 12. Para quais medidas do tridangulo pitagdrico maior BAC, o triangulo retangulo menor BIQ
também é pitagérico?

Abaixo, temos um segundo exemplo (Figura 13), ilustrando a obtengdo do tridngulo pitagérico
BIQ de medidas (35, 84, 91) a partir do tridngulo pitagérico BAC de medidas (119, 120, 169).

N
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91

84

35

-
C 120

Figura 13: Tridngulo pitagdrico BIQ de medidas (35,84, 91) a partir do tridngulo pitagérico BAC
de medidas (119, 120, 169).

Como o segmento que vai do vértice B até o incentro I é uma bissetriz, temos angulos de 6 e 20
em B, respectivamente para os tridngulos retangulos BIQ e BAC (Figura 14)

B
a 5L C
,’IT
Q fhesmmamas .
s
C - A

Figura 14: Triangulos retangulos BIQ e BAC.
-
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Se o triangulo BIQ for pitagérico, temos

tgh = 2D oy tgh = 2mn

2mn m2-n2"

uma vez que apenas um deles é menor que 1, pois sao reciprocos.

Usando a identidade tg 26 = temos:

1t29’

(n-n?)
1520 = o __ 4mn(m®-n?)
1. [m2n 2)] © (2mn)2 - (m? - n?)?

2mn

ou
2mn

tg2g = @D _ 4mn(m? - n?)
1-— c 22mn2) ]2 (Il’l2 - Il2)2 - (2mn)2

Como esses valores sao simétricos, escolhemos o caso para o qual tg26 > 0 ou seja,

0 <20 < Z dependendo se m? —n? é menor ou maior que 2mn.

Vamos mostrar que o numerador 4mn(m n?) = 4mn(m+n)(m—n) e o denominador (m? —n?)2 -

(2mn)? = (m? - n? +2mn)(m? - n% - 2mn), sdo relativamente primos. O denominador é impar uma
vez que m e n tém paridade diferente.

Suponha que um primo p > 2, divide (m +n) no numerador e (m? —n?)? - (2mn)? = (m +n)?(m —
n)? - (2mn)? no denominador. Entao p divide (2mn)?2, logo p divide m ou divide n. Mas, p divide
(m 4 n), o que implica p é um fator comum de m e n: contradi¢do! Uma contradi¢do semelhante
acontece, para garantir que qualquer fator primo impar de (m — n) ndo pode dividir o denominador
[17].

Em seguida, se um primo p > 2 divide m no numerador e +(m? —n?)? + (2mn)? no denominador,
entdo m divide n* implicando que p divide m e n: contradicao! Uma contradicio semelhante pode
ser usada para mostrar que qualquer fator primo {mpar de (m — n) nao pode dividir o denominador.
Concluimos que o numerador e o denominador nao tém fatores comuns.

A partir desses valores de tg 260, o numerador e denominador (possivelmente, vezes um multiplo
comum) correspondem diretamente as medidas dos catetos para o tridngulo exterior BAC e a
hipotenusa é dada por

{[4mn(m? - n?)]” + [(m? - n)?]%}? = (m?® + %)%

Portanto, as medidas, em mddulo, do triangulo maior BAC, correspondem ao seguinte triplo
pitagorico:

(k[4mn(m2 - n2)] , k[(m2 - 112)2 - (2mn)2] , k(m2 + n2)2)

Temos o interessante fato de que a hipotenusa do triangulo maior é sempre um multiplo de um
quadrado perfeito.

Como um cateto do tridngulo menor BIQ é o inraio, ele é dado por

a+b-c k[4mn(m? - n?) - 8(mn)?]
2 2

= 2kmn(m? — n? - 2mn)
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Assim, as trés medidas, em médulo, do tridngulo menor BIQ séo:

(k(m? — n?)(m? - n? - 2mn), 2kmn(m? - n? - 2mn), k(m? + n?)(m? - n? - 2mn))

A Figura 15 ilustra o caso geral.

k(m? — n?)(m? — n? — 2mn) -

k((m? — n?)% — (2mn)?)

1

2kmn(m? — n? — 2mn)

-
¢ k(4mn(m? — n?))

Figura 15: Caso geral de triangulos pitagdricos unidos por um incentro.

A Figura 15, acima, corresponde a m = 2,n = 1,k = 1, enquanto a Figura 14 corresponde a
m=3,n=2k=1. A proxima construgao mais simples seria m = 4,n = 1,k = 1, conduzindo ao
triplo (56, 105, 119) para o triangulo menor e ao triplo (161,240, 289) para o triangulo maior, como
ilustra a Figura 16.
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B
184
56

1

.

r = 56 105
119
.
C 161 A

Figura 16: Caso particular de tridngulos pitagéricos (161,240, 289) e (56,105, 119).

Conforme expusemos nas consideracoes iniciais, os cinco itens discutidos nesta se¢do procuram
provocar uma reflexao sobre a necessidade de se buscar conteidos em termos de Escola Bésica que
permitam uma interagao entre a Aritmética, Algebra e Geometria. E mais exploragao do conteido
do Conjunto dos Numeros Inteiros em todos os anos dos ensinos fundamental e médio.

4. Conclusao

De acordo com [18, p. 229], “As tarefas com teoria elementar dos niimeros sdo uma &rea rica e
acessivel para aprimorar e sondar o sentido de criagao matematica dos alunos”. Por essa razao,
a utilidade da Aritmética tem sido colocada como um argumento para o ensino e aprendizagem
da Matematica. Além disso, para os alunos, a utilidade adicional no contato com contetdos que
envolvam o conjunto dos nimeros inteiros reside no desenvolvimento da apreciacao da beleza e
do poder da Matematica. O poder e a utilidade no contato com a Teoria dos Niuumeros estd em
desenvolver a habilidade de “trabalhar como um matemético” — conjeturar e testar conjecturas.

O conjunto dos ntimeros inteiros positivos é bastante familiar e os problemas sao de facil compre-
ensdo (nao implicando fécil solu¢do). Usando esse conjunto familiar, o professor, por meio de um
processo correto de orientacao nas descobertas, pode instigar o genuino beneficio de aprender a
pensar de forma independente. Ele deve instruir seus alunos a depender de seus préprios recursos,
evitando a todo momento dar as solugoes. Incentivar a descobrir que eles tém dentro de si o poder
de criar ideias verdadeiramente importantes. Estes sao beneficios da pratica matematica que se
estendem muito além da sala de aula, pois possibilita ao aluno desenvolver uma atitude de ques-
tionar e querer aprender respostas ativamente. Nao se pode negar que é uma coisa boa em cada
empreendimento humano, ndao apenas na resolugao de problemas matematicos.
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Acreditamos que o desenvolvimento do pensamento matematico também se dé através das co-
nexoes feitas entre suas mais diversas dreas. Argumentos fracos e incompletos que defendem que
a construcao do conhecimento matematico sé acontece se existir uma aplicabilidade imediata no
cotidiano do aluno (empobrecimento da disciplina e utilitarismo pontual) ou através de uma signi-
ficacao dos conteidos nao se sustentam para os que entendem a esséncia do fazer matemaético. E
o mesmo tipo de ingenuidade ao se perguntar a um jovem por que ele gosta de jogar video game,
se aquilo parece nao ter nenhuma utilidade pratica para ele...

A falta de motivacao para a aprendizagem matemaética dé-se pela falta de empatia com as heuristicas.
O conhecimento matematico, quando construido através de belos desafios, como uma forma de arte,
como um tipo de diversao, dando liberdade para os erros e sempre com respeito, fard todo o sen-
tido para o estudante. Assim como faz ouvir uma musica, assistir a um filme, ver a chuva, ler um
poema ou ter a curiosidade de saber como os niimeros se relacionam.
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Grupos diedrais e simetrias da circunferéncia: uma
abordagem geométrica

Alan de Aratijo Guimardes ® Francisco Thiarly Alves de Souza ®

Resumo

Seja D, o grupo diedral, ou seja, o grupo de simetrias de um poligono regular de n lados. Em
véarios livros de Algebra Abstrata, o grupo D, é tratado com enfoque puramente algébrico, sendo
visto como um subgrupo do grupo simétrico Sy,.

Neste artigo, propomos uma abordagem menos comum do grupo D,: iremos estuda-lo do ponto
de vista geométrico, interpretando-o como um subgrupo do grupo de isometrias do plano que
fixam um poligono regular. Provaremos que as unicas simetrias de poligonos regulares sdo certas
rotacoes e reflexdes, além de composicoes dessas. Por fim, descreveremos o grupo de simetrias da
circunferéncia.

Os resultados aqui apresentados pretendem destacar que certos conceitos da Teoria de Grupos tém
sua génese na Geometria, e podem ser ensinados dessa forma nas disciplinas de Algebra em nivel
de Graduagao, favorecendo a melhor compreensao dos conceitos por parte dos estudantes.

Este trabalho é fruto da pesquisa de Iniciagao Cientifica do segundo autor sob orientacao do
primeiro autor.

Palavras-chave: isometrias; poligono regular; grupo diedral.

Abstract

Let D,, be the dihedral group, i. e., the group of symmetries of a regular polygon of n sides. In
several Abstract Algebra books, the group D, is treated with a purely algebraic approach, being
seen as a subgroup of the symmetric group.

In this paper, we propose a less common approach of the group Dy,: we will study it from the
geometric point of view, interpreting it as a subgroup of the isometry group of the plane which
fixes a regular polygon. We will prove that the only symmetries of regular polygons are certain
rotations and reflections, as well as their composition. Finally, we will describe the group of
symmetries of the circle.

The results presented here intend to highlight that certain concepts of Group Theory have their
genesis in Geometry, and can be taught in this way in Algebra subjects at the undergraduate level,
favoring a better understanding of the concepts by students.

This work is the result of the Scientific Initiation research of the second author under the guidance

of the first author.
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1. Introdugao

Ao estudar o conceito de grupo durante um curso de Graduagdo, em geral, o estudante tem um
primeiro contato com a nocao de isometria/simetria de subconjuntos do plano. Nesse momento,
o importante grupo diedral D,, é apresentado. O grupo diedral é visto como o conjunto formado
pelos movimentos que deixam , a menos da posicao dos vértices, um poligono regular invariante.
Comumente, na apresentagao do grupo Dy, os livros de algebra focam nos seus aspectos mais
algébricos: ordem do grupo, geradores etc.

Daqui por diante, denotaremos por P, um poligono regular de n lados.

O nosso objetivo aqui é estudar o grupo D,, de um ponto de vista mais geométrico, visualizando-o
como um subgrupo do grupo de isometrias do plano que fixam um poligono regular de n lados.
Com tal enfoque, teremos condigoes de deduzir que as Unicas simetrias de um poligono regular de
n lados sdo as rotagdes de angulo 2kzr/n, onde 0 < k < n— 1, reflexdes e composigoes dessas. Em
particular, seguird que o grupo diedral D, é finito (de ordem 2n) e isomorfo a um subgrupo do
grupo simétrico Sy.

Na dltima secao do trabalho, iremos estudar o grupo de simetrias de uma circunferéncia. Serd
visto que tal grupo ¢ infinito e consiste de rotagoes em torno do centro, reflexdes em torno de
diametros e composigoes dessas.

Muitas vezes, em sala de aula (bem como em livros diddticos), o conceito de Grupo é apresentado
de maneira muito abstrata e isolada, e isso pode se tornar um empecilho no processo de ensino e
aprendizagem. Acreditamos que a abordagem apresentada neste artigo pode ser adotada em sala de
aula (em cursos de Algebra em nivel de Graduagao), visando enfatizar as importantes propriedades
geométricas do grupo Dy, fortalecendo a compreensao dos alunos e tornando o conceito de Grupo
mais natural.

Para uma boa compreensao do texto, sao requeridos conhecimentos béasicos da Teoria de Grupos

e, também, nogoes de Geometria Fuclidiana Plana.

2. Simetrias

Ao longo do texto, reservaremos o simbolo Il para denotar um plano. Nesse primeiro momento,
iremos definir formalmente o grupo de simetrias de um subconjunto # do plano. Por vezes, iremos
chamar 7 de figura.

Dados os pontos X, Y € II, a medida do segmento XY serd denotada por XY ou por d(X,Y)
(distancia euclidiana entre os pontos X e Y).

Definigao 1. Uma fungao T : IT — IT é dita isometria, se
d(X,Y) = d(T(X), T(Y)),

para quaisquer pontos X, Y € II.

" sBm
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Definigao 2. Uma isometria T : I1 — II é dita isometria de ¥ quando T(F) c F.

De acordo com a definicdo acima, as isometrias sao fungoes definidas no plano que preservam
distancias.

Observagao 1. As seguintes observagoes sdo de facil verificagdo e podem ser vistas no Capitulo 1
de [4].

(a) Toda isometria é injetiva.

(b) Isometrias de retas e planos sdo sempre sobrejetivas.

(¢) Sejam T uma isometria de ¥ e A # B pontos distintos em . Se P € F estd no segmento AB,
entdo T(P) estd no segmento T(A)T(B).

(d) Consequéncia de (c): se T é uma isometria e r é uma reta, entdo T(r) também serd uma reta.

Quando uma isometria T de F for sobrejetiva, diremos que T é uma simetria da figura ¥. Deno-
tamos o conjunto de todas as simetrias de ¥ por

Isom(F).
Perceba que uma simetria de ¥ é uma funcao bijetora que preserva distancias. Claramente, a
funcao identidade sempre serda uma simetria de ¥, a qual denotaremos por Id.

Podemos enxergar Isom(¥) como um subconjunto de Isom(IT). Mais geralmente:

Proposicao 1. Se S, T € Isom(¥), entio So T, T! € Isom(F). Consequentemente, (Isom(F), o)
€ um subgrupo do grupo (Isom(II), o).

Exemplo 1. Sejam t uma reta do plano IT e B um ponto fora de t e seja B’ o simétrico de B em
relagdo a t. A fungdo Ry : IT — I, definida por

A, se Aet
Al seAgt

é uma isometria do plano Il, chamada de reflexdo em torno da reta t, e estd ilustrada na figura
abaixo.

Rt(A) = {
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Lema 1. Seja T € Isom(F) e suponha que T fiza dois pontos distintos, digamos P e Q. Sendo R
a reflexdo em torno da reta determinada por P e Q, tem-se T(X) € {X,R(X)}, para todo ponto X
de F.

Demonstra¢do. Seja X um ponto qualquer da figura . Como P e Q sao fixados por T, entao T(X)
deve pertencer a circunferéncia de centro em P que passa por X, e de centro em Q) e que passa por
X. Caso a interse¢ao das duas circunferéncias seja o conjunto unitario, segue que T(X) = X, e o
resultado estd provado. Suponhamos entao que exista mais um ponto na interse¢ao, digamos Y, e
seja M o ponto médio do segmento XY, conforme ilustrado na figura seguinte.

Observando que o segmento XY é corda comum as duas circunferéncias, concluimos que PM e MQ
=
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sao perpendiculares a XY. Concluimos entdao que M estd no segmento PQ e que XY e PQ sao
perpendiculares. Assim, segue que Y = R(X). O

Corolario 1. Se T € Isom(F) fiza trés pontos nao colineares, entdo T = Idg.

Demonstra¢do. Suponha que os pontos nao colineares P, P e Po sejam fixados por T e denotemos
por r a reta determinada por P; e P5 e por t a reta determinada por Ps e Ps.

Sendo X um ponto qualquer da figura ¥, do Lema 1, obtemos

T(X) e {X,R:(X)} e T(X) € {X,Re(X)}.
Como as retas r e t sao distintas, é claro que R;(X) # R¢(X) e dai T(X) = X. O

3. Simetrias de poligonos regulares: grupos diedrais

A Definigao 2 fornece-nos uma nova possibilidade de melhor compreender o grupo diedral de um
poligono regular de n lados, precisamente: podemos vé-lo como um subgrupo das isometrias do
plano que fixam o poligono. Serd essa a nossa abordagem daqui por diante.

Dada uma reta r e um ponto P fora de r, seja X um ponto qualquer do semiplano determinado
porr e P. Se T € Isom(Il), sejam r; = T(r), P; = T(P) e X; = T(X).

Com essas notagoes em mente, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2. O ponto X; estd no semiplano determinado por ri e Pq.

Demonstra¢do. Por contradigao, suponha que X; e P; estejam em semiplanos distintos determi-
nados por ri. Assim, o segmento X;P; intersecta a reta ry, digamos num ponto A;. Sendo A
o ponto de r tal que T(A) = Aj, decorre que A estd compreendido no segmento XP, o que é
contraditorio. O

Daqui por diante, iremos denotar um poligono regular de n lados por Py,.
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Definigao 3. O grupo Isom(P,) serd chamado de grupo diedral, e serd denotado por D,,.

Agora, apresentamos a seguinte caracterizagao para o grupo Dy:

Proposicao 3. Seja T € Dy,. Se V € um vértice de Py, entdo T(V) também € vértice P,. Conse-
quentemente, o grupo Dy, € isomorfo a um subgrupo do grupo simétrico S,,.

Demonstra¢do. Seja W um vértice do poligono tal que V. e W formam um lado do poligono.
Assim, o poligono fica em um dos semiplanos determinados pela reta que contém o segmento VW.
Supondo que T (V) nao seja vértice de Py, decorre que T(W) nao estaria no mesmo lado que T(V).
Assim, a reta que passa pelos pontos T(V) e T(W) determina dois semiplanos que contém pontos
de Py, o que contradiz a Proposicao 2. O

Corolario 2. Se T € Dy, entao o centro de Py, € fizado por T.

Demonstra¢do. Sejam O o centro de Py, e C(V;) a circunferéncia centrada no vértice Vi e que
passa por O, para cada i=1,...,n. Observemos que

CVy)n---nC(Vy) ={0}.

De acordo com a Proposicao 3, os vértices de P, sao permutados, logo

C(T(Vy)) n---nC(T(Vy)) =C(Vy) N---NnC(Vy) = {0}

Por outro lado, como T preserva distancias, concluimos que T(O) pertence a intersegao supracitada.
Assim, T(O) = O. O

Observacgao 2. Como consequéncia da Proposicao 3, segue-se que as unicas simetrias do tipo rotagao
de um poligono P, sao 6y, 01 ..., 6,1, onde 6y denota a rotagao em torno do centro de P, de
angulo 2kr/n (que convencionaremos serem no sentido anti-horério).

Observagao 3. Para enxergarmos mais simetrias de P, precisaremos considerar os seguintes casos:

(a) n fmpar: Nesse caso, considere as n medianas que partem de cada vértice de P, e sejam Ry, .
R, as reflex6es em torno delas.

.y

Abaixo, temos uma ilustragao do caso n = 3:

(b) n par: Nesse caso, considere as n/2 diagonais e as n/2 mediatrizes do poligono e sejam Ry, .
Ryj2 e Uy, ..., Uyyo as reflexdes em torno das diagonais e mediatrizes, respectivamente.

.y

Abaixo, temos uma ilustragdao do caso n = 4:
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Agora, temos todas as informagdes necessarias para enunciar e provar o principal resultado desta
secao.

Teorema 1. Seja T € D, um elemento do grupo diedral.

e Se n for impar, entao T pertence ao conjunto

{Rtob |0<k<n-1;1<t<n}.

e Se n for par, entao T pertence ao conjunto

{Reobk |0<k<n—-1;1<t<n/2} U{U;o00 |0<k<n-1;1<t<n/2}.
Consequentemente, a ordem do grupo Dy, é menor ou igual a n?.

Demonstragao. Faremos somente a demonstracao do caso n impar, ja que o caso n par segue a
mesma ideia.

Sejam V um vértice de P, e O o seu centro. Consideremos R a reflexdo do plano em torno da reta
determinada por V e O (que é a mediana que parte do vértice V).

Do Corolario 2, sabemos que T fixa O. Logo, se T fixa V, entao T terd V e O como pontos
fixos. Pelo Lema 1, temos T(X) € {X,R(X)}. Se existir X nao colinear a V e O que seja fixado, o
Corolario 1 garante que T =1d = 6y. Caso contrario, podemos inferir que T = R.

Suponhamos entao que V # T(V) = V’. Consideremos a rotacao Gil do plano em torno de O tal
que 675V =V.

Assim, decorre que
To6,'(0)=0

Tod ' (V)=V"

Dessa forma, pelo Lema 3, ha as seguintes possibilidades:

Tod'=1d

ou

To6' =R,
onde R ¢é a reflexdo em torno da mediana que passa por V' e O.

Portanto, das 1ltimas igualdades, obtemos a primeira parte do resultado. A tdltima afirmacao do
resultado segue trivialmente. O
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Na verdade, no que se refere a ordem do grupo diedral, podemos refinar o resultado anterior:

Teorema 2. O grupo diedral Dy, tem ordem 2n.
Demonstragio. Aqui, podemos usar exatamente a mesma ideia da referéncia [3]. O

Uma pergunta interessante e que vai na contramao do resultado acima é se todo subgrupo finito
do grupo Isom(IT) coincide com Dy, para algum poligono regular P,. O teorema seguinte elucida
tal questao.

Teorema 3. Todo subgrupo finito do grupo Isom(Il) € isomorfo a Dy ou Z,, para algum n.
Demonstragio. Pode ser vista na pagina 115 da referéncia [2]. o

4. Subgrupos infinitos de Isom(IT): simetrias da circunferéncia

Agora, nos propomos a estudar o grupo de simetrias da circunferéncia. Provaremos que esse grupo
é infinito, sendo formado somente por rotagoes, reflexdes em torno de diametros e composi¢oes
dessas.

Iremos denotar uma circunferéncia pelo simbolo C e, sendo A um ponto de C, designaremos por
A o ponto de C que é diametralmente oposto ao ponto A.

Definigao 4. Dizemos que f € Isom(C) é uma reflexdo de didmetro AA se os tnicos pontos de C
fixados por f sdo A e A.

Exemplo 2. As seguintes fungoes sao simetrias de C.

(a) Rotagoes de dngulo qualquer em torno do centro de C.
(b) Reflex6es em torno de didmetros de C.
(c) Composigoes das simetrias indicadas em (a) e (b).

Proposicao 4. Se f € Isom(C) fiza dois pontos ndo diametralmente opostos, entao f = Id¢.

Demonstragio. Sejam P e Q pontos de C que séo fixados por f e suponha que Q # P. Observe que
d(P,P) = d(P, f(P)),

logo Pf(P) é diametro da circunferéncia, implicando que f(P) = P. Assim, f fixa trés pontos nio
colineares, e, pelo Corolario 1, obtemos f = Id¢. O
D
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Como um corolério, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3. Suponha que f € Isom(C) tem pelo menos um ponto firo em C. Entdo f € uma reflexdo
ou f é a identidade.

Demonstrac¢io. Seja P um ponto fixo de f. Pelo visto acima, devemos ter que P também sera
ponto fixo. Se esses sdo os Unicos pontos fixos de f, temos uma reflexdo de didmetro PP. Caso
exista outro ponto fixo, a Proposicao 4 implica que f é a identidade. O

Agora, estamos em condigoes de provar o principal resultado dessa segao.

Teorema 4. Toda simetria de uma circunferéncia C é uma rotacao, ou uma reflexdo em torno de
algum diametro ou € composicdo dessas.

Demonstracdo. Seja f uma simetria de C. Fixemos um ponto P € C e consideremos a rotacdo 6
tal que
61 (f(P)) =P.

Segue do Corolario 3 que 8 ' of é a identidade ou 6 ! of é uma reflexdo em torno de algum didmetro,
e dai o resultado segue. O

5. Consideracgoes finais

Normalmente estudado num primeiro curso de Algebra Abstrata em nivel de Graduagéo, o grupo
diedral é, quase sempre, apresentado aos alunos de forma bastante algébrica, em detrimento de sua
importante natureza geométrica. Tal abordagem também é perceptivel em boa parte dos livros
didéticos. Nao obstante, acreditamos que uma abordagem mais geométrica do grupo D, em sala
de aula favorece e amplia a compreensao dos alunos, e torna o conceito de Grupo mais natural.
Foi essa a principal motivagao para a elaboracao do presente artigo, o qual é resultado da pesquisa
de Iniciagao Cientifica do segundo autor, tendo orientagdo do primeiro autor.
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O conceito de medida, o continuum e o discreto

José Carlos Magossi ® Vania Rosa Figueiredo Izidoro ®

Resumo

A palavra “medida” tem sido utilizada ao longo da histéria da humanidade em quase todos os
setores da atividade humana. Nao é de espantar que alteracoes no modo como se mede resultam em
alteracoes no modo como a ciéncia e as tecnologias sao desenvolvidas. Os refinamentos nos critérios
de medida, num sentido amplo, ocorrem gracas as tecnologias existentes, ou emergem de alguma
regra bem definida, escrita em alguma linguagem, com algum fim cientifico ou pratico. Enquanto,
num passado remoto, media-se o diametro da Terra com base em semelhangas de triangulos, nos
tempos atuais as tecnologias dao conta de tornar essas medidas muito mais precisas. Mesmo
assim, um consenso ainda nao € atingido, haja vista que o continuum matemético impoe restrigoes
a realidade voltada as medigoes. Por exemplo, nao hd como em laboratdérios utilizar © em sua
plenitude, uma vez que aproximacoes sao necessarias, levando-se em conta que é um nimero
irracional com infinitas casas decimais. Essas incertezas, no quesito “precisao”, podem ser vistas
como uma gangorra, em que de um lado ha as medidas praticas da realidade em que vivemos
e, de outro, as medidas tedricas. O objetivo neste artigo é, por um lado, expor, sob a Otica da
matematica, alguns exemplos em que se caracterize a relagao entre o continuum e o discreto, no
quesito “medida”. Por outro, mostrar que essa relagao pode indicar contradi¢oes, num palco de
interacoes entre o mundo pratico e o tedrico, se nao for feita uma leitura cuidadosa. Além de uma
digressao historica com exemplos, mostra-se que algo semelhante ocorre com o conceito de medida
visto como quantidade de informagao, denominado de entropia por C. E. Shannon. H& também
cuidados a serem tomados com relagao a entropia, vista sob a ética de modelos discretos, e sua
extensao para modelos continuos, a entropia diferencial. Enquanto, do lado discreto, a quantidade
de informacao é positiva, a entropia diferencial, do lado continuo, pode ser negativa, positiva ou
arbitrariamente grande.

Palavras-chave: Medida, continuum, discreto, Shannon, entropia diferencial

Abstract

The word “measure” has been used throughout the history of humanity in almost every sector
of human activity. It is not surprising that any changes in the way things are measured, also
cause impacts in the developent of science and technologies. The refinements in the measurement
criteria, in a broad sense, occur thanks to existing technologies, or they emerge from some well-
defined rule, written in some language, with some scientific or practical purpose. Whereas, in a
remote past, the diameter of the Earth was measured based on similarities of triangles, in modern
times technologies made these measures much more precise. Even so a consensus is not yet reached,
given that the mathematical continuum imposes restrictions on measurement reality. For example,
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there is no way to use w in its fullness in laboratories, since approximations are necessary, taking
into account that it is an irrational number with infinite decimal places. This characterizes a
seesaw, in which, on one hand, there are the practical measures in the reality we live in, and,
on the other, the theoretical measures. The goal in this article is to expose that, on one hand,
from the perspective of mathematics, some examples characterize the relation between continuum
and the discrete, in the measured aspect. On the other hand, we show that this relationship can
indicate contradictions, in a stage of interactions between the practical and the theoretical world,
if no careful reading happens. Apart from a historical digression with examples, it is shown that
something similar occurs with the concept of measure when it is seen as an amount of information,
called entropy by C. E. Shannon. There is also care to be taken regarding entropy, seen from the
point of view of discrete models, and their extension to continuous models, differential entropy.
While on the discrete side the amount of information is positive, the differential entropy, on the
continuous side, can be negative, positive or arbitrarily large.

Keywords: Measure, continuum, discrete, Shannon, differential entropy

1. Introdugao

O conceito de medida relaciona-se a possibilidade de passar de um atributo que pode envolver conti-
nuidade e quantificadores a uma notacao numérica que facilita, com base nas operagoes numéricas,
transmitir informagoes acerca dos objetos investigados [34]. Grosso modo, medir é atribuir nimeros
(ou alguma grandeza, uma magnitude) a objetos seguindo determinadas regras. Em matemética
o conceito de medida, extensivo a uma teoria da medida, de H. L. Lebesgue (1875-1941) [18],
[5], relaciona-se & caracterizagdo do conteido de um conjunto por um ndmero real, que alicerca
o desenvolvimento da teoria das probabilidades, por exemplo. Uma dificuldade inicial mostra-se
quando se pretende elaborar uma definigao de medida que seja extensiva o suficiente. Como cons-
truir relacoes entre objetos a serem medidos, com uma linguagem apropriada, de tal forma que
haja uma exata interpretagao numérica que possibilite leituras praticas de medidas em determi-
nados contextos [30]. E bastante entusidstica a busca por um didlogo mais efetivo entre ciéncias
empiricas e teorias de medida. Isso impacta a insergao de teorias de medidas em setores diversos,
tais como educagéo, psicologia, ciéncias humanas, informdatica etc. [20, 27]. Neste artigo, o ponto
de discussao caracteriza-se pela relagao entre o conceito de medida quando aplicado a modelos
discretos, e quando aplicado a modelos continuos. Em muitos casos, utiliza-se o mesmo critério
de medida, a mesma “régua”, seja para o caso discreto, seja para o caso continuo. Por exemplo,
ao somar 1 + % + }l + ..., comumente se utiliza o nome “soma infinita’. No entanto, a palavra
“soma” é reservada para conjuntos finitos de dados, sendo que a palavra “série” aplica-se aos casos
em que uma quantidade infinita de parcelas é analisada. Ao escrever “soma infinita” emprega-se,
de certa forma, a mesma “régua” para ambos os casos, o finito e o infinito. Caso uma distingao
nao seja feita, abre-se espago para perguntas do tipo: “Como somar uma quantidade infinita de
parcelas?”. De modo andlogo, pode-se perguntar quais sdo as propriedades que se preservam (e
quais nao) ao se aplicar uma mesma propriedade de um conceito de medida em objetos oriun-
dos de conjuntos discretos e também de conjuntos continuos. A investigagao dessas propriedades
auxilia também na distingao entre as ferramentas que podem e as que nao podem ser utilizadas
com consisténcia para cada caso. As sutilezas que se escondem nas propriedades que residem, ou
nao, nos modelos continuos e modelos discretos talvez possam ser mais bem compreendidas ao se
examinar, com os devidos cuidados, o texto escrito no livro Select Works of A. N. Kolmogorov:

Se um mapa nos dd informagoes importantes sobre uma secdo da superficie da
R
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Terra, a microestrutura do papel e da tinta que ocorre no papel ndo tem nenhuma
relacdo com a microestrutura da secao da superficie da Terra mostrada sobre esse
papel. ([33], p.189) (Tradugdo dos autores).

Nesse caso, ao analisar o mapa de um pais, exposto numa grande folha de papel, o uso de uma
lente de aumento para descobrir, nas ranhuras do mapa, algumas propriedades das ruas de alguma
cidade que consta no mapa nao vai fornecer resultados consistentes. Nesse caso, a lente de aumento
nao é uma ferramenta apropriada para obter tais informagoes, haja vista que o mapa indica pro-
priedades do pais no sentido macroscopico e nao microscépico. No entanto, algumas propriedades
se preservam, seja no sentido macro como no micro, como, por exemplo, a fronteira entre as cidades.

Se 0 mundo macroscépico fornece (ou nao) informagoes suficientes para uma andlise precisa do
mundo microscépico, esse é um assunto ainda deveras investigado [10, 11]. De certa forma, isso
vem sendo investigado na matematica, tal como o problema da incomensurabilidade de V2, que
tem sido discutido desde a Grécia antiga e, com base na sua incomensurabilidade, propiciado o
surgimento de inimeros paradoxos. Associar um nimero a um segmento de reta, tal como se faz nos
dias de hoje, indicava, na Grécia antiga, na época de Euclides, ter de resolver, como caso particular,
o problema da incomensurabilidade de V2. Para evitar esse problema, o gedmetra Eudoxo opta por
comparar figuras geométricas em vez de associar uma medida a elas. Por exemplo, se um quadrado
tem lado a e outro quadrado tem lado B, entao se diz que o quadrado de lado @ é maior que o
quadrado de lado B, em sfmbolos, a®> > B2, desde que o quadrado de lado 8 possa ser inserido no
quadrado de lado a [19]. Essa ideia de medida procura, de certa forma, escapar as discussdes sobre
as quantidades infinitamente pequenas [2, 23]. Pode-se especular nesse caso que Eudoxo tenha
evitado a relagao entre os mundos microscopico e macroscdpico e, tal como no exemplo acima, do
mapa, tenha procurado por propriedades que fossem comuns a ambos os mundos.

Esse panorama s6 comega a mudar muito tempo depois, com o surgimento do conceito de limites
por A. L. Cauchy (1789-1857) no século XIX [12],[13]. O conceito de limites indicou um divisor de
aguas para a matematica e acelerou intimeros desenvolvimentos, tais como as alteragoes no conceito
de medida. Assim se deu com a alteragdo do conceito de medida de dreas, volumes etc., voltado,
na época anterior a de Cauchy, apenas as integrais de I. Newton (1643-1727) e G. Leibniz (1646-
1716) [37, 22]. Analisar a classe de fungdes integraveis, que nao sejam aquelas obtidas com base
em antiderivadas (integrais de Newton-Leibniz) implica, de alguma forma, indicar um processo de
medida voltado as particoes do dominio da funcao investigada, no caso das integrais de Cauchy,
Riemann, Kurzweil-Henstock, ou da particao do conjunto imagem da fungao, no caso das integrais
de Lebesgue [6]. E certo que essas medicgoes levam em conta o continuum matematico, mas é certo
também que, com base nelas, desenvolvimentos matemdticos (e tecnolégicos) puderam ser elabora-
dos. Pode-se dizer que Cauchy desenvolveu ferramentas apropriadas para “medir” as quantidades
infinitamente pequenas. Isto é, ele usou ferramentas adaptadas ao mundo microscépico. Casos
classicos da influéncia da teoria da medida e integracao de Lebesgue, com ferramentas semelhan-
tes, sao: teoria das probabilidades, mecanica estatistica, teoria da informacao, termodinamica,
analise de Fourier etc. Longe de invocar o periodo de abstragao matemética que caracterizou
o inicio do século XX ([29], p.173), mas com o viés de que uma linguagem bem estruturada é
condicao sine qua non para sustentar inovacoes em matemaética e tecnologia, entende-se, tal como
ocorreu com a teoria da medida e integracao de Lebesgue, que caracterizacoes do conceito de
medida sejam desenvolvidas com fins de indicar diversificagoes na escolha de medidas e com isso
possibilitar maior interagao entre conceitos, evitando o medir com ferramentas inapropriadas. O
importante com isso é diminuir as incertezas presentes na ciéncia com base no desenvolvimento de
novos critérios, e novas tecnologias, associadas aos critérios de medida. As medidas fundadas na
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geometria plana auxiliavam os trabalhos de Newton; com N. I. Lobachevsky (1792-1856) e C. F.
Gauss (1777-1855), as da geometria ndo euclidiana auxiliaram os trabalhos de A. Einstein (1879-
1955). As incertezas presentes na época de Newton nédo sdo as mesmas de hoje, haja vista que
fisica classica e fisica moderna sao ramificagoes que indicam a evolugao na diminui¢ao dos niveis
de incertezas. Conforme L. Brillouin (1889-1969) [10, 11], levando-se em conta a ideia de que
um observador é que faz a medida, e em consonancia com a ideia de entropia da termodinamica,
na fisica, a medida de distdncias muito pequenas é fisicamente impossivel. Com isso, um ponto
interessante é que, para o fisico, no sentido operacional, as quantidades infinitamente pequenas (o
continuum) sdo apenas abstragoes, sem nenhum significado fisico [10, 11]. Para Brillouin,

O matemdtico define o infinitamente pequeno, mas o fisico € absolutamente inca-
paz de medi-lo; representa uma pura abstra¢ao sem nenhum significado fisico. Se
adotdassemos o ponto de vista operacional, deveriamos eliminar o infinitamente pe-
queno das teorias fisicas, mas, infelizmente, nao temos ideia de como alcancar tal
programa. ([10], p.x, Tradu¢do dos autores.)

Nao ¢é objetivo trazer a tona as discussoes de Brillouin sobre o determinismo ou sobre a impossi-
bilidade de fazer medigoes para distancias muito pequenas, mas sim indicar apenas um contexto
histérico, uma trajetéria de eventos e exemplos, com vistas a justificar a importancia de leituras
cuidadosas acerca do conceito de medida, nos modelos discretos e continuos.

Mesmo com tantas incertezas e pluralidade no sentido das interagoes entre o que se mede e o
que poderia ser medido, ha problemas interessantes num dominio em que o conceito de medida
relaciona-se com o conceito de incerteza, isto é, num dominio pertencente & teoria de Shannon,
ou teoria da informagao [14]. C. E. Shannon (1916-2001), em seu artigo de 1948 [31], para seu
modelo matematico de comunicagao, indicou uma medida para a quantidade de informagao a ser
transmitida entre um emissor X e um receptor Y, através de um canal de comunicacao. Com essa
medida, denominada por ele de entropial, é possivel tratar informagoes e melhorar a eficiéncia na
transmissdo de dados em sistemas de comunicagdo [26, 4, 14]. Se X = {21, %2,..., %, ..., T} €
Y ={y1,%,...,¥...,Yn} sdo varidveis aleatérias discretas, e p(z;) é a probabilidade a priori de
que X = z;, entao a entropia discreta de X, para um sistema completo de probabilidades,

M
H(X) =~ p(a:)log p(=:),
=1

mede a quantidade de informagao da experiéncia representada pela varidvel X. A quantidade de
informacao a posteriori é a incerteza eliminada a priori. No caso de varidveis aleatérias continuas,
se f(xz) representa uma funcdo de densidade de probabilidade da variavel aleatéria absolutamente
continua X, entdo a entropia diferencial de X,

hX) = / J () log f () dz,

representa, nao um numero, uma quantidade de informacao associada a varidvel aleatoria X, como
na entropia para o caso discreto, mas uma medida relativa de incerteza [24] ou uma mudanga na
incerteza?. Com base na medida da quantidade de informacao, entropia no sentido de Shannon,

IShannon adotou o mesmo nome utilizado na termodindmica por R. Clausius (1822-1888) [21].
2Note-se, nesse caso, que essa medida fundamenta-se no conceito de integral, haja vista que a existéncia de h(X)
estd condicionada & existéncia da integral presente em sua definicdo [14].
)
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uma pergunta interessante, em consonancia com a discussao aqui apresentada sobre as leituras
distintas entre o mundo microscépico e mundo macroscépico, é: Como se di a relagdo entre
entropia discreta e entropia diferencial? [31, 4, 26].

Esse conceito, de entropia diferencial, que pode ser visto como uma nova leitura da medida da
informacgao para o caso continuo, tem aplicacoes em campos além da mecanica estatistica e teoria da
comunicacdo, tais como finangas, econometria, processamento de imagens, ecologia, bioestatistica
etc. [24]. Ou seja, ha desafios matemdticos interessantes relacionados & medida de uma quantidade
de informagao, relacionados ao passar de modelos discretos para modelos continuos [26]. Mais
interessante é que a “régua’ utilizada para medir informagao para modelos discretos (entropia
discreta) é diferente daquela utilizada para medir informagoes em modelos continuos.

Na sequeéncia, neste texto, expoem-se, no sentido histérico, exemplos de medidas em modelos con-
tinuos que, quando lidos sob a ética de modelos discretos, podem incorrer em propensos paradoxos
ou contradigdes. No sentido fisico, ilustra-se, de modo breve, a rica discussao, presente em [10,
11], acerca da impossibilidade de medir distancias muito pequenas. Nesse caso, abre-se espago
para a percepcao da importancia das ferramentas mateméticas no desenvolvimento de modelos
e sua imediata limitacdo nos modelos do mundo em que habitamos. Expoe-se também o avanco
cientifico que se obtém quando alteragoes nos modelos continuos produzem novos desenvolvimentos
na matematica, tal como se deu com o conceito de integrais. Finaliza-se o artigo com o conceito de
medida relacionado as comunicagoes. Nesse caso, hd uma medida da quantidade de informacgao (ou
incerteza a priori), no caso de modelos discretos, mas hd um campo novo de investigacao que reside
na quantidade de informagao, incerteza, presente nos modelos continuos (entropia diferencial). Isso
nao deixa de ser algo conhecido na histéria da humanidade, reforgado neste artigo com alguns
exemplos, sobre qual é o divisor de aguas, se é que existe, entre as ferramentas matematicas
adaptadas para modelos discretos e aquelas adaptadas para os continuos.

2. Possiveis equivocos com a palavra “medida”

Nesta secao alguns exemplos sao expostos com o objetivo de mostrar o quanto de cuidado deve-se
ter ao utilizar ferramentas desenvolvidas para modelos discretos com fins de obter resultados em
modelos continuos, ou langar mao de ferramentas desenvolvidas para modelos continuos na busca
por resultados em modelos discretos. Nao que isso nao possa ser feito, mas precaugao talvez seja
a palavra correta, pois contradicoes podem emergir da leitura, talvez descuidada, da relagao entre
continuo e discreto, como a nao enumerabilidade de R, incomensurabilidade e conjuntos infinitos.
Note-se com os exemplos seguintes que o conceito de medida deve ser pautado em firmes definicoes,
para que contradi¢goes nao emerjam de leituras nao atentas.

2.1. Area infinita e volume finito

Considere-se o calculo da area da superficie de revolugao obtida ao girar a funcao y = % limitada
no intervalo [1,+c0), em torno do eixo z. A férmula que indica o célculo da drea da superficie desse
sélido, obtida por revolugao ([17], p.410) em torno do eixo z, é:

Area:/+m2nf(x) 1+ (f"(z)) % de.
1
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Se f(x) = =, entdo f'(z) = é, e daf:

Area—/+ 21rf(x)\/1+ / 271l :r4
1
1

. B Ngiyl
= lim 27‘[—3 dx
R—+ 1 X

Essa integral imprépria nao converge; logo, infere-se que a area da superficie de revolugao em
questdo ¢ infinita. Com o auxilio de computadores é possivel verificar, para R = 10" e n € N, que,

0 R
2r——dx

[ — 1)

(\/57 In (1 + \5) + arcsenh(100™) — 1007"\/100007"4-1) . (2)

@(n)

Entao (1) = 15,177, ¢(2) = 29,645, ¢(4) = 58,58, ¢(8) = 116,45, ¢(12) = 174,32, ¢(15) = 217,72
etc. Ou seja, quanto maior é o valor de n, maior é o valor da integral e, por conseguinte, da area
associada a integral. Nesse caso, tem-se que

lim ¢(n) = +co.

n—>+00
Por outro lado, o cdlculo do volume desse mesmo sélido, obtido por revolugao da fungao % em
torno do eixo z, no intervalo [1,+o0), é feito ([17], p.381) pela seguinte integral:

+00 +00 2 +00
Volume = / nf (z)%de = / n(l) dx = / (%) dzx.
1 1 z 1 Z

Essa é uma integral impropria, que converge, ou seja,

R
Volume = lim rz 2dz = lim [ ]

R—+o0 Jq R—+0

m [7+1)=

+ T.
R—>+<>o 1
Nesse caso, a unidade do valor do volume igual a 7 vai depender da unidade que possa ser utilizada
na descricdo do intervalo [1,+c0). O volume poders ser expresso em m?3, cm? etc. Note-se, entdo,
que a mesma figura, o sélido de revolugao com &area infinita se R — +oco, conforme pode ser
observado na figura 1, tem volume finito, se R — +oco. Essa propensa “contradicao” advém de
leituras discretas em problemas cuja esséncia volta-se a modelos continuos. Cabe observar que, em
tese, nao hé contradicao, mas a ideia de area infinita e volume finito, para um mesmo sélido?, pode
gerar confusao haja vista nao ser algo tao intuitivo. Uma leitura descuidada pode caracterizar que
isso seja uma contradicao.

3Nesse caso considera-se que o sélido existe no intervalo [1,+oc0), algo distante da realidade préatica em que
vivemos.

@= sBm
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA
393 =



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Magossi e Izidoro

Figura 1: Revolugao de y = % em torno do eixo z.

2.2. A roda de Aristételes

Supoe-se a existéncia de duas circunferéncias, C; e Cs, de tal forma que a circunferéncia C; seja
maior que a circunferéncia C;. Supde-se ainda que ambas sejam colocadas uma dentro da outra,
isto é, a circunferéncia C estd dentro da circunferéncia Cs, de tal forma que possam ambas deslizar
sobre retas u e v, paralelas entre si. A circunferéncia C) desliza sobre a reta u e a C5, sobre a reta v.
Note-se que cada ponto de uma circunferéncia estd em correspondéncia biunivoca com cada ponto
da outra, conforme pode ser observado na figura 2. No entanto, ambas percorrem o mesmo trajeto
de A até B, no mesmo tempo. Se 75 € o raio da circunferéncia Cs e 11 é o raio da circunferéncia Cf,
entao o comprimento da circunferéncia C} é 2nry, e o comprimento da circunferéncia Cs é 27ry.

Figura 2: Roda de Aristételes

Mas, por hipdtese, r; < 15, entao 2nr; < 21ry, isto é, o comprimento da circunferéncia C; é menor
do que o comprimento de C5. Mas, levando-se em conta o desenho, tem-se a impressao de que a
trajetéria de A até B refere-se ao comprimento de cada circunferéncia. Se assim for, tem-se entao
uma possivel contradi¢cdo. No entanto a curva cicloide realizada pela circunferéncia menor (com
base no ponto b e reta suporte u) ndo é a mesma curva cicloide que a realizada pela circunferéncia
maior (com base no ponto a e reta suporte u), conforme pode ser observado na curva cicloide da
figura 3. Note-se que o comprimento do segmento contido na reta suporte u, nesse caso, é 2mry.
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\/ u

2mry

Figura 3: Curva cicloide com inicio em b sobre a reta u

De modo andlogo, a curva cicloide realizada pela circunferéncia maior (com base no ponto a e reta
suporte v) nao é a mesma curva cicloide que a realizada pela circunferéncia menor (com base no
ponto b e reta suporte v), conforme pode ser observado na figura 4. Note-se que o comprimento
do segmento contido na reta suporte v, nesse caso, é 21rs.

271ry

Figura 4: Curva cicloide com inicio em a sobre a reta v

Assim, conforme for a rotagdo da roda, o tamanho da reta suporte dependerd do ponto de partida
do trajeto. Caso o trajeto seja determinado pela circunferéncia menor a partir do ponto b, ao longo
da reta u, entdo o percurso é menor que o trajeto iniciado no ponto @, com base na circunferéncia
maior ao longo da reta v. No artigo Aristotle’s Wheel: Notes on the History of a Paradoz [16]
encontra-se uma rica discussio sobre esse tema. Além disso, o fato de ambos os conjuntos terem
uma correspondéncia biunivoca (entre cada ponto de C; e C3) ndo garante que tenham trajetérias
idénticas.

2.3. Aquiles e a tartaruga

Na literatura, atribui-se a Zenao de Eleia, da Grécia antiga, um paradoxo acerca de uma corrida
entre o guerreiro Aquiles e uma tartaruga. Nessa corrida, a tartaruga tem uma vantagem sobre
Aquiles, pois estd a sua frente antes do inicio da corrida. A ideia de Zen&o é, com essa simulacao,
mostrar que Aquiles nunca venceria a corrida, pois nunca alcangaria a tartaruga. Quando Aquiles
chegar ao ponto em que a tartaruga saiu (dada a vantagem inicial), ela ji terd percorrido um
certo trajeto, e estard num ponto, digamos P;. Quando Aquiles chegar a Py, a tartaruga ja estard
em outro ponto, Py, e assim sucessivamente. Se isso se repetir ad infinitum, entdo Aquiles nunca
alcangard a tartaruga. Esse é o paradoxo de Zenao de Eleia, século V antes de Cristo, na Grécia
antiga. De certa forma, pode-se inferir que Zenao discutia acerca das quantidades infinitamente
pequenas [23] e das contradigoes que emergem de sua utilizagdo, como no caso de Aquiles e a
tartaruga. Se um objeto desloca-se de um ponto A até um ponto B, esse objeto precisa passar
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pela metade do caminho, diga-se C, que une A a B. De modo andlogo, precisa passar pela metade

do caminho que une C' até o ponto final B. E assim sucessivamente. Como, argumenta Zendao, ha

infinitos pontos a percorrer, o objeto nunca chegara ao ponto B. Ou seja, se a distancia de A até

B é de u metros, entao para ir de A até B é preciso percorrer as distancias, medidas em metros,
uoou U

§+Z+§+....

Essa soma é uma série geométrica de razao % e converge para u. Essa convergéncia é uma conclusao

com base na matematica e na teoria de limites, em que quantidades infinitamente pequenas sao
levadas em conta. Nao é uma conclusao no sentido intuitivo, mas no sentido formal fundamentado
numa teoria de limites e convergéncia, desenvolvido muitos anos apés a conhecida estéria de Zenao.
No entanto Zendo, sem o conhecimento de limites (desenvolvido por Cauchy em 1821), levantava
discussoes acerca dessas quantidades e de sua conexao com o mundo em que vivemos. Nesse caso,
pode-se citar A. Alexander, que, de certa forma, traz & luz do artigo um raciocinio elaborado por
Zenao:

Mas se os paradozos de Zenao e o problema da incomensurabilidade provam alguma
coisa, € que o sonho de um encaire perfeito entre matemdtica e o mundo fisico €
insustentdvel. Na escala dos infinitamente pequenos, miumeros ndo correspondem
a objetos fisicos, e qualquer tentativa de forgar esse encaire conduz a paradozos e
contradigoes. ([2], pp.19-20)

Nesse caso, nota-se que a palavra “soma’”destina-se a operagdes com um numero finito de parcelas.
A palavra “série” refere-se ao processo em que hd um nimero infinito de parcelas. Assim, “soma
infinita” é uma expressao que pode gerar duvidas, pois devemos lembrar a utilizagao de operagoes
finitarias, em cendrios nao finitarios.

2.4. Medidas de angulos: graus e radianos

As medidas de angulos em graus e em radianos sao muito utilizadas. A medigao em radianos é
uma das medidas que muitas vezes geram confusao nos meios escolares. Um grau é ﬁ de uma
circunferéncia, isto é, uma parte de 360 numa circunferéncia. Um radiano é o dngulo central de
uma circunferéncia unitaria C, conforme pode ser visto na figura 5, que corresponde a um arco,
cujo comprimento é igual ao raio unitario da circunferéncia C. A relacdo entre angulos em graus
e radianos é dada pela seguinte expressao:

2w radianos ~ 360°.
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1 x
9~ 57,2957°

Figura 5: Angulo U equivalente a 1 radiano

Note-se nessa expressao que, de um lado, ha o nimero irracional n, e do outro, o niimero inteiro
360°. Isso nao deixa de ser uma relagao entre continuo e discreto. Nesse caso,

1 radiano ~ 57,2957°.

No ensino fundamental e médio, nos topicos sobre trigonometria e medida de angulos, é comum
utilizar medidas em radianos em vez de medidas em graus*. Conforme pode ser observado no
artigo [35], as medidas de dngulos em graus e radianos impactam o conceito de derivadas. Ou
seja, se a medida de angulos for em graus, entdao a derivada da funcao senz serd 0,01753 cos z.
Por outro lado, se a medida de angulos for em radianos, entdo a derivada da funcdo senz serd a
funcao cos z. Isso ocorre, pois, para que a derivada da funcao seno seja a funcao cosseno, o limite
de £ deve ser 1 quando z tende a zero. Mas, no caso de medida em graus, tem-se que:

sen T T
li =L —0,017453. ...
a0z 180

3. Medidas (e nao medidas) para modelos continuos

Nesta secao, expoem-se trés exemplos. Os dois primeiros exemplos de medidas para modelos
continuos sao o problema de Plateau e a medida do calor em uma barra metalica. O de Plateau
é um problema com simples enunciado, de facil intuicao, no entanto de dificil solucao, tanto é
que sua solugdo estd relacionada a primeira medalha Fields em matemdtica’. O problema de
condugao de calor numa barra metalica é também de “natureza” continua e exibido no presente
artigo, pois sua solugao, exposta no inicio do século XIX, foi considerada formalmente correta,
mas inadequada, haja vista nao haver na época de sua solugao ferramentas matematicas sélidas o
suficiente para garantir que as hipéteses da solucdo, proposta por J. Fourier (1768-1830) em 1807,
fossem confirmadas. Nesses dois exemplos, ferramentas de modelos continuos foram utilizadas para
sua solucdo, quais sejam, equagoes diferenciais. O terceiro exemplo mostra a impossibilidade, no
sentido fisico, da implementacao do conceito de medida em sua forma geral, que, de certa maneira,
coloca um limite no “medir”. Nesse caso, mostra-se a dificuldade em relacionar o continuo com o
discreto.

4Em alguns casos, utiliza-se a medida de angulos em grados, que é a centésima parte de um angulo reto. Isto é,
uma circunferéncia dividida em 400 partes.

5J. Douglas (1897-1865) e L. V. Ahlfors (1907-1996) foram os primeiros ganhadores da medalha Fields em 1936.
https://www.mathunion.org/imu-awards/fields-medal. Acesso em 8 de junho de 2021, as 17h25.
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3.1. O problema de Plateau

O problema de Plateau [3] é o de encontrar uma superficie, delimitada por uma curva num espago
de trés dimensoes, com a menor medida de area possivel. Esse problema deve-se ao fisico belga
J. A. F. Plateau (1801-1883), que mostrou, em 1849, que uma superficie minima pode ser obtida
quando se mergulha, por exemplo, um arame numa vasilha com dgua e sabao. A superficie S que se
forma com a dgua e o sabao é a superficie com a menor area possivel tendo o arame como fronteira,
conforme pode ser observado na figura 6. Essa tipica experiéncia com dgua e sabao, que pode ser
estendida para outras formas de fronteira (que nao seja apenas um arame como uma curva simples
fechada), produz uma superficie em trés dimensoes que é a superficie de drea minima que pode ser
obtida tendo o arame como fronteira.

Figura 6: Exemplo de uma superficie de Plateau

Esse tipo de problema data da época de L. Euler (1707-1783) e J. L. Lagrange (1736-1813), e hoje
se insere na area do Calculo de Variagoes. Esse é um problema de medida que tem uma explicagao
intuitiva e pode ser observado de modo muito simples via experiéncias praticas. No entanto a
demonstracao da veracidade dessas experiéncias praticas nao é trivial, muito menos simples. Ela
foi exposta pelo matematico americano J. Douglas [15], e de modo independente pelo matemaético
hingaro-americano T. Radé (1895-1965) [25]. No caso do problema de Plateau, a medida minima
¢é obtida levando-se em conta o continuum real; caso contrario, num modelo discreto, a estimativa
pode se resumir apenas a visualizagao da referida superficie e a intuicao de que seja minima.

3.2. Medida da temperatura em uma barra metalica

Com fins de resolver o problema de conducao de calor em uma barra metélica®, Fourier indica, em
1807, uma solucdo matemética formal para a equacdo diferencial parcial a®u,, = u;, cuja resposta
[9] é:

2 2 2

+00
—n*nat nmnr
u(z,t) = Z bpe” 12 " sin (T) .
n=1

O objetivo com sua solucao é medir a temperatura u(zx,t) da barra em qualquer instante ¢t > 0
do tempo na posicao z. Considera-se que a barra tem comprimento 0 < z < L, e leva-se em conta
que u(0,t) =0 e u(L,t) =0 (a temperatura nas extremidades da barra mantém-se a zero grau).
Considera-se ainda que existe uma distribuicao inicial de temperatura na barra, f(x) = u(z,0) para

¢Problema proposto pelo Institut de France, Paris, que conferiria um prémio a quem fornecesse a melhor solugéao.
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0 < x < L, conforme pode ser observado na figura 7. Para Fourier, em sua solugdo, as condigoes
iniciais deveriam satisfazer:

f(x) = Jf: b, sin (n_zm) para b, = %/OLf(:E) sin (n_zw) dz.
n=1

Sua solucao nao convenceu o juri encarregado de analisar os trabalhos que concorriam ao referido
prémio, pois, segundo eles, havia duvidas acerca das fung¢Ges que poderiam ser escritas como
séries infinitas de senos e cossenos. Essas duvidas seriam resolvidas a partir do momento em
que se entendessem com mais precisao as ideias de convergéncia em séries e integrais. Com os
desenvolvimentos de Lebesgue, em 1902, sobre um novo conceito de integral fundamentado numa
teoria da medida, a solugéo formal de Fourier pode ser analisada [36]. Com ela, os problemas de
Fourier (fundamentados em convergéncias de séries e integrais) foram resolvidos. Note-se que um
problema pratico de condugao do calor que pode ser verificado ao esquentar uma barra metélica,
tal como o cabo de uma panela que vai ao fogo, precisou de quase cem anos para que sua solugao
fosse comprovada. Isso se deve ao fato de Lebesgue ter introduzido medidas para o trato com o
continuum real.

\ \
1 1
I I
! !

u(0,1) =0 u(z,t) u(L,t) =0

Figura 7: Barra metdlica

3.3. Incerteza no medir com “régua”

Quantidades infinitamente pequenas fazem parte do dia a dia do trabalho do matemaético. Apro-
ximagoes sao elaboradas e processos de convergéncia sao investigados. O mesmo nao se dd no
mundo fisico em que vivemos, haja vista que aproximagoes sao utilizadas e analises dos erros sao
levadas em conta. A migragdo de modelos discretos para modelos continuos, e vice-versa, implica
analises cuidadosas acerca das ferramentas utilizadas e das aproximagoes, principalmente se o foco
reside no conceito de medida.

No que concerne a discussoes acerca da impossibilidade de medir distancias muito pequenas, Bril-
louin ([11], p.32) indica a impossibilidade de, por exemplo, medir uma distdncia muito menor
do que 107*® cm, pois ndo h4 nenhuma “régua” disponivel para medir distdncias tdo pequenas.
Suponha-se, segundo Brillouin, que se queira medir algo da ordem de 107°° cm. O tnico com-
primento padrao que possibilitaria levar adiante tal medida, como comparacao de magnitudes,
conforme consta em [11], seria o comprimento A de uma onda eletromagnética. Note-se que,
quanto menor for o comprimento de onda (maior frequéncia), maior serd a precisdo, no entanto
maior serd a energia cedida pela radia¢ido em virtude da relagdo de M. Planck (1858-1947) entre
energia e frequéncia da radiagao
E=hv,

em que E é a energia do féton, h é a constante de Planck (6,62607015x10734J.5) e v é a frequéncia
da radiacao. Assim, para tal medida, levando-se em conta a comparagao com o comprimento de
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onda A, tem-se:

c 2101 24

Ainda segundo Brillouin [11], & pagina 32, isso representa uma quantidade de energia suficiente
para destruir todo o laboratério em que a medida seria realizada, e também o planeta Terra.
Desse modo, é possivel inferir que, se algo nao é possivel de ser medido, entao nao deve ser levado
em conta nas experiéncias laboratoriais. Seguindo essa linha de pensamento, pode-se conjecturar
que no trabalho do matematico ha estruturas em que quantidades infinitamente pequenas sao
utilizadas, quantidades essas que nao deixam de ser abstragoes que correspondem a situagoes
fisicas impossiveis ([10], p.236). Por outro lado, ndo hd como ndo dizer que essas quantidades
infinitamente pequenas sejam parte de desenvolvimentos mateméticos que acabam por auxiliar na
criacao de tecnologia,

O matemdtico define cuidadosamente os numeros irracionais. O fisico nunca en-
contra esses tais numeros. Nao importa se o que ele mede é representado por um
numero finito, com muitas figuras, e com uma certa quantidade de incerteza. O
matemdtico estremece com a incerteza e tenta ignorar os erros experimentais. ([11],
p.33) (Tradugdo dos autores).

Ainda segundo Brillouin, para o fisico essas quantidades sao apenas abstracoes, as quais estao muito
além das realizagoes laboratoriais. Num laboratério, a menor distancia que pode ser observada é
aquela que pode ser medida de acordo com a quantidade de energia disponivel nesse laboratério
([10], p.236).

Desse modo, uma linguagem bem definida, bem estruturada, seja no sentido abstrato, seja no
laboratorial, é parte integrante da ciéncia e, por mais que haja incerteza, tanto na linguagem
abstrata como na laboratorial, elas acabam por se complementar. Pode-se inferir que o avango da
ciéncia implica a diminuicao das incertezas. No caso do presente artigo, a diminuicao das incertezas
referentes ao conceito de medida.

4. Integrais: medir intervalos de nimeros reais

O conceito de medida estd presente na matemaética dos intervalos de niimeros reais. Com vistas
a expor a relevancia do conceito de medida nos intervalos de ntimeros reais, expoem-se algumas
mudangas significativas que ocorreram quando pequenas alteragoes no trato com os intervalos de
nameros reais indicaram alteragoes no desenvolvimento do conceito de integrais’. Nesse caso,
alteragoes foram desenvolvidas no processo de medicado com ferramentas de modelos continuos
(sentido microscépico). H4 outros exemplos da matemédtica que podem igualmente ser menciona-
dos, tais como os voltados a topologia, aos intervalos encaixantes, aos intervalos de Cantor etc.
Nem sempre hd uma designagao clara acerca de como medir, nem hé uma unidade representativa,
haja vista que normalmente a magnitude associada a medida é um nimero puro, sem unidades.

4.1. Cauchy

Cauchy, em sua definigao de integrais, utilizou uma particao de um intervalo [a, b]. Se I = [a, b]
é um intervalo fechado limitado em R, entao uma particao de I é um conjunto finito, ordenado,

7Nessa se¢do segue-se 0 exposto no artigo [22], bem como os livros [6, 7].
R
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P ={x9,21,...,2Tn 1, %, } de pontos em I, tal que a =29 < 21 < 22 < ... <z, = b ([7], pp.199-200).
Os pontos de P sdo usados para dividir I = [a, b] em subintervalos fechados que nao se sobrepoem,

I = [zg, 1], L = [21, 22], ..., Iy = [Tn1, 20 ],

cuja uniao € [a, b]. Representa-se uma particao de [a, b] por

P ={[zi1, 2]}

Cauchy elaborou somas, para cada particao, de modo a obter a area da regiao limitada entre funcao
f(z) e oeixo z. Se P = {[z;-1,2]}}, é uma particdo de [a, b], entdo a soma de Cauchy de uma
fungao continua f : [a, b] — R correspondente a £ é o ntimero

S(FP) = ) flaia) (@i — i ).
=1

Para cada retangulo que serd parte da area da regiao sob a curva f(x), Cauchy utilizou (z; — z;—1)
como base do retangulo e langou méao de f(z;_1) (os pontos z;_1 & esquerda de cada subintervalo
I; da particdo de [a, b]) como sua altura. Pode-se escrever que Cauchy utilizou uma “régua”, con-
forme pode ser observado na figura 8, com uma escala limitada. Com base nisso, escreve que uma
fungao continua f : [a, b] — R é dita ser Cauchy integravel em [a, b], se existe um numero L € R,
em simbolos C fab f(x)dz = L, tal que para cada & > 0 existe um 6 > 0 tal que se P é uma partigao
de [a, b] com ||P]| < &, entdo

|S(f;P)—L| <e.
| | | | | | |
I I I I I I I T
Ti2 X1 Z; Tiv1
N——
I;

Figura 8: “Régua” de Cauchy

4.2. Riemann

As somas de Cauchy consideram, em cada subintervalo de uma partigao, o valor da esquerda,
%;-1, do subintervalo [x;_1,z;] como argumento da func¢ao f. Por outro lado, B. Riemann (1826-
1866) aprofunda os estudos sobre a classe de fungoes integraveis e, em vez de escolher, em cada
particdo, o valor z; 1 (tal como fez Cauchy), escolhe um valor qualquer, ou seja, considera um valor
t; € [z;1, 7] A “régua” de Riemann, conforme pode ser observado na figura 9, é, com abuso de
linguagem, bem semelhante as que utilizamos no dia a dia.

Figura 9: “Régua”’ de Riemann

N
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Essa flexibilidade permite estabelecer condi¢bes necessarias e suficientes para a existéncia de uma
integral. Riemann aprimorou a régua utilizada por Cauchy e em sua régua escalas mais diversifica-

das eram permitidas, quaisquer pontos num intervalo podem ser utilizados. Se P = {[z; 1, z;]}}
é uma particao do intervalo I = [a,b], uma etiqueta é um ponto t; € I, = [z;-1,;], para
1=1,2,...,n. Una particao etiquetada de I = [a, b] é um conjunto de pares ordenados

7') = {([331;1, .’l?i], ti)}?:l

de subintervalos I; e suas respectivas etiquetas t;. Se P = {([z;_1, ], t;)}7, € uma particao eti-

quetada, entao a soma de Riemann de uma funcao f : [a, b] — R correspondente a £ é o nimero

n
S(f#) = ) f (1) (@i~ i),
i=1
Uma fungao f : [a, b] — R é dita ser Riemann integravel em [a, b] se existe um niimero L € R, em
simbolos R /abf(x) dz = L, tal que, para cada & > 0, existe um 6 > 0 tal que, se  é uma particao
etiquetada de [a, b] com ||P|| < 8, entdo

IS(f;P) - L| < &.

4.3. Kurzweil e Henstock

Ainda com fins de aumentar a classe de fungoes integraveis, e quigd inovar nas possibilidades
de medir todos os subconjuntos de R [32], J. Kurzweil e R. Henstock (1923-2007) desenvolvem
uma “régua”’, ao estilo de Riemann, mas com escalas flexiveis. Nessa nova “régua”, que inclui a
“régua”’ de Riemann, as escalas de medida podem ser ajustadas de acordo com o que se vai medir.
Para isso utiliza o termo calibre [7]. Uma fungao calibre em um intervalo I = [a, b] é uma fungao
estritamente positiva definida em I. Se 6 é um calibre em I, entdo uma particao etiquetada # de
[a, 0], em que I; = [z;_1, z;] e t; é uma etiqueta de I;, é dita ser 6-fina se

t;eI; C[t;—6(t;),t; +06(t;)] parai=1,2,...,n.

Uma funcéo f : [a,b] — R é dita ser Kurzweil-Henstock integravel [6, 7], em [a, b] se existe um
nimero L € R, em simbolos KH fab f(x)dx = L, tal que, para cada & > 0, existe um calibre 6, > 0
em [a, b], tal que, se P é qualquer particio 8, fina de [a, b], entao

IS(f;P) -~ L| < e

Do mesmo modo que, com simples alteragoes na “régua” utilizada por Cauchy, Riemann expan-
diu sua classe de fungoes integraveis, as integrais de Kurzweil-Henstock foram expandidas gracas
também a simples alteragoes na “régua” utilizada por Riemann, tal como pode ser observado na
figura 10. Nela nota-se que, de acordo com o calibre 0, as escalas na régua alteram-se em tamanho.
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l;
T2 Ti-1 T Tit1
N——
I

Figura 10: “Régua” de Kurzweil-Henstock

- importancia qu ncei medi m n nvolvimen matemati ja vis

Note-se a ortancia que o conceito de medida tem no desenvolvimento da matematica, haja vista

que pequenas alteracoes na “régua” utilizada para “medir” intervalos de ntimeros reais acarretaram

profundas alteragoes na classe das funcoes integraveis. H4 ainda as medidas (e teoria da medida)

de Lebesgue [18, 5], nao tratadas neste artigo, que de modo analogo impactaram significativamente
) ) )

muitos ramos da matematica.

O objetivo da discussao sobre as medidas em intervalos de nimeros reais e o conceito de integrais
relacionam-se também com a préxima se¢ao, que indicarda como o conceito de medida pode também
ser caracterizado como medida de quantidade de informagao. Como sera exibido na préxima secao,
a diferenca entre medir informacgao para modelos discretos e modelos continuos reside na utilizacao,
grosso modo, do sinal de somatoério ), para modelos discretos e do sinal de integral f para modelos
continuos. Ou seja, a existéncia de medidas de informacao para o caso continuo envolve a existéncia
de integrais, e, por conseguinte, a existéncia de funcoes integraveis. Ou seja, a “ponte” entre o
discreto e o continuo, no quesito “medida de informacao”, passa pelo conceito de integral.

5. Medidas de informagao discreta e continua

E bem plausivel escrever que a palavra “medir” esteja relacionada a utilizagao de alguma régua,
de alguma escala numérica, para medir alguma coisa. E o caso também da medida de informacao,
ou medidas de incerteza, desenvolvidas por Shannon [31]. Shannon indicou uma medida de in-
formacao, denominou-a de entropia, para um modelo matemético de comunicagao, a qual é essen-
cial na caracterizacao da era digital, nos tempos atuais. Os processos de comunicacao valem-se
de sinais, continuos ou discretos, que sao transmitidos (codificados e decodificados) por canais de
comunicacao (fios, antenas, cabos etc). Shannon tratou da comunicagdo entre dois pontos levando
em conta a existéncia de ruidos (interferéncias no canal de comunicagao). Os modelos de comu-
nicagao, no sentido da entropia de Shannon, podem ser lidos de acordo com os conceitos da area de
engenharia, levando-se em conta sinais, recep¢ao, emissao, redundancia, codificagao, decodificagao,
filtro, canais etc.

Ao se levar em conta que a entropia “mede” a quantidade de informagao, entao essa propensa
“régua” precisa de ajustes ao lidar com medidas em modelos discretos e continuos. Para modelos
discretos tem-se a entropia discreta, para modelos continuos tem-se a entropia diferencial. Note-
se que, nos modelos continuos, a entropia diferencial de Shannon nao compartilha das mesmas
leituras que a dos modelos discretos. Ou seja, ha propriedades da entropia discreta que nao
valem na entropia diferencial. Grosso modo, no caso da medida de informagao, entropia discreta
e diferencial nao compartilham da mesma “régua”’. No entanto, ao se fazer uma extensao para o
caso de duas varidveis aleatorias continuas, X e Y, entao a medida da informacao mutua I(X;Y)
compartilha de propriedades comuns ao caso discreto ([26], p.269), ([4], p.236) e [24]. Ou seja,
hé propriedades da entropia diferencial que valem para o caso discreto, mas nao valem para o
caso continuo, e hé propriedades da informagdo mutua que valem para ambas. Isso acaba por
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possibilitar outras leituras, e aplicagoes, da entropia diferencial, em areas que nao a da teoria da
informacao [24].

5.1. Modelos discretos

Em seu artigo de 1948 [31], Shannon utilizou probabilidades para caracterizar uma medida de
incerteza ou, como é comumente escrito, uma medida de informagao. Shannon trabalhou com
a estrutura da informacao como sendo derivada de consideragoes estatisticas, nao levando em
conta aspectos semanticos, valores ou significados relacionados a palavra informacao. Quanto
maior a incerteza a priori associada a um experimento, maior serd a quantidade de informagao
(incerteza eliminada apds o experimento). A seguinte férmula, para simbolos 21, T2, ..., iy ..., Ty,
com respectivas probabilidades a priori

p(21) = p1,p(2) = P2,..., (%) = pi, ..., P(Tm) = Prm,

representa a quantidade de informacao por simbolo:

H(pi,p2,- o, pm) ==K ) pilnpi.

=1

A constante K determina a unidade dessa informacao. Se o alfabeto é binario, entdao K = ﬁ =

log, e, e dai se pode escrever que a quantidade de informagao é medida em bits.

IOgZ pz)

1 m
H(pl,pQ,...,pm)=7E;pilnpi IOgQCZpZ(logQ(B

_,i ogn p. PitS_
L Pil0B2Pi o bolo”

bits
segundos *

Se cada simbolo consome um tempo ¢ em segundos, entao se tem a medida em

No caso em que se tem eventos equiprovaveis p; = py = %, tal como no lancamento de uma moeda
“honesta”, entao

1 1 1 1 1 1
H(pi,p2) = szlogﬂ?z— Z—log2§=(§10g2§+§log2§ =1
=1

Ou seja, a medida da quantidade de informacao no lancamento de uma moeda é 1 bit.

Shannon generalizou sua férmula de entropia para varidveis aleatérias discretas,
X = {1'1,"1727... Ty, Qi'm},

com p(z;) =p; paral <i<me )" p; =1 Para um alfabeto bindrio,

H(X) =~ p(z:)log, p(z:)
i=1
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é a féormula de entropia discreta de Shannon, e denota uma medida de quantidade de informacao.

5.2. Modelos continuos

A transmissao de informagoes pode se dar por meio de simbolos discretos, ou por sinais continuos,
ou por ondas elétricas, ou como uma funcao continua em relacdo ao tempo, estabelecida num
intervalo ¢ € [a, b]. Nesse intervalo a amplitude do sinal assume valores continuos com base numa
fungéo de densidade de probabilidade ([26], p.267). Tal como em outros setores da matemdtica, a
mudanca de discreto para continuo exige cuidado. No caso da féormula de entropia para modelos
discretos, H(X) = - X%, p(z;) logy p(;), sua extensdo para o caso continuo é dada pela entropia
diferencial, em que f(z) é uma fungdo densidade de probabilidade,

h(X) = / £ (2)og £ (2)d.

Em consonancia com o que tem sido exposto neste artigo, H(X) tem propriedades que h(X)
nao tem. Ou seja, enquanto H(X) é positiva, h(X) pode ser negativa (“informagao negativa”),
infinita (“quantidade infinita de informagao”) ou mesmo positiva. Isso indica que, para modelos
continuos, h(X) nao pode ser considerada, de imediato, como uma medida de informagao, a menos
que restrigoes apropriadas sejam indicadas [28].

5.3. Entropia diferencial 2 (X) negativa

Nesta secao o objetivo é exibir um exemplo em que a entropia diferencial pode ser negativa. No

caso em que X é uma varidvel aleatéria discreta que pode assumir os valores xy, 2s, . . ., Z,, com
respectivas probabilidades p(z1) = p1, p(22) = p2,...,p(@,) = pn, tal que Y-, p; = 1, a entropia
H(X) = - X, pilog, p; é sempre um nimero nao negativo, haja vista que a funcéo zlog, z é

negativa para valores entre 0 e 1, conforme pode ser observado na figura 11.

Y
[(z) =zlogy x

Figura 11: Fungao logaritmica y = zlog,

Ja para o caso de uma variavel aleatéria continua X, com fungao densidade de probabilidade f(z),
a seguinte condicao deve ser satisfeita:
+00
/ f(x)dx =1.

Essa condi¢do é andloga a condigdo Y; p; = 1 em varidveis aleatérias discretas. A construgdo
de exemplos em que se tenha a entropia negativa leva em conta a determinacao de uma fungao
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f(x) = 0, cuja drea no plano zy seja 1, de acordo com a variagao de alguns parametros. Por
exemplo, para nimeros reais a, h > 0, seja f(z) = —a: se0 <z < a, conforme pode ser observado
na figura 12. Note-se que os infinitos valores de a e h que satisfazem <* 2 =1 implicam que a &area
hachurada A serd igual a 1 (como é o caso quando a =1 e h = 2). Entende-se entao que hé valores
de a e h tais que “—h =1 e que, ao assumir, como hipétese, que a drea da regido A vale 1, tem-se
entao que A = 2 =1.

Figura 12: Funcao densidade de probabilidade f(z) = &£

Com base nessa defini¢do da funcao f, mostra-se que ela é uma funcao densidade de probabilidade,
+00 ~ s . . ~
ao mostrar que Lw f(x) =1eque f(z) = 0. A fung@o f é maior ou igual a zero por construcao.

Resta entao mostrar que
+0o0
[ st

‘[;mf(x)dxzf Ed [};—f

Como, por hipétese, a area A = 2 =1, tem-se entao que

[;mf(u:)dx = %h =1,

e f(x) é uma funcao densidade de probabilidade.

[ o]
0 2a

Com base nessa fungdo f(z), que é uma funcdo densidade de probabilidade, torna-se possivel
determinar o valor de h(X). Assim, ao considerar, sem perdas de generalidade, que o logaritmo é
expresso na base e, tem-se:

+00

h(X) :7‘/7‘+°°f(:1;) logf(x)dx :7/ %xlog%xd&t

—00

Ao fazer a substituicdo u = %, tem-se que du = %dx. Logo,

+0oo +00 a
h(X)sz ulogu(h)du—ﬁ‘/ ulogudu:fﬁ/ ulog udu.
—o0 a J a Jo

—ﬁu—Qlo ufu—2a ﬁ—lo afa—270—a—hlo afa—h
T2 YT T a2 Y T

0
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Portanto,
h 1
h(X) = % [1og a- 5] .

Como, por hipdtese, tem-se que %h =1, entao o valor de loga — % determinara o valor de h(X).

Por exemplo, se a = V2, entao
h
h(X) = % Moga 1] =1. [log\@f 1] =0,3465 - 0,5=0,1534 < 0.

Ou seja, h(X) < 0.

Assim, levando-se em conta que o logaritmo é expresso na base e, tem-se:

e Se a = +/e, entao h(X) = 0.

1 1
loga7§=0 = loga=§ = a=e? = a=+e
e Se a < /e, entdao h(X) > 0.
1 1
logaf§<0 = loga<= = a<e? = a<-+e.
e Se a > /e, entdao h(X) < 0.
1 1
logaf§>0 = loga>= = a>e? = a>+e.

A entropia diferencial h(X) pode ser nula, positiva ou negativa. Ou seja, enquanto no caso discreto
a quantidade de informacao H(X) é um numero positivo ou nulo, no caso continuo h(X) pode
ser nula, positiva ou negativa. Isso mostra que a “medida de informagao” para o caso continuo é
diferente da medida de informacao para o caso discreto.

5.4. A informagao mitua 7(X;Y).

Nesta secao, sem pretensoes de completude na exposigao, expoe-se, com base em referéncias bi-
bliogréficas, o conceito de informacao mutua. Para o caso discreto, tal como pode ser observado
em [26], [4] ou [14], a informac@o mutua pode ser expressa como

I(X;Y)=H(X)- HX|Y).

Nesse caso, tanto H(X) quanto a entropia condicional H(X|Y) s@o positivas ou nulas. Dali,
I(X;Y) > 0 para o caso discreto. Para o caso continuo, a informagao mutua 7(X;Y) tem
propriedades semelhantes a da entropia discreta, isto é, é maior ou igual a zero. Para verificar
essa condicao, consideram-se duas variaveis aleatérias continuas, a variavel aleatéria continua X
e a varidvel aleatdria continua Y. Considera-se também uma funcao densidade de probabilidade
conjunta f(x,y), tal que f:: L;mf(w, y)dazdy = 1. Assim, conforme pode ser observado em [26], &
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pagina 276, tem-se que:

o F(a,y)
X Y) = / / (2, y)log 70 s dady

R fx (z)
I(X;Y)=- / / f(x, y)logf( r )dmd

> [ e )[f((|)>1]1°ged””dy
= [T [T i @ose dsy+ [ [T staioge dsdy

=1.1.loge—loge =0.

Portanto, I(X;Y) > 0.

Desse modo, mostrou-se que, enquanto a entropia diferencial h(X) e a entropia discreta H(X)
sofrem alteragoes na medida da quantidade de informacao quando se alteram os modelos de discreto
para continuo, a informacao mutua, isto é, a informacao que transita pelo canal de comunicacao,
se mantém-se inalterada. Ou seja, a medida de ambas é nao negativa. Essa é uma propriedade
que reside na interseccao dos modelos discretos e continuos.

6. Conclusoes

Na matemadtica, vista como uma linguagem composta de estruturas e objetos [17], ndo somente abs-
tragoes sao possiveis, mas também uma abertura total para processos imaginativos que permitem
a criagao de estruturas adaptadas aos, por exemplo, processos de medi¢ao. Isso nao assegura que
todos esses processos tenham uma contraparte presente na realidade do mundo em que vivemos.
Ou seja, nao hd uma regra especifica que indique quais devam ser os desenvolvimentos que nao
sejam apenas uma multiplicagao de estruturas matematicas, e quais os que impactam a construgao
de novas tecnologias. Nao hd também como indicar impedimentos nesses desenvolvimentos. O
conceito de medida, a nocao intuitiva de medir alguma coisa, apresenta-se na histéria da humani-
dade e vem se desenvolvendo ao longo dos tempos. Medidas na época de G. Galilei (1564-1642) sao
muito distintas das medidas nos tempos atuais. Isso nao significa que se estd no dpice do estado
da arte dos processos de medigao. Tal como indicado por Brillouin, a menor distancia possivel a
ser medida depende da quantidade de energia a disposicao no laboratério em que a medida sera
realizada. Isso revela que novos desenvolvimentos podem ser feitos de modo a diminuir as incerte-
zas, aumentar as precisoes no quesito “medida”, como por exemplo, a classica e fantastica histéria
da definicao da medida “metro”, na Franga, em 1792 [1], que impactou os sistemas de medida ao
redor do mundo. Neste artigo, exemplos foram exibidos com vistas a mostrar que ha oscilagao, em
relagdo ao conceito de medida, entre as leituras advindas de ferramentas discretas para modelos
continuos e leituras advindas de ferramentas continuas para modelos discretos. Mostrou-se que
héa casos em que, mesmo que a leitura seja descuidada, o resultado é equivalente, haja vista a
utilizacao de uma ferramenta que serve aos dois propoésitos, quais sejam, a medida em modelos
discretos e nos continuos.

H& também contradigoes, ao se limitar a leitura ao “mundo discreto” quando o objetivo é observar
o “mundo continuo”. Como exemplo, pode-se citar a importancia de ter leituras atentas a pro-
priedades advindas do continuum real. Atengao deve-se ter, por exemplo, para nao concluir que
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o conjunto R é “maior” que um intervalo dele mesmo®. Isso pode levar a contradigoes, se uma
atengdo maior nao for empregada a distincao entre o todo e a parte. Ou seja, esse é um exemplo
de uma leitura do mundo macroscépico acerca de modelos do mundo microscépico. Ha também,
nao abordada neste artigo, a teoria da medida de Lebesgue, presente no inicio do século XX, e
também todas as discussoes acerca de medidas (ndo de Lebesgue), voltadas as ciéncias humanas,
que elencam critérios de medida apropriados a cada cenario em particular. Note-se, com base
na figura 13, a existéncia de alguns pontos-chave que impactaram (e podem ainda impactar) o
conceito de medida ao longo da histéria da matematica.

1+ Tecnologia 5G
XXI: Internet das coisas
y Cidades inteligentes
Integrais de Kurzweil-Henstock
xx |Medida da Informagao; Shannon
Medida e Integragao: Lebesgue
Riemann: integrais
x1x | Cauchy: limites
Fourier: séries

XVIII Intuicdo geométrica

XVII Célculo: Newton e Leibniz

-
1
1
1

| Civilizagbes antigas

Figura 13: Evolucao do conceito de medida ao longo dos séculos.

Estima-se, com este artigo, que a proposta da analise do conceito de medida em patamares discre-
tos e continuos, e da andlise de quais sao as propriedades que pertencem a ambos os patamares,
possa incentivar novos desenvolvimentos e auxiliar na elucidagao de equivocos, ou aparentes con-
tradigoes. Em particular, estima-se que novos desenvolvimentos possam surgir das investigagoes
acerca das medidas de informacao, e das leituras operacionais possiveis, no sentido das proprie-
dades pertencentes aos modelos discretos e continuos. Note-se que desenvolvimentos nessa area
impactam os desenvolvimentos tecnoldgicos que podem propiciar melhorias nas comunicagoes e no
desenvolvimento humano, tais como tecnologia 5G, internet das coisas, cidades inteligentes etc.
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Uma férmula para o nimero de permutacoes circulares
com repeticao via acoes de grupos

Guilherme F. S. Silva ® Jodo A. M. Gondim ®

Resumo

Na Analise Combinatéria que é estudada nos cursos de segundo grau e de inicio de faculdade, muita
énfase é dada nas permutacoes. S@o tratadas permutacoes lineares simples e com repeticdo, bem
como permutagoes circulares de elementos distintos, mas nada é mencionado sobre permutacoes
circulares com elementos repetidos. O objetivo deste trabalho é fornecer uma referéncia em lingua
portuguesa para uma formula usada para tal problema, assim como sua demonstragao, a qual passa
pela Teoria de A¢oes de Grupos e pelo Lema de Burnside. Esses tépicos sdo, também, tratados de
forma resumida ao longo deste texto para efeito de completude.

Palavras-chave: Permutacoes circulares com repeticao; Agoes de grupos; Lema de Burnside.

Abstract

In the Combinatorics studied in high school and in the early stages of college, a lot of emphasis is
given to permutations. Linear permutations with either distinct or repeated elements are treated,
as well as circular permutations with distinct elements, but nothing is mentioned regarding circular
permutations with repeated elements. The goal of this work is to provide a reference in Portuguese
for a formula that can be used in this problem, accompanied by its demonstration, which relies
on the Theory of Group Actions and Burnside’s Theorem. These topics are also briefly treated in
this paper for completeness purposes.

Keywords: Circular permutations with repetitions; Group actions; Burnside’s Lemma.

1. Introdugao

Permutagoes sdo um dos principais contetidos de Anélise Combinatéria estudados no Ensino Médio.
Inicialmente, aprendemos que o nimero de formas de se ordenar n objetos distintos é n! e chamamos
cada uma dessas ordenagoes de uma permutacao simples dos n objetos. Em seguida, consideramos
permutagoes com elementos repetidos, sendo B; elementos do tipo i, i€ {1,...,£}, com

P1+...+B¢=n1n.
Nesse caso, o numero de permutagoes desses n objetos é dado por

n!

Bil-...-Bel
BBl i
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Finalmente, os primeiros estudos de permutagoes costumam ser encerrados tratando das per-
mutagoes circulares. Se n objetos distintos estao dispostos ao longo de um circulo, entdao as n!
permutacoes simples acima contam cada uma das ordenagoes circulares n vezes, uma vez que,
escolhida uma das posigoes, podemos girar o circulo e colocar qualquer um dos n objetos nessa
posicdo. Assim, o nimero de permutagoes circulares de n objetos distintos é (n—1)!.

Todos esses contetudos sao tratados com profundidade em uma vasta literatura em portugués, da
qual podemos destacar [1], [2] e [3]. No entanto, ndo hé referéncias sobre permutagdes circulares
com repeticao. Seguindo a mesma linha de raciocinio dos casos acima, poderiamos imaginar que
bastaria dividir o nimero de permutacoes lineares com as mesmas repeticoes de objetos por n, mas
o seguinte exemplo mostra que esse raciocinio estd incorreto.

Exemplo 1. Quantas permutacoes circulares distintas dos elementos da sequéncia ® @ @ @ existem?

4!
2121 = 6 permutacoes lineares distintas desses quatro elementos. Dessa forma, dividindo
6 pelo nimero de objetos, um total de quatro, obtemos um nimero que nao é nem inteiro, o
que mostra que o raciocinio anterior nao funciona. Por inspecao, as duas permutacoes circulares

distintas sao as duas da Figura 1.

Figura 1: As duas permutacoes circulares distintas dos elementos @ @ @ @.

Como devemos proceder, entdao? Em [4], o autor apresenta uma férmula. Considere n objetos
de ¢ tipos distintos tais que ha B; objetos do tipo i para todo i € {1,...,€}. Se PC(B1,...,Be¢)
e PL(B1,...,Br) s@o, respectivamente, os nimeros de permutagoes circulares e lineares desses n
objetos, sabemos que |

n!

PL(B1,...,B¢) = AR

7k (1)

Entao
1 B Be
PO 0 =1 3 etrn (B ), @)
n & d d
onde N = mdc(Bi,...,B¢) € ¢ é a funcao totiente de Euler [5, Definigdo 2.6], a qual fornece o
numero de inteiros positivos m < n tais que m e n sao relativamente primos. De fato, no Exemplo
1 temos B = B2 =2, logo N = 2. Os divisores de 2 sdo 1 e 2, portanto (2) diz-nos que
1-6+1-2

PC(2,2) = 1 (p(DPL(2,2) + 6(PL(1, 1) = -

2,
N
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como queriamos.

Uma discussao mais profunda sobre problemas semelhantes a esse pode ser encontrada tanto em
[6] quanto em [7]. O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstragao para a férmula (2).
Para efeito de completude do trabalho, as principais técnicas envolvidas na argumentagao sao
expostas nas proximas duas Segoes. Primeiramente, acoes de grupos sao abordadas na Secao 2.
Em seguida, o Lema de Burnside, principal resultado usado na prova de (2), é tratado na Secao 3.
A demonstragao é feita na Segao 4, a qual conclui o trabalho.

2. Grupos e Acgoes de grupos

Comecgamos esta se¢gdo com um resumo sobre os principais topicos da Teoria de Grupos necessarios
para as SecOes posteriores. Um grupo trata-se de conjunto G, munido de uma operagao binaria

GxG - G
(g,h) +— gh

tal que

(i) (8182)83 = 21(8283) para todos g1, 8,,83 € G.

(ii) existe um elemento e € G (chamado identidade) tal que ge = eg = g para todo g € G.

(iii) para todo g € G existe g ' € G tal que gg ' =g g =e.
Por exemplo, os inteiros, com a operagao de adigao, configuram um grupo. Um subconjunto nao
vazio H de um grupo G é um subgrupo de G se g 'h € H para todos g,h € H. Se H é subgrupo de

G, chamamos o conjunto
gH={gh:heH}

de classe lateral a esquerda de H. E sabido que as classes laterais a esquerda de um subgrupo H
particionam o grupo G, e que gH = hH se, e somente se, g 'h € H. O ntmero de classes laterais a
esquerda de H em G é chamado de indice de H em G e é denotado por [G : H]. A ordem de um
grupo G, denotada por |G|, é dada pelo seu nimero de elementos. Quando G ¢ finito, o Teorema
de Lagrange [8, Teorema 1.2] garante que

|G| =[G : H][H].
Um importante conceito, fundamental para este trabalho, é definido a seguir.
Definigao 1. Sejam G um grupo e X um conjunto. Uma a¢ao de G sobre X é uma aplicacao

p: GxX — X
(g,x) = ¢(g,x)=g-x

satisfazendo

(i) e-x = x para todo x € X, onde e ¢ a identidade de G.
(i) g1 - (82 - X) = (g182) - x para todos g;,8, € Gex € X.
)
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O leitor interessado pode encontrar 6timas introdugdes a Teoria de Grupos e as Agoes de Grupos
em [8], [9] e [10]. Nosso foco caird sobre dois conceitos importantes que estéo associados a toda
agao.

Definigao 2. Considere uma acao de um grupo G sobre um conjunto X. Dado x € X, a drbita de
X é o conjunto
Orby={g-x:ge G} cX.

O estabilizador de x é o conjunto
Staby ={ge G:g-x=x} CcG.
A relagao das agoes de grupos com esse trabalho aparece quando representamos cada permutagao
linear (com repeti¢do) de n objetos como uma fungao
C:{1,...,n} —{1,...,¢}

que leva cada um dos n elementos no tipo correspondente, de modo que

ICr @)=, i=1,...,¢, (3)

onde C (i) denota a imagem inversa de {i} pela funcio C.
Seja X o conjunto de todas as fungoes C como acima. Vamos considerar a acao de Z,, = (1,2,...,n}
sobre X tal que, se k€ Z,, e C € X, entao k- C é a fungao k- C : {1,...,n} — {1,...,¢} dada por
k- C(m) = C(v), (4)

em que r é o resto da divisdo de m + k por n (a menos que m + k seja multiplo de n. Nesse caso,
r = n devido & forma como definimos Z,). Dessa forma, duas permutagdes lineares correspondem
a mesma permutagao circular se, e somente se, pertencerem a mesma 6rbita dessa acao.

Exemplo 2. Voltamos & mesma situagao do Exemplo 1. Suponha que o tipo 1 corresponde a @ e
que o tipo 2 corresponde a @. Nesse caso, o conjunto X possui seis elementos, que estao indicados
na Tabela 1.

Permutacao | C(1) C(2) C(3) C(4)
0000 1 1 2 2
0000 1 2 1 2
0000 1 2 2 1
0000 2 2 1 1
0000 2 1 2 1
0000 2 1 1 2

Tabela 1: Uma outra maneira de representar permutagoes com elementos repetidos.

Observe que ha apenas duas érbitas nesta agdo. Uma delas é formadapor 0 000, 000 ©, @ @
00c® 000 cnquanto a outra é formada por 0 @ @ @ ¢ ® ® ® ®. Essas orbitas correspondem
as duas permutacoes circulares distintas desses elementos.

Basta-nos, portanto, contar o nimero de érbitas dessa ag@ao, o que serd feito na proxima secio.
Antes disso precisaremos de mais alguns fatos sobre érbitas e estabilizadores.
s
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Teorema 1. Considere uma a¢ao de um grupo G sobre um conjunto X. Entdo:

(i) As érbitas da ag¢ao particionam X.
(#) Para todo x € X, Staby € subgrupo de G.
(iii) Se g,h € G e x € X, entao gStaby = hStaby se, e somente se, g-x=h-x.

(iv) Para todo x € X wvale
|Orby| =[G : Staby].

Demonstra¢do. Para o item (i), dado x € X temos x = e - x € Orby. Se y € Orb, N Orb,, entao
existem g;,g, € G tailsquey =g; -x =g, -x". Seg-x € Orby, entdog-x=g- (g;1 y) = (ggIl) cy =
(gg,) - (g2 - x) = (gg,'gs) - X € Orby, portanto Orby c Orb,. Analogamente, mostra-se que
Orbys € Orby, logo duas érbitas quaisquer ou sao iguais ou sao disjuntas, como queriamos.

Para o item (ii), como e - x = x, temos que e € Stab,. Se g,h € Staby, entdo g-x=x e h-x = x,
logog!-x=x,e(g'h)-x=g'-(h-x)=g ' x=x, logo g 'h € Staby, 0 que prova que Staby é
subgrupo de G.

Para o item (iii), note que gStab, = hStaby se, e somente se, g 'h € Staby, o que equivale a dizer
que (g 'h) -x = x, ou seja, que h-x = g - x, como queriamos.
Finalmente, considere o mapa

¢: Orby — G/Staby

g-x b+ gStaby
Esse mapa é claramente sobrejetivo, e pelo item (iii), € injetivo, logo é uma bijecao. Dali, concluimos
que
|Orby| = |G/Staby| = [G : Staby],

provando o item (iv).

O

Para finalizar esta se¢do note que, pelo item (iv) do Teorema 1 e pelo Teorema de Lagrange,
podemos escrever
|G|
Orby| = 5
| ! |Staby| (5)

sempre que o grupo G for finito.

3. O Lema de Burnside

Agora que ja sabemos contar quantos elementos hd em cada drbita usando a equagao (5), vamos
determinar quantas drbitas existem.

Teorema 2 (Lema de Burnside). Dados um grupo finito G, um conjunto X e uma agao de G sobre
X, o numero de drbitas distintas é dado por

1
IX/G| = @gezepc% (6)

onde X8 ={x e X:g-x=x} € o conjunto dos elementos de X que sdo fizados pela acdo de g € G.
ran
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Demonstragao. Primeiramente, note que

DUIXEI = [{(g,%) € GxX:g-x=x}|= ) [Staby. (7)
geG xeX
Por (5), ) . a .
el > IStaby| = el > o " > o 8)
xeX xeX xeX

O item (i) do Teorema 1 diz-nos que as érbitas da acao particionam X. Assim, vamos reescrever
a equagao (8) agrupando todos os elementos de uma mesma drbita. Se O € X/G, entao para todo
x € O tem-se |Orby| = |O]. Ficamos com

1 1
;{mz > Z@z > 1=[x/al (9)

0eX/Gx€0O 0eX/G
Combinando (7), (8) e (9) obtemos (6). o
4. A férmula para permutagoes circulares com repeticao

Considere n objetos de ¢ tipos distintos tais que ha B; objetos do tipo i para todo i € {1,...,¢}.
Se PC(B1,...,B¢) e PL(B1,...,Br) sdo, respectivamente, os nimeros de permutagoes circulares e
lineares desses n objetos, sabemos que

PL v
(ﬁl’”.?ﬁ{)_ﬁl!'.--’ﬁf!‘

Nosso objetivo nesta se¢@o é provar a férmula (2), isto é, que
1
Pc(ﬁla v ,ﬁé’) == Z QD(d)PL (éa RN &) )
n i d d

onde N = mdc(B1,...,8¢) e ¢ é a funcao totiente de Euler. Comecemos, como na Segao 2,
representando cada permutacao linear dos n objetos como uma fungao

C:{1,...,n} —{1,...,{}
que leva cada um dos n elementos no tipo correspondente, de modo que

IC W) =, i=1,...,¢ (10)

Seja X o conjunto de todas as fungoes C como acima. Vamos novamente considerar a acao de Zy
sobre X dada por (4), ou seja, se k € Z, e C € X, entao k- C: {1,...,n} — {1,...,¢} dada por

k- C(m) = C(v), (11)

como definida na Secao 2. Note que as permutacgoes C; e Cy pertencem a mesma 6rbita dessa agao
se, e somente se, correspondem & mesma permutacao circular dos n elementos. Basta, portanto,
calcular o numero de érbitas |X/Z,| dessa agao, que, pelo Lema de Burnside, é dado por

_ 1 K
X/Zal = = D IXH] (12)
keZ,
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Sejam k € Z, e d = |(k)|, isto é, a ordem do (subgrupo gerado pelo) elemento k. Se a acdo de k
sobre C fixa C, isto é, se k- C = C, entao

Cm)=C(m+k)=C(m+2k)=---=C(m+(d-1)k) (13)

para todom € {1,...,n}. Observe que os d elementos de {1, ...,n} indicados na equagao acima sao
distintos. Com efeito, se dois deles fossem iguais, concluiriamos que j;k = jok mod n, com ji,j, €
{0,...,d—1} distintos, o que contradiz o fato de d ser a ordem de k em Z,. Dali, segue que o0 nimero
de elementos de cada tipo é sempre um multiplo de d, portanto d divide N = mdc(B1,...,B¢).

Afirmamos que se |(k1)| = [(k2)| = d, entdo Xk =Xk, Com efeito, existe apenas um subgrupo de
Z, com ordem d [9, Theorem 7, Section 2.3]. Dessa forma, existe ng € Z tal que k; = ngks, ou seja,
k; = ngks mod n, o que nos permite escrever

kl = Ilokg + an,
com a € Z. Com isso, se ko fixa C, entao

C(m +k7) = C(m + npky + an) = C(m + ngky) = C(m)

para todo m € {1,...,n}, ou seja, k; fixa C, de modo que XM 5 Xk2. A outra inclusdo é analoga
e, com ela, a afirmacdo estd provada.

Como hé exatamente ¢(d) elementos de ordem d em Z,, [9, Proposition 6, Section 2.3], podemos

n
calcular a quantidade de elementos fixados pela agao de 3 e multiplicar esse nimero por ¢(d) em

(12). Note que, agora, faremos a soma sobre todos os divisores de N = mdc(By,...,Br), ou seja,
(12) torna-se
1 —q
X/Zn| = - d)[xn/d. 14
/2= 2 o @R (14)

. .. ~ n ‘ . .
Assim, podemos direcionar nossa atencao a k = —. De fato, esse é o motivo de consideramos os
representantes das classes em Z, de 1 a n ao invés da escolha usual de 0 a n— 1, pois isso evita
termos que tratar o caso d = 1 separadamente. Se C € X"/4 e m € {1,...,n}, temos

n n n
C(m)—C(m+a)—C(m+2&)—~-—C(m+(dfl)a). (15)
Na equagao acima, a funcao C é calculada em d elementos distintos de {1,...n}, os quais formam

~ . " . n .
uma progressao aritmética de razao 3 quando escritos em ordem crescente. Logo, o menor desses

n
elementos estd entre 1 e a

Com isso, segue de (15) que toda fungao C € X"/4 fica totalmente determinada pelos elementos do

conjunto
n
Sd:{1’2""’5}’

pois as imagens dos demais elementos sao obtidas repetindo essa sequéncia inicial. Basta olhar,
portanto, para a restrigao

Cd=C|Sd:{1,2,...,2}—>{1,...,£},
A~
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que é tal que |C;11(i)| = %, i=1,...,¢. Como h4 PL ('%, . %) dessas fungoes (por (1)), segue
que
x*/d = pr (B, B 1
X -rn (B A (16)
e, por (14),
1
PC(Bh'"va) = _Z‘P(d)PL (éu"w&)u (17)
n & d d

como queriamos.
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Inteiros de Eisenstein

Renan da Paixao Moura!® Edinaldo Junior Teles de Oliveira® Eleonesio Strey®

Resumo

Desde os trabalhos de Gauss, vérios pesquisadores tém se interessado pelo estudo de anéis que
possuam uma aritmética similar a dos inteiros. Dentre eles, destaca-se o anel dos inteiros gaussi-
anos, que é composto pelos nimeros complexos cujas partes real e imaginaria sao inteiras. Outro
exemplo de grande importancia neste contexto é o anel dos inteiros de Eisenstein, o qual é o objeto
de estudo deste artigo. Neste trabalho, sao apresentados os inteiros de Eisenstein, enfocando suas
propriedades algébricas, além de fornecer interpretagoes geométricas de alguns resultados.

Palavras-chave: Inteiros de Eisenstein; Teorema da Divisao em Z[w]; Teorema de Bézout em Z[w];
Fatoragao Unica em Z[w].

Abstract

Since the works of Gauss, several researchers have been interested in the study of rings that have an
arithmetic similar to that of integers. Among them, the ring of Gaussian integers stands out, which
is composed of complex numbers that have a real part and an integer imaginary part. Another
example of great importance in this context is the Eisenstein ring of integers, which is the object
of study of this article. In this work, Eisenstein’s integers will be presented, focusing on their
algebraic properties, in addition to providing geometric interpretations of some results.

Keywords: Fisenstein Integers; Division Theorem in Z[w]; Bezout’s Theorem in Z[w]; Unique
Factorization in Z[w].

1. Introdugao

Um inteiro de FEisenstein é um ntmero complexo da forma a + bw, em que a e b sao nimeros
inteiros e w = (-1 +iV3)/2. O ntmero complexo w é uma raiz cibica primitiva da unidade, isto
é w+w+1=0,jiquex®1=(x—1)(x>+x+1). A outra raiz ciibica primitiva da unidade
é w?=-1-w=w, onde w é o conjugado de w. O conjunto formado por todos os inteiros de
Eisenstein munido das operagoes usuais de adigao e multiplicagao de nimeros complexos é um

anel comutativo com unidade, o qual é denotado por Z[w]. Em simbolos,
Z|w] = {a+bw; a,b e Z}.

De maneira alternativa, podemos descrever Z[w] como sendo o conjunto formado por todas as
combinacoes lineares inteiras de 1 e w. Um nitimero complexo x + iy, onde x e y sao nimeros

'Parcialmente apoiado pelo Instituto Tim e pelo CNPq [119064/2021-9].
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reais, é representado geometricamente pelo par ordenado (x,y) no plano complexo. Em particular,
um inteiro de Eisenstein da forma a + bw, em que a e b sdo nimeros inteiros, é representado por
(Re(a+bw), Im(a+bw)), isto é, (a—b/2, b\/§/2). Uma representacao dos inteiros de Eisenstein no
plano complexo é apresentada na Figura 1(a). Dois inteiros de Eisenstein a+bw e ¢+ dw sao ditos
iguais se, e somente se, a =c e b = d. Essa tltima definicao coincide com o conceito de igualdade
de nimeros complexos.

Defini¢ao 1. Definimos a norma em Z[w] como a funcao N : Z[w] — Z,; que associa a cada inteiro
de Eisenstein @ = a + bw, o valor inteiro nao negativo N(a) = |a|? = a@ = a? — ab + bZ.

(a) Inteiros de Eisenstein. (b) Nao existem inteiros de Eisenstein de norma 2.

Figura 1: Representacao dos Inteiros de Eisenstein no Plano Complexo.

Observacao 1. Seja n um inteiro positivo. Um inteiro de Eisenstein @ tem norma igual a n se, e
somente se, (Re(a),Im(a)) pertence A circunferéncia centrada na origem de raio yn. A norma de
um inteiro de Eisenstein é um inteiro nao negativo, mas nem todo inteiro nao negativo é norma de
algum inteiro de Eisenstein, isto é, a funcao norma nao é sobrejetora. Por exemplo, nao existem
inteiros de Eisenstein de norma igual a 2, conforme ilustrado na Figura 1(b).

Teorema 1. A funcdo norma € multiplicativa, isto €, N(a - 8) = N(a) - N(B), Va, B € Z|w].

Demonstracdo. Para quaisquer «, 8 € Z[w], tem-se
N(ap) =aB-af=a-B-@-B=aa- BB =N(a)- N(@p).
Logo, a fungao norma é multiplicativa. Isso conclui a demonstragao. O

Definicao 2. Um inteiro de Eisenstein a é dito invertivel em Z[w], se existir um elemento g € Z[w]
tal que @ - B =1. Os elementos invertiveis em Z[w] também sdo chamados de unidades de Z|w],
ou simplesmente de unidades, se estiver subentendido que estamos nos referindo as unidades de
Z|w]. Denotaremos por U(Z[w]) o conjunto das unidades de Z[w].

N
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Teorema 2. Os Unicos inteiros de Fisenstein que sdo invertiveis em Z[w] sdo +1,+w e +w?. Isto
é, o conjunto das unidades de Z[w] é U(Z[w]) = {#1, +w, +w?}.

Demonstragao. E f4cil ver que +1, +w e +w? sdo invertiveis em Z[w]. Reciprocamente, se u = a+bw
é um elemento invertivel em Z[w]. Entao existe v € Z[w] tal que u-v = 1. Aplicando a norma em
ambos os lados dessa ultima igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos N(u)-N(v) = 1.
Como N(u) e N(v) séo inteiros néo negativos, segue que N(u) = N(v) = 1. Assim, a? —ab+b? =1,
uma vez que u = a + bw. Considerando a2 —ab + (b? ~ 1) = 0 como uma equacio de segundo grau
com incégnita “a”, vemos que esta equacio sé tem solucao real quando b?—4(b%—1) > 0, isto é, se
-2/ V3<b<2 / V3. Como b é um ntmero inteiro, os possiveis valores para b sio —1,0 e 1. Vamos
analisar cada um dos casos. Quando b = -1, teremos a2 + a = 0; desse modo, a =0 ou a = -1, e,
assim, u=-wouu=-1-w=w? Seb=0, teremos a1 =0, o que implica a =1 ou a = —1; desse
modo u =1 ou u=-1. Por tltimo, se b = 1, teremos a? —a =0, e assim a =0 ou a = 1; logo, u = w
ouu=1+w=-w? Portanto U(Z[w]) = {£1, +w, +w?}. O

Definigao 3. Dois inteiros de Eisenstein @ e 8 sao ditos associados se B = u - @ para algum u €
U(Z[w]) (isto é, se B = +a, B = twa ou B = +w’a).

Exemplo 1. As unidades de Z[w] estdo ilustradas na Figura 2(a). Os associados de @ = 3 + w s@o

os inteiros de Eisenstein @ = 3+w, @ = -3 - w, wa = -1+ 2w, wa =1-2w, w?a=-2-3we

~w?a =2+ 3w, os quais estao ilustrados na Figura 2(b).

(a) Unidades de Z[w] (b) Associados de @ =3+ w

Figura 2: Unidades de Z[w] e associados de @ = 3 + w.

Corolario 1. Sejam a e B sao inteiros de Fisenstein. Temos que:

(i) @ é invertivel se, e somente se, N(a) = 1.

(i) Se a e B sdo associados, entdo N(a) = N(B).

N
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Demonstra¢do. Consequéncia imediata do Teorema 2. O

Observagao 2. Um inteiro de Eisenstein a@ nao nulo possui exatamente seis associados, a saber
+a,+wa e +w?a. Por outro lado, o Coroldrio 1 garante que elementos associados possuem a
mesma norma. Logo, para cada inteiro positivo n, o nimero de inteiros de Eisenstein de norma
igual a n é multiplo de 6.

Observagao 3. A reciproca do Item (4) do Corolério 1 nao é verdadeira, uma vez que 3+w e 3+2w
possuem a mesma norma, mas nao sao associados (Exemplo 2).

Exemplo 2. Os inteiros de Eisenstein de norma igual a 4 e norma igual a 7 estao ilustrados nas
Figuras 3(a) e 3(b), respectivamente. Os elementos de norma igual a 4 sdo os associados de 2 e os
de norma igual a 7 sdo os associados de 3 + w (destacados em vermelho) e 3 + 2w (destacados em
azul).

(a) Norma igual a 4 (b) Norma igual a 7
Figura 3: Inteiros de Eisenstein de norma igual a 4 e igual a 7.

Definicao 4. Sejam « e § inteiros de Eisenstein. Dizemos que 8 divide @ (ou 8 é um divisor de
@, ou ainda, @ é um mdltiplo de B), e escrevemos B | @, se existir um elemento y € Z[w] tal que
a =y - fB. Caso contrério, dizemos que B nao divide @ (ou B nao é um divisor de @, ou ainda, «
ndo é um multiplo de B) e escrevemos B 1 a.

Exemplo 3. Para verificar se 2 — w divide 4 + 6w, basta verificar se existe um inteiro de Eisenstein
a+bw tal que 4+ 6w = (2— w)(a+bw), ou seja, 4+ 6w = (2a+b) + (—a+ 3b)w. Como nio existem
inteiros a e b que satisfazem simultaneamente 2a+b =4 e —a+ 3b = 6, segue que (2—w) t (4+6w).

Observagao 4. Os multiplos de um inteiro de Eisenstein B8 séo os elementos da forma (m + nw) - 3,
com m,n € Z. Como (m +nw) - B = mB +n(wp), segue que os multiplos de B sdo as combinagoes
lineares inteiras de 8 e wp.

Exemplo 4. Os multiplos de B8 = 3 + w estao destacados em vermelho na Figura 4. Eles sao as
combinacdes lineares inteiras de 3+ w e wB = w3+ w) = 3w +w? = 3w+ (-1 -~ w) = -1 + 2w.

N
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Figura 4: Multiplos de 8 =3 + w.

Teorema 3. Um inteiro de Fisenstein a+ bw € divisivel por um inteiro ¢ se, e somente se, ¢ | a e
c|bemZ.

Demonstracdo. Sejam a, b e ¢ inteiros tais que a+ bw é divisivel por c¢. Assim, existem inteiros m
e n de modo que a+ bw = c(m + nw) = cm + (cn)w. Logo, a=cm e b =cn, isto é, c|aec|b.
Reciprocamente, se ¢ | a e ¢ | b em Z, entao existem inteiros m e n tais que a =cm e b = cn. Assim
a+bw = cm + cnw = ¢(m + nw) e, consequentemente, ¢ | (a + bw). O

Teorema 4. Se a | B em Z[w], entdo N(a) | N(B) em Z.

Demonstracdo. Sejam «a,B € Z[w] tais que a | . Assim, existe um elemento vy € Z[w] tal que
B = ay. Aplicando a norma em ambos os lados dessa ltima igualdade e usando o fato de que a
norma é multiplicativa, obtemos N(8) = N(ay) = N(a)N(y). Portanto N(«) | N(B8) em Z. O

Exemplo 5. Como N(—2-3w) = (-2)2—(-2)-(-3)+(-3)%2 = 7, N(10-3w) = 10%>-10-(-3)+(-3)? = 139
e 74139 em Z, o Teorema 4 garante que (-2 - 3w) { (10 - 3w) em Z[w].

Observagao 5. A reciproca do Teorema 4 nao é verdadeira, ou seja, existem inteiros de Eisenstein
a e B tais que N(a@) | N(B) e @ 1 B. Por exemplo, N(2 — w) = 7 divide N(4 + 6w) = 28, porém
(2-w) f (4+6w), como visto no Exemplo 3.

Teorema 5. Se @ e B sdo inteiros de Eisenstein tais que @ é nao nulo, B é um divisor de a e
N(B) = N(a), entdo a e B sdo associados.

Demonstra¢do. Como B | a, segue que existe um elemento y € Z[w] tal que @ = By. Aplicando
a norma em ambos os lados dessa tltima igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos
N(a) = N(B)N(y). Assim, N(a) = N(a)N(y), pois N(B) = N(a). Como a # 0, segue que N(y) =1,
isto é, ¥ é uma unidade. Portanto a e 8 sao associados. O

Teorema 6. Sejam a e B inteiros de Eisenstein ndo nulos. Se a | B e B | a, entdo a e B sdo
associados.
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Demonstracdo. Como a | B e B | a, segue que existem y1,7ys € Z[w] tais que B = yia e @ = y8.
A partir disso, obtemos @ = y28 = ya2(y1@) e, consequentemente, 1 = yoy1 (pois @ # 0). Aplicando
a norma em ambos os lados dessa tltima igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos
1 =N(y2)N(y1), o que implica que N(y1) = N(y2) =1, isto é, y; e y5 sao unidades. Portanto, a e
B sao associados. O

2. Teorema da Divisao

Nesta secao apresentaremos o Teorema da Divisao para inteiros de Eisenstein.

Teorema 7 (Teorema da Divisdo). Para a,f € Zlw], com B # 0, existem y,p € Z|w] tais que
a=yB+p eN(p) <N(B).

Demonstra¢do. Sejam «a e B inteiros de Eisenstein com S # 0. Se B | @, entao existe um elemento
v € Z|w] tal que @ = yB + 0. Observe que N(0) < N(B), logo obtemos o resultado desejado. Por
outro lado, se B 1 @, entdo existem x,y € Q tais que a/B = x + yw. Agora, escolhemos inteiros m e

n tais que
-ml<z e ly-nl<. )
x-m|<- e |y-n| <=,
2 © 2
e definimos y = m+nw e p = @ — By = B(e/B— ). Como para todo nimero complexo da forma

z = c+dw tem-se |z|? = |c + dw|? = ¢? — cd + d?, segue que

2

ad = |(x+ yw) — (m +nw)|?

E*?’

= |(x-m) + (y - nwl?

= (x-m)?~ (x-m)(y ~n) + (y - n)*
1 1 1 3

< +-+ .

4 4 4 4
Como p = f(a/B~7) e f # 0, segue que N(p) = |p[2 = B2 - [a/B—y|" < 3/4- 1B < 1B = N(p).
Portanto existem vy, p € Z[w] tais que @ = yB+ p e N(p) < N(B). O

Observagao 6. Dois inteiros m e n satisfazem as desigualdades descritas em (1) se, e somente se,
nao existem inteiros mais préximos de x e y do que m e n, respectivamente.

Exemplo 6. Sejam @ = 6+w e 8 = 3+w. Dizer que um inteiro de Einsentein p satisfaz N(p) < N(B)
significa que p, representado no plano complexo pelo par ordenado (Re(p),Im(p)), pertence ao
interior do circulo centrado na origem de raio 4/N(B). Por outro lado, na Figura 5(a) observamos
que existem exatamente trés miltiplos de 8 que estdo a uma distancia de a estritamente menor do
que \/N(B), a saber, (1-w)pB, (2—w)B e 2B. Isso nos permite concluir que existem exatamente trés
maneiras de escrever a = yB+p com N(p) < N(B), asaber, @ = (1-w)B+(24+2w), a = (2-w)B+(—1+w)
e @ = 2B+ (—w), as quais estao ilustradas nas Figuras 5(b), 5(c) e 5(d), respectivamente. Todas as
afirmacoes feitas neste exemplo podem ser comprovadas algebricamente.

Observagao 7. O Exemplo 6 ilustra o fato de que, ao contrario do que ocorre com a divisao nos
inteiros, os elementos y e p do Teorema 7 nao sao tnicos.

Dados inteiros de Eisenstein o e 8, com S # 0, o Teorema 7 garante a existéncia de inteiros de
Eisenstein y e p tais que @ = yB+ p e N(p) < N(B). No enunciado do teorema nao ha informagao
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(a) Multiplos de B préximos de a. b)) a=(1-w)B+(2+2w)
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . o« . . . . . . . . . . . . . .

() @a=2B+(-w) (d) a=2-w)B+(-1+w)

Figura 5: Divisao de a por .

de como encontra-los, mas a demonstracao do teorema fornece implicitamente um método para
determinar, ao menos, um par (y,p) que satisfaz as condigées do teorema. FKEsse método serd
ilustrado no exemplo a seguir.

Exemplo 7. Considere novamente os inteiros de Eisenstein @ = 6+ w e =3 + w do Exemplo 6.
ComoB=3+w=3+w=3+(-1-w)=2—weN(B) =7, segue que

@ o f (6+w)(2-w 13 3w 13 3
B BB Np 1 1 7
Agora, observe que os inteiros m = 2 e n = 0 satisfazem as condigoes
13 1 3 1
'7m'§§ e f?fn §§7

pois 2 e 0 sdo os inteiros mais préximos de 13/7 e —=3/7, respectivamente. Logo, pela demonstracao

do Teorema 7, y=2+0-wep=a—Bq=(6+w)— (3+w)(2+0 - w) = —w satisfazem as condigoes
R
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desejadas, ou seja, @ = 28 + (—w) e N(—w) < N(B). No Exemplo 6 vimos que existem exatamente
trés maneiras de dividir @ por 8, e a solugdo encontrada aqui é obviamente uma delas (Ver Figura

5(c)).
Exemplo 8. Sejam @ =5+ 6w ¢ B =2w. Como N(B8) =4 e f=-2- 2w, segue que

a_a-,B__ (5b+6w)(-2-2w) 2-10w 1 5

B B P NG) T2 2
Existem exatamente dois inteiros que satisfazem a desigualdade |1/2—m| < 1/2, a saber, m =0 e
m = 1, e dois inteiros que satisfazem | —5/2—n| < 1/2, a saber, n = -3 e n = 2. Ou seja, seguindo
os passos da demonstragao do Teorema 7, obtemos quatro pares de inteiros de Eisenstein (y, p)
satisfazendo @ = yB+p e N(p) < N(B) que sdo (2w, 1+2w), (-3w,-1) , (1-2w,1) e (1-3w,-1-2w).
Em outras palavras, o método descrito implicitamente na demonstracao do teorema, nesse caso,
fornece quatro formas distintas de dividir @ por 8, a saber,

(2)

a=(2w)p+(1+2w)=(Bw)p-1=(1-2w)p+1=(1-3w)B+ (-1 -2w).

Por outro lado, os unicos multiplos de 8 que pertencem ao interior do circulo centrado em @ e raio
r = +/N(B) sdo 2wf, -3wp, (1-2w)B e (1-3w)B (Figura 6). Logo, as tnicas formas de dividir «
por B séo as quatro apresentadas acima.

Figura 6: Multiplos de B proximos de «

3. Algoritmo de Euclides

Iniciaremos introduzindo o conceito de maximo divisor comum.

Definigao 5. Sejam «,f € Z[w] tais que @ # 0 ou B # 0. Um divisor comum de @ e 8 de norma
maxima é chamado mdximo divisor comum de a e S.

Observagao 8. Se § é um méximo divisor comum de @ e B, entdo (pelo menos) seus multiplos
unitérios +6, +wd e +w?¢ também sdo maximos divisores comuns de @ e 8. Apesar do conceito
de méximo divisor comum em Z[w] ser andlogo ao conceito de maximo divisor comum em Z (Tal
fato serd demonstrado na préxima segao - Corolério 3), aqui ndo temos um elemento especifico que
seja chamado de “o méaximo divisor comum de @ e 5”.
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Teorema 8 (Algoritmo de Euclides). Sejam a,8 € Z|w] com a # 0 e B # 0. Se o Teorema da
Divisao for aplicado sucessivamente para se obter

a=v18+p1 N(p1) <N(B)
B=7v2p1+p2 N(p2) <N(p1)
p1=7v3p2+p3 N(p3) <N(p2)

Pn2=YnPn1+Pn N(on) <N(pon1)
Pn-1 = VYn+1Pn t 07

entdo py (isto é, o dltimo resto nao nulo) é um mdzimo divisor comum de a e f3.
Demonstracdo. Essa prova pode ser feita de forma analoga & demonstracao do Algoritmo de Eu-
clides para nimeros inteiros. Para mais detalhes, confira a referéncia [6]. o

Observagao 9. A partir das igualdades do Teorema 8 é possivel concluir que qualquer divisor
comum de @ e B também divide p,,.

Exemplo 9. Sejam ¢ =8 -3w e B =4+ w. Como

8-3w = Q2-2w(d+w)+(2+w) N(-2+w)<N{4+w)
d+w = (2-w)(2+w)+(-1) N(-1) < N(—2+w)
2+w = 2-w)(-1)+0,

o Algoritmo de Euclides garante que —1 é um maximo divisor comum de a e 8.

Teorema 9. Sejam a e B inteiros de Fisenstein ndao nulos e 6 € um mdzrimo divisor comum de a
e B obtido via Algoritmo de Fuclides. Se 8" ¢ um mdzimo divisor comum de a e B, entdo 6 e &’
sao associados.

Demonstra¢do. Sejam a e B inteiros de Eisenstein nao nulos, § um maximo divisor comum de @ e 8
obtido via Algoritmo de Euclides e §" um méaximo divisor comum de a e 8. Da Observagao 9, segue
que ¢’ | 6, uma vez que ¢’ é um divisor comum de @ e 8. Assim, existe y € Z[w] nao nulo tal que
6 =0y, pois 6 # 0. Como a norma é multiplicativa e y # 0, segue que N(5) = N(6")-N(y) = N(58’).
Por outro lado, temos N(8§) = N(§’), pois um méximo divisor comum de @ e 8 é um divisor comum
de norma méxima. Portanto N(y) = 1 e consequentemente § e ¢’ sdo associados. O

Corolario 2. Sejam a e B inteiros de FEisenstein ndao nulos. Se 81 e 2 sao mdxrimos divisores
comuns de a e B, entao 61 e 02 sao associados.

Demonstracdo. Sejam « e B inteiros de Eisenstein nao nulos, §; e d; méaximos divisores comuns
de @ e B e § um méximo divisor comum de a e B obtido via Algoritmo de Euclides. O Teorema 9
garante que existem ui, us € U(Z[w]) tais que § = u161 e d2 = u2d. Donde segue que do = uopt167.
Mas, N(uopu1) = N(u2)N(up) =1-1=1. Logo, d; e §2 sao associados. O

Observacao 10. O Corolério 2 e a Observacao 8 garantem que se § é um maximo divisor comum
de a e B obtido via Algoritmo de Euclides, entdo os méximos divisores comuns «a e 8 sdo 6, +ws
e +w?5. Em particular, os maximos divisores comuns a e 8 podem ser obtidos a partir de um
méaximo divisor comum fornecido pelo algoritmo de Euclides.
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Definigao 6. Dizemos que a e 8 sao primos entre si ou relativamente primos quando os inteiros de
Eisenstein a e 8 tem uma unidade como um méaximo divisor comum.

Observagao 11. Dois inteiros de Eisenstein @ e B sao relativamente primos se, e somente se, seus
2

maximos divisores comuns sao +1,+w e +w*”.
Exemplo 10. No Exemplo 9 vimos que —1 é um méximo divisor comum de 8—3w e 4+ w. Como -1
é uma unidade de Z[w], segue que 8 — 3w e 4 + w sao relativamente primos. Os maximos divisores

comuns de 8 — 3w e 4+ w sdo 1, +w e +w?.

4. Teorema de Bézout

Nesta secao apresentaremos o Teorema de Bézout e alguns de seus corolarios.

Teorema 10 (Teorema de Bézout). Sejam a e B inteiros de Eisenstein, ndo ambos nulos, e seja &
um mdzximo divisor comum de a e 3. Entao, existem o, € Z[w] tais que ao + LA =4.

Demonstra¢do. Sejam A = {ao + BA; 0,1 € Z[w]} e B={N(y); y € A e y # 0}. Sejam ng o menor
elemento de B (a existéncia desse elemento é garantida pelo Principio da Boa Ordenagao [4], uma
vez que B £ 0 e B CZ,) eyy € A tais que y9 # 0 e ng = N(yp). Provaremos que yo | @ e yo | B
(isto é, y¢ é um divisor comum de @ e B). Se yo 1 @, entdo existem q,r € Z[w] tais que @ = ypq+r,
r# 0 e N(r) < N(yg). Como yy € A, existem 07,1y € Z[w] tais que yg = aoy + BAg. Entao,

r=a-yoq=a- (aoo+Bo)q = a—acoq— Bloq = a(1—00q) + B(-0q)-

Assim, r € A (Absurdo!). Isto contradiz a minimalidade de yo. Logo, yo | @. Analogamente,
podemos mostrar que yq | 8. Portanto yg é um divisor comum de @ e 8. Agora, mostraremos que
o € um divisor comum de norma méxima. De fato, seja y um divisor comum de a e 8. Assim,
existem v1,vs € Z[w] tais que @ = yv; e B = yvus e, consequentemente,

Yo = a0 + BAg = (yv1)oo + (yv2)do = y(v100 + v2dy).

Isso mostra que vy | vg e, pelo Teorema 4, N(y) | N(yg) em Z. Como N(yq) = 1, pois yg # 0, segue
que N(y) < N(yp). Logo, y¢ é um méximo divisor comum de @ e 8. Para concluir a demonstragcao,
basta aplicar o Corolario 2 e usar o fato de que yg € A. O

O préximo resultado mostra que o conceito de maximo divisor comum em Z[w] é andlogo ao de
maximo divisor comum nos inteiros.

Corolario 3. Sejam a e B inteiros de Fisenstein tais que @ # 0 ou B # 0. Temos que § € um
mazimo divisor comum de a e B se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao verificadas:

(i) O elemento § € um divisor comum de @ e f3.

(i) Se y é um divisor comum de a e B, entdo y € um divisor de 6.

Demonstracdo. Sejam a e B inteiros de Fisenstein, nao ambos nulos, e § é um maximo divisor

comum de a e B. Evidentemente, por definigdo, 6§ é um divisor comum de a e 8. Agora, se y é
um divisor comum de a e B, existem vq,vs € Z[w] tais que a@ = yvy e B = yvs. Por outro lado,
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sejam o, A € Z[w] tais que @o + BA = 6§ (a existéncia desses elementos é garantida pelo Teorema
de Bézout). Logo,

0 =ao + LA = (yv1)o + (yv2)d = y(vi0 + v24).
Isso mostra que y é um divisor de §. Reciprocamente, sejam a e B inteiros de Eisenstein, nao
ambos nulos, e 6 um divisor comum de @ e 8 tal que para qualquer y que divide a e 8 temos que
vy também divide §. Como N(§) > 1, aplicando o Teorema 4, temos que § é um divisor comum de
a e B de norma maxima. Portanto 6 é um maximo divisor comum de a e 8. O

Corolario 4. Sejam a e B inteiros de Fisenstein. Temos que a e B sdo relativamente primos se, e
somente se, existem inteiros de Fisenstein o e A tais que oo + A =1.

Demonstracdo. Se a e 8 sao relativamente primos, entao 1 é um maximo divisor comum de « e
B. Portanto, pelo Teorema de Bézout, existem inteiros de Eisenstein o e A tais que ao + 84 = 1.
Reciprocamente, se existem inteiros de Eisenstein o e A tais que ao + 4 = 1, entao qualquer
divisor comum de a e 8 é também um divisor de 1 e, portanto, é uma unidade de Z[w]. Logo, a
e B sao relativamente primos. |

Exemplo 11. No Exemplo 9 mostramos que —1 é um méximo divisor comum de ¢ = 8 - 3w e
B =4+ w. Além disso, temos que

24+w=8-3w)- (4+w)(2-2w) (3)
e —1=(d+w) (2+w)(2-w). (4)

Substituindo (3) em (4), obtemos
1=4+w)-[(8-3w)—(4+w)(2-2w)](-2—w)
=d+w)-(8-3w)(2-w)+ (4 +w)(2-2w)(—2—-w)
=8-3w)(2-w)(D+@A+w)[1+(2-2w)(-2-w)]
=(8-3w)(2+w)+ (4+w)(-H).
Finalmente, multiplicando ambos os lados da igualdade obtida acima por —1, obtemos

1=(8-3w)(-2-w) + (4+w)(5).

Corolario 5. Sejam a, B ey inteiros de Eisenstein relativamente primos. Se a | By, entdo a | vy.

Demonstracdo. Se a | By, entao By = a¢, para algum ¢ € Z[w]. Como a e B sao relativamente
primos, pelo Corolario 4, existem o, 4 € Z[w] tais que ao + 4 = 1. Multiplicando ambos os lados
dessa ultima igualdade por y e usando a igualdade By = a¢, obtemos y = yao +yBA = yaoc +ya¢ =
a(yo +y¢). Portanto a | y. O

Corolario 6. Sejam a e B inteiros de Fisenstein relativamente primos. Se a |y e B |y em Z|w],
entdo af | vy.

Demonstracdo. Se a | v e B | v, entao existem inteiros de Eisenstein ¢ e 6 tais que y = a¢ e y = B6.
Porém, a e B sao relativamente primos, isto é, existem o, € Z[w] tais que ao + 1 = 1. Logo,
vy =vyao +yBA = (BO)ac + (ap)BA = (af) (00 + ¢A). Portanto af | y. O
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Corolario 7. Sejam a,f ey inteiros de Eisenstein. Temos que aff e y sdo relativamente primos
se, e somente se, @ ey sao relativamente primos e B ey sao relativamente primos.

Demonstra¢ao. (=) Se @B e y sdo relativamente primos, existem inteiros de Eisenstein o e 4
tais que (aB)o +yd = 1 (Coroldrio 4). Como a(Bo) +yd =1 e Bo € Z|w], segue que a e y
sdo relativamente primos. Analogamente, da igualdade B(ao) + yA = 1, obtemos que 8 e vy s@o
relativamente primos, j4 que @o € Z[w]. (&) Como a e y sdo relativamente primos, existem
inteiros de Eisenstein o e A tais que @o +y1 = 1 (Coroldrio 4). Além disso, como 8 e y também
sao relativamente primos, existem inteiros de Eisenstein o’ e A’ tais que Bo’ + yA’ = 1. Logo,
(o + yA)(Bo’ +yA’) = 1, isto é, acBo’ + acyd” + yABo’ + yAdyd’ = 1, ou melhor, aB(co’) +
y(aod” + ABo’ +yAd’) = 1. Portanto @B e y sao relativamente primos. O

5. Primos de Eisenstein

Nesta se¢do mostraremos que os primos de Eisenstein sdo irredutiveis em Z[w] e vice-versa. Além
disso, sera apresentada uma caracterizagao dos primos de Eisenstein em termos dos primos em Z.

Definicao 7. Um inteiro de Eisenstein 7 de norma maior que 1 é dito primo de Fisenstein se toda
vez que 7 | @3, com a,f € Z[w], tem-se que 7 | @ ou 7 | B. Um inteiro de Eisenstein 7 de norma
maior que 1 é denominado composto em Z[w] se ele nao é um primo de Eisenstein.

Definigao 8. Um inteiro de Eisenstein 7 de norma maior que 1 é dito irredutivel em Z[w] se seus
Unicos divisores sao as unidades de Z[w] e seus préprios associados. Um inteiro de Eisenstein de
norma maior que 1 é dito redutivel em Z[w] se ele nao for irredutivel.

Observacgao 12. O Teorema 5 garante que se um inteiro de Eisenstein @ é redutivel em Z[w], entao
a possui divisores com norma estritamente entre 1 e N(a).

Teorema 11. Seja m um inteiro de Fisenstein. Entao, m € um primo de Eisenstein se, e somente
se, m € irredutivel em Z[w].

Demonstra¢do. (=) Seja @ um inteiro de Eisenstein que divide . Assim, existe 8 € Z[w] tal que
m = af} e, em particular, 7 | B8. Como 7 é um primo de Eisenstein, segue que 7 | @ ou 7 | 8. Se
7 | @, o Teorema 6 garante que @ e m sao associados, pois @ | 7. Analogamente, se 7 | 8 tem-se
que B e m sao associados e, nesse caso, existe u € U(Z[w]) tal que 7 = uB. Como uB =7 = ap,
segue que @ = u. Portanto @ é uma unidade. Isso mostra que n é irredutivel em Z[w]. (&) Seja
7w um inteiro de Eisenstein irredutivel em Z[w]. Suponha que 7 | @B, com «,B € Z[w]. Se 7 { «,
entao apenas as unidades de Z[w] s@o divisores comuns de 7 e a, pois & é irredutivel. Logo, 7 e a
sao relativamente primos e, pelo Corolédrio 5, 7 | 8. Analogamente, pode-se mostrar que se 7w { S,
entdao 7 | @. Isso mostra que 7 é um primo de Eisenstein. O

Exemplo 12. O elemento 2—4w é redutivel em Z[w], pois 2—4w =2+ (1-2w), 1 < N(2) < N(2—4w)
e 1l < N(1-2w) <N(2-4w). Pelo Teorema 11, 2 — 4w nao é um primo de Eisenstein.

Exemplo 13. O inteiro de Eisenstein 3 é composto em Z[w]. Para provar isso, é suficiente mostrar

que existem inteiros de Eisenstein de norma igual a 3, uma vez que se @ é um inteiro de Eisenstein

de norma igual a 3, entdo aa =3, 1 < N(a) < N(3) e 1 < N(@) < N(3). Com efeito, escrevendo

@ = a+bw com a,b € Z, temos que a? — ab+b? = 3. Considerando a? — ab + (b - 3) = 0 como uma

equacao de segundo grau com incognita “a”’, vemos que esta equagao sé tem solugao real quando

b2~ 4(b% - 3) > 0, isto é, se -2 < b < 2. Assim, os possiveis valores inteiros para b sao ~2,-1,0,1
[
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e 2. Vamos analisar cada um dos casos. Se b = -2, entdo a? +2a+1 =0 e, logo, a = —1. Quando
b = 1, teremos a’? +a—2 =0 e, desse modo, a =1 ou a = -2. No caso em que b = 0, teremos a
equacdo a?—3 =0, a qual ndo possui solucdo inteira. Além disso, se b = 1, teremos a’?~a-2=0e,
logo, a =1 ou a =2. Por fim, se b =2, entdo a? - 2a+1 =0 e, consequentemente, a = 1. Portanto
os inteiros de Eisenstein de norma igual a 3 sao —1-2w,1-w,2-w,-1+w,2+w e 1+2w. Tomando
a=1-w, temos que @ = (1-(-1)) - (~w) = 2+ w. Logo, podemos escrever 3 = (1-w)(2+w), em
que 1 < N(1-w) =N(2+w) =3 < N(3). Portanto 3 é redutivel em Z[w] e, pelo Teorema 11, 3 é
composto em Z[w].

Observagao 13. A partir do exemplo anterior podemos concluir que os tinicos inteiros de Eisenstein
de norma 3 sdo -1 -2w,l1 - w,2-w,~1+w,2+w e 1+ 2w. Além disso, é possivel concluir que
esses seis elementos sao associados, pois um inteiro de Eisenstein possui seis associados e elementos
associados tém a mesma norma.

Exemplo 14. O inteiro 2 é um primo de Eisenstein. De fato, suponha por absurdo que 2 é redutivel
em Z[w]. Assim, existem inteiros de Eisenstein a e B tais que 2 = @8, com 1 < N(a) < 4. Aplicando
a norma em ambos os lados e usando a multiplicidade da norma, obtemos N(a)N(B8) = 4. A partir
disso, concluimos que N(a) = 2, uma vez que 1 < N(a) < 4. Logo, escrevendo a = a + bw, com
a,b € Z, temos que a®> —ab+b? =2, isto é, a> —ab+ (b? - 2) = 0. A equacdo a®> —ab+ (b?-2) =0
com incégnita “a” tem solucdo real somente se b? —4(b*—2) > 0, isto é, b? < 8/3. Por outro lado,
os unicos valores inteiros para b que satisfazem b? < 8/3 sdo —1,0 e 1. Nesse caso, as equagdes
correspondentes sdo a?+a—1=0,a?-2=0e a?-a—1 =0, respectivamente. Como essas trés
equagoes nao possuem solucoes inteiras, segue que 2 é irredutivel em Z[w]. Isso mostra que 2 é
um primo de Eisenstein (Teorema 11).

Observagao 14. No exemplo anterior foi mostrado que nao existe um par de inteiros (a,b) que
satisfaz a igualdade a? — ab +b? = 2, isto é, ndo existem inteiros de Eisenstein de norma igual a 2.

Teorema 12. Seja a um inteiro de Fisenstein. Se N(a) € primo em Z, entdo a € um primo de
Fisenstein.

Demonstra¢do. Sejam @ um inteiro de Eisenstein e p um primo positivo tal que N(«@) = p. Suponha,
por absurdo, que a seja irredutivel. Assim, existem B,y € Z[w] de modo que @ = By é uma
fatoracao nao trivial (isto é, 1 < N(B8) < N(a) e 1 < N(y) < N(@)). Aplicando a norma em ambos
os lados dessa ultima igualdade e usando a multiplicidade da norma, obtemos p = N(8)N(y). Como
p é primo, segue que N(B8) = 1 ou N(y) = 1. Logo, B é uma unidade ou y é uma unidade. Isso
contradiz o fato de @ = By ser uma fatoracdo néo trivial. Portanto a é irredutivel em Z[w] e,
consequentemente, @ ¢ um primo de Eisenstein. O

Exemplo 15. O elemento 1+ 2w é um primo de Eisenstein, uma vez que N(1 + 2w) = 3.

Observacgao 15. E importante ressaltar que a reciproca do teorema é falsa. Por exemplo, 2 é um
primo de Eisenstein, mas N(2) = 4.

O préximo teorema fornece uma caracterizacao dos inteiros de Eisenstein em termos dos primos
em Z. A notacdo a=b mod m significa que a e b sdo congruentes médulo m. Dados inteiros a, b
e m > 1, dizemos que a e b sdo congruentes médulo m quando m | (a—b) em Z.

Teorema 13. Os primos de Fisenstein sao os elementos

(i) p, e seus associados, onde p é um primo positivo tal que p =2 mod 3 e
-



PROFESSOR DE
MATEMATICA L.
Mowra, Oliveira e Strey

Sociedade Brasileira de Matematica

m

Revista e

(ii) m, onde N(7r) = p com p um primo positivo tal que p=3 oup=1 mod 3.

Demonstragdo. Ver ([2], Pagina 31). o

Exemplo 16. O Item (i) do Teorema 13 garante que os elementos 2, 5 e seus respectivos associados
sao primos de Eisenstein, pois 2 e 5 sdo primos positivos congruentes a 2 médulo 3. Os associados
de 2 e 5 estdao destacados em verde na Figura 7. O Item () do mesmo teorema garante que
os elementos de norma igual a 19 sao também primos de Eisenstein, pois 19 é um primo positivo
congruente a 1 médulo 3. Os primos de Eisenstein de norma igual a 19 estao ilustrados em vermelho
na Figura 7.

Figura 7: Primos de Eisenstein de norma igual a 4,19 e 25.

Quais sao os primos de Eisenstein de norma menor ou igual a 317 O Teorema 13 fornece a
resposta dessa pergunta. Sao os elementos de norma igual a p? < 31, em que p é um primo
positivo congruente a 2 médulo 3 (isto é, p = 2 ou p = 5), e os de norma igual a p < 31, em
que p = 3 ou p é um primo positivo congruente a 1 médulo 3 (isto é, p € {3,7,13,19,31}). Em
outras palavras, sao os inteiros de Eisenstein que pertencem a uniao das circunferéncias centradas
na origem do plano complexo e de raios V3,4, V7,V13,vV19,25 e V31. Os primos de Eisenstein
de norma menor ou igual a 31 e as circunferéncias mencionadas estao ilustrados na Figura 8. Os
elementos obtidos a partir do item (%) do teorema estao destacados na cor verde, e os caracterizados
pelo item (%) estdao destacados em vermelho.

i
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Na préxima tabela estao listados os primos de Eisenstein de norma menor ou igual a 31.

Norma

Primos de Eisenstein

3

24w, 1 +2w,-1+w,2-w,-1-2wel-w

4

2,24+ 2w,2w,-2,-2 2w e 2w.

7

3+w,3+2w,2+3w,1 +3w,-1+2w,2+w,
b-w,-3-2w,2-3w,-1-3w,1 -2w e 2-w.

13

4+ w,4+3w,3+4w,1 +4w,-1 +3w,-3 + w,
4-w,~4-3w,-3-4w,-1 -4w,1 - 3w e 3— w.

19

5+ 2w,5+ 3w,3 + 5w, 2 +dw, 2+ 3w, -3 + 2w,
—5-2w,-5-3w,-3-5w,2-50w,2—-3w e 3—-2w.

25

5,5+ 5w, bw,—H,-b - Hw e —Hw.

31

6+w,6+5w,5+6w,1+6w,-1+>5w,-d+w,
—6-w,6-5w,-5—-6w,-1-6w,l—-5webd—w.

Tabela 1: Primos de Eisenstein de norma menor ou igual a 31.

Por fim, apresentamos a Figura 9, na qual estao ilustrados todos os primos de Eisenstein de norma
menor ou igual a 169. Tal figura pode ser construida utilizando um procedimento analogo ao que
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foi discutido acima.
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Figura 9: Primos de Eisenstein de norma menor ou igual a 169

Observagao 16. Os primos de 1 até n podem ser determinados utilizado o Crivo de Eratdstenes.
Para mais detalhes, confira a referéncia [4].

Corolario 8. Nao existe um inteiro de Fisenstein a tal que N(a) =p e p € um primo positivo com
p=2 mod 3.

Demonstracdo. Suponha, por absurdo, que exista um inteiro de Eisenstein @ tal que N(a) =pep
é um primo positivo com p =2 mod 3. Como p é primo, o Teorema 12 garante que @ é um primo

o
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de Eisenstein. No entanto, p # 3, p # 1 mod 3 e @ nao é um associado de um primo positivo q
congruente a 2 médulo 3 (caso contrério, terfamos N(«a) = q2). Pelo Teorema 13, @ ndo é um primo
de Eisenstein. Temos um absurdo e, portanto, concluimos que nao existe inteiro de Eisenstein «
tal que N(a@) = p e p é um primo positivo com p =2 mod 3. O

Corolario 9. Se a é um inteiro de Eisenstein, p é wm primo positivo, p =2 mod 3 e N(«a) = p?,
entao @ € um primo de Eisenstein.

Demonstra¢do. Sejam a um inteiro de Eisenstein e p um primo positivo tal que p = 2 mod 3
e N(o) = p?. Suponha, por absurdo, que @ seja composto em Z[w]. Pelo Teorema 11, segue
que a é redutivel em Z[w], isto é, existem inteiros de Eisenstein 81 e B2 tais que B182 = a e
1 < N(B1),N(B2) < N(a). Aplicando a norma em ambos os lados da igualdade B182 = a e
usando a multiplicidade da norma, obtemos N(8;)N(82) = N(a) = p%. Como p é primo e 1 <
N(B1),N(B2) < p?, segue que N(82) = N(81) = p, o que contradiz o Corolario 8. Portanto a é um
primo de Eisenstein. O

Corolario 10. Um inteiro de Fisenstein a é composto em Z[w] se, e somente se, N(a) € composto
em Z e A\/N(a) ndo é um primo congruente a 2 mddulo 3.

Demonstra¢do. (=) Seja @ um inteiro de Eisenstein composto. O Teorema 12 garante que N(a) é
composto em Z. Além disso, como @ é composto em Z[w], segue do Coroldrio 9 que néo existe um
primo positivo p tal que p =2 mod 3 e N(a) = p2. Portanto 4/N(a) nio é um primo congruente a
2 médulo 3. (&) Seja @ um inteiro de Eisenstein tal que N(a@) = n é composto em Z e y/N(a) nao
¢ um primo congruente a 2 médulo 3. Assim, n # 3 e n ndo é um primo positivo congruente a 1
médulo 3, uma vez que n é composto em Z. Além disso, como 4/N(a) ndo é um primo congruente
a 2 médulo 3, para qualquer primo positivo q tal que g = 2 mod 3, tem-se N(a) # 2. Logo, a
nao é um associado de um primo congruente a 2 modulo 3. Pelo Teorema 13, @ é um inteiro de
Eisenstein composto. o

Exemplo 17. O Corolario 10 pode ser usado para mostrar que um determinado inteiro de Eisenstein
a é composto. Por exemplo, 4 + 5w, b+ bw, 7 e 13 sao inteiros de Eisenstein compostos, pois
N(4 +5w) = 21, N(5 + 5w) = 25,N(7) = 49 e N(13) = 169 sio niimeros inteiros compostos e V21,
V25, V49 e Y169 nio sio primos congruentes a 2 médulo 3.

6. Fatoragao Unica

O objetivo desta segcao é mostrar que, a menos da ordem e de elementos associados, a fatoragao de
um inteiro de Eisenstein de norma maior do que 1 como produto de primos de Eisenstein é tinica.
Em algumas demonstragoes sera utilizado o principio de inducao matematica. Para mais detalhes
sobre essa técnica de demonstracio sugerimos a referéncia [5].

Teorema 14. Todo inteiro de Eisenstein de norma maior do que 1 ou é um primo de Eisenstein
ou pode ser escrito como um produto de primos de Fisenstein.

Demonstra¢ao. Como nao existem inteiros de Eisenstein de norma igual a 2 (Exemplo 14), basta
provar o resultado para inteiros de FEisenstein de norma maior ou igual a 3. A prova serd por
indugao sobre a norma. Inicialmente observe que todo inteiro de Eisenstein de norma igual a 3 é
um primo de Eisenstein (Teorema 12). Agora, seja n > 4 e suponha que cada inteiro de Eisenstein
a tal que 3 < N(a) < n ou é um primo de Eisenstein ou pode ser escrito como produto de primos
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de Eisenstein. Se nao existem inteiros de Eisenstein de norma igual a n, ndo hd nada a provar.
Resta, entao, estudar o caso em que existem inteiros de Eisenstein de norma igual a n. Seja «
um inteiro de Eisenstein de norma igual a n. Se @ é um primo de Eisenstein temos o resultado
desejado. Por outro lado, se @ nao é um primo de Eisenstein, entao @ é redutivel, ou seja, podemos
escrever ¢ = By, na qual 1 < N(B),N(y) < N(a) = n. Dessa forma, pela hipdtese de inducao,
segue que cada um dos elementos 8 e y ou é um primo de Eisenstein ou pode ser escrito como um
produto de primos de Eisenstein. Portanto @ é também um produto de primos de Eisenstein. O

Lema 1. Sejam ay,as,...,a, € Z[w] e m um primo de Eisenstein. Se n | ajas---a;, entdo m
divide a; para algum 1 <j <1.

Demonstracdo. Esta prova serd omitida e pode ser feita por indugao sobre r. O

Teorema 15 (Fatoracdo Unica). Todo inteiro de Fisenstein de norma maior do que 1 ou é um
primo de Fisenstein ou, a menos da ordem e de elementos associados, pode ser fatorado de forma
1inica como produto de primos de Fisenstein.

Demonstra¢do. O Teorema 14 garante que todo inteiro de Eisenstein de norma maior do que 1, ou
é um primo de Eisenstein ou pode ser escrito como um produto de primos de Eisenstein. A prova
da unicidade (a menos da ordem e de elementos associados) serd feita por indugao sobre a norma.
Primeiramente observe que nao existem inteiros de Eisenstein de norma igual a 2 (Observagao 1) e
todo inteiro de Eisenstein de norma igual a 3 é um primo de Eisenstein (Teorema 12). Sejan > 4
e suponha que todo inteiro de Eisenstein de norma k, com 3 < k < n, seja um primo de Eisenstein
ou tenha, a menos da ordem e de elementos associados, uma fatoragao unica como produto de
primos de Eisenstein. Se nao hé inteiros de Eisenstein de norma igual a n, ndo temos nada a
provar. Suponha que @ seja um inteiro de Eisenstein de norma igual a n. Se n é primo, entao a
¢ um primo de Eisenstein. Se n composto e @ é um primo de Eisenstein, temos o resultado. Se,
porém, n composto e @ é um inteiro de Eisenstein composto, considere as seguintes fatoragoes de
a

Q=T Mg My = WM+ -+ 7L,
onde 7; e 7rj’ sao primos de Fisenstein, para todo 1 <i<rel <j<s. Como 7 | @, temos que
my | miml .-l e, pelo Lema 1, segue que 7y | ﬂj’ para algum j € {1,2,...,s}. Podemos supor,
sem perda de generalidade, que my | 7{. Assim, como 7; e 7] sdo primos de Eisenstein, existe
u € U(Z[w]) tal que 7] = um;. Logo, podemos escrever

Q=T Mg+ My = UMY -+ T

Assim, 7o« 7 = uny---m,. Seja B = mp---my = uny---x;. Temos que N(B) = N(a)/N(71) <
N(a) = n, pois N(mr1) > 1, uma vez que ;1 é um primo de Eisenstein. Como u é uma unidade
e n;, ¢ um primo de Eisenstein, temos que un), também é um primo de Eisenstein. Assim, temos
duas fatoragoes em produtos de primos de Eisenstein para 8. No entanto, como N(B8) < n, pela
hipétese de inducao, segue que 8 é um primo de Eisenstein ou, a menos da ordem e de elementos
associados, tem uma fatoragdo tnica em produto de primos de Eisenstein. Desse modo, como
m; = umy, concluimos que a menos da ordem e de elementos associados a pode ser fatorado de

forma tinica como produto de primos de Eisenstein. O

Exemplo 18. No Exemplo 13 vimos que 3 = (1 - w)(2 + w). Por outro lado, também é possivel
fatorar 3 da forma 3 = (-1 — 2w)(1 + 2w). Em ambos os casos, os fatores sdo primos de Eisenstein,
ja que todos possuem norma igual a 3. Observe que sao fatoragoes distintas, mas isso obviamente
nao contradiz o Teorema 15, uma vez que 1+ 2w = w(l - w) e —1 - 2w = W?(2 + w).

-
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Exemplo 19. O niimero de solucoes da equacdo diofantina x? - xy+y? = n é divisivel por 6. De fato,
se a equacdo x> — Xy + y2 = n ndo admite solucdo, o resultado é trivial. Suponha, entdo, que ela
admite solugao. Temos que (x,y) é uma solugao da equagao se, e somente se, o inteiro de Eisenstein
X + yw possui norma igual a n. Ou seja, existe uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto
solucao da equacao e o conjunto dos inteiros de Eisenstein de norma igual n. Por outro lado, o
numero de inteiros de Eisenstein de norma igual a n é multiplo de 6 (Observagéo 2). Portanto o
ntimero de solucdes da equacdo diofantina x? — xy +y? = n é divisivel por 6.

Exemplo 20. O objetivo deste exemplo é determinar as solucoes da equacio diofantina x%-xy+y? =
19. Para isso, basta determinar os inteiros de Eisenstein x + yw de norma igual a 19, uma vez
que N(x + yw) = x> —xy + y2. Se x + yw tem norma igual a 19, entdo (x + yw)(X+yw) = 19.
Como 19 é um primo e 19 = 1 mod 3, segue que X + yw e X+ yw sdo primos de Eisenstein.
Em particular, 5 + 2w e 5+ 2w sdo primos de Fisenstein, pois N(5 + 2w) = (5 + 2w)(5 + 2w) =
19. Logo, pelo Teorema da Fatoragao [/Jnicau7 os inteiros de Eisenstein x + yw de norma igual
a 19 sao exatamente os associados de 5 + 2w e os associados de 5+ 2w, isto é, 5 + 2w, 3 — 2w,
52w, 2+3w,2-3w,-3-5w, 3+ 5w, -3 +2w, 2+ 5w, —2— 5w, -5—3w e 5+ 3w (esses elementos estao
ilustrados em vermelho na Figura 7). Portanto as solucdes da equacgao diofantina x? —xy +y? = 19
sao (5,2),(3,-2), (-5,-2),(-2,3),(2,-3), (-3,-5), (3,5), (-3,2),(2,5), (-2,-5), (-5,-3) e (5, 3).

As principais referéncias utilizadas para elaboragao deste artigo foram [1], [3], [6], [7] e [8].
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