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Resumo

Neste artigo sdo descritas estratégias de ensino-aprendizagem de Célculo Diferencial e Integral
implementadas durante o Ensino Remoto Emergencial (ERE) na Universidade Federal do Pard. O
trabalho deu-se no a&mbito do Projeto Newton, iniciativa de ensino que, desde 2013, articula praticas
pedagogicas tradicionais e contemporaneas com o uso de Tecnologias Digitais de Informacao e
Comunicagao, para o atendimento presencial e integrado de uma quantidade expressiva de discentes
de graduacao, visando fomentar aprendizagens autonomas. A proposta foi experimentar solugoes
favoraveis a realizacao de atividades mesmo diante das contingéncias impostas pela pandemia, mas
que tivessem carater perene, sendo exequiveis tanto no ERE quanto no cenério pés-pandémico.
Além das decisoes tomadas pela equipe do Projeto, no artigo sdo apresentadas as avaliagdes feitas
pelos estudantes acerca das estratégias adotadas pelo Newton.

Palavras-chave: Célculo Diferencial e Integral; Ensino-aprendizagem; TDICs; Projeto Newton;
UFPA.

Abstract

This paper describes Differential and Integral Calculus teaching-learning strategies implemented
during the Emergency Remote Teaching (ERT) in the Federal University of Pard. The work took
place within Newton Project, a teaching initiative that, since 2013, articulate traditional and
contemporary pedagogical practices using Digital Information and Communication Technologies,
for in person and integrated attendance of an expressive quantity of undergraduate students,
looking towards fostering autonomous learning. The proposal was to experiment solutions favorable
to the realization of activities even in front of the pandemic contigencies, but with perennial
character, feasible both in the ERT and the post-pandemic scenario. In addition to the decisions
taken by the Project crew, the paper presents the evaluations made by the studens about the
adopted strategies.

Keywords: Differential and Integral Calculus; Teaching-Learning; DICTs; Newton Project, UFPA.

1. Introdugao

Com o surgimento de novos cursos de graduagido no Brasil e o notavel aumento do acesso ao Ensino
Superior nas ultimas duas décadas, tdo importante para o desenvolvimento social do pais, um dos
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grandes desafios das Institui¢oes de Ensino Superior (IES) é ofertar vagas suficientes em disciplinas
bésicas que, em geral, sdo obrigatorias nos primeiros semestres, sem comprometer a qualidade e
assegurando processos de ensino-aprendizagem adequados ao cendrio contemporaneo.

Logo, o cumprimento das politicas ptublicas de ampliacao de vagas, principalmente nas IES publi-
cas, que vem sendo implementado no pais, impactou sobremaneira os cursos de graduacao, nao
s6 porque expoOs a deficiéncia na formacao dos estudantes na educacdo béasica, mas também pelo
aumento da evasdo e da repeténcia em determinados contetidos, como o exemplo a disciplina de
Calculo Diferencial e Integral (CDI), que faz parte do curriculo de quase todos os cursos de Ciéncias
Exatas, de Engenharias e de alguns cursos das Humanidades e Ciéncias Biolégicas.

Frente a esse cenario, na Universidade Federal do Para, campus do Guaméa em Belém, é criado, em
2013, o Projeto Newton, que procura articular praticas pedagdgicas tradicionais e contemporaneas
com o uso estratégico de Tecnologias Digitais de Informagao e Comunicacdo (TDICs) para o ensino-
aprendizagem presencial de CDI, visando fomentar atitudes autéonomas entre os discentes. Trata-se
de uma iniciativa inovadora e interdisciplinar, onde o processo formativo é o foco ndo apenas dos
professores com experiéncia em sala de aula no ensino de CDI, mas também de pesquisadores,
docentes e profissionais técnicos das areas de Comunicagiao, Computagdo, Ensino, entre outras.

Desde o momento da concepc¢ao, a equipe do Projeto investe na construcao de um ambiente ampli-
ado de estudos [3], diferenciado pelo uso de TDICs, por acreditar que elas podem potencializar e
favorecer a democratizacao do ensino tendo o estudante como agente principal. Dentre as TDICs
empregadas podemos destacar: ambientes virtuais de aprendizagem, sites de redes sociais, além de
recursos audiovisuais para gravagao e transmissao ao vivo via internet, semestralmente, dos cursos
completos de Calculo I e II, cujas gravagoes compdem um amplo acervo disponivel no Repositorio
UFPA Multimidia e, mais recentemente, também em um canal do YouTube.

Muito além das transmissoes e gravagoes realizadas profissionalmente, o Projeto constitui-se como
ambiéncia de concepcdo e experimentacdo de uma série de estratégias didéaticas, que serdo deta-
lhadas adiante neste artigo. Em seus oito anos de existéncia, milhares de estudantes da UFPA
cursaram as disciplinas iniciais de CDI por meio do Projeto Newton, que vem recebendo um re-
torno favoravel na instituicdo no que tange ao preparo com que seus egressos chegam a disciplinas
posteriores em seus cursos de graduagao.

Todavia, independentemente do aparato tecnolégico e da ezpertise acumulada pela equipe do Pro-
jeto, as condigoes sanitarias impostas pela pandemia de Covid-19 nos anos 2020 e 2021 impactaram,
assim como ao redor do mundo, o desenvolvimento de suas atividades presenciais. Dessa forma,
ainda que sem se afastar de sua concepcao original e mesmo ja tendo naturalmente passado por
transformacgées ao longo dos anos, a equipe foi impulsionada a refletir sobre suas préprias prati-
cas, considerando agora os desafios e contingéncias impostos pela pandemia, e encarou o momento
como favoravel para reformulagdes mais abrangentes e necessarias para a continuidade do Newton
na UFPA.

Assim, além da adequagao a situagdo vivida, a reconfiguracdo de algumas de suas estratégias
também teve em vista o retorno gradual do Ensino Remoto Emergencial (ERE) ao presencial,
buscando solugoes de carater perene, que fossem exequiveis tanto no ERE quanto que tivessem
potencial de trazer beneficios em um cenério pés-pandémico. Assim, como forma de comunicar
a comunidade matemadtica nacional as contribui¢oes do Projeto Newton para o ensino de CDI na
UFPA, bem como ampliar o debate sobre o ensino-aprendizagem de CDI em IES, neste artigo
descrevemos e discutimos as potencialidades e limitagoes das estratégias que foram concebidas e
executadas sob essa dupla perspectiva pelo Projeto Newton nos dois tltimos semestres letivos de
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2021, tendo como base as percepcoes dos préprios estudantes’.

O artigo estd organizado em seis segoes, incluindo esta Introducdo e a Conclusdo. A Secao 2
apresenta sintese sobre o contexto pandémico e das regulagdes dele oriundas, tanto global quanto
localmente, que cercearam os trabalhos de adequacdo do Projeto no a&mbito da UFPA. A Secdo
3 menciona algumas abordagens do ensino de CDI colocadas em prética por outras IES e des-
creve a estrutura geral Projeto Newton e suas estratégias de ensino ja consolidadas. Ja a Secgao 4
discorre sobre as estratégias que foram adaptadas e/ou introduzidas nos periodos de Ensino Re-
moto. Finalmente, a Secdo 5 traz dados coletados através de questionarios respondidos anénima e
voluntariamente pelos estudantes, a respeito de seus perfis e percepgoes sobre o Projeto.

2. A pandemia e o Ensino Remoto na UFPA

Em janeiro de 2020, a Organizacao Mundial da Satide (OMS) declara que o surto do virus SARS-
CoV-2, causador da doenga Covid-19, constitui a chamada Emergéncia de Saude Publica de Im-
portancia Internacional, e, em margo do mesmo ano, o caracteriza como pandemia por reconhecer
que, no momento, existiam surtos em vérios paises e regides do mundo [9]. Devido & alta trans-
missividade do virus, a fim de evitar o colapso dos sistemas de saide, em meados de marco de
2020, o Ministério da Satde reconheceu que, em todo o territério nacional brasileiro, havia trans-
missdo comunitaria do coronavirus e adotou diretrizes para a prevencgao, o controle da velocidade
da disseminagéo e a contaminagdo pela doenca [17].

Como efeito, em 17 de marco de 2020, mediante portaria do MEC [16], as IES brasileiras suspen-
deram suas aulas presenciais. Meses depois, o MEC apresentou diretrizes para o ensino remoto e
autorizou a substituicao das aulas presenciais por remotas até dezembro de 2020, responsabilizando
uma possivel retomada de aulas presenciais as autoridades estaduais e municipais [18].

Especificamente no caso da UFPA, considerada a maior universidade piblica do Norte do Brasil
[15], as atividades académicas e administrativas foram suspensas no dia 19 de marco de 2020 e, em
21 de agosto do mesmo ano, o Conselho Universitario (Consun) aprovou o Ensino Remoto Emer-
gencial (ERE) enquanto durar a suspensao das Atividades Académicas presenciais, e recomendou
um conjunto de estratégias didatico-pedagégicas, conforme [27] e [22].

Diante da decisdo do Consun, a UFPA iniciou a oferta de um periodo letivo emergencial, que
compreendeu atividades remotas de ensino entre 14 de setembro de 2020 a 28 de fevereiro de 2021,
relativas aos dois semestres de 2020. Ainda ao final de 2020, foi estabelecido calendario académico
para o ano de 2021 prevendo atividades remotamente, hibrido ou presencial [30], a depender das
condigbes sanitdrias e do bandeiramento atribuido pelo Grupo de Trabalho da UFPA sobre o Novo
Coronavirus, conforme [29]. Assim, o calendério académico de 2021 foi dividido em trés Periodos
Letivos (PL), sendo: o PL1, de 1 de margo a 17 de junho de 2021; o PL2, de 24 de junho a 7 de
outubro de 2021; e o PL3, 14 de outubro de 2021 a 8 de fevereiro de 2022. Dentre os periodos
citados, foram ofertadas disciplinas de Célculo I e II pelo Projeto Newton em trés momentos: no
PL-Emergencial iniciado em 2020 (de 14 de outubro de 2020 a 26 de fevereiro de 2021) e nos PLs
2 e 3 em 2021.

IVale ressaltar que as experiéncias relatadas neste artigo sdo resultados de esforcos de um coletivo de professores
e profissionais que vao além dos autores deste texto, com destaque para os seguintes docentes que coordenam o
Projeto Newton desde sua criagdo em 2013: o Prof. Dr. José Miguel Martins Veloso, a Profa. Dra. Maria Ataide
Malcher e o Prof. Dr. Marcos Monteiro Diniz.
R
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3. O Projeto Newton

Em diferentes universidades, sdo muitos os exemplos de iniciativas para lidar com a demanda,
os indices de reprovagdo e a evasdo nas disciplinas de CDI. Como exemplo temos [1, 19, 21, 25]
que analisam como as reprovagoes em CDI causam frustracdo e desmotivacdo nos estudantes,
podendo impactar negativamente em seu desenvolvimento, tanto académico como social, e tendo
direta influéncia no possivel abandono do Ensino Superior. Além disso, [13, 28] discutem o custo
econdmico e social do mal desempenho na aprendizagem de CDI para as IES e para a sociedade,
considerando a alta demanda pela abertura de novas turmas, espago fisico e quadro docente nas
diversas institui¢oes. Tendo em vista os problemas apontados, varias reformula¢des metodologicas
em CDI surgiram em diferentes IES. Dentre os esforgos, destacamos os descritos em [11, 24] que
analisam os processos comunicacionais entre estudantes, docentes e tutores em um curso de CDI
na modalidade a distancia. J4 [20] discute uma metodologia baseada na histéria do Célculo,
enquanto [7] investiga a influéncia do uso de tecnologias de informagdo nos processos de ensino
e aprendizagem de Célculo. Para mais detalhes indicamos a leitura de [23] que ampliaram a
discussao, estudando os procedimentos de resolugao de problemas de otimizagao por estudantes de
CDI na UnB.

As questoes apontadas pela literatura consultada e a realidade empirica vivenciada pelos autores do
artigo levam & inferéncia de ao menos trés dificuldades comuns entre as universidades que precisam
lidar com o crescimento do nimero de alunos nas disciplinas de CDI: (i) a capacidade do quadro
docente de atender a demanda de alunos que, em geral, cresce mais rapidamente do que o niimero
de professores; (ii) a pluralidade no nivel de formagao bésica em Matemética dos estudantes, esses
oriundos de diferentes realidades, com os mais diversos problemas socioecondmicos, somados a
limitagoes e dificuldades de nosso sistema de ensino, especialmente na drea de Matemética; e (iii)
a necessidade de que diferentes turmas de uma mesma disciplina recebam um ensino equivalente,
preservando a autonomia do docente, mas garantindo uma formacao igualitaria de qualidade.

Frente a essas dificuldades, especialmente, a de assegurar um acesso igualitirio do maximo de
discentes da UFPA as disciplinas de CDI de qualidade e com processos avaliativos validados,
foi criado em 2013 o Projeto Newton. A iniciativa foi do Gabinete da Reitoria da UFPA em
parceria com a entdo Assessoria de Educagdo a Distancia (Aedi), atualmente Ntcleo de Inovagéo e
Tecnologias Aplicadas a Ensino e Extensao (Nitae?), o Instituto de Tecnologia (Itec) e o Instituto
de Ciéncias Exatas e Naturais (Icen) da instituigdo.

No cerne da proposta do Projeto, estava a necessidade de aumentar a capacidade da UFPA de
atender alunos de CDI e, ao mesmo tempo, otimizar os recursos humanos disponiveis, com o
envolvimento de um ntimero menor de professores da Faculdade de Matematica integrados a uma
equipe multidisciplinar que concebe e implementa metodologias de ensino inovadoras e baseadas no
uso estratégico das TDICs. A proposta a partir desse arranjo foi assegurar um ensino de qualidade
e de forma otimizada, sem comprometer a autonomia docente e as interagoes professor-aluno, que
agora podem se dar em diferentes tempos e espagos, em um Ambiente Ampliado de Aprendizagem,
que vai muito além do momento das aulas expositivas com o professor.

“O Projeto Newton tem investido em diversas estratégias educacionais e comunicacio-
nais, agregando prdticas pedagogicas tradicionais e contemporaneas na construgdo
de um ambiente ampliado de estudos diferenciado pelo uso de Tecnologias de In-
formagao e Comunicagio (TICs), tendo o estudante como agente principal. Para
além do momento da sala de aula, o estudante é acompanhado diariamente por uma
equipe multidisciplinar [...].”(Eliasquevici et al., 2015, p. 2, [6]).
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A equipe do Projeto parte da premissa de que a comunicacdo é parte indissocidvel da atividade
docente e que as TDICs favorecem a potencializagdo e democratizagdo do ensino. Desse modo, as
dificuldades no ensino-aprendizagem de CDI sao reconhecidas como um problema a ser discutido
nao apenas por docentes de Matemédtica, mas sim por um quadro multidisciplinar, que contribui
de diferentes maneiras no desenvolvimento de estratégias metodolégicas. Como relatou Barion
(2015, p. 35) [3], 70 inicio do Projeto Newton se dd com uma agdo interdisciplinar ao convocar
vdrios olhares disciplinares para a resolucio de um problema. Para a acdo conjunta das dreas,
€ necessario estabelecer didlogos integrando pontos de vista por vezes divergentes”. Processo esse
que é tentativo e nem sempre exitoso, seja entre os que integram a equipe do Projeto, seja com os
alunos participantes, que, por sua vez, carregam visoes ainda conservadoras no que tange a ensinar
e aprender.

Sejam quais forem os desafios, desde a criagdo do Projeto, sua equipe teve como meta articular
estratégias exitosas presentes em diferentes modalidades de ensino, seja presencial ou a distancia
com materialidades disponibilizadas para acesso a qualquer tempo e/ou espago pelos discentes, na
tentativa de configurar um arranjo metodolégico coerente ao tempo vivido, que incentive o estudo
autéonomo, nao centrado no professor. Nao é mais possivel conceber processos formativos sem
considerar o papel e os modos de apropriacdo das TDICs no cotidiano das pessoas, incluindo os
processos de ensino-aprendizagem — esses, em muitos casos, atravessados ou integralmente confi-
gurados via recursos digitais, tal como experienciado no periodo de ensino remoto emergencial em
virtude das contingéncias impostas pela pandemia de Covid-19.

A compreensao dos usos dos recursos digitais, contudo, torna-se cada vez mais importante quando
visamos fomentar entre as novas geragdes processos ativos de ensino-aprendizagem [4, 5|, signifi-
cativos [2] e auténomos [8], a partir dos quais os discentes busquem reconhecer seus repertorios,
habilidades e também limitagdes/lacunas, para que se engajem com seus estudos e com a produgio
de conhecimento em suas areas de formacao.

Para que tudo o que é planejado e concebido possa ser experienciado, além do quadro docente, o
Projeto conta com uma equipe de profissionais da area de producdo multimididtica e estudantes
de mestrado e doutorado, que, entre outras fungoes, sdo responsdveis pela: (i) direcado, gravagao,
transmisséo e edigdo das aulas; (ii) producdo de materiais instrucionais em diferentes linguagens
comunicacionais; (iii) gera¢do de contetdo e monitoramento das diversas plataformas adotadas
para atendimento e acompanhamento dos alunos, entre outras fungoes. Soma-se, ainda, o apoio da
equipe da monitoria, composta de alunos de graduacgao e pds-graduagao das areas de Exatas e En-
genharias, devidamente selecionados e treinados para auxiliar e executar atividades das disciplinas,
incluindo seus processos avaliativos.

Em relacao a infraestrutura, o Projeto conta com um auditério com capacidade para 210 alunos,
onde ocorrem as aulas expositivas de forma sincrona, equipado com cameras profissionais, mesa
de edigao e rede de transmissdo, devidamente manuseadas por uma equipe técnica. A esse espaco,
estao interligadas outras trés salas de aula, com capacidade para 120 pessoas no total, e que estao
equipadas com projetores e microfones, pelos quais todas as atividades realizadas no auditorio sao
transmitidas simultaneamente, e hé possibilidade de interagdo em tempo real com o professor e os
alunos que se encontram no auditério, e vice-versa. Dessa forma o Projeto possui capacidade para
acolher presencialmente cerca de 420 alunos a cada aula.

Desde o inicio do Projeto, todas as aulas de exposicao de contetido sao transmitidas por um canal de
streaming da prépria UFPA, linkado ao seu portal de noticias?, além de gravadas e disponibilizadas

2Acesso em: www.portal.ufpa.br.
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no Repositério UFPA Multimidia®. A partir do ERE, as aulas também passaram a ser transmitidas
e postadas em canal no YouTube?, algumas delas tendo dezenas de milhares de visualizacdes. O
Projeto possui salas virtuais na plataforma Moodle®, na qual os alunos podem acessar féruns
de duvidas, material complementar, aulas gravadas, listas de exercicios, entre outros recursos. A
equipe de comunicagao oferece ainda uma ampla variedade de canais de interacdo para os discentes
por e-mail, pelo Sistema Integrado de Gestdo de Atividades Académicas (Sigaa) da UFPA e via
sites de redes sociais e aplicativos de mensagens instantdneas como Facebook, WhatsApp e Telegram.

Diante do exposto, podemos afirmar que o Projeto Newton, desde sua concepcao, possui carac-
teristicas que o diferencia de muitas tentativas de otimizagdo e ampliacdo das praticas de oferta
do ensino de CDI ja realizadas ou em andamento em outras IES brasileiras. Caracteristicas que
ficardo ainda mais evidentes a partir da descricdo das estratégias concebidas e desenvolvidas pelo
Projeto Newton nos PL2 e PL3 de 2021 que serd apresentada a seguir.

4. Estratégias impulsionadas pelo contexto do ERE

Mais do que conceber e realizar atividades de ensino no formato remoto para centenas de alunos,
consequéncia da demanda acumulada durante o periodo sem atividades, somada ao quantitativo
que o Projeto ja atenderia presencialmente em dois semestres, havia a necessidade de pensar em
como compatibilizar os variados perfis de discentes, sendo esses vinculados a diferentes cursos e
unidades académicas, com as mais diversas condi¢es de acesso a internet, disponibilidade de tempo
e acesso & tecnologia, além de niveis variados de competéncias digitais [14, 26] e de dificuldades de
compreensao e de dominio de contetddos basicos de Matematica, sem contar as perdas e incertezas
causadas pela pandemia.

Do ponto de visto técnico, a equipe trabalhou com a estrutura fisica e o aparato tecnolégico ja
existentes no Projeto. Entre eles, foi possivel contar com a equipe de filmagem e edi¢ao de videos,
o auditério com espago amplo onde era possivel gravar e transmitir os encontros sincronos e os
contetdos assincronos, mantendo o devido distanciamento social recomendado pelos 6rgaos sanité-
rios. Também foram utilizadas plataformas de webconferéncia com capacidade de comportar um
grande nimero de discentes, mantendo a possibilidade de interacao, porém fornecendo estabilidade
na transmissao e baixo consumo de dados méveis.

Uma das maiores preocupacoes da universidade em sua totalidade e em particular no Projeto
Newton ao planejar o ensino remoto estava exatamente no acesso a internet dos alunos. Todas as
atividades foram planejadas considerando que a principal forma de acesso dos alunos sao aparelho
smartphone com conexoes 3G ou 4G, muitas vezes instaveis.

Considerou-se, entao, de extrema importancia que o maior niimero possivel de atividades pudesse
ser acessado a qualquer momento pelos discentes. Assim, seguindo o que j4 era realizado no Projeto,
todas as atividades sincronas eram gravadas e disponibilizadas, caso o aluno desejasse revisar ou
tivesse perdido algum encontro. Os alunos poderiam assistir a apresentacao do conteudo de forma
sincrona ou assincrona, ampliando, assim, a versatilidade de acompanhamento das disciplinas.

Para além disso, ndo se pode perder de vista que a base do Projeto sempre foi o fomento ao

3Acesso em: www.multimidia.ufpa.br.
4A decisdo por transmitir e disponibilizar o acervo de aulas no YouTube deve-se ao fato de algumas operadoras
de telefonia fornecerem acesso gratuito a site de redes sociais, como o YouTube, favorecendo assim o acesso dos
alunos que dispoem de um quantitativo limitado de dados méveis para acompanhamento das aulas no ERE em
www.youtube.com/channel/UCdaHIVjybWalEAdFcOl4paQ.
5Acesso em: www.ead.ufpa.br.
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desenvolvimento da autonomia de estudos por parte do discente, por meio de agbes e estratégias
pedagogicas. No ERE, essas praticas foram ampliadas e, como dito, pretendem ser mantidas na
oferta presencial das disciplinas no contexto pds-pandémico, dada a importancia dessas para o
amadurecimento gradual dos discentes, ndo s6 para um bom desempenho nas disciplinas de CDI,
mas para a sua trajetéria de formagdo universitaria como um todo. Educar para a autonomia [12]
deve atender as demandas de saberes cotidianos, respeitando a visdo de mundo de cada um.

Para a equipe do Projeto o importante sempre foi procurar construir préaticas pedagodgicas que
conduzam ao processo mais auténomo de aprendizagem, menos passivo, e a uma docéncia menos
ancorada na simples transmissdo de conteidos. Destarte, no que tange a reorganizagao das dis-
ciplinas, essas foram estruturadas em dois grandes médulos e divididas em Ciclos de Atividades
tematicos, contemplando todos os contetidos a serem estudados. Cada ciclo, correspondente a
dez dias letivos, era composto de trés Encontros Sincronos Tematicos, uma Sessdo de Monitoria
(S), um Encontro Sincrono de Duvidas e Exercicios, uma Lista de Exercicios (L) e um perfodo de
aprendizagem auténoma para realizacio do Estudo Dirigido (ED), os quais serdo descritos adiante.
A diversidade de atividades dentro da cada ciclo visa evitar uma rotina cansativa, baseada apenas
em aulas expositivas e de exercicios a serem realizadas remotamente.

A cada inicio de Ciclo de Atividades, todo o contetido a ser exposto ja é disponibilizado nas
chamadas Notas dos Professores, essas postadas na sala virtual no Moodle dias antes do primeiro
encontro. Além de servir como roteiro para as exposi¢oes, as notas permitem que os alunos
fagam uma leitura do conteiido a ser apresentado antes do encontro, auxiliando na compreensao
e potencializando o momento da exposicao. Essas notas vém sendo elaboradas conjuntamente
pelos professores ministrantes das disciplinas, com base em livros textos. Para os docentes, uma
das vantagens das notas é um maior direcionamento ao que serd priorizado durante o curso e
a padronizacao de notagdes. Ja na perspectiva discente, esses poderiam ter contato antecipado
com o conteudo, bem como poderiam usar as notas para acompanhamento do encontro sincrono,
reduzindo a necessidade de anotagoes durante a explicacao do professor.

Com relagdo ao processo avaliativo, ao final de cada médulo era realizada uma Avaliacdo de Con-
teido (AC). Sendo assim, as Notas (N1 e N2) compreendem 60% das notas das AC, 20% da
média aritmética das notas tiradas nas L, 10% da média na participacao das S e 10% da média na
execucdo dos ED. A média final é obtida por 40% da N1 e 60% da N2.

Uma dificuldade ja comum entre os discentes, porém agravada durante o ERE, foi o estabelecimento
de uma rotina de estudo para o desenvolvimento das atividades previstas. Ao mesmo tempo em
que o ERE possibilitou maior flexibilidade em relagao ao tempo e ao espaco, com maior diversidade
de atividades sincronas e assincronas, também nao foi facil a adequagdo do ambiente doméstico
para sua realizagdo. Some-se a isso o fato de a maioria dos alunos de CDI estarem nos primeiros
semestres, podendo apresentar maiores dificuldades para gerenciar o tempo de estudo, realizagao
de atividades e acompanhamento do contetdo.

Como forma de auxiliar os discentes no gerenciamento do tempo, a equipe de comunicacao do Pro-
jeto investiu na melhoria e disponibilizagdo de dicas de estudo e no uso dos canais de comunicagao
para enviar lembretes e sugestoes aos discentes de forma lidica e didatica, na tentativa de atrai-los
e envolvé-los nesse processo de organizagao de sua prépria rotina de estudos, especialmente em
um periodo ja tao conturbado como o da pandemia, em que precisamos adaptar nossas casas para
realizar atividades de estudo e trabalho.
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Para além dessas estratégias, foi desenvolvido
um planner® exclusivamente com as atividades
do Projeto e que poderia ser impresso e custo-
» 00 mizado pelos alunos, conforme Figura 1. Esse

contém datas e horarios de todas as atividades
. Coo  semanais, mensais e semestral tais como Sessoes
de Monitoria, Encontros Sincronos Temaéticos,
prazos para a realizagdo da Lista de Exercicios,
Estudos Dirigidos entre as outras atividades ex-
plicitadas a seguir. Essa ferramenta ainda pos-
sui espagos para que o discente complementasse
o planejamento diario de atividades, assinalando
se estudaria sozinho ou em grupo, se visitaria o
Figura 1: Pagina do planner de Calculo 2. plantdo de davidas com os monitores ou faria
outra atividade.

CALCULO2
PROF. JEAN LELIS

Explicando

NOVEMERO

bstaeass

4.1. Encontros Sincronos

Conforme ja citado, em cada ciclo tematico havia a ocorréncia de Encontros Sincronos Teméaticos
e de resolugao de exercicios, ambos com duragdao de uma hora e quarenta minutos, momentos em
que o professor expositor era o responsavel pela conducdo da aula. Durante o ensino remoto, o
Projeto Newton optou por utilizar a plataforma Zoom.us com transmissio pelo canal de streaming
do Nitae? e também pelo YouTube. Os encontros eram gravados e todo o conteido sincrono
permaneceu disponivel no Moodle e no YouTube. Por um lado, a transmissao sincrona favorece a
interagao entre os docentes e os discentes, que interagem por meio do chat; ademais, ter um horario
fixado para a transmissao sincrona contribui para a organizacdo da rotina de estudos de alguns
alunos. Por outro lado, disponibilizar todo o contetido dos encontros sincronos gravados, auxilia
os discentes a realizarem suas revisdes, escolherem o melhor horario para assistir os encontros
tematicos, inclusive com a possibilidade de pausar, repetir ou mesmo acelerar a exposicao.

Com relagdo ao Encontro Sincrono Tematico, esse foi pen-
sado para ser o mais coeso possivel, evitando temas des-
conexos em uma mesma aula, de modo a facilitar a com-
preensao e capacidade de concentracao dos discentes, uma
das maiores dificuldades relatadas por eles. Assim, prio-
rizamos exemplos simples, de rapida compreensao, man-
tendo por mais tempo a atenc¢do dos discentes que, mui-
tas das vezes, desistem de continuar assistindo ao encon-
tro quando nao conseguem entendé-los. As duvidas dos
alunos sao registradas no chat e atendidas pelo professor
durante um tempo reservado ou sempre que possivel a
verificacado do bate-papo no Zoom.us.

Figura 2: Encontro Sincrono remoto no
auditério utilizado pelo Projeto no PL3.

Para o acompanhamento, foi montada uma tela na frente do quadro (Figura 2), a partir da qual o
professor tem acesso a todas as mensagens, que sdo gerenciadas por uma equipe de gestao da sala
de webconferéncia.

SDisponivel na integra em: https://acdmoodle.ufpa.br/course/view.php?id=5282# section-3.
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4.2. Estudos Dirigidos

Visando fomentar a autonomia dos discentes, ainda mais necessaria durante o ensino remoto,
atividades assincronas foram pensadas pelo Projeto, tendo sido também reservado um intervalo
de tempo sua realizagdo, e que foi denominado periodo de aprendizagem auténoma. Com essa
mudanca foi possivel dar maior liberdade de planejamento aos discentes e diminuir o consumo de
dados ao reduzir o nimero de atividades sincronas. Além das usuais Listas de Exercicios, a equipe
do Projeto também utilizou roteiros de Estudos Dirigidos, via plataforma Moodle.

Sabemos que aprender CDI nao é tarefa facil e requer esforco e persisténcia, por isso a resolugao
de exercicios é reconhecidamente uma atividade fundamental para ajudar no aprendizado e fixagao
dos conteudos. Entretanto, varios discentes enfrentam dificuldades de realizacdo sem o apoio de
exemplos semelhantes. Os Estudos Dirigidos [10] foram pensados para fomentar essas préaticas,
indicando exemplos semelhantes, textos de apoio, teoremas e resultados importantes.”

Para potencializar a efetividade dessa ferramenta, no inicio de cada Estudo Dirigido o discente é
submetido a um teste de nivelamento. Caso o discente se saia muito bem no teste de nivelamento,
ele é direcionado para conteiudos de aprofundamento; ji no caso de dificuldades com o teste,
exemplos mais simples e de revisdo sao indicados. Entre os contetidos de aprofundamento estao
exemplos e exercicios de aplicacdo em Biologia, Fisica, Engenharias e outras areas do conhecimento.
Isso atrai a atencdo dos alunos com mais facilidade para acompanhar e se apropriar do contetido,
evitando que se sintam desestimulados durante o Ciclo de Atividades.

7A equipe apoiou-se na conceituacio de Libaneo (1994, p.165) [10] de que se trata de método ou técnica de
ensino para fomentar autonomia, na qual se orienta o discente a “desenvolver habilidades e habitos de trabalho
independente e criativo”e possibilita ao professor “a observagdo de cada aluno em suas dificuldades e progressos,
bem como a verificacdo da eficicia do seu préprio trabalho na conducédo do ensino”.
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Figura 3: Mapa mental enviado por um discente.

J& para os discentes com maior dificuldade, o principal objetivo do Estudo Dirigido é revisar e
indicar-lhes materiais de apoio, assim como a necessidade de solicitar ajuda da equipe de monitores
para sanar lacunas de entendimento identificadas.

Diferente dos demais Estudos Dirigidos, aqueles que antecedem as avaliagoes foram idénticos para
todos os discentes, com carater de revisdo para as avaliagbes de contetido. Além das funcoes
supracitadas, esses estudos também orientavam os alunos sobre a realizagdo dos seus proprios
resumos. Especificamente nesses estudos, foi sugerido que cada discente elaborasse um mapa
mental, por ser um formato que favorece a rapida revisao, além de evidenciar conexoes importantes,
fundamentais na resolugao de questoes que necessitam ser resolvidas em varias etapas, como estudos
de graficos e questoes de aplicagao (Figura 3). O desenvolvimento da autonomia dos discentes passa
pela criacao de ferramentas de apoio e acompanhamento do desempenho. Esses recursos permitem-
nos realizar intervencoes, caso necesséarias, porém dando tempo e condi¢ées para o crescimento
individual e continuo de cada discente.

4.3. Plantoes de Atendimento, Listas de Exercicios e Sessoes de Monitoria

Conforme ja citado, entre os integrantes da equipe do Projeto estdo os monitores, cuja presenca é
uma exigéncia desde a sua concepgao. Sao alunos de graduacao e pos-graduagao criteriosamente
selecionados, orientados e permanentemente avaliados pela coordenagao de um professor da equipe
do Projeto e indiretamente pelos professores expositores, que tém a chance de permanecer por
até dois anos no Projeto. H4 um ambiente de amadurecimento, no qual os monitores apoiam-se
mutuamente, transmitindo experiéncias de cada geragao para a seguinte com o passar dos anos.
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O monitor-estudante também é considerado um aprendiz e, como tal, ndo é responsavel isola-
damente pelas agoes de orientagdo. O exercicio da monitoria tem um papel fundamental, por
se caracterizar como o processo pelo qual estudantes auxiliam outros estudantes nas seguintes
situagdes de ensino-aprendizagem: (i) plantdes de atendimento; (ii) resolver e corrigir as listas
de exercicios; e (iii) ministrar monitoria de resolugdo de exercicios. Por possuirem um contato
mais constante e préximo dos discentes, permitem o estabelecimento de um vinculo positivo e
motivacional entre eles, fundamental para a aprendizagem.

Plantoes de Atendimento. Sao ofertados Plantoes de Atendimento com a Equipe de Monitoria
tanto no periodo da manha quanto da tarde, com excecao apenas das sextas-feiras, quando ocorrem
as Sessoes de Monitoria. Para a ocorréncia dos plantoes é destinada uma sala ao lado do auditério
onde ocorrem os Encontros Sincronos. Isso favorece, no regime presencial, a participacio dos
estudantes, que podem tirar suas duvidas imediatamente antes ou depois das aulas. Para o ERE,
as salas foram equipadas com notebooks, tablets e fones de ouvido, os atendimentos ocorrendo em
salas de webconferéncia no Google Meet. Nesta modalidade, cada turno do plantao conta com duas
duplas de monitores, uma para cada Célculo, de forma aumentar a confiabilidade dos atendimentos
prestados.

Na preparacao para os plantoes, a equipe ¢é instruida a, em geral, ndo dar respostas prontas as
perguntas, mas sim conduzir os estudantes ao longo do desenvolvimento de suas proprias respostas
— em especial quando se tratam de exercicios das listas a serem entregues. E sempre incentivada a
consulta as Notas dos Professores e as referéncias bibliograficas, em busca de exemplos resolvidos
que se assemelhem ao que os estudantes buscam esclarecer nos plantoes. De modo a incentiva-los a
levarem suas praticas de exercicios para revisao nos plantoes, foram criadas tarefas na Plataforma
Moodle, uma para cada Ciclo de Atividades, por meio das quais os monitores podem facilmente
acessar os envios e discuti-los em suas telas compartilhadas com os discentes que os submeteram.

Tanto essa estrutura de envios quanto os atendimentos remotos devem ser mantidos no retorno
das atividades presenciais, os plantoes passando a ser oferecidos de maneira hibrida. Isso propicia
que estudantes possam ter suas dificuldades acolhidas independentemente de sua disponibilidade
presencial. Observamos que mesmo os estudantes no campus da Universidade, dada a sua extensao
geografica, as vezes preferem acessar o Plantdao remotamente, por exemplo, se hé intervalos curtos
entre suas outras atividades.

Listas de Exercicios. Cada Ciclo de Atividades possui uma Lista de Exercicios contendo cinco
questoes, que deve ser entregue pelos estudantes para correcdo dentro de dez dias a partir de
sua divulgacao. Em colaboragao com os docentes, as listas sdo produzidas pelos monitores mais
experientes, em geral, pés-graduandos, que criam ou adaptam exercicios, evitando a repeticdo com
periodos letivos anteriores e a reproducao dos contidos nos principais livros. A preparacdo dos
exercicios leva em conta a extensdo do prazo de entrega e a alta disponibilidade dos Plantoes de
Atendimento, e portanto o nivel de dificuldade pode ser médio ou alto. Procura-se um equilibrio
entre questoes cujas solugoes sao desenvolvimentos de equacoes e perguntas conceituais, de resposta
dissertativa, ndo sendo raro o emprego de questoes do tipo “explique com as suas proprias palavras
o porqué de...”, entre outras. As questoes sao sobretudo a respeito do ciclo correspondente & lista,
mas ha sempre um exercicio de antecipagao, cuja dificuldade ndo é de carater técnico, mas sim
exigir que os discentes estudem por conta propria assuntos que ainda serdo expostos.

As solugoes completas de cada lista sao cautelosamente redigidas e disponibilizadas aos estudantes
ap6s o prazo de entrega.® Sao elaboradas grades de correcdo, a fim de garantir a uniformidade

8Vale ressaltar que os exercicios acumulados ao longo dos anos sdo mantidos como um acervo de questdes.
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nas pontuacdes das listas, cujas correcdes sio distribuidas entre todos os monitores. E feito um
esfor¢o no sentido de os discentes receberem a pontuagao de uma lista antes da entrega da seguinte,
podendo assim incorporar aprimoramentos apontados nas corre¢des. Tanto a entrega quanto suas
correcoes j4 eram feitas via Moodle antes mesmo do periodo pandémico. As alteragoes advindas do
periodo remoto neste instrumento foram apenas nos prazos de entrega e no peso das pontuagoes
na avaliacdo, todas elas feitas em favor do balanceamento com relagao as demais atividades que
foram reformuladas para o periodo.

Sessoes de Monitoria. As Sessdes de Monitoria estabelecem um contato mais estreito entre a turma,
que é dividida em grupos, e o monitores que a acompanham periodicamente. No ensino presencial,
as sessoes sao encontros de resolugao de exercicios conduzidos pelos monitores e baseados em uma
selecdo de questoes chamada de Atividade de Monitoria, disponibilizada aos discentes com uma
pequena antecedéncia. Tal atividade contém um ndmero significativo de exercicios e consiste em
problemas de rotina, do tipo “direto”, como: “calcule”, “determine”, entre outras. A gradacao de
dificuldades dos exercicios da-se muito mais em termos da complexidade das operagoes algébrico-
analiticas envolvidas do que da interpretagao dos enunciados.

Para as sessoes, a turma ¢é dividida de acordo com os cursos dos discentes, e cada um desses grupos
¢é conduzido por um mesmo monitor, ou dupla de monitores, ao longo do periodo letivo. Dessa
forma, sao estabelecidos, entao, vinculos: tanto entre os discentes, que estudam juntos em cada
sessdo, quanto entre os discentes e “seus” monitores, que passam a ter uma visdo mais clara do
desenvolvimento do grupo. As sessoes ocorrem em salas de aula comuns, normalmente sem recursos
audiovisuais, e sao empregadas as dindmicas usuais, iniciadas com a proposi¢ao de exercicios
escolhidos dentre o leque mais amplo divulgado previamente. Ha, por exemplo, a possibilidade de
discentes exporem solugoes no quadro, ou de terem suas solugoes no papel rapidamente verificadas
pelos monitores — que sdo os principais expositores de solugoes. A ideia é que, conhecendo as
solugoes discutidas em uma sessdo, os discentes tenham condigoes de resolver sozinhos os demais
exercicios.

Dada essa dindmica presencial, como proceder remotamente? Imediatamente se coloca uma restri-
¢ao concreta a uma “simples” mimetizacao das sessdes presenciais: a disponibilidade de recursos
digitais, tais como computadores, cameras, microfones e tablets, e do amparo de técnicos para
seus empregos, € inferior a disponibilidade de salas de aula usuais. Entendendo que a superlota-
¢ao das sessbes nao é uma possibilidade, torna-se impossivel rodar salas de webconferéncia que
correspondam a mais de uma sala de aula. Frente a esse cenario, as Sessoes de Monitoria tém
entdo uma estrutura diversa. Primeiramente, alguns dias antes de sua realizacdo, é divulgada uma
pequena lista de problemas que anuncia o programa da sessdo. Nao hd na selecdo de exercicios
de uma sessao o elemento de repeticao de aplicagao de técnicas, que encontra seu lugar em outras
componentes do curso, particularmente nos Estudos Dirigidos.

Os problemas, ndo mais numerosos como no presencial, sdo de trés tipos: (i) um problema deve ser
enviado digitalizado pelo discente até o fim da sessdo (podendo ser enviado antes) e, normalmente,
sua solugdo exige a combinacao de mais de uma competéncia, ndo sendo uma aplicagao direta de
técnicas apresentadas previamente; (ii) outro problema, chamado de “Exposi¢ao”, é aquele que serd
exposto na abertura da sessao, sua densidade sendo escolhida de modo a possibilitar que a solugao
seja transversal aos diversos tépicos aos quais a sessao se refere, preferencialmente enfatizando os

As solugdes de parte desse banco foram publicadas pela EditAedi (Editora do préprio Nitae?) nos “Cadernos de
Exercicios”, havendo trés volumes de cada Célculo, organizados pelos professores, José Miguel Martins Veloso,
Cristina Licia Dias Vaz, Mércio Lima do Nascimento, André Felipe Ribeiro de Almeida e Edilson dos Passos Neri
Junior.
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diversos pontos de vista admitidos por um mesmo assunto; e (iii) finalmente hé os problemas finais
de “Préatica e Aprofundamento”.

Uma sessdo tem inicio com toda a turma em
uma Unica sala de webconferéncia. Dois monito-
res, chamados de expositores, com o devido am-
paro de uma equipe técnica audiovisual (Figura
4), abrem a sessdo explicando sua organizagio e
reforcando as orientagoes referentes a interacao
dos discentes, que, nesse primeiro momento, s6 é
permitida via chat. Os expositores apresentam
a solugao do problema ”Exposi¢do”, utilizando
para isso um quadro usual, no qual fica um dos
monitores, estando o outro no comando dos sli-
des, outros recursos visuais (produzidos no Ge-
ogebra, por exemplo), e acolhendo as interagdes
via chat, as mais relevantes delas sendo levadas
Figura 4: Sessdo de Monitoria remota realizada para discussao no quadro.

em uma das salas do Projeto no PL2.

H& um objetivo lateral nesse primeiro momento, que é o de cativar a turma revelando o potencial
dos contetdos tratados no ciclo para além do que ja foi mostrado em outras ocasides, ou do que é
possivel, para a maior parte dos discentes, de se desenvolver em exercicios individuais.

A sessdo prossegue entdo com a reparticdo da turma em Salas Simultdneas, um recurso de web-
conferéncia que possibilita a uma sala, e sua inica moderagao, comportar sub-salas independentes
umas das outras, pelas quais os participantes da sala principal podem transitar. Em cada Sala
Simultanea ha uma dupla de monitores: alguns deles com notebooks, webcams, fones de ouvido, e
tablets; e outros apenas com notebooks ligados a um microfone e uma camera que filma um quadro.
Em cada sesséo, cada Sala Simultdnea recebe os mesmos discentes, que séo a elas direcionados de
acordo com seus cursos. Nas Salas Simultaneas é autorizado que os discentes utilizem seus micro-
fones e cAmeras, além é claro do chat. Os monitores conduzem entao a resolugdo dos problemas a
pedido dos discentes, e orientam a respeito do exercicio a ser entregue.

Com base em submissoes desses exercicios realizados previamente, os monitores selecionam durante
a segunda etapa da sessdo alguns dos envios, os anonimizam, e compartilham em suas telas para
uma anélise e correcio ao vivo. E frequente que alguns discentes solicitem que sejam analisados os
seus envios, nao sendo necessaria a anonimizacao nesse caso. Alternativamente, em algumas sessoes
sao aplicados questiondrios de validagao automdtica (“Verdadeiro ou Falso”, multipla escolha, entre
outros), cujas estatisticas de respostas podem ser apresentadas pelos monitores, juntamente as
justificativas para as respostas corretas. A sessao é entdo encerrada.
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O formato foi flexibilizado
no PL3-2021 (Figura 5),
adequando-se as atividades
hibridas, bastando para isso
destinar uma parte da equipe
a atender os participantes
presenciais na ultima etapa
da sessao. Além disso, a sub-
missdo de exercicios passa a
ser em fluxo continuo, ha-
vendo ainda possibilidade de
escolha dos estudantes com
respeito a qual exercicio en-
viar. Incentiva-se que as re-
visoes dos envios sejam feitas
nos Plantoes de Atendimento.
Com isso, suavizou-se o cara-
ter sincrono dessa atividade,

além de melhor integrar ses-
soes e plantdes. Figura 5: Sessdo de Monitoria hibrida realizada no auditério usado

pelo Projeto no PL3.

5. Dados de Acompanhamento e Percep¢ao dos Alunos

A equipe de acompanhamento do Projeto, por meio de questionarios, levantou uma série de dados
durante o ensino remoto até o momento da conclusdo do texto deste trabalho. A apresentagao
desses dados visa enriquecer o debate sobre as metodologias de ensino e aprendizagem empregadas
e os desafios enfrentados por alunos e docentes durante o periodo da pandemia.

Os dados que apresentaremos podem ser divididos em perfil dos estudantes do Projeto e os que
tratam da percepgao dos alunos com relacio as estratégias utilizadas. As respostas e opinides foram
dadas de maneira voluntdria. Apesar de nem todos os alunos responderem aos questionarios,
tivemos a oportunidade de receber um ntmero significativo de respostas, com as mais diversas
opinioes.

5.1. Perfil dos Discentes do Projeto Newton

Durante os semestres referentes aos PL2 e PL3, foram matriculados um total de 1.458 alunos nas
disciplinas de Calculo 1 e Calculo 2 ofertadas pelo Projeto Newton, um quantitativo bem mais
expressivo do que quando de ofertas presenciais. Desse total, foram 591 alunos no PL2 e 867 do
PL3, oriundos dos variados cursos de Engenharias (campi de Belém e interior), além de Estatistica,
Fisica, Geologia, Oceanografia e Quimica Industrial.

Visando tragar o perfil desses alunos que cursaram as disciplinas, no inicio das aulas de cada
semestre letivo, foi disponibilizado um questiondrio optativo, via Google Forms, com questdes
obrigatérias e opcionais para serem respondidas, que versavam sobre renda familiar, cidade de
onde realizam os estudos, ocupacdo, condi¢oes de estudo, dentre outras. No PL2, 315 alunos
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responderam as perguntas obrigatérias do formuldrio, aproximadamente 53% do total de matri-
culados. J4 no PL3, 570 alunos responderam, cerca de 66% do total de matriculados. Os dados
foram analisados conjuntamente, considerando as duas disciplinas de Célculo ofertadas.

Para ilustrar o quao desafiador foi estudar de forma remota, trazemos alguns dados socioeconémicos
apenas dos discentes do PL2 que reponderam ao questionario, também representados nos graficos
a seguir (Figura 6):

o Quanto a renda familiar: a maior concentracao ficou de um até dois saldrios minimos com 26,1%
do total de 315 respondentes; seguido de 20,6% com mais de meio saldrio minimo até um saldrio
minimo; 19,4% acima de cinco saldrios minimos; 16% de dois a trés saldrios minimos, 13% de
trés a cinco saldrios minimos; 3,9% até meio saldrio minimo e 1% menos de meio saldrio minimo.

e Em relacdo ao nimero de pessoas que moram com o estudante: a maior concentragdo ficou
entre trés e quatro pessoas com 65,8% do total de 196 respondentes; seguido de 17,4% com
cinco pessoas; 10,2% com duas pessoas e as demais divididas entre seis (3,6%), sete e oito
(ambas com 1%) e uma e nove pessoas (ambas com 0,5%).

« Sobre possuir espago propicio para estudar: dos 196 respondentes, 41,9% afirmaram que possuem
na maioria das vezes; 29% possuem sempre; 15,3% indicaram raramente e 13,8% nao possuem.

 Sobre o acesso & internet: dos 196 respondentes, 76,5% possuem banda larga (via Wi-Fi); 20,4%
possuem banda larga fixa (via cabo); 12,2% dados méveis (3G/4G) pré-pagos, banda larga mével
(3G/4G); 5,1% pos-paga; 1,5% ndo possuem sinal de internet em casa; e 0,5% possuem dados
méveis disponibilizados pela UFPA.

e Quanto & qualidade da conexao de internet: 54,6% dos 196 discentes responderam ser mediana
e conseguem acessar o que precisam na maioria das vezes; para 36,7% a qualidade é muito boa
e conseguem acessar plataformas pesadas, baixar arquivos e assistir videos em alta qualidade;
7,7% afirmaram que a conexao com a internet é ruim, lenta e de baixa qualidade; e 1% afirmou
nao possui internet em casa, tendo que se deslocar para se conectar.

o Referente ao dispositivo usado para estudar: smartphone é utilizado por 69% dos 196 respon-
dentes; notebook por 55,1%; computador de mesa por 13,3% e tablet por 1,5%.

Smartphone
Smartphone
Notebook
Notebook
Televiséo
Televisao
Computador de mesa

Computador de mesa SmartTV
SmartTv. Radio
Radio Console de
videogame
Console de videogame Tablet

Tablet SmartWatch

SmartWatch Celular

Kindle Mesa digitalizadora

400

Figura 6: Dispositivos disponiveis ndo apenas para estudo, segundo discentes dos PL2 e PL3.
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5.2. Avaliagao e Percepgoes dos Discentes sobre as Estratégias

Conforme ja citado, algumas estratégias ja utilizadas pelo Projeto precisaram ser modificadas para
se adequarem ao contexto do ensino remoto, assim como outras foram implementadas. Dessa
forma, para a equipe do Projeto seria importante, ainda durante a ocorréncia do semestre, ter uma
primeira exploratéria sobre a avaliacao dos discentes em relacdo a atuacao da equipe e em relagao
as estratégias de ensino e aprendizagem adotadas, o que s6 foi possivel de ser realizado e analisado
no PL2, visto que o PL3 ainda estava em andamento no momento da produgao do presente artigo.

Dessa forma, apds realizarem a primeira avaliacdo de contetdo, foi solicitado aos discentes do PL2
que respondessem a um segundo questionario, via Google Forms, de forma voluntaria, com diversas
perguntas sobre a disciplina e suas estratégias. Também foi reservado um espago para que os alunos
enviassem comentarios, sugestoes e criticas. De um total de 591 estudantes, 160 responderam
ao questiondrio, cerca de 27% do total, sendo que 24 estudantes indicaram que desistiram de
acompanhar as disciplinas no inicio do perfodo letivo, assim, suas respostas nao foram analisadas.
Os resultados sdo sistematizados a seguir, também integrando as duas disciplinas que estavam
sendo ofertadas.

Ao serem questionados sobre o nivel de importancia do CDI para a formagio dos discentes, em
uma escala de 1 (sem importancia) a 5 (muito importante), do total de 136 respondentes, 66,9%
atribufram nota 5, 24,2% nota 4, 8,1% nota 3, e 0,8% nota 2. Assim, ainda que sejam disciplinas
consideradas dificeis no percurso formativo, os discentes reconhecem a importancia delas para a
sua formacao.

Em relagdo a contribuicao das estratégias (Encontros Sincronos Temédticos e de Exercicios, Ses-
soes de Monitoria, Estudos Dirigidos e Plantao de Dividas) e das atividades assincronas (Estudo
Dirigido, Listas de Exercicios, Estudo Individual e Grupos de Estudos) para aprendizagem na
disciplina, os discentes foram convidados a avaliar cada uma delas. Para isso, foi empregada uma
escala de 1 (insuficiente) & 5 (excelente), com a possibilidade de responder que ndo participa-
ram/realizaram a atividade ou que ndo sabiam opinar.

Estrategias do Projeto Atividades Assincronas

60 60
a0 a0
2 20
i | i . il d 2

Estudos Dirigidos Listas de Exercicios Estudo Individual Grupos de Estudo

Encontros Sincronos  Sessdes de Monitoria Estudos Dirigidos  Encontros Sincronos de  Plant3o de Dividas

Temiticos Duvidas B 1-nsuficiente ] 2-Baio 3- Regular 4-8om [ 5-Exelente || NuncaParticipei

B 1-nsuriciente [ 2-Babo 3 Regulor 4-som [ S-exelente [ NuncaParicipei [l] NioSeiOpinar W o sei Opinar

Figura 7: Avaliacdo das atividades sincronas e assincronas por discentes do PL2.

A partir dos graficos disponiveis na Figura 7, podemos perceber que para os 136 respondentes,
tanto as estratégias quanto as atividades assincronas foram bem avaliadas, com excec¢ao dos Grupos
de Estudos que, pelo proprio contexto da pandemia, deve ter ficado mais dificil de ocorrer. Por
outro lado, o Estudo Dirigido, que foi algo novo implementado, aparece como o mais bem avaliado
quer seja entre as estratégias, quer entre as atividades assincronas. Isso demonstra que essa foi
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uma agdo importante para o Projeto e que, por isso, tende a continuar.

Com relagao as plataformas e ma-
teriais didaticos utilizados até a Plataformas e Material Didético
data da primeira avaliagdo, tendo 1o

como base 1 (insuficiente) a 5 (ex-
celente), os discentes avaliaram: o
Sigaa, o Moodle, Grupos do Te-
legram, Canal do YouTube, Livro-
Texto, Notas de Aulas dos Profes-

75

50

25

sores, Planner de Atividades, Gra- "
vagdo dos Encontros Sincronos e 0 I. |1 FORPY |1 PR | 1 PRY ] PO || PO
.. w © & © © > &) 5 &
Materiais Complementares (Portal S R
sy * & o
da Matemadtica - Obmep, acervo & &
. <
do Projeto, GeoGebra, entre ou-
. . 1 - Insuficiente . 2 - Baixo 3 - Regular 4-Bom . 5 - Excelente . Nunca Acessei
tros). Conforme Figura 8, para os B o sei Opinar

136 respondentes, todos os materi-
ais foram bem avaliados, exceto o
Telegram e o Sigaa, considerados
regulares.

Figura 8: Avaliagdo das plataformas e materiais didaticos por
discentes do PL2.

Compreender como os discentes avaliam os docentes é extremamente importante, especialmente
durante o ensino remoto, em que o feedback pode ficar comprometido pelo formato dos encontros.
Sobre os docentes ministrantes das disciplinas e a equipe de monitoria, os alunos foram indagados
sobre: dominio do contetido, didatica, empatia, capacidade de esclarecer duvidas e abertura para
dialogar com os discentes. Em uma escala de 1 (péssimo) a 5 (excelente), os alunos ainda puderam
indicar que nao sabiam avaliar. Os graficos presentes na Figura 9 apresentam os resultados.

Referente aos docentes, os dados apontam que foram bem avaliados em todos os quesitos para
os 136 respondentes, chamando atencdo para o “dominio de conteido”, “empatia” e “abertura ao
didlogo”, sendo os dois dltimos quesitos extremamente relevantes no contexto do ensino remoto e
da pandemia, em que varios foram os desafios enfrentados pelos discentes. J& no caso da monitoria,
também para os 136 respondentes, chama atencdo a avaliacdo positiva nos quesitos “empatia” e
“abertura ao didlogo”, indo ao encontro de algumas das caracteristicas desejadas para o perfil do
monitor do Projeto Newton, quais sejam: ter iniciativa, responsabilidade e compromisso, e ser
empatico; e saber trabalhar em equipe, em busca do didlogo e de uma atitude de cooperagao.
Percebemos que o monitor é uma figura importante no Projeto por ser o mais préximo do aluno.

Avaliagdo dos Monitores

Avaliagdo dos Docentes

.
w
.
-
\ - alllfl. S | [ | F——] | N |

_m e
Dominio do Conteddo Didatica Empatia Capacidade de Esclarecimento _ Abertura 20 Didlogo. Lt ousica enpana Capacidade detscrecmento Abenura o Disogo

W ieesimo [ 2tum [ 3-Reor [ 4-som [ 5-Gxceente [ Noosewiac W ivesmo W 2-Rum [ 3-Replr [ 4-fom [ 5-ocdkne [ NooseiAwlr

Figura 9: Avaliacdo dos docentes e monitores por discentes do PL2.
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Os discentes ainda foram questionados sobre as dificuldades que enfrentaram ou estavam enfren-
tando até aquele momento da disciplina. Do total de 136 alunos que responderam ao questionério,
59% afirmaram ter dificuldade em se concentrar em aulas online, 54,5% disseram ter dificuldades
de organizar uma rotina de estudos, 47,8% tiveram problemas pessoais durante a disciplina, 44%
deles disseram ter dificuldade em acompanhar o ritmo das atividades, 41,8% e 20,9%, afirma-
ram ter dificuldade no contetido de CDI e Matematica Elementar, respectivamente. Ainda sobre
dificuldades, 15,7% indicaram que adoeceram ou perderam pessoas proximas.

Observar esses dados é interessante, pois mesmo tendo sido bem avaliadas todas as estratégias
criadas, as maiores dificuldades enfrentadas ainda recairam sobre concentragdo nas aulas e orga-
nizacao dos estudos, o que leva a suposicdo de que o desenvolvimento da autonomia ndo é um
processo facil e que pode estar havendo dificuldades de adaptacéo as estratégias implementadas,
visto que nao sao comuns as demais disciplinas cursadas pelos discentes.

O questionéario foi enviado a todos os alunos matriculados e, dos 160 que responderam, 24 infor-
maram desisténcia da disciplina mesmo antes da primeira avaliagdo de contetido. Em relacao a
esses alunos que ndo acompanharam a disciplina, 33,3% afirmam que desistiram antes do inicio das
aulas e outros 33,3% indicaram que desistiram nas duas primeiras semanas. Quando questionados
sobre o motivo da desisténcia, 55,2% do total de desistentes afirmaram dificuldade em acompa-
nhar o ritmo da disciplina, ratificando os dados encontrados sobre as dificuldades dos discentes de
forma geral. O contetido de CDI e de Matemdtica Bésica foi o motivo de desisténcia de 48,3%
e 13,8%, respectivamente. Do total de desistentes, 25% afirmaram que escolheram esperar um
melhor momento para realizar a disciplina.

Nesse mesmo questionario, havia um espago reservado para comentarios, sendo que um mesmo
comentario poderia contemplar sugestoes, criticas e elogios. Com isso, houve um registro de 76
mensagens que foram analisadas, buscando dividi-las entre sugestoes, criticas e elogios. Entre as
sugestoes, de forma sistematizada tem-se: (i) dispor de mais tempo para realizacio das atividades;
(ii) melhorar a didatica e a exposigdo dos assuntos ministrados; (iii) dispor de mais exemplos e
exercicios resolvidos; (iv) dispor de mais tempo para a realizagdo das avaliagbes; (v) propor avali-
agdo com mais questdes; (vi) melhorar a comunicagdo entre aluno e professor; (vii) disponibilizar
videos curtos com resumos de temas especificos para as revisdes; (viii) disponibilizar videos com
curiosidades e dicas; e (ix) implementar um nivelamento conduzido fora da disciplina para auxiliar
os alunos que nao conseguem acompanhar a matéria, entre outras.

Sobre as criticas, elas foram sistematizadas quanto a/s(ao/s): (i) enquadramento da cdmera du-
rante as transmissoes das aulas; (ii) falta de avisos pelos canais de comunicacao; (iii) navegabilidade
das plataformas virtuais; (iv) forma como o contetddo foi apresentado pelos docentes ministran-
tes, quer seja pela ordem escolhida, quer pela clareza da apresentacao; (iv) forma de distribuicao
da nota entre varias atividades, ndo focando apenas na avaliagdo de contetido; (v) formato da
avaliacao de contetido, entre outras.

Com relagdo aos elogios, destacam-se: (i) organizacdo do Projeto; (ii) empatia, atencgdo e dispo-
nibilidade dos docentes ministrantes e monitores; (iii) facilidade de esclarecer dividas no plantéo
com os monitores. Para além desses elogios, cabe enfatizar que alguns alunos que estiveram no
Projeto também durante o ERE elogiaram as melhorias e adaptagoes feitas para o PL2, como vi-
deos curtos pré-produzidos e editados pela equipe, que trazem resumos do contetido com animagao
grafica; Notas dos Professores; didatica; Sessoes de Monitoria; Estudos Dirigidos voltados para a
pratica de exercicios e a reorganizacao do processo avaliativo, incluindo outras atividades e nao so
as listas de exercicios e as avaliagoes de contetido.
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Em geral, os resultados encontrados apontam um caminho promissor, visto que o ambiente ampli-
ado de estudos tem possibilitado uma diversidade de ambientes e estratégias que podem proporci-
onar aos discentes o desenvolvimento de processos autonomos de aprendizagem. Entretanto, nao
se pode perder de vista que ainda ha espago para mudangas e aperfeicoamentos das metodologias
classicas no ensino de CDI e, porque nao dizer, o que ja estd sendo implantado no Projeto Newton.

6. Conclusao

A pandemia e todas as dificuldades por ela evidenciadas e intensificadas impulsionaram, de modo
geral e a nivel mundial, o avancgo do uso das tecnologias e a maior abertura para o desenvolvimento
de estratégias metodolégicas para ensino-aprendizagem dos mais variados conhecimentos. Contudo,
a estrutura e ambientagdo do Projeto Newton, fruto de demandas e discussoes existentes na UFPA
desde 2013, possibilitou a adaptagdo e a potencializagao do uso de ambientes de aprendizagem
em CDI e de recursos digitais e pedagogicos para o seu desenvolvimento, frente as contingéncias
impostas pelo periodo pandémico.

E evidente que hé espaco para mudancas e aperfeicoamentos das metodologias no ensino-aprendizagen
de CDI no Projeto Newton. Contudo, existem discussdes que sdo imperativas e vao além do con-
texto da UFPA. Acesso a internet, programas de acolhimento social que alcance os graduandos
mais carentes e investimento na Educacdo Baésica, especialmente em Matemaética, sdo elementos
fundamentais para que essas transformagoes ocorram e possam atender a todos de forma efetiva e
democratica.

Dentre os resultados identificados pela equipe do Projeto Newton, neste texto, e reforcados pelas
avaliacbes e impressoes dos discentes, podemos apontar a importancia: da integragao da equipe
de professores, pesquisadores, técnicos e alunos de areas interdisciplinares, para a concepgao e
execucao de estratégias inovadoras, flexiveis e que fomentem processos de ensino-aprendizagem
propositivos e favoraveis a autonomia dos estudantes; da versatilidade dos Plantdes de Duvidas
para a formacao dos monitores e dos alunos tanto em disciplinas de CDI quanto na socializagao
de duvidas e conhecimento; de investimentos na formacao e fixacdo de recursos humanos qualifi-
cados e abertos a criagdo, experimentacao e permanente reavaliagdo de suas praticas de ensino-
aprendizagem, que consequentemente, estardo preparados para encontrar solugoes em momentos
de crise e contingéncias diversas, como vivido nos tltimos anos.

Diante do exposto, acreditamos que os conhecimentos construidos durante a pandemia devem ser
sistematizados e socializados para continuidade e potencializagdo de seus resultados, ndo apenas
no ambito da UFPA, mas em outros cenarios educacionais brasileiros.
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O Jogo Nim, sua estratégia de vitoria e
uma nova forma de jogar com foco na educacao basica

Ana Carolina Vargas Frederico '® Christine Serta Costa ®

Resumo

O presente artigo é um recorte de um trabalho de conclusao de curso do Profmat PUC-Rio con-
cluido em 2020. Tem como propédsito apresentar resultados que fundamentam a estratégia ven-
cedora que o matematico Charles L. Bouton desenvolveu para o jogo Nim e uma nova forma de
utilizar essa estratégia com o objetivo de dinamizar seu uso na sala de aula da educagao bésica.
O ponto de interesse tedrico na estratégia apresentada é o fato de ela ter sido desenvolvida com
base no sistema de numeragao binario, o que torna o jogo Nim um forte atrativo para trabalhar
esse conteudo nas aulas de matemadtica. Com este trabalho, esperamos contribuir com professores
que estejam buscando alternativas para trabalhar as diversas possibilidades académicas que emer-
gem dos conceitos dos nimeros binarios. Almejamos caminhar no sentido de aulas mais dinamicas,
atrativas e significativas e, assim, despertar a curiosodade e o pensamento investigativo no alunado.

Palavras-chave: Nim; Nimeros bindrios; Jogo de estratégia.

Abstract

This article is an excerpt from a course conclusion work from Profmat PUC — Rio defended in 2020.
Its purpose is to present results that support the winning strategy that mathematician Charles
L. Bouton developed for the game Nim and a new way to use this strategy with the objective
of dynamizing its use in the basic education classroom. The point of interest of the proposal
presented is the fact that it was developed based on the binary numbering system, which makes
the game Nim a strong attraction to work with this content in math classes. With this work, we
hope to contribute to teachers who seek alternatives to work with the various possibilities that
emerge from the concepts of binary numbers. We aim to move towards more dynamic, attractive
and meaningful classes and, thus, arouse curiosity and investigative thinking in the students.

Keywords: Nim; Binary numbers; strategy game.

1. Introdugao

O presente artigo é fruto de um trabalho de conclusao de curso do Profmat PUC — Rio defendido
em 2020 e intitulado Ndmeros Bindrios: uma proposta de ensino para a educagdo bdsica [5]. O
trabalho original traz uma proposta de ensino de nimeros bindrios na educacao béasica por meio

1Apoio Capes (bolsa Profmat)
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de algumas atividades lidicas e motivadoras. Convidamos o leitor a consultar o referido trabalho
para conhecer a proposta na integra. Para este artigo, trazemos um recorte desse TCC, com o
intuito de apresentar um novo olhar para a estratégia vencedora do jogo Nim desenvolvida por
Bouton, 1902 [2] e que tem por base o sistema de numeragao bindrio. Com essa nova forma de
enxergar a estratégia, mais pratica e concreta, é possivel trabalhar o Nim em aulas de matematica
da educagao basica e trazer motivacao e significado no estudo dos conceitos dos niimeros bindrios.

Comegamos apresentando o conceito de jogos imparciais, alguns aspectos histdricos e conceitos
relevantes do jogo Nim, suas regras e forma de jogar. Com o objetivo de analisarmos a estratégia
vencedora que Bouton desenvolveu para o jogo, apresentamos a soma-Nim, que é parte fundamental
da teoria matemaética que baseia esta estratégia, assim como algumas de suas propriedades. Em
seguida, conceituamos a teoria de Bouton para a estratégia vencedora e demonstramos o teorema
que justifica sua validade. Trazendo um aspecto inovador, apresentamos uma nova forma de utilizar
a estratégia vencedora, desenvolvida com o intuito de facilitar seu uso no chao da escola basica.

2. Jogos e O Jogo Nim

Vamos trabalhar aqui com uma categoria de jogos que atendem as propriedades listadas a seguir,
definidas em [7].

e O jogo tem 2 participantes que alternam suas jogadas.
e Ambos os participantes tém a informacao completa do jogo em todas as jogadas.

e Niao é permitida a utilizagdo de nenhum instrumento aleatério (como dados e roletas, por exem-
plo).

e Em cada jogada, é de conhecimento de ambos os jogadores as agoes permitidas, e cabe ao jogador
da vez fazer a sua escolha de jogada.

e Ha um critério bem definido e previamente conhecido por ambos os jogadores para indicar o
término do jogo.

e Ao final do jogo, hd um resultado bem definido. Em geral, esse resultado sera a vitéria de um
ou de outro jogador, podendo, em alguns jogos, ser empate.

Esses jogos, sao usualmente nomeados de jogos imparciais. Neles, todos os jogadores podem realizar
as mesmas agoes e, a partir de uma dada configuragao inicial, existe uma estratégia vencedora para
um dos jogadores, ou seja, se esse jogador jogar corretamente, ele sempre ganha, nao importando
as agoes de seu adversario. Em [3] pode-se encontrar outros jogos, ndo tdo conhecidos como o
Nim, que também se colocam nessa categoria. Descrevemos a seguir alguns deles que podem ser
trabalhados na educagao basica e sugerimos ao leitor que se aprofunde na teoria e dinamica que
os envolvem.

e O jogo do ddlar de prata, sem o délar: Este jogo é jogado em uma faixa semi-infinita de quadrados,
com um numero finito de moedas, nenhuma das quais é um dolar de prata. Cada moeda é
colocada em um quadrado de forma aleatéria e a agao permitida é, em cada jogada, mover uma
moeda para um quadrado desocupado da esquerda da faixa (ou seja, na dire¢ao da extremidade
finita da tira), sem passar por nenhuma outra moeda. O jogo termina quando algum jogador nao
tem mais como fazer uma agao permitida porque as moedas estao dispostas de forma sequencial
nos quadrados da extremidade esquerda da faixa.
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e O jogo do ddlar de prata, com o ddlar: Este jogo é jogado exatamente como o jogo descrito
anteriormente, exceto pelo fato de que uma das moedas é, de fato, uma moeda de um doélar de
prata e o quadrado mais & esquerda da faixa semi-infinita é substituido por uma bolsa de dinheiro.
O quadrado da bolsa de dinheiro é capaz de conter qualquer nimero de moedas. Assim, a moeda
mais & esquerda que esteja em qualquer quadrado (exceto o da bolsa) pode, caso o jogador da
vez queira, ser colocada na bolsa de dinheiro. Quando a moeda do délar de prata entrar no
quadrado da bolsa de dinheiro, o jogo termina.

e O jogo de Northcott: Este jogo é jogado em um tabuleiro quadriculado n X m (pode-se, por
exemplo, usar um tabuleiro do xadrez). Em cada coluna coloca-se uma pega branca e uma
peca preta. Cada jogada (acdo permitida) consiste em movimentar uma pega para a frente ou
para tras pelo ntimero de casas que se quiser, desde que nao saia da coluna original e nao salte
sobre uma outra peca. Perde quem, por ter todas as suas pegas encurraladas, nao puder realizar
nenhuma agao permitida.

O nosso interesse aqui ¢ falar sofre o jogo Nim, que é um exemplo de jogo imparcial. Pouco se sabe
sobre a origem do Nim, mas acredita-se ter sido originado na China. Segundo [6], um dos primeiros
trabalhos dedicados a esse jogo, apresentado em um artigo publicado em 1902, foi do matematico
Charles L. Bouton. No artigo, intitulado Nim, a game with a complete mathematical theory, [2],
- Nim, um jogo com uma teoria matemédtica completa (traducdo nossa), Bouton analisa o jogo e
apresenta a teoria matematica que utilizou para a construgao de uma estratégia vencedora.

O jogo aqui discutido interessou ao escritor por conta de sua aparente complezidade,
e sua teoria matemdtica extremamente simples e completa. O escritor ndo conseguiu
descobrir muito sobre sua historia, embora algumas variagoes do jogo estejam sendo
praticadas em algumas faculdades e feiras americanas. Ele tem sido chamado de
Fan-Tan, mas como nao se trata do jogo chinés que tem esse nome, o nome deste
artigo € proposto para ele. ([2], p. 35, tradugdo nossa)

Foi nesse artigo que o jogo recebeu o nome que conhecemos hoje. Segundo [1], esse nome, em
inglés arcaico, significa apanhar; em alemao (Nimm) significa tirar e, quando rotacionado em 180°,
transforma-se na palavra win que, em inglés, significa vencer.

O Nim é um jogo de regras simples e de facil entendimento feito para duas pessoas jogarem. A
dindmica do jogo desenvolve-se da seguinte forma:

e Sao dispostos em uma mesa um determinado ntimero de objetos separados em grupos que nao
precisam ter a mesma quantidade de objetos;

e Os dois jogadores jogam se alternando em rodadas;

e Em cada rodada, o jogador da vez escolhe um dos grupos e retira dele a quantidade de objetos
que desejar (note que o jogador s6 pode retirar objetos de um mesmo grupo numa quantidade
minima de um objeto e maxima de todos os objetos do grupo escolhido);

e Vence o jogador que retirar o ultimo objeto da mesa.

Existem varias versoes do Nim. Estamos utilizando a versao inspirada naquela apresentada por
Bouton em seu artigo de 1902, mas em [7] e [3] esse jogo também ¢ discutido cuidadosamente e
apresentado teoricamente.
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3. A Soma-Nim

A soma-Nim estd conceituada em [2] e é parte fundamental do desenvolvimento da teoria ma-
tematica por trdas da estratégia vencedora do jogo. Cabe ressaltar que, em seu artigo, Bouton
apresenta a operagao sem, entretanto, nomea-la.

Definigao 1. Seja Nj um natural escrito na base bindria, ou seja, Ni = (ajum)aim-1) * - * i(0))2;
onde a;; € {0,1},Vj € {0,1,...,m}. A soma-Nim entre os nimeros No,Ny,--- Ny, representada
por Ng® N; & --- & Ny, é o natural W = (byby 1---bg)2, também na base bindria, tal que
Vje{0,1,...,m} tem-se que

.bj =0, se Z]iﬂ:oaij =0mod 2 e

e bj = 1, caso contrario.
Se, para algum Nj, ndo existir aj; a partir de um j = k, consideramos aj;; =0 Vj € {k,k+1,...,m}.

A seguir, na defini¢do 2, apresentamos uma forma algoritmica de definir a Soma-Nim.

Definigao 2. A soma-Nim, de simbolo &, é uma operacio matemética feita com os niimeros naturais
escritos na base binaria. Para efeturar essa soma deve-se organizar os niimeros que determinam as
parcelas a serem somadas, um embaixo do outro, com seus algarismos alinhados & direita (como se
faz em uma soma de base 10). Em cada uma das colunas (todas formadas apenas por algarismos
0 e 1), se a quantidade de algarismos iguais a 1 for par, o resultado da soma na referida coluna é
0 (zero); caso contrario, o resultado é 1 (um).

Observe que 0060=0,001=1,160=1e¢1®1=0.

Exemplo 1. Vamos efetuar a soma-Nim dos nimeros 18,22, 8 e 6, todos escritos na base 10.

e O primeiro passo é passar estes nimeros da base 10 para a base 2:
18 = (10010)3 = N1,22 = (10110)2 = N2, 8 = (1000)2 = N3 e 6 = (110)9 = Ny.

e Depois, deve-se organizar os nimeros obtidos alinhando seus algarismos a direita:

1
1

—_— o O
_ o = O
— O = =
o O OO

e Por fim, basta verificar se a quantidade de algarismos iguais a 1 em cada coluna é par ou impar
e proceder conforme explicitado na definicao 2. Neste exemplo,

NieNyd N3Ny = (01010)2 =W.

E importante ter a clareza de que a soma-Nim nao é uma soma usual. Ao efetuar 18 + 22 + 8 + 6,
encontramos como resultado o nimero 54 que, na base bindria, equivale ao nimero (11011),.
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3.1. Algumas propriedades da soma-Nim

A soma-Nim é munida de algumas propriedades. A seguir, baseados em [4], iremos enuncid-las e
demonstré-las. Para tanto, considere os ntimeros x,y e z, escritos na base binaria. Nessa secao,
representamos um numero na base 2 com seus algarismos separados por virgulas apenas para
dar mais clareza no desenvolvimento das demonstragoes. Assim, X, y e z j4 na base 2, estao
representados por: X = (Xn,Xn-1,"** ,%X0),¥ = (Vn, Yu1,""* »Y0) € 2= (Zn,Zn-1,- " ,20),1 € N.

(a) Associativa: x® (y®z)=(xdy) dz

Demonstrag¢ao. x® (y ®z) =

= (Xn,Xn 1, " 7X0)@ [(Yruynfl?"' ﬂy0)®(zn7zn 1,° " 7Z0)] =

= (Xns Xn-1," " ,X0) ® [(Yn @ Zn, Y1 ® Zn1," >YO®ZO)] =

= [Xn ® (Yn ®2%n),Xn 10 (Yu1 @ 2Zn1), X0 @ (Yo D 20)] =

= [Xn OV ®Zn, X190V 1 D Zn1, " ,X0®Yg®2Z0] =

= [(Xn ®Yn) ®Zn, (Xn 109V 1) @ %Zn 1, -, (X0 69YO) ® 7] =

= [Xn @Y, Xn 1 O Yy 1, aXOQBYO] ® (Zn,Zn-1," "+ ,%0) =

= [(Xnaanlf" 7X0) @ (Yn7yn—17"' 7YO)] 2] (Zn7zn71a"' 720) =

=(x®y)®z |

(b) Comutativa: x®@y =y ®&x

Demonstracao. x®y =

= (Xn,Xn,l,"' 7X0) © (ynaynflv"' 7YO) =

= (Xn OYn;Xn-1DYp1,""" X0 69}’0) =

= (YH 6)(1'17}]1’1*1 ®Xn 17'.. 7y0 ®XO) =

= (YnaYnfla"' ’yO) @ (Xanflf" 7X0) =

=yex O

(c) Elemento Neutro: x® 0 =x
Demonstracao. x® 0 =
= (Xn;anla"' 7X0) @ (070, aO) =
= ®0,x,190,--+ ,x0®0) =
= (Xn;anh T aXO) =
=X O

(d) Elemento Inverso: x@®x =0

Demonstragao. x ®x =

= (Xn,anl,"' 7X0) © (Xnaxnflf” 7X0) =

= (Xneaxnaxn—l ©Xn-1,"" ,XO@XO) =

= (0707 70) =

=0 O
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3.2. Algumas consequéncias das propriedades da soma-Nim

Vimos que a soma-Nim satisfaz as propriedades associativa, comutativa, possui elemento neutro
0 e cada elemento tem um inverso. A partir dessas propriedades podemos provar algumas con-
sequéncias diretas que estao enunciadas a seguir. Considere aqui também todos os ntiimeros escritos
na base binaria.

(i) Lei do corte ou cancelamento: x®y=x®z Sy =z

Demonstra¢io. x0y=x0z (xDy)dx=x®z2) xS xd(ydx)=x®(z0x) &
SxdxPY)=x0(xdz) o xdx)dy=x0x)dzo00y=002zy=12 O

(if) O elemento neutro da soma-Nim é 1nico.

Demonstragao. Pela propriedade (c) tem-se que 0 é elemento neutro de soma-Nim, ou seja,
x®0 = x. Suponha que n também seja um elemento neutro da soma-Nim, entao x&n = x®0 = x.
Pela lei do cancelamento, tem-se que n = 0. O

(iii) Um nimero é o unico elemento inverso de si mesmo.

Demonstragao. Pela propriedade (d) tem-se que um ndmero é elemento inverso de si mesmo,
ou seja, x ® x = 0. Suponha que exista x; # x que também seja inverso de x. Neste caso,
x@®x=x@®x; =0. Pela lei do cancelamento, tem-se que x = x;. O

(iv) A soma-Nim de dois ntimeros distintos é diferente de zero.

Demonstrag¢ao. Seja x # y e suponha por absurdo que x @ y = 0. Entao y é o inverso de x e,
portanto, y = x (o que é um absurdo uma vez que, por hipétese, x # y). m|

4. A teoria de Bouton para a estratégia vencedora do Nim

A teoria de Bouton para a estratégia vencedora do jogo consiste no fato de que, se um determinado
jogador, digamos A, consegue deixar uma certa configuragdo de objetos na mesa e, depois disso,
joga sem cometer erros, o outro jogador, digamos B, nao consegue ganhar. Tal configuragao
vencedora é chamada de combinacao segura. Bouton ainda demonstra que, se A deixar uma
combinagao segura na mesa, B, em sua préxima jogada, nao conseguird deixar uma combinagao
segura. E mais: independentemente do que B faca, A sempre conseguird deixar uma combinagao
segura na mesa na sua jogada subsequente. Uma configuracao que nao for uma combinagao segura
chamaremos de combinacao nao segura.

O conceito matematico presente na teoria de Bouton para formar uma combinagao segura trata da
aritmética dos ntimeros naturais escritos na base bindria. Mais precisamente da soma-Nim. Uma
combinagao segura é aquela em que a soma-Nim dos nimeros que representam as quantidades de
objetos em cada grupo vale zero.
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4.1. O Teorema de Bouton

As demonstragoes aqui presentes foram baseadas em [4].

A teoria de Bouton é generalizada para qualquer quantidade de grupos e qualquer quantidade de
objetos em cada grupo. A seguir, vamos enunciar e demonstrar o teorema de Bouton, que é base
para a estratégia vencedora do Nim. E, para tanto, considere um jogo do Nim com n grupos,
n € N e seja x; a quantidade de objetos pertencentes ao grupo i,1 < i < n. Tomemos a n-upla
(x1,X2,...,Xy) como uma configuracao qualquer de objetos deixada na mesa em um determinado
momento do jogo. Note que o jogo termina quando um jogador alcancgar a configuragao (0,0, ..., 0),
que chamaremos de configuragao terminal.

Cabe destacar as seguintes propriedades:

(a) A configuracao terminal (0,0, ...,0) é, sem divida, uma combinagao segura ji que tem soma-Nim
igual a zero.

(b) A partir de uma configuragdo que representa uma combinagdo segura, qualquer jogada védlida
origina uma combinacdo nao segura. (vide Lema 1).

(¢) A partir de uma configuracdo que representa uma combinagdo nao segura, existe pelo menos
uma jogada valida que a transforma em uma combinacdo segura. (vide Lema 2).

Entende-se por jogada vélida aquela em que o jogador da rodada escolhe um grupo e dele retira
(no minimo 1 e no méximo todos) objetos do grupo escolhido.

Lema 1. Seja (x1,X2,...,%n) # (0,0,...,0) uma configuragio com soma-Nim igual a zero (com-
binacao segura), ou seja, X1 ®x2 & -+ ® xy = 0. Entdo, qualquer jogada vdlida feita nessa con-
figuragdo, ird transformd-la em uma configuragao com soma-Nim diferente de zero (combinagao
ndao segqura,).

Demonstra¢dgo. Suponha que a jogada valida tenha sido feita no grupo k, alterando a quanti-
dade xj para um valor y,; note que y, < Xx. A nova configuracdo passou a ser da forma
(X1,X2,« + vy Xke1s Yiey Xkt15 - - - 3 Xn), € sSua soma-Nim é

X1 DX - OXp 1Y OXy1 D - DXy

Utilizando a hipdtese e as propriedades da soma-Nim, podemos escrever as seguintes equivaléncias:

X1®X0@ - OXp 1Oy BOXp41 @ B Xy &
S X1BX2D  PXp 1BV PXpt1 B - DXyp) & (X DXY) ©
S X1 BX0D DX 1 BXkPXp41 D D Xy) B (Y DXi) ©
S0 (ydxK) ©
€ (yi ®xx)
Como y) < xk e a soma-Nim de dois niimeros distintos é sempre diferente de zero, tem-se que
Vi Oxx #0
O

N
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Lema 2. Seja (x1,Xa,...,%n) # (0,0,...,0) uma configuragcdo com soma-Nim diferente de zero

(combinagdo nao segqura), ou seja, X1 ®Xa®---®xy, # 0. Entdo, a partir de uma jogada vdlida bem
construida, € possivel transformda-la em uma configuragdo com soma-Nim igual a zero.

Demonstra¢ao. Considere que x1 ®Xo ® - - ®x, =s# 0, com 8= (S;uSm_1 - *S150)2-

Seja d(0 < d < m) o natural tal que sq = 1; e se s, = 1, entao d > k, ou seja, sq é o digito igual a 1
que se encontra mais a esquerda da representagao binaria de s.

Escolha um natural j tal que o d-ésimo digito de x; é também igual a 1. Repare que j existe, uma
vez que o digito sq é a soma-Nim dos d-ésimos digitos de cada x;.

Seja y; =s @ xj. Observe que y; < xj; isso se deve ao fato de que todos os digitos a esquerda de x;
e de y; sao nulos, e o d-ésimo digito de y; diminui de 1 para 0 por ser resultado de uma soma-Nim
de dois niimeros com o d-ésimo digito igual a 1. Ao retirarmos x; —y; objetos do grupo j obtemos
uma configuracdo que anula a soma-Nim. Note que, se (y1,¥9,...,y,) for a configuragdo obtida
apos essa jogada, entao y; = x;Vi # j, e como y; = s @ Xj, temos:

V1®y, @@y, =
=X1®X2®D - DXj1 @yj@ij,l@'--@xn:
=X1PxX2P PX1PSsPXjDXj41 @ DXy =

=X1®XoD DX, DS =

=s®s=
=0
]
Teorema 1. Teorema de Bouton: Uma configura¢do (X1,Xz2, -+ ,Xy) € uma combinagdo sequra se,

e somente se, X1 ®Xo @ -+ - ®x, =0.

Demonstracdo. Iremos ter por base que qualquer configuracdo é uma combinacdo segura ou uma
combinacao nao segura. Seja V o conjunto de todas as configuragbes com soma-Nim nula, e seja
D o conjunto de todas as configuragoes cuja soma-Nim é nao nula. Logo, VN D = ¢. Entao:

(i) A configuragao (0,0,...,0) pertence a V, uma vez que 0@ 0@ ---® 0 = 0. Observe que essa
configuracao é de fato segura, ja que o jogador que deixar tal configuracao na mesa obtera a
vitéria no jogo.

(ii) Dada uma configuracao de V, qualquer jogada nessa configuragao ird transforma-la numa confi-
guracao de D. Considere que (x1,X2,...,X,) € V e, sem perda de generalidade, suponha que séo
retirados objetos do primeiro grupo da configuragao. Seja (XII,XQ, -+ Xp) a nova configuragao.
Por hipétese, x1 ® xo & --- & x, = 0. Supondo por absurdo que x/1 DX @ - dxX, = 0 entao
X1 DXo D - DX, = x/1 DXy D DX, € pela lei do corte, x; = X/l, o que é absurdo. Logo
x'1 ®xX2® - ®xy # 0 e, portanto, (X;,XQ,"' ,Xn) € D.

(iii) Resta mostrar que, dada uma configuracido de D, existe sempre uma jogada que a transforma
numa configuracdo de V. Vamos fazer uma prova construtiva, construindo qual é essa jogada,
com base no Lema 2. A jogada em questao pode ser obtida com os seguintes passos:

N
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e Determinar os valores de d e s onde d é o niimero da coluna (contadas da direita para a esquerda
na montagem da soma-Nim) mais & esquerda, com um ndmero impar de digitos iguais a 1, e s
é o valor da soma-Nim;

e Escolher uma das parcelas da soma-Nim (equivale a escolher um grupo) onde aparega um digito
1 na coluna d. Seja j o grupo escolhido. Lembre-se que x; é o nimero de objetos do grupo j;

e Trocar o digito 1 de xj que estd na coluna d para o digito 0;

e Trocar (de 0 para 1 ou de 1 para 0) todos os digitos de x; nas colunas da soma-Nim onde o
nimero de digitos 1 ¢ impar. Seja y; = s ® Xj 0 novo nimero de objetos da nova configuragao
(X1,X2, s Xjo1, Vi Xj1, - - - Xn). Assim

X1 ®X2® - BXj1 @yj@Xj+1®"'€DXn=

=X10xX®PX 195X BXjy1 D B Xy =
=X1 DX - DX, DS =

=sds=0

De (i), (ii) e (iii) tem-se que uma configuracdo é uma combinacdo segura se, e somente se, a sua
soma-Nim é nula. ]

A proxima subsecao explicita um exemplo de construgao de uma jogada que anula a soma-Nim.

4.2. A jogada que transforma uma configuracao de D em outra de V

O exemplo 2 mostra uma jogada que transforma uma combinagao nao segura (soma-Nim diferente
de zero, pertencente a D) em uma combinagio segura (soma-Nim igual a zero, pertencente a V),
tendo por base o item (iii) da prova do teorema de Bouton.

Exemplo 2. Como ponto de partida, vamos considerar que os objetos do jogo estejam divididos em
4 grupos com 11, 12, 7 e 5 objetos respectivamente em cada um desses grupos, ou seja, (11,12,7,5)
é a atual configuracao do jogo. Observe que essa disposi¢ao de objetos representa uma combinagao
nao segura, ja que 11 = (1011)5, 12 = (1100)3, 7= (111)3 e 5 = (101)5 €

10111100 ® 111 ® 101 = 0101 # 0

Para construir a proxima jogada que deixe na mesa uma combinagao segura, vamos seguir os passos
explicitados em (iii) da prova do teorema de Bouton nos dados do exemplo em questao.

e Observe que d = 3 (coluna mais & esquerda com um ntumero fmpar de digitos iguais a 1 na
soma-Nim) e s = 0101 (valor da soma-Nim).

e Nessas condigoes, podemos escolher qualquer uma entre as segunda, terceira ou quarta parcelas
da soma-Nim, ji que todas elas tém o elemento 1 na coluna d = 3. Neste exemplo, escolhemos
a segunda parcela, j = 2, (equivalente a escolher o segundo grupo de objetos). x3 = (1100)2 =
12 indica o nimero de objetos do grupo 2. A figura 1 ilustra esses dois primeiros passos da
construcao.
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1011
@ (1100
111
101
0101

Figura 1: soma-Nim com destaque para a coluna d, o valor de s e a parcela escolhida

o E preciso agora trocar de 0 para 1 e de 1 para 0 todos os digitos de xo que estao em colunas com
nimero {mpar de digitos iguais a 1. Neste exemplo isso ocorre nas colunas 1 e 3, como ilustra
a figura 2. Fazendo isso, todas as colunas passam a ter quantidades pares de digitos iguais a 1,
e o nimero 12 = (1100)2 diminui para o nimero 9 = (1001),. Dessa forma, conseguimos zerar a
soma-Nim retirando 3 palitos do segundo grupo e, assim, alcangamos a combinagao (11,9,7,5)
que é segura, como ilustra a figura 2.

1011

¢ (1001
111

101
0000

Figura 2: soma-Nim igual a zero depois das trocas realizadas no grupo 2

5. Um novo olhar sobre a estratégia vencedora

Para utilizarmos a estratégia vencedora durante uma partida do Nim é necessério efetuarmos
célculos mentais, tanto para passarmos os numeros de uma base para outra, quanto para cons-
truirmos a jogada que zera a soma-Nim. E é interessante que esses calculos sejam feitos em

N
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tempo hébil para nao “travar” o jogo. Isso pode nao ser um problema para algumas pessoas,
mas nem todos possuem tamanha habilidade. Uma outra alternativa seria jogar fazendo uso de
papel e caneta, mas, dessa forma, ficaria claro para o oponente que uma estratégia predeter-
minada estaria sendo utilizada. Nessas duas possibilidades, podemos enxergar desvantagens, e
esta fol a motivagao que tivemos para desenvolver uma terceira alternativa para jogar o Nim,
utilizando a estratégia vencedora.

Ao efetuarmos uma soma-Nim, organizando os nimeros que estao na base binaria, um embaixo
do outro e alinhados a direita, sabemos que para obtermos uma combinagao segura, em cada
coluna precisamos ter uma quantidade par de algarismos iguais a 1 para que a soma-Nim seja
nula. Sabemos também que cada coluna estd associada a uma determinada poténcia de base 2.
Portanto, se uma coluna s6 possui algarismos iguais a zero significa que, em nenhum daqueles
grupos, a poténcia de base 2 referente aquela coluna compoe o nimero de elementos do grupo. Se,
em uma determinada coluna, existe uma quantidade par de algarismos iguais a 1, isso significa
que a poténcia de base 2 referente aquela coluna compoe uma quantidade par de ntmeros, ou
seja, aparece uma quantidade par de vezes.

Dessa forma, quando observamos a configuragao de objetos na mesa, e conseguimos enxerga-los
em cada grupo “separados” em poténcias de base 2, é possivel perceber juntando todos os grupos,
quais poténcias de 2 estao em quantidades impares e quais estao em quantidades pares. E o que
iremos buscar com nossa jogada é que cada poténcia de base 2 apareca uma quantidade par de
vezes (ou simplesmente ndo aparega). Conseguindo isso, garantimos uma combinagao segura.

Para entendermos melhor esta nova forma de jogar utilizando a estratégia vencedora, vamos
acompanhar o exemplo a seguir.

Exemplo 3. Neste exemplo, consideramos uma configuracao de objetos dispostos em 3 grupos
com, respectivamente, 3,5 e 7 objetos em cada grupo, ou seja, (3,5,7) é a configuragao inicial
do jogo. Os jogadores sao nomeados por A e B, e os objetos estao representados por palitos. A
figura 3 ilustra essa configuracao disposta na mesa.

Figura 3: Configuracio inicial do jogo: (3,5,7)

O jogador A serd o primeiro a jogar e usard a estratégia vencedora. Para isso, ele precisa enxergar
cada grupo de palitos como somas de poténcias de base 2, onde cada poténcia s6 aparece uma
tnica vez dentro de cada grupo. O primeiro grupo possui trés palitos e 3 =2!+2°=2+1. No
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segundo grupo, temos 5 = 22 +2% =4+ 1. E no terceiro, 7=22+2'+2° =4+ 2+ 1. A ideia é
enxergar esta configuragao conforme a representacao da figura 4.

Figura 4: Configuracdo (3,5,7) com as poténcias destacadas.

Na imagem acima destacamos as poténcias 22 = 4 com a cor azul, 2! = 2 com a cor vermelha
e 2° = 1 com a cor amarela. Nao existe essa distin¢io de cores na hora do jogo, mas é preciso
imaginar as poténcias assim destacadas. Dessa forma, fica facil perceber que, na configuracgao
do jogo, a poténcia 2° aparece em quantidade impar, enquanto as poténcias 22 e 2! aparecem,
cada uma, em quantidades pares. Logo, precisamos retirar uma poténcia 2° de um dos grupos,
ou seja, para garantir uma combinacao segura basta retirar um nico palito de qualquer um dos
trés grupos.

Para o préximo passo, vamos supor entao que o jogador A tenha retirado um palito do primeiro
grupo, conseguindo a combinacgéo (2,5,7), que é segura. Em seguida, o jogador B faz sua jogada
e suponhamos que ele retire 2 palitos do segundo grupo. Portanto, a configuragdo (2,3,7) é a
combinacao nao segura do momento. Usando o mesmo raciocinio devemos enxergar essa nova
configuracao como exibido na figura 5.

Figura 5: Configuragio (2,3,7) com as poténcias destacadas.

Observe que nesta nova configuracio apenas a poténcia 2° est4 em quantidade par. As poténcias
N\
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22 e 2! estdo em quantidades impares na mesa e precisamos retirar uma de cada numa tnica
jogada. Como, pela regra do jogo, sé podemos retirar palitos de um tnico grupo, iremos reti-
rar essas duas poténcias do grupo trés, sendo essa a tUnica jogada possivel para alcancar uma
combinagao segura neste momento do jogo. Foi isso que o jogador A fez, retirou seis palitos do
grupo trés e, portanto, a configuracao ficou (2,3,1). Novamente é a vez de B jogar e vamos supor
que ele retire os 3 palitos do segundo grupo, deixando na mesa a combinacao nao segura (2,0,1)

ilustrada na figura 6.

Figura 6: Configuracdo (2,0,1) com as poténcias destacadas.

Observe agora que, neste ponto, as duas poténcias, 2! e 2°, estdo em quantidades fmpares, mas
podemos transformar 2! em 2° retirando um palito do primeiro grupo e, assim, a mesa terd duas
poténcias do tipo 2%, ou seja, fica na mesa a combinacao segura (1,0,1). Quando B jogar agora,
terd que retirar um palito ou do grupo 3 ou do grupo 1 e sobrard um tunico palito para A retirar,
ganhando o jogo.

Uma observagao interessante é que, partindo de uma combinagéo nao segura, se o jogador A (o
que comega o jogo) sempre fizer uma jogada usando a estratégia vencedora, em algum ponto da
partida, aparecera apenas dois grupos com quantidades iguais de palitos. E, a partir disso, a
cada jogada de B, basta que A retire a mesma quantidade de palitos que B retirou, sé que do
outro grupo. Seguindo assim, a ultima jogada serd de A, que vencerd do jogo, como discutido
no exemplo 4.

Exemplo 4. Vamos supor que, numa determinada partida, apés uma das jogadas do jogador A,
a configuracao na mesa seja (4,4,0), que é uma combinagao segura. Se B retirar os quatro palitos
de um dos grupos, basta A retirar os quatro palitos do outro grupo para vencer o jogo. Se B
retirar apenas um palito de um dos grupos, A deve retirar apenas um palito do outro grupo e o
jogo continuard dessa maneira até que A venca.

E natural que, durante uma partida do Nim, os jogadores, mesmo sem conhecerem a estratégia
vencedora, percebam que deixar dois grupos com a mesma quantidade de palitos no final do
jogo garante-lhes a vitoria. Desta forma, quem consegue esse feito primeiro, ganha. O que a
estratégia vencedora garante é que, independentemente do que o seu adversario faga, é o jogador
que conhece a estratégia vencedora que conseguira deixar os dois grupos com a mesma quantidade
de palitos no final da partida, garantindo-lhe a vitéria.

N
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No exemplo 3, a configuragao inicial era uma combinagao nao segura e o jogador A foi o primeiro
a jogar, o que possibilitou que ele utilizasse a estratégia vencedora logo na primeira rodada
do jogo. Também seria possivel utilizar tal estratégia sendo o segundo a jogar e, para isso,
seria necessario esperar por uma combinacao nao segura para transforméa-la em segura. Mas, é
claro, isso sé seria possivel se o oponente nao soubesse a estratégia vencedora. Caso contrario,
se o primeiro a jogar conhece a estratégia vencedora sempre serd o vencedor, a menos que a
configuracao inicial da mesa j4 apresente uma combinacdo segura ou que ele “erre”’em alguma
jogada.

Outro ponto importante a destacar é quando, em uma configuragao, em cada grupo sé exista
uma poténcia de cada tipo, e essas sao distintas. Nesse caso, nao adianta retirar uma dessas
poténcias de palitos pois as outras continuariam em quantidades impares, nao configurando uma
combinacao segura. A estratégia seria entao retirar, da maior poténcia, uma quantidade de
palitos equivalente a diferenca entre a maior poténcia e a soma das demais. O exemplo 5, ilustra
essa situacao.

Exemplo 5. Comsidere a configuracao (4,2,1)=(22,2%,2%), ilustrada na figura 7, formada por
3 grupos onde cada um deles tem exatamente uma quantidade de palitos expressa por uma
poténcia de 2 distinta.

Figura 7: Configuragio (4,2,1) com as poténcias destacadas.

A estratégia, nesse exemplo, serd retirar da maior poténcia a quantidade que equivale a diferenga
entre a maior poténcia e a soma entre as outras duas. Assim, retiraremos do grupo com 4 palitos
a quantidade de 22 — (2! +2°) = 4 - 3 = 1 palito, obtendo a combinacio segura (3,2,1), expressa
na figura 8.

i



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Frederico e Costa

Figura 8: Configuracao (3,2,1) com as poténcias destacadas.

6. Consideragoes finais

A inovagao do presente artigo encontra-se no novo olhar que apresenta a estratégia vencedora do
jogo Nim desenvolvida por Bouton. Esse novo olhar dinamiza a aplicabilidade no chao da escola
bésica e provoca posicionamentos questionadores e investigativos que certamente contribuem
para uma aprendizagem critica e autonoma.

Como a base tedrica para construcao da estratégia vencedora dé-se a partir dos nimeros binérios,
este jogo torna-se um forte aliado para introducgdao de conceitos desse conteido, repleto de
aplicagoes nos dias atuais. Estudar temas contemporaneos onde o alunado perceba conexoes
com o mundo em que vive certamente traz significado a apropriagao de conhecimento.

Uma atividade que envolve niimeros bindrios e o jogo Nim foi produzida e aplicada com turmas do
nono ano do ensino fundamental de uma escola publica, e sua descri¢ao e resultados encontram-se
em [5]. Convidamos o leitor professor a ler esse texto, conhecer em mais detalhes a proposta e
analisar a viabilidade de sua aplicacao de forma completa ou adaptada nas suas turmas.

Finalmente, questionamentos sobre variagoes nas regras do Nim podem ser investigadas com mais
ou menos complexidade. [7] sugere, por exemplo, impor restri¢gdes sobre o ntimero de palitos a
ser retirado ou permitir jogadas que afetem mais de uma pilha de objetos. Além disso, considerar
a versao do Nim onde quem perde é quem retira o ultimo objeto da mesa também possibilita
discussoes interessantes. Enfim, muito ainda se pode ser desenvolvido em relagao a esse jogo com
um olhar no ensino bésico.

Esperamos que este artigo motive professores a buscar novas alternativas para o trabalho no chao
da escola, e reforcamos a necessidade de transformar a sala de aula em um lugar mais atrativo,
investigativo e de troca de saberes.
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Inversao por circulos
como aplicacao dos niimeros complexos

Miguel V. S. Frasson ®

Resumo

Apresentamos uma demonstragao de que a inversao por circulos mapeia circulos e retas em circulos
ou retas, podendo intercambié-los. Essa demonstracao ¢é feita de maneira direta e elegante com o
auxilio de nimeros complexos, sendo uma bela aplicagao deles.

Palavras-chave: Geometria; inversao; circulos; retas; nimeros complexos.

1. Introdugao

A inversdo por um circulo é uma transformacdo geométrica que tem a fascinante propriedade
de mapear circulos e retas em circulos ou retas, podendo intercambid-los. Foi inventada pelo
gedmetra suigo Jakob Steiner (1796-1863). Entre outras coisas, é 1til para converter problemas
geométricos envolvendo circulos que devem satisfazer condigoes de tangéncia ou incidéncia, em
problemas mais faceis, possivelmente com retas, satisfazendo condigoes semelhantes. Para um
estudo mais aprofundado do tema, veja, por exemplo, [2, 3], que apresentam diversos problemas e
aplicacoes da inversao. Adiante, apresentaremos aplicacoes nas segoes 3 e 4.

Os numeros complexos, por sua vez, tém um forte apelo geométrico em suas operagoes aritméticas.
Aqui, como uma bela aplicagdo desses niimeros, daremos uma breve e elegante demonstracao para
algumas propriedades da inversdo. Apresentaremos uma equacao unificada para retas e circulos
no plano complexo, que pode ser facilmente manipulada com a inversao por um circulo. Essa ideia
foi inspirada em um férum de discussdo sobre matemética [4] (para a aplicagdo complexa z +— 1/z)
e estudada em um grupo de iniciagao cientifica para alunos do ensino médio em Sao Carlos-SP.

Para fixar notacao, pontos serao denotados com letras latinas maiusculas, retas com letras latinas
minusculas e circulos com letras gregas minusculas. Denotaremos a imagem por uma inversao de
um objeto x por x’. Denotamos a semirreta de origem A contendo o ponto B por AB, o segmento
com extremos A e B por AB e seu comprimento por |AB|. Identificaremos um plano IT com o
plano complexo C, fixando em IT um sistema ortogonal de coordenadas cartesianas, e identificando
P = (x,y) com o nimero complexo x + iy, permitindo nimeros complexos como coordenadas e
aritmética complexa em Il. Por exemplo, |AB| = |B—A|, 0 médulo do niimero complexo B — A.

2. A inversao por um circulo

Dado um circulo A, de centro O_d)e raio r > 0, pode-se definir a inversdao por A de um ponto P # O
como o ponto P’ na semirreta OP tal que

|OP| - |OP’| = 12. (1)
an
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A inversdo é, portanto, uma transformacao do plano, excetuando o centro O, que manda pontos
externos a A distintos em pontos internos distintos e vice-versa, de forma que a inversao é uma
bijecao do plano, excluido O. Note que uma inversao é sua prépria transformagao inversa, sendo
portanto uma transformacao idempotente.

Ainda que O néo pertenca a imagem de uma inversao como transformagao, estenderemos sem mais
avisos a imagem de objetos a esse ponto se este for o tnico faltante a tal imagem como um circulo
ou reta. B nesse sentido que podemos dizer, por exemplo, que “a imagem de uma reta que nao
passa por O ¢ um circulo que passa por O”.

Podemos construir a inversao de pontos com régua e compasso, com uma construgao mostrada na
Figura 1. (Outras construgoes sao apresentadas em [3, ex. 2.10 e 2.11].) A construgao da imagem
de circulos e retas pode ser feita usando as propriedades apresentadas a seguir, e a construgao
da inversao de poucos pontos auxiliares que determinam tais objetos. Softwares como Geogebra
permitem aplicar a inversao diretamente a objetos diversos.

Figura 1: Inversao de um ponto por A: Se P é externo a A, construa o circulo @ de didmetro OP
e marque R e S nas intersegoes com A, de forma que o triangulo ORP é retangulo em R. Entao
marque P’ na intersecdo de OP com RS; da relacdo métrica ilustrada & direita, r? = |OP’| - |OP| e
portanto P e P’ sdo inversos com relagao ao circulo 2. De forma semelhante poderiamos construir
P a partir de P’ interno a A. Trace uma perpendicular a OP’ por P’ e marque as interse¢oes R e
S com A. Trace, entdo, um circulo @ que passe por O, R e S. O ponto P estd na intersecao de «
com a semirreta OP’.

Desenvolveremos as principais propriedades da inversao. No resto desta secao, as inversoes sao
com respeito a um circulo A de centro O.

Propriedade 1. A inversao por A mapeia circulos e retas em circulos ou retas. Além disso:
1. tais objetos, se nao passam por O, sao mapeados em circulos;

2. se passam por O, sdo mapeados em retas;
3. retas sao mapeadas em objetos que passam por O.

No item 2 acima, objetos que passam por O tém pontos arbitrariamente préximos de O, que
sao mapeados pela inversao em pontos arbitrariamente distantes, ou seja, a imagem é um objeto
ilimitado, e entre circulos e retas, estas sao a tnica opcao. O item 3 é a reciproca do item 2.

Propriedade 2. A inversao preserva angulos e tangéncias de objetos que se intersectam.

" sBm
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H& de se observar a correspondéncia das regides que faceiam os angulos. Por exemplo, se um
circulo @ cruza A com um angulo @ interno a ambos, tal regiao que faceia 8 é mandada numa
regiao interna a a’ mas externa a A, e ai teremos o mesmo angulo 6. Apenas encontros ortogonais,
por razoes Obvias, ficam isentos de tais permutacoes de posigao.

Pode-se estender a inversao a todo o plano se incluirmos um “ponto” ao infinito, denotado oo, que
seria a imagem de O pela inversdo, como em [3]. Nesse caso, as retas usuais encontrar-se-iam
em oo e talvez em outro ponto, se forem concorrentes no sentido usual, formando angulo 6; retas
paralelas podem ser consideradas, assim, tangentes em oo, e tal tangéncia nesse caso, ou tal angulo
naquele, sao preservados pela inversao. A ideia é bastante interessante e util, mas neste modesto
trabalho vamos nos manter no plano usual, ainda que retendo essas conclusoes.

Propriedade 3. 1. Pontos de A permanecem fixos; em particular, A € mapeado em si mesmo.

2. Se a inversao mapeia um circulo em outro circulo, esse € imagem homotética daquele, com
centro de homotetia em O.

3. Um circulo ortogonal’ a A é mapeado em si mesmo.
4. Uma reta por O € mapeada em si mesma.

Por defini¢ao, uma semirreta de origem em O é um conjunto invariante pela inversao, assim como
setores com vértice em O. Por setor minimo de vértice em O ocupado por um determinado objeto,
queremos dizer o menor conjunto de semirretas com vértice em O que contém tal objeto.

Sobre a Propriedade 3, quanto ao item 2, se um circulo @ que tem O em seu exterior, ocupa um
setor minimo de vértice em O, de forma que sua imagem pela inversao serd um circulo @’ que
ocupa o mesmo setor, devendo ser imagem homotética de @ por uma homotetia de centro em O e
razdo k > 0. Se O estiver em seu interior, vale a mesma conclusio (a partir de outros argumentos,
omitidos), mas com razao de homotetia k < 0. Como em todo setor angular com vértice em O ha
somente um circulo ortogonal a A com tal setor minimo, e pela Propriedade 2, tal circulo deve ser
mapeado em si mesmo, o que mostra o item 3. Por fim, no item 4, uma reta que passa por O é a
uniao de duas semirretas opostas com origem em O, portanto tal reta é invariante pela inversao.

Veja a Figura 2, para uma ilustracao de algumas propriedades da inversao por um circulo.

3. Exemplo: anéis olimpicos do logotipo da OBM

Um belo exemplo da vida real é o logotipo animado da Olimpiada Brasileira de Matemdtica (OBM),
que aparece em sua pagina www.obm.org.br. O logotipo, conhecido como os “anéis olimpicos”, é
um conjunto de 5 circulos coloridos que se tangenciam entre si e com outros dois circulos que lhes
servem de guia, mas dispersos de uma forma irregular, e por isso, causam um grande efeito no
expectador. Esse logotipo é um caso particular do problema conhecido como corrente de Steiner.
Veja [2, §9].

Note que uma versdo regular do logotipo é facilmente construtivel. A inversao pode ser aplicada
para mandar esse logotipo regular numa versao irregular, preservando as tangéncias. Pode-se
construir essa animagao usando um software de geometria dinamica como o Geogebra. Veja? a
Figura 3.

1'Um circulo y é ortogonal a A se os raios (ou as tangentes) de y e de A, num ponto de intersecdo, forem ortogonais.
2A Figura 3 contém animagao, que pode ser vista no Acrobat Reader (exceto celulares), PDFXChange e Foxit
Reader (Windows) e no KDE Okular (Linux).
N
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inversao T
— ()

Figura 2: Inversdo por A aplicada a diversos circulos. Quando a imagem de um circulo pela
inversao é outro circulo, essa imagem é homotética aquele circulo a partir de O, o centro de A.
Para construir suas imagens pela inversao, constroem-se as imagens de alguns pontos suficientes:
os pontos de intersegdo desses circulos com A permanecem fixos (pontos P, Q, R, Se T) e U é
mapeado em U’. As retas tracejadas mostram os setores minimos, invariantes, ajudando a enxergar
as homotetias. Por ser idempotente, a inversao intercambia as figuras da esquerda e da direita. As
cores dos arcos ilustram suas respectivas imagens pela inversao.

inversao
giro dos
anéis olimpicos

A

Figura 3: Logotipo animado da OBM no Geogebra. E facil construir uma versao regular dos “anéis
olimpicos” e pela inversao, obter a versao irregular desejada, mais interessante. Faga vocé mesmo:
vamos precisar animar um ponto ao redor de um circulo auxiliar, entdao sobre um circulo (tracejado)
construa um ponto A e, a partir dele, os vértices de um pentagono sobre o circulo auxiliar. Entéo,
construa a figura regular a esquerda com 7 circulos. Crie um grande circulo 1 que englobe a
figura construida e, usando a ferramenta de inversido (no menu das transformagoes), inverta por 4
todos os circulos (exceto o tracejado), formando o logotipo da OBM. Coloque os arcos nas cores
correspondentes e, por fim, ligue a animacdo de A em sentido horario, fazendo os “anéis olimpicos”
girarem, mantendo as tangéncias entre si e com os anéis guia em cinza.

i
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4. Exemplo: encontrar um circulo tangente a outro circulo, uma reta e passando por um ponto

Problema 1. Dados um circulo @, uma reta r e um ponto P, considere o problema de construir um
circulo y que passe por P e tangencie @ e r. Veja a Figura 4.

Figura 4: Construa um circulo y tangente a « e r, e incidente em P.

Note que um circulo y passando por P é mandado em uma reta por qualquer inversao por circulo
com centro em P. Tal inversdo mandaria « e r em circulos @’ e 8 =1/, e o problema de encontrar y
é traduzido no problema mais simples de encontrar retas tangentes aos circulos @’ e 8. Aplicando
a inversao as retas tangentes obtidas, teriamos a resposta ao problema original.

Problema 2. O mesmo que o Problema 1, mas no caso particular em que « e r tangenciam-se em
um ponto T.

Ainda que possa ser resolvido como o caso geral acima, admite outra solugdo mais simples: uma
inversao por um circulo com centro T mapeia a e r em retas paralelas. Em qual problema se
traduzir-se-ia o problema original?

O que dissemos ¢ suficiente para o leitor interessado resolver esses problemas por si mesmo. O uso
do Geogebra facilita bastante na execucao da solugao. No final do artigo, na Segao 8, apresentare-
mos uma solucao para tais problemas.

5. A inversao por um circulo, usando nimeros complexos

A partir daqui, propomo-nos a demonstrar as propriedades da inversao usando equagdes de niimeros
complexos. Recordamos que pontos do plano sao identificados com ntmeros complexos. Dado
z = x+1iy € C, seu médulo é |z| = v/x2 +y2 e seu conjugado é Z = x — iy, valendo a identidade
|z|? = 2Z. Se w € C, temos que z+ W =Z+ W € zw = ZW.

Considere o circulo de inversao A de centro O e raio r. Da defini¢do de inversao (1), P = O+(P-0)
deve ser mapeado em P’, na semirreta de origem em O na direcdo PO, tal que |[P’~O|-|[P—O| = r?,

isto é,
, [P’ - 0| 5, P-0O
P’ = —(P-0) = _ 2
O+|P70|( 0)=0+r P_OF (2)

Como |P—0|? = (P-0)(P - 0), (2) pode ser reescrita como

r?

P-0O
i

PP=0+
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e podemos decompoOr a inversao como a composicao de uma translacao, uma conjugacao complexa
(a reflexdo em torno do eixo real), um inverso complexo?, uma homotetia e a translagao inversa:

ZV> 72— i ——— Z 1 z 127 2 =y 2
P 2% poo 25 PO = L 2O p o0 ——.
P-0O P-0 P-0

Todas essas transformagoes preservam angulos e tangéncias de curvas, assim como suas composigoes.
Essa é um forma de mostrar a Propriedade 2.

Para aplicar a inversao a circulos e retas, comecamos por estudar uma equacao que, dependendo
do coeficiente do termo quadratico, é quadratica ou linear, representando assim um circulo ou uma
reta, e, dependendo do termo constante, passa pela origem ou nao.

6. Uma equacao unificada para circulos e retas em C

Seja B € C e £ > 0. No plano complexo, o circulo de centro B e raio ¢ tem equacao |z—B| = ¢, com
variavel z = x + iy. Podemos desenvolver |z — B| = £ para obter a equagao equivalente

?=|z-B?=(z-B)(z— B) =2z Bz~ Bz + BB = |z|> - Bz Bz + |B|?
e, portanto,
|z|?> - Bz - Bz + (|B|> - %) = 0. (3)
Se desprezarmos o termo quadrético |z|2 em (3), com B # 0, ficamos com uma equacio da forma
Bz Bz+c=0. (4)

Fazendo por um instante B=a+1ib e z =x+1iy em (4), terfamos

0=-Bz-Bz+c=-(a—ib)(x+iy) — (a+ib)(x —iy) +c = 2ax —2by +c & ax+byf§:0,

portanto, (4) é a equagdo da reta que passa por P = (verifique) e é ortogonal a B.

¢
5B
2|B]
Do exposto acima, podemos unificar circulos e retas numa tnica equacao

alz|* - Bz-Bz+c=0 (5)

em que B € C e a,c € R, sujeitos a condicdo |B|? - ac > 0:

- B . VIB|Z - ac
e Se a# 0, (5) é uma equacao para o circulo de centro — e raio € = L;
a

_c<
2[BJ?

e Tais objetos passam pela origem se, e somente se, ¢ = 0.

a
e Se a=0, (5) é uma equagao para a reta por B, ortogonal a B.

3A fungao inverso complexo é uma funcao complexa diferencidvel: (%), = 7%2. Uma funcao diferencidvel complexa
f(z) atua de maneira muito préxima a uma fungao linear em uma vizinhanga suficientemente pequena de um ponto
w em seu dominio: f(w + €) ~ f(w) +f’(w)e, para € suficientemente pequeno, isto é, aproximadamente aplica a
pontos de uma vizinhanga de w uma rotagao de dngulo o argumento de f'(w), e uma homotetia de razao |f'(w)],
ambas com centro em f(w). Assim, preserva angulos e tangéncias de curvas que se cruzam em w. Veja [1, cap. 8§].

Mesmo angulos e tangéncias em 0 sao preservados pela funcao inversa complexa. Para ver isso, note que curvas
que chegam com angulo 6 em 0 s@o mandadas em curvas com angulo —6 perto do infinito: se t > 0, tem-se entao
que te% = %e’le _
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Podemos, de forma andloga, considerar formas transladadas de (5), a saber
alz— 0> - B(z-0) Bz 0)+c=0 (6)

que representam os circulos ou retas descritos acima mas transladados de O, mais precisamente:

VIB|? —ac_
a )
B ortogonal a direcao de OB.

~ . B .
e Se a# 0, (6) é uma equacdo para o circulo de centro O + — e raio £ =
a

e Se a=0, (6) é uma equagao para a reta por O +

¢
2|BJ?
e Tais objetos passam por O se, e somente se, ¢ = 0.

Veja a Figura 5.

(a)

Figura 5: Em (6), (a) se a # 0, temos um circulo de centro O + % e raio £ = 4/|B|2 —ac/a; (b) se

a = 0, temos uma reta ortogonal a OB que passa por P =0 + WB.

7. A inversao leva circulos e retas em circulos ou retas

Vejamos em quais objetos a inversdo com relagdo ao circulo A mapeia um objeto de equagao (6).
Em vista de (2), multiplicando (6) por r2/|z— O|?, obtemos

21, 0] 2 _ -0 5 O 2
aE 12 | ~Br? z ~Br? 2 +c ! =0
|z - O|? |z - O lz— O lz— O
~———— —— [ —
z’-0 70 |z/~O|2 /r2
e portanto z’ satisfaz a equagao
¢ _ _
- |z~ 0> Bz -0)-B@@ -0)+ ar? =0. (7)
T S~
S~—— ’

C

a’

Agora podemos mostrar facilmente a fascinante Propriedade 1: em (7), a equagdo da imagem de
um circulo ou reta em (6), ao aplicar a inversdo, é também um circulo ou reta. Um circulo ou
reta, se ndao passa por O, tem coeficiente ¢ # 0, portanto sua imagem tem coeficiente a’ = ¢/r? # 0,

an
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sendo assim um circulo (item 1). Se tais objetos passam por O, tém coeficiente ¢ = 0, portanto
sua imagem tem coeficiente a’ = ¢/1? = 0, sendo uma reta (item 2). Por fim, uma reta, por ter
coeficiente a = 0, é levada em um objeto com coeficiente ¢’ = ar? = 0, logo, que passa por O
(item 3).

Podemos mostrar também a Propriedade 3. De (2) vem imediatamente o item 1. Agora podemos
mostrar completamente o item 2: um circulo @ que nao passa por O,2de centro 2O + B e raio £ —
basta tomar a =1 e ¢ = [B|*~¢* — ¢ levado num circulo de centro O+ B e raio ¢, portanto uma

. YR ~ 2 z ~ .
imagem homotética de @ com centro em O e razao k = *=. Um circulo com razao de homotetia 1

também é fixo:
. 2 ~ 2
¢ |B]2-¢2

ou seja, se @ é um circulo ortogonal a A, permanece fixo pela inversao com relagao a 1. Veja a
Figura 6.

=17 +(* = |BJ?,

Figura 6: Clirculos ortogonais a A permanecem fizos pela inversao por A, além das retas por O e
do préprio circulo A.

8. Solugao dos problemas da Secao 4

Vamos apresentar a solugao ao Problema 1, p. 639.

Como dissemos na Segao 4, toda inversao por A com centro em P mapeia y em uma reta s, e
como P ¢ a, P ¢ r, @ e r sao mapeados em circulos @’ e B = 1/, respectivamente. Se tomarmos
A ortogonal a «, esse fica fixo pela inversao, ou seja, @ = o’ (Propriedade 3, item 3). Os raios
de 1 e a devem ser ortogonais na intersecao, portanto tal intersecao deve estar em um circulo de
diametro AP, onde A é o centro de @, em roxo pontilhado, & esquerda, na Figura 7.

Ja tendo ¢ = @, a direita na Figura 7 construiremos S, que passa por P e pelos pontos R e S em
rN 4, que sao fixos. Entao o centro B de S estd no encontro das mediatrizes de RS e PS, em roxo
pontilhado.

O problema de construir um circulo y que tangencia @ e r converteu-se em construir retas sy
tangentes a a e B8, que faremos a direita na Figura 7. Note que hd quatro dessas retas tangentes,
mas, para nao poluir demais o desenho, construiremos uma tangente de cada tipo: si, que nao
separa a e 8; e sg, que 0s separa.

Analisando a partir da solugao, essas tangentes sdo paralelas a catetos de triangulos retangulos de
hipotenusa AB e catetos de raios b—a e b+ a, onde a e b sdo os raios de a e B, respectivamente.
D
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O circulo de diametro AB estd em verde. A construcdo da reta tangente s; estd em vermelho, e
inicia-se com um arco a partir de B de abertura b — a. E f4cil construir o ponto de tangéncia T
de y; e, que estd em r N PT;. Faremos a construcao analoga para o ponto de tangéncia Ts para
uma tangente so, que se inicia com um arco a partir de B de abertura b + a, feita em azul.

Voltando & esquerda na Figura 7, tendo os pontos de tangéncia T e T4 de y; e ¥ com r, seus

) 1 2 9
centros estdo nas perpendiculares a r por esses pontos, e nas mediatrizes de PT] e de PT}. Tais
construgoes estao feitas nas mesmas cores que as retas s; e ss.

o
Y2 =85

inversao por A
<

Figura 7: Construa um circulo y tangente a a e r, e incidente em P. Dividimos a construgao em
dois lados, mas que representam o mesmo plano. A esquerda, construimos o circulo de inversao A
(tracejado, pirpura) ortogonal a a, para que @’ = a. A direita, construimos o circulo 8 =1’, que
passa por P e pelas intersegoes entre r e 1. Entao, construimos as retas tangentes s; (em vermelho)
e sy (em azul). (A rigor, bastava construir os pontos de tangéncia Ty e Ts.) A partir de Ty e To,
é facil construir os pontos de tangéncia T7 e T4 entre r e os circulos y; e yg, respectivamente, na
intersecao entre r e os segmentos PT; e PT5. Voltando a esquerda, construimos os circulos resposta
Y1 =s] e y2 = s}, que passam por P e tangenciam r em T e T,. Observamos que, das quatro
solugoes possiveis, apresentamos apenas as duas menores, para nao poluir demais a construcao.

Agora vamos solucionar o Problema 2, quando « e r tangenciam-se em T, feita na Figura 8.

Para uma solucao diferente da anterior, mais simples nesse caso particular, vamos partir da inversao
por um circulo de centro T, que mantém r fixo e envia @ numa reta s paralela a r (caso contrério,
@ e r se cruzar-se-iam em outro ponto). Para manter P também fixo, tomaremos A passando por
P (em pirpura). Aqui, calhou de A cruzar @ em dois pontos R e S, fixos pela inversdo. Logo é facil
construir s = @’, que passa nesses pontos. Essas construgoes serao feitas na Figura 8, em cima.

al inversao manda todo circulo y, que passa por angente a a e r, em outro circulo ue
Tal da tod 1 P, t t , t lo vy}

passa em P, tangente as retas paralelas r e s. Tais circulos tém seus centros na reta paralela m
equidistante a r e s, distando d > 0 das mesmas e de P. Logo, esses centros estao no circulo de

" sBm
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centro P e raio d e em m. Assim, construimos os dois centros possiveis A e B, dando em duas
solucdes y; e y5. Os pontos de tangéncia T e Ty dos circulos y] e y; com r, respectivamente,
estao nas perpendiculares a r passando por A e B.

Agora passaremos para a parte de baixo da Figura 8, onde executamos a inversdo de Ty e T,
como na Figura 1, construindo T} e T5. Note que T ¢ externo a 4, de forma que T] estd em r e
na reta que passa pelas intersecoes de A e do circulo com diametro TT;. Como y; é homotética a
Y1, 0 centro de y; estd na intersecao entre AT e a perpendicular a r em T7.

Para a construcdo de Tj, feita em azul, trace a perpendicular a r por Ty, que intersecta 4 em C e
D. Construa o circulo que passa por C, D e T, e T, estd na intersegéo de tal circulo com r. Como
72 ¢ homotética a 5, seu centro estd na intersecao da reta suporte de TB com a perpendicular a
r por T%. Isso termina a solugao.

inversao por A

m

Figura 8: Construa um circulo y tangente a a e r, tangentes, e incidente em P. Dividimos a
construcdo em dois desenhos, mas que representam o mesmo plano. Acima, construimos o circulo
de inversdo A (purpura) de centro T, passando em P, de forma que ' =r e P’ =P, e @’ =5, uma
paralela a r. A inversdo por A mapeia as solugbes y, em circulos y; que tangenciam r e s com
centros equidistantes a r, s e P. Ha dois desses centros A e B, e na perpendicular a r por esses
centros, os pontos de tangéncia Ty e To. Na figura de baixo, construimos T] e T5 com o método
da Figura 1. Pela relagao homotética entre vy, e y,, os centros de vy, estdao na intersecao entre as
retas suporte de TA e TB e as perpendiculares a r por T, . As construcoes referentes a y; e o
estao em vermelho e azul, respectivamente.

i
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Uma proposta para o ensino de funcoes exponenciais e
logaritmicas de acordo com a BNCC: mediada pelo
GeoGebra e resolucao de problemas

Eudes Antonio Costa ® Vilmar Costa Silva 1® Jabson da Cunha Silva 2®

Resumo

Neste artigo abordaremos as relagoes entre as propriedades das expressoes algébricas de fungoes e
suas respectivas representacoes graficas. Ao abordar a representagio gréafica da fungéo, o docente
precisa fazer de forma articulada a expressao algébrica, buscando referenciar e explicitar as relagoes
entre elas.E as tecnologias serao aliadas para estabelecer essas articulagoes. Este artigo objetiva
apresentar propostas de atividades didaticas para os professores referentes a fungoes exponenciais e
logaritmicas no ensino médio, utilizando a resolugao de problemas como metodologia e o aplicativo
GeoGebra. O uso da metodologia de resolucao de problemas e do GeoGebra como alternativa de
ensino dos conceitos referentes ao contetddo escolhido ¢é justificado e proposto pelos documentos
oficiais da educagao, enfatizando as relagoes entre conceitos e procedimentos. A metodologia de
pesquisa € de natureza bibliografica e qualitativa.

Palavras-chave: Ensino de Matematica; Funcoes; GeoGebra; Resolugao de Problemas.

Abstract

In this article we will discuss the relationships between the properties of algebraic expressions
of functions and their respective graphical representations. When approaching the graphic re-
presentation of the function, the teacher needs to articulate the algebraic expression, seeking to
make reference and explain the relationships between them. In this, technologies will be allied
to establish these articulations. This aims to present proposals for didactic activities for teachers
about exponential and logarithmic functions in high school, using problem solving as a metho-
dology and the GeoGebra application. The use of problem solving methodology and GeoGebra
as an alternative for teaching concepts related to the chosen content is justified and proposed by
official education documents, emphasizing the relationships between concepts and procedures. The
research methodology is bibliographic and qualitative in nature.

Keywords: Functions; GeoGebra; Math Teaching; Problem Solving.
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Neste trabalho temos como objetivo apresentar atividades didaticas?® para o ensino de funcoes
exponenciais e logaritmicas no nivel médio, utilizando a Metodologia de Resolugao de Problemas
(MRP) como atividade de ensino mediada pelo aplicativo computacional GeoGebra. Salientamos
que sustentados na Base Nacional Comum Curricular (BNCC) [4] buscaremos as competéncias e
as habilidades nela declaradas. Dessa maneira apresentamos uma proposta de atividades didaticas
que englobam o contexto relatado. Construimos tal proposta embasados na MRP e Tecnologias
de Informagao e Comunicagao (TIC) de forma articulada e vinculada aos aspectos do cotidiano ou
interdisciplinares.

O conceito, ou as nogoes, de fungao abordado por meio de procedimentos algébricos, simplesmente
como “férmula”’; induz os estudantes a desenvolverem uma concepgao confusa acerca do assunto.
Ao apresentar ou ensinar esse tema buscamos relacionar e articular representacées numéricas,
algébricas e graficas mediadas pela MRP e TIC, como alternativa para obtermos o desenvolvimento
das habilidades exigidas pela BNCC [4].

Além disso, é fundamental observarmos que a ideia nao é simplesmente usar o GeoGebra para
verificar o que estd correto ou errado na representagao grafica da funcao. Em lugar disso, a vi-
sualizacdo no GeoGebra deve ser explorada para motivar reflexdes e conjecturas no que concerne
ao comportamento das fungdes. Em consonéncia com [11] usamos a plataforma GeoGebra como
instrumento de mediacao pedagdgica; o ambiente interativo proporciona aos discentes uma possi-
bilidade de aprendizagem instigante, concreta e investigativa, auxiliando-os a superar dificuldades
para aquisicao de conceitos abstratos da Matematica.

No tocante aos aspectos metodolégicos, esse estudo é caracterizado como pesquisa bibliografica, que
de acordo com [6] é o tipo de pesquisa desenvolvida tendo como base materiais j4 elaborados (livros,
artigos cientificos,...). Ademais possui uma abordagem qualitativa, pois, destacamos o processo
de resolugao de cada situagao-problema, e nao apenas o resultado ou solugao final, amparada por
eixos categorizados na MRP, conforme [12]. Recentemente, hé diversas dissertagoes de mestrado
produzidas no Brasil, principalmente no programa Profmat“, muitas dessas exploram o uso do
GeoGebra como instrumento de mediagdo pedagdgica para a apresentacao, fixagdo ou revisao de
conceitos em Geometria. Na prépria PMO tomamos contato com esse panorama da literatura
pelas referéncias [1, 2, 14]

Nossa proposta consiste em apresentar ao docente atividades direcionadas a preparacao ou capa-
citacdo do professor; as atividades almejam instigar ou estimular a autonomia do discente pela
utilizagdo da MRP. Assim as propostas de atividades aqui apresentadas também podem servir
como sugestoes ao docente enquanto roteiros pedagdgicos completos e possiveis de serem apresen-
tados aos estudantes. A proposta que ora apresentamos apontam que nao devemos mecanizar o
ensino da MRP e que a condugao do estudante, por intermédio de problematizacao ou perguntas,
preparadas e direcionadas pelo docente, podem torné-los independentes para a resolucao de pro-
blemas. Na Sec@o 2 apresentamos uma justificativa da conexao da MRP e o GeoGebra. Ja na
Secao 3 abordamos o ensino de fungées exponenciais e logaritmicas por meio de 6 (seis) atividades
sequenciadas destacando as habilidades e competéncias associadas. A proposta que expomos aqui
¢ um recorte da pesquisa de mestrado’ [13].

3As atividades didaticas constituem meios de organizagdo do trabalho pedagdgico em sala de aula, que con-
cretizam um conjunto de procedimentos especificos, préprios da situagdo de ensino-aprendizagem e servem como
mediadoras da relac@o entre os estudantes e um objeto de conhecimento. (MONTEIRO, [s.d.])

4Mestrado Profissional em Matemadtica http://www.profmat-sbm.org.br/

5Esclarecemos que nao realizamos um estudo de caso devido ao distanciamento social nos anos de 2020 e 2021.
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2. A resolugao de problemas e o GeoGebra

Desde a década de 1990, os Pardmetros Curriculares Nacionais (PCN) [3] destacavam a MRP
como ponto de partida da atividade matematica e discutiam caminhos para ensinar matemaética,
destacando-se, entre outras, a importancia das TIC. Desse modo, formar estudantes criativos e
versateis, capazes de entender o processo como um todo, dotando-os de autonomia e iniciativa
para resolver problemas em equipe e utilizar diferentes tecnologias e linguagens. Ainda nesse
contexto apontava que:

[...] os alunos, confrontados com situagdes-problema, mas compativeis com o0s ins-
trumentos que jd possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a desen-
volver estratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relagoes, verifi-
cando reqularidades, fazendo uso dos erros cometidos para buscar novas alternativas;
adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a consultar, a erperimentar, a organizar
dados, a sistematizar resultados, a validar solugoes; desenvolvem sua capacidade
de raciocinio, adquirem autoconfianca e sentido de responsabilidade; e, finalmente,
ampliam sua autonomia e capacidade de comunicagdo e de argumentagdo. [3, 1998,
p. 52]

Atualmente, a BNCC [4] recomenda que os estudantes desenvolvam a capacidade de identificar
possibilidades de utilizagao da matemaética para resolver problemas, empregando conceitos, proce-
dimentos e resultados para conseguir solugoes e interpretéd-las segundo os contextos das situagoes,
fazendo uso de verificacao de conjecturas e da dedugao de propriedades, a partir de outras. Agora,
quanto a competéncia especifica 3 do ensino médio que se refere a Resolucao de Problemas no
ensino da matemaética, a BNCC [4] espera que os educandos tenham competéncia de

[...] identificar os conceitos e procedimentos matemdticos necessdrios ou 0s que pos-
sam ser utilizados na chamada formulagcdo matemdtica do problema. Depois disso,
eles precisam aplicar esses conceitos, executar procedimentos e, ao final, compatibi-
lizar os resultados com o problema original, comunicando a solu¢do aos colegas por
meto de argumentacao consistente e linguagem adequada, no entanto, a Resolucao
de Problemas pode exigir processos cognitivos diferentes. Hd problemas nos quais
os estudantes deverao aplicar de imediato um conceito ou um procedimento, tendo
em vista que a tarefa solicitada estd explicita. Hd outras situacoes nas quais, em-
bora essa tarefa esteja contida nmo enunciado, os estudantes deverdo fazer algumas
adaptacoes antes de aplicar o conceito que foi explicitado, exigindo, portanto, maior
grau de interpretagdo. [4, 2018, p. 535

Contudo, em [10, 12], a MRP possibilita que os estudantes utilizem seus conhecimentos e de-
senvolvam a capacidade de administrar as informacoes ao seu redor. Desse modo, proporciona
o desenvolvimento do raciocinio légico, enfrentamento de novas situagoes e o conhecimento de
aplicagoes da matemadtica.

Nossa proposta ou abordagem é fortemente centrada na atuacao do docente, valorizando sua
atuacao diante de uma ferramenta tecnolégica, concebendo o uso das TIC no ensino da matematica.
Alinhado as concepgoes de [7, 11] vemos a existéncia de aplicativos, recursos ou ferramentas com-
putacionais nos quais os estudantes podem explorar e construir diferentes conceitos matemaéticos,
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referidos a seguir como programas de expressao. Os programas de expressdo apresentam recur-
sos que provocam, de forma natural, o processo que caracteriza o “pensar matematicamente”, ou
seja, os estudantes fazem experimentos, testam hipdteses, esbogcam conjecturas, criam estratégias
para a resolucao dos problemas. Destacamos algumas caracteristicas desses aplicativos: conter
um certo dominio de saber matematico; oferecer diferentes representacoes para um mesmo objeto
matematico (numérica, algébrica, geométrica) e permitir a manipulacdo dos objetos que estdao na
tela.

Acerca das representagoes graficas que articulam geometria e fungdes, em [7] apregoa que o Geo-
Gebra abrange recursos de geometria, dlgebra, tabelas, graficos e calculos simbdlicos em um tnico
ambiente, permitindo construcoes geométricas com a utilizagao de pontos, retas, poligonos, entre
outros. Especificamente, no GeoGebra é possivel introduzir fungoes e modificar todos esses objetos
dinamicamente mesmo apds a conclusao da construgao. E mais, equagoes e coordenadas também
podem ser diretamente inseridas na sua forma explicita.

Como destacado em [2, 7], o GeoGebra é um aplicativo de matemética dindmico que pode ser
utilizado como ferramenta que apresenta aos estudantes possibilidades de vivenciarem processos
criativos, estabelecer aproximacoes, juntar significados anteriormente desconexos e ampliar a ca-
pacidade de interlocugao por meio das diferentes linguagens que tais recursos propiciam. Pactuado
com esta andlise, utilizamos o GeoGebra como ferramenta de ensino® para desenvolver as aborda-
gens e 0s conceitos matematicos na segao seguinte.

3. Ensino de fungoes exponenciais e logaritmicas

Nesta segdo destacamos algumas competéncias e habilidades na BNCC [4], e desenvolvemos as
propostas de atividades diddticas, orientadas pelas concepgoes de [12] conexo a MRP e mediada
pelo GeoGebra. Tais atividades, apresentadas em separado e sequenciadas, estarao direcionadas a
auxiliarem o docente no ensino de fungoes exponenciais e logaritmicas para o ensino médio.

As fungdes exponenciais e logaritmicas na BNCC [4] estao associadas & competéncia especifica 1
do ensino médio, que € a utilizagao de estratégias, conceitos e procedimentos matemdticos para
interpretar situagoes em diversos contextos, sejam atividades cotidianas, sejam fatos das ciéncias
da natureza e humanas, ou ainda questoes economicas ou tecnoldgicas, divulgados por diferen-
tes meios, de modo a consolidar uma formacao cientifica geral. Nesta competéncia especifica 1,
salientamos as habilidades:

1. Interpretar situagdes econdomicas, sociais e das Ciéncias da Natureza que envol-
vem a varia¢do de duas grandezas, pela andlise dos graficos das funcgoes repre-
sentadas e das taras de variagcdo com ou sem apoio de tecnologias digitais.

2. Analisar grdficos e métodos de amostragem de pesquisas estatistica apresenta-
das em relatorios divulgados por diferentes meios de comunicagao, identificando,
quando for o caso, inadequagoes que possam induzir a erros de interpretagao,
como escalas e amostras nao apropriadas.

3. Interpretar e compreender o emprego de unidades de medida de diferentes gran-
dezas, inclusive de novas unidades, como as de armazenamento de dados e de
distancias astronémicas e microscopicas, ligadas aos avancos tecnoldgicos, am-
plamente divulgadas na sociedade.

SFerramenta de ensino é uma facilitadora do ensino-aprendizado, com a fungao de contribuir para aprendizagem
efetiva do educando.
r‘ﬂ
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4. Interpretar taxas e indices de natureza socioecondomica, tais como indice de de-
senvolvimento humano, tazas de infracao, entre outros, investigando 0s processos
de cdlculo desses nimeros.

5. Utilizar as nogdes de transformagoes isométricas (translagao, reflexdo, rotagdao e
composigoes destas) e transformagoes homotéticas para analisar diferentes produgdes
humanas como construgoes civis, obras de arte, entre outras.

[4, 2018, p. 532-534]

Salientamos também a competéncia especifica 5 do ensino médio que consiste em investigar e
estabelecer conjecturas a respeito de diferentes conceitos e propriedades, empregando recursos
e estratégias como observacao de padroes, experimentagoes e tecnologias digitais; identificando
a necessidade, ou nao, de uma demonstragao mais formal na validagao das referidas conjecturas.
Focamos, em particular, a habilidade em investigar conjuntos de dados relativos ao comportamento
de duas varidveis numéricas, usando TIC, e, se apropriado, levar em conta a variacao de dados
numeéricos,e, por fim, utilizar o plano cartesiano para descrever a relacao observada.

Considerando essas competéncias e habilidades, enfatizamos que ensinar matemaética no ensino
médio deve ser mais do que exibir resultados para memorizar, ou seja, propor a construgao ou
elaboragao do conhecimento matematico deve estar vinculado ao dominio de um saber pensar
matematico, em atencao ao modo de pensar do estudante e as ferramentas de que dispoe ou tem
acesso, motivando-o mediante a MRP.

Para criar as representacoes graficas via campo de entradas algébricas, basta digitar no Campo
de Entrada (na parte inferior da tela de visualizacao do aplicativo computacional GeoGebra) a
sequéncia de comandos destacados apds as figuras, ao digitar o comando no Campo de Entrada,
pressione a tecla ENTER para a visualizagdo da representacao grafica.

3.1. Atividade 1

Esta atividade relaciona conceitos da fungao exponencial a resolugao de um problema que envolve
as Ciéncias Biolégicas. Tem como objetivo fazer com que os discentes consigam: reconhecer e inter-
pretar informagoes relativas ao problema; manipular expressoes inerentes ao problema; identificar
graficamente as varidveis e a situagdo de seu crescimento; montar e representar graficamente as
tabelas; aprender acerca do tratamento de dados com a montagem de tabelas e construgao gréfica.

SITUAQAO—PROBLEMA: O Coronavirus, que provoca a Covid-19, pode ser transmitido de uma
pessoa para outra. A Organizacdo Mundial da Satde (OMS) afirma que a transmissdo pode
ocorrer através de goticulas de saliva ou muco, expelidos pela boca ou narinas quando uma pessoa
infectada tosse ou espirra. Digamos que temos um crescimento no nimero de infectados de uma
cidade que possui 19 mil e 683 habitantes em que, a cada trés dias, a quantidade de pessoas doentes
triplique. No primeiro dia, descobre-se um infectado, quantos dias serao necessarios para que um
terco da populagao dessa cidade esteja infectada. Considere que nenhuma medida seja adotada
para o controle do crescimento dos infectados”.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Quantos dias serao necesséarios para que um tergo
da populagao esteja infectada? Quais sao as condicionantes? Ha 19683 habitantes, e a cada trés

7Estas sao apenas estipulagbes grosseiras a fim de contextualizar como se dé hipoteticamente o crescimento do
Coronavirus.
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dias a quantidade de pessoas doentes triplica e no primeiro dia descobre-se um infectado. E possivel
satisfazer as condigoes e elas sdo suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam
dados? “Nao”.

Construgdo de uma resolucao: Apés a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexdes entre os dados (informagoes fornecidas) e o que é
solicitado. Momento de o educando desenvolver um plano para encontrar a quantidade de dias,
encontrar a sequéncia de crescimento de infectados, organizar os dados para encontrar a expressao
que representa a situacao e pensar na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos
que fagam uma representacao grafica da situacao. Finalizada a discussao, o docente deve desafiar
os discentes a refletirem sobre quantos dias ou ciclos serao necessarios para atingir um tergo da
populagao.

Execucao escolhida: Apds ter o plano em maos, o docente poderd observar as concepgoes dos
educandos frente a resolucao apresentada. Sejam I os nuimeros de infectados e ¢ a quantidade de
ciclos, sabemos que 1 ciclo equivale a 3 dias. Assim, considerando Tabela 1 e suas sucessoes de

Quantidade de Ciclos | Numeros de Infectados I I(c)
1 1 1 30
2 3 3 3!
3 9 3-3 32
4 27 3-3-3 33

——
3
5 81 3-3-3-3 3%
~———
4
C 3.3..... 3|31
————
c—-1

Tabela 1: Relagao entre Infectados e Ciclos.

valores, podemos generalizar a situagao e obter a expressao que representa o niumero de infectados,
que é I(c) = 3° !, sendo ¢ a quantidade de ciclos.

Como um terco de 19683 é % -19683 = 6561. Como queremos encontrar a quantidade de ciclos que

serdo necessarios para 6561 pessoas da cidade serem infectadas, ou seja, I(c) = 6561. De I(c) = 31,
temos que 6561 = 3°°!; como 6561 = 3%, segue que 3° ! =38 daf c—1=8, logo ¢ = 9. Sabendo que
cada ciclo possui 3 dias, temos que 3 -9 = 27. Portanto sao necessarios 27 dias para que um terco
da populagao esteja infectada.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta interativa para identificar o nimero
de infectados em funcao dos ciclos. Na Figura 1 temos a representacao gréfica de uma funcao do
tipo exponencial, I(c) = b-3°! em que b = 1 é a quantidade inicial de infectados, enquanto c
indica a quantidade de ciclos para os quais os numeros de infectados sofre variacoes. Caso queira
outros valores para b, basta no comando 3 escolher o valor desejado quantas vezes quiserem, a
partir de cada escolha a representacao gréafica modificara de forma dinamica e automatica. E pela
representacao grafica podemos identificar o crescimento da funcdo que corresponde a situagao-
problema.

Para ativar a funcionalidade “Criar Controle(s) Deslizante(s)”, basta pressionar a tecla ENTER.
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Antes de inserir os comandos a seguir, primeiro altere a escala da representagdo gréfica: Clique
com o botao direito do mouse na Janela de Visualizacao; Clique com o botao esquerdo do mouse
na opcao EixoX : EixoY e apds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 1000. Lembrando
que ao digitar cada comando, pressione a ENTER.

o
i

2000
7000

2000

Comandos:
L I{c) = b*3 {e-1} ; om0
2. Criar Controle(s) Deslizante(s) <00
para: b (Tecla ENTER) ; aoo0
3. b=1; 2000
L A=(9, G561) . 1000

Figura 1: Representacao Grafica da Atividade 1.

3.2. Atividade 2

Esta atividade relaciona conceitos de potenciagao e funcao logaritmicas a resolucao de um problema
de aplicacao que envolve outras areas do conhecimento como a Fisica e Geologia. Tem como
objetivo fazer com que os discentes consigam: valorizar a leitura e interpretagao; reconhecer e
interpretar informagcoes relativas ao problema; identificar a necessidade do uso de logaritmos na
resolucao de equacgoes inerentes ao problema; utilizar conceitos de funcao logaritmica para resolver
problemas envolvendo outras areas do conhecimento.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (UPE-2012) : Terremotos sao eventos naturais que nao tém
relagdo com eventos climéticos extremos, mas podem ter consequéncias ambientais devastadoras,
especialmente quando seu epicentro ocorre no mar, provocando tsunamis. Uma das expressoes
para se calcular a violéncia de um terremoto na escala Richter é:

2 E
M(E) = - -log| =],
(E) =3 -log (Eo)
sendo M a magnitude do terremoto, E a energia liberada (em joules) e Eg = 10%° joules é a energia
liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia. Determinar a ordem de grandeza da
energia liberada pelo terremoto do Japao de 11 de marco de 2011, que atingiu magnitude 9 na
Escala Richter.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual foi a ordem de grandeza da energia liberada
pelo terremoto? Quais sao as condicionantes? Esse terremoto atingiu magnitude 9 na Escala
Richter e é dada a grandeza da energia liberada Eg usada como referéncia. E possivel satisfazer as
condigoes e elas sao suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

N
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Construgao de uma resolugdo: Apéds a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a desafiar
os estudantes a buscarem conexodes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o educando
desenvolver um plano para encontrar a grandeza da energia liberada, adquirir o discernimento de
como substituir os valores disponiveis e aplicar na expressao que representa a situagao e pensar
na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos que desenhem uma representagao
grafica da situagao, juntamente com analise das consequéncias de alteragao dos valores. Finalizada
a discussdo, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre qual a ordem de grandeza da
energia liberada pelo terremoto do Japao que atingiu magnitude 9.

Execugao escolhida: Apds ter o plano em méaos, o docente poderd observar as concepgdes dos
educandos diante da resolucao apresentada. Queremos o valor de E, sabemos que M(E) = 9. De

2 E 2 E 2 E
M(E) = 3 log (E_o) temos que 9 = 3 - log (E_o) . Como Eg = 10%®, obtemos 9 = 3 log (W) ,
27 E . .
logo 5= log 10i5 ; usando propriedades de poténcia temos que
105 =10 11049

)

assim 10% = entdo 1013245 = E. Portanto, E = 10'®. Concluimos que a ordem de grandeza

10457
da energia liberada pelo terremoto é 10'® joules.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para visualizagao da representagao

grafica da funcao. Na Figura 2 temos a representagao grafica de uma fungao logaritmica, M(E) = 3

E
log (E_o) com Eg = 10%° que, é energia liberada por um pequeno terremoto usado como referéncia,
enquanto E indica a ordem de grandeza da energia liberada por um terremoto para o qual a

quantidade dos elementos sofrem variagoes. Pela Figura 2 podemos visualizar que E precisa de
valores extremamente grandes para que M(E) atinja valores positivos, ou seja, acima do eixo x. E
também que a funcao M é crescente.

Comandos:

1. M(E) = 2/3* logl0(E/10" {4.5}) .

Figura 2: Representacao Grafica da Atividade 2.
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3.3. Atividade 3

Esta atividade relaciona conceitos da fungao do tipo exponencial & resolugao de um problema de
aplicagdo que envolve outras dreas do conhecimento como a Quimica e Antropologia. Tem como
objetivo fazer com que os discentes consigam: valorizar a leitura e interpretagao; manipular ex-
pressoes inerentes ao problema; utilizar conceitos de fungao exponencial e logaritmos para resolver
problemas envolvendo outras areas do conhecimento.

SITUAQAO-PROBLEMA - Adaptado (ENEM-2013) : Em setembro de 1987, Goiania foi palco do
maior acidente radioativo ocorrido no Brasil, quando uma amostra de césio-137, removida de um
aparelho de radioterapia abandonado, foi manipulada inadvertidamente por parte da populagao.
A meia-vida de um material radioativo é o tempo necessario para que a massa desse material
reduza-se a metade. A meia-vida do césio-137 é 30 anos, e a quantidade restante de massa de um
material radioativo, apés t anos, é calculada pela expressio M(t) = A - (2,7)%*, sendo A a massa
inicial e k é uma constante negativa. Considere log2 = 0,3. Qual o tempo necessario, em anos,
para que uma quantidade de massa do césio-137 reduza-se a 10% da quantidade inicial?

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual o tempo, em anos, para que a massa do
¢6sio-137 reduza-se a 10% da quantidade inicial. Quais sao as condigoes? A meia-vida do césio-137
¢ 30 anos e a quantidade restante de massa de um material radioativo, apds t anos, é calculada pela
expressio dada. E possivel satisfazer as condigoes e elas sao suficientes ou nao para determinar a
solucao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

Construgao de uma resolucao: Apds a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
educando desenvolver um plano para encontrar o tempo para que a massa reduza-se a 10%, adquirir
o discernimento de como substituir os valores disponiveis, aplicar na expressao que representa a
situagao e pensar na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos que desenhem
a representacdo grafica da situagdo, juntamente com analise das consequéncias de alteragao dos
valores. Finalizada a discussdo, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre quanto
tempo (em anos) para a massa reduzir a 10% da quantidade inicial.

Execugao escolhida: Apds ter o plano em méaos, o docente poderd observar as concepgdes dos
educandos frente a resolucao apresentada. Sabemos que a meia-vida do césio-137 é de 30 anos.
Aplicando esse valor & expressao M(t) = A - (2,7)%*, podemos substituir o tempo t por 30 e a

1
massa A, quando t = 30, por 7 Desse modo 7= A - (2,71)%30 logo (2,7)30k = 5 due equivale

a (2,7)%0% = 271 Aplicando logaritmo decimal a ambos os membros, obtemos que log(2, 7)30% =
log 271, segue que 30 -k -log(2,7) = -1 -log2. Como log 2 = 0, 3, temos que 30 - k - log(2,7) = -0, 3,
entao log(2,7) = f’T.

Agora, desejamos obter quanto tempo a massa serd apenas 10% da massa inicial, ou seja, 0,1 - A.
Desse modo, temos que 0,1-A = A - (2,7)%*, logo (2,7)%t =0, 1. Aplicando o logaritmo decimal a
ambos os membros, obtemos que log(2, 7)¥* = log 107!; segue que k-t -1log(2,7) = —1. Sabendo que

0,01 0,01

1
log(2,7) = f’T, temos que k - t - ( =-1, logo t-0,01 =1, entdo t = —— = 100. Portanto,

k 0,01
em 100 anos, a massa do césio-137 sera reduzida para 10% da quantidade inicial.

Revisao da solucao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para verificar a variagao da massa
no decorrer do tempo. Na Figura 3 temos a representacao gréafica de uma fungao do tipo expo-
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0,01
nencial, M(t) = a- (2,7)¥*, sendo k = 7log,(—27)’ considerando log(2,7) = 0, 431363764, temos que

k é aproximadamente —0,02318229, e a massa inicial consideramos a = 1 unidade (u), enquanto t
indica o tempo (em anos) para o qual a quantidade dos elementos sofrem variagoes. Caso queira
outros valores para a, basta no comando 3 escolher o valor desejado quantas vezes quiserem, a
partir de cada escolha a representacao gréafica modificard de forma dinamica e automatica. E pela
representacao também podemos verificar o decrescimento da fungao que corresponde a situacao-
problema.

Por intermédio dos pontos destacados na Figura 3 podemos visualizar que quando t estd variando
(de 30 a 30 anos) a massa do material radioativo M(t) reduz-se & metade da massa anterior.

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representagao grafica: Clique com o
botao direito do mouse na Janela de Visualizagao; Clique com o botao esquerdo do mouse na
opcao EixoX : EixoY e apds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 50 : 1.

Comandos: ™ -
1 M(t) = a*(2.7)" {-0.02318220%t} ; -
2. Criar Controle(s) Deslizante(s)
para: a [Tecla ENTER) :

3. a=1;

LoA=(0. 1)

5. B=(30, 0.5) ;

6. C=(60, 0.25) ;

7. D=(90, 0.125) ;

8. E=(120, 0.0625) .

Figura 3: Representacdo Grifica da Atividade 3.

3.4. Atividade 4

Esta atividade relaciona conceitos da funcao exponencial e logaritmos a resolugao de um problema
na Matemdtica Financeira. Tem como objetivo fazer com que os discentes consigam: reconhecer e
interpretar informacoes relativas ao problema; manipular expressoes inerentes ao problema; iden-
tificar graficamente as varidveis e a situacao de seu crescimento; formalizar a lei que descreve um
determinado fendmeno; aprender acerca do tratamento de dados com a montagem de tabelas e
construgao grafica.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (MIRANDA; ASSIS, [s.d.]) : O Senhor Francisco possui um
capital de 10000 reais e deseja investi-lo em um Banco que detém rendimentos a uma taxa anual de
8%, com juros capitalizados anualmente. Qual é a quantidade minima de anos para que o montante
de Francisco seja maior que o dobro do capital inicial. Considere log 2 =10,3 e log 3 =0,48.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual é a quantidade minima de anos para que o
montante seja maior que o dobro do capital inicial? Quais sao as condigoes? Capital de 10000 reais
aplicado a uma taxa anual de 8%, com juros capitalizados anualmente. E possivel satisfazer as
condigoes e elas sao suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.
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Construgao de uma resolucao: Apds a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
educando desenvolver um plano para encontrar a quantidade minima de anos, encontrar a sequéncia
de crescimento dos juros, organizar os dados para encontrar a expressao que representa a situagao
e pensar na estratégia para execugao do plano. Solicitar aos educandos que faga uma representagao
grafica da situacao. Finalizada a discussao, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre
a quantidade minima de anos para que o montante seja maior que o dobro do capital inicial.

Execucao escolhida: Apds ter o plano em maos, o docente poderd observar as concepgoes dos
educandos. Sejam M(t) o montante desta aplicagao apds t anos e C o capital aplicado. Se t =1
teremos M(1) = C - 1,08, se t = 2 disporemos M(2) = C - (1,08) - (1,08) = C - (1,08), se t = 3
possuiremos M(3) = C - (1,08) - (1,08) - (1,08) = C - (1,08)3, e se t = 4 teremos M(4) = C - (1,08) -
(1,08) - (1,08) - (1,08) = C - (1,08)*, generalizando para t anos temos que

M(t) = C - (1,08) - (1,08) - - - - - (1,08) = C - (1,08)".

t
Entao, M(t) = C- (1, 08)".

Desse modo, como queremos que M(t) = 2-C, temos que 2-C = C-(1,08)¢, assim 2 = (1,08)*. Apli-

cando logaritmo decimal a ambos os membros obtemos que log 2 = log(1,08)*. Podemos reescrever
2,93

1,08 como 00’ desta forma:

22.33\"
log2 =1
o2 =tog (2
assim log2 =t - (log 2% + log 3% — log 100) , daf log2 =t - (2-log2 + 3 - log 3 — log 100) . Como log 2 =
0,3 e log3=0,48. Segue que 0,3 =t-(2-0,3+3-0,48 2), logo 0,3 = t - (0,6 + 1,44 — 2). Entdo,

t = — =7,5. Portanto, a quantidade minima de anos para que o montante seja maior que o dobro

do capital aplicado é 8 anos.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para testes praticos alternativos
para identificar a variacao do montante no decorrer do tempo de aplicagao e analisar quais os valores
de t que aproxima de M(t) = 20000. Na Figura 4 obtemos a representacdo grafica de uma fungao
do tipo exponencial, M(t) = 10000 - (1,08)", temos que t indica a variagio de tempo (em anos)
da aplicacdo do C para o qual a quantidade dos elementos sofre variagbes. E pela representagao
grafica podemos verificar o crescimento da fungao que corresponde a situagao-problema

Por intermédio dos pontos destacados na Figura 4 podemos visualizar que quando t = 9 temos
que M(t) = 10000 - (1.08)? = 19990, 05, e j4 quando t = 10 temos que

M(t) = 10000 - (1.08)'° = 21589, 25.

Ao analisamos a representacao grafica verificamos que a quantidade minima de anos para que o
montante seja maior que o dobro do capital aplicado é 10 anos. Com isso, ao sabemos que a nossa
solugao para o problema estar utilizando aproximagoes para log2 = 0,3 e log 3 = 0, 48, obtivemos
um valor para M(t) menor que o dobro do capital aplicado, pois com t = 8 temos que

M(t) = 10000 - (1.08)® = 18509, 3 .

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representagdo gréafica: Clique com o
botao direito do mouse na Janela de Visualizacdao; Clique com o botao esquerdo do mouse na
opcao EixoX : EixoY e apéds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 1000.
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22000

20000 ' A = (9,19990.05)
18000 c B = (10,21589.25)
C = (8,18500.3)

16000

Comandos:

14000

L M(t) = 10000%(1.08) "t ; 1200

20 A=(9, 10000*(1.08)°9 ) ;

8000

3. B=(10, 10000%(1.08)"10) :

8000

L. C=(8, 10000*(1.08)"8) . s

Figura 4: Representacao Grafica da Atividade 4.

3.5. Atividade 5

Esta atividade relaciona conceitos da fungao exponencial a resolucdo de um problema a respeito
do jogo de xadrez. Tem como objetivo fazer com que os discentes consigam: reconhecer e inter-
pretar informagoes relativas ao problema; identificar graficamente as variaveis e a situagao de seu
crescimento; representar graficamente os valores de uma tabela; aprender acerca do tratamento de
dados com a montagem de tabelas e construcao gréfica.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (MIRANDA; ASSIS, [s.d.]) : H4 uma lenda que credita a
invencao do xadrez a um bramane de uma corte indiana, que, atendendo a um pedido do rei,
inventou o jogo para demonstrar o valor da inteligéncia. O rei, encantado com o invento, ofereceu
ao bramane a escolha de uma recompensa. De acordo com essa lenda, o inventor do jogo de xadrez
pediu ao rei que a recompensa fosse paga em graos de trigo da seguinte maneira: 1 grao para a
casa 1 do tabuleiro, 2 graos para a casa 2, 4 para a casa 3, 8 para a casa 4 e assim sucessivamente.

a) De acordo com a lenda, qual é quantidade de graos de trigo correspondente & casa 8 do tabuleiro?

b) Escreva uma fungao que expresse a quantidade de graos de trigo em func¢do do niimero de casas
do tabuleiro.

c¢) Escreva, na forma de poténcia, quantos graos de trigo devem ser colocados na tultima casa do
tabuleiro de xadrez.

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual é quantidade de graos de trigo correspondente
a casa 8, expressao que representa a situagao, e quantos graos devem ser colocados na iltima casa.
Quais sao as condigoes? Colocar 1 grao para a casa 1 do tabuleiro, 2 graos para a casa 2, 4 para
a casa 3, 8 para a casa 4 e assim sucessivamente. E possivel satisfazer as condigoes, e elas sao
suficientes ou nao para determinar a solugao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

Construgdo de uma resolucao: Apés a descoberta dos dados e das relagoes, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
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educando desenvolver um plano para encontrar as solugoes, encontrar a sequéncia de crescimento
dos graos de trigos, organizar os dados na forma de tabela, para, dai, identificar a expressao que
representa a situacao e pensar na estratégia para execucao do plano. Solicitar aos educandos que
desenhem a representagao grafica da situagao, juntamente com alguns pontos inteiros em destaque.
Finalizada a discussao, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre as interrogagoes dos
itens a), b) e ¢).

Execucao escolhida: Apds ter o plano em maos, o docente poderd observar as concepgoes dos
educandos frente a resolugao apresentada. Sejam G(c) os nimeros de graos de trigo e ¢ 0os nimeros
de casas.

Quantidade de Casas | Numeros de Graos G(c) G(c)
1 1 1 20
2 2 2 2!
3 4 2-2 22
4 8 2-2-2 23

——
3
5 16 2-2-2-2 2%
———
4
6 32 2:2.2.2-2 2°
—_———
5
7 64 2.-2-2.2.2-2 26
———
6
8 128 2-2-2.2.2-2-2 27
7
c 2.92..... 2 9c-1
———
c-1

Tabela 2: Relagao entre Graos e Casas.

Assim, considerando Tabela 2 e suas sucessoes de valores, podemos generalizar a situacao e obter
a expressao que representa a quantidade de graos, G(c) = 2°! onde ¢ é os niimeros naturais de
casas que pertence de 1 a 64. Agora, na Tabela 2, observa-se que na casa 8, ha 128 graos de trigo.
A quantidade de graos de trigo que devem ser colocados na ultima casa do tabuleiro de xadrez
serd 263, pois ¢ = 64.

Revisao da solucao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para testes praticos para identi-
ficar a quantidade de graos em funcao do numero de casas no tabuleiro. Na Figura 5 temos a
representacio grafica de uma funcao exponencial, G(c) = 2°°!; temos que c indica a quantidade de
casas em que os numeros de graos sofrem variagoes. E com os pontos em destaque na representagao
grafica, podemos verificar o crescimento da fungao que corresponde a situagao-problema.

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representagdo gréafica: Clique com o
botao direito do mouse na Janela de Visualizagao; Clique com o botao esquerdo do mouse na
opcao EixoX : EixoY e apds Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 100.
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Comandos: 500
1. Gle) = 27 {e-1} ¢ .
2. A=(5, 16) ;
3. B=(6, 32) 0
L C=(7, 64) ;
5. D=(8, 128) ;
6. E=(9, 256) :
7. F=(10, 512) ; o - - -

Figura 5: Representacao Grafica da Atividade 5.

3.6. Atividade 6

Esta atividade relaciona conceitos da funcao logaritmica & resolucao de um problema de Intensidade
Sonora que estd intimamente relacionado a Fisica. Tem como objetivo fazer com que os discentes
consigam: reconhecer e interpretar informacgoes relativas ao problema; manipular expressoes ine-
rentes ao problema; identificar graficamente as varidveis e a situacao de seu crescimento; utilizar
conceitos de fungao logaritmica para resolver problemas envolvendo outras areas do conhecimento.

SITUACAO-PROBLEMA - Adaptado (UEPA—2007) : Os carnavais conseguem reunir uma grande
quantidade de pessoas que se divertem ao som dos famosos Trios Elétricos. Os frequentadores
desses eventos ficam submetidos a uma excessiva exposi¢ao sonora, que podem causar dores e
lesoes auditivas. A expressao utilizada para medir o Nivel de Intensidade Sonora (NIS), em decibel
(dB), é dada por:

Io

sendo I a intensidade de energia qualquer, e Iy a intensidade de energia do limiar de audigao.
A nocividade auditiva comeca a partir de 80 dB. Se em um desses eventos descritos acima a
intensidade de energia for quadruplicada, qual serd o NIS? Considere log4 = 0, 6.

NIS = 10 - log (i) ,

Compreensao do problema: O que é solicitado? Qual o NIS? Quais sao as condigoes? Se intensidade
de energia for quadruplicada, é possivel satisfazer as condigoes e elas sao suficientes ou nao para
determinar a solu¢ao? “Sim”. Faltam dados? “Nao”.

Construgao de uma resolucao: Apds a descoberta dos dados e das relages, o docente volta a
desafiar os estudantes a buscarem conexoes entre os dados e o que é solicitado. Momento de o
educando desenvolver um plano para encontrar o NIS, adquirir o discernimento de como substituir
os valores disponiveis, aplicar na expressao que representa a situacao e pensar na estratégia para
execucao do plano. Solicitar aos educandos que desenhem a representacao grafica da situacao.
Finalizada a discussao, o docente deve desafiar os discentes a refletirem sobre qual serd o novo
NIS.

Execugao escolhida: Apds ter o plano em méaos, o docente poderd observar as concepgdes dos
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educandos frente & resolugdo. Querendo quadruplicar a intensidade de energia, temos que

4-1
NIS =10 log (—) ,
Ip

logo NIS = 10 - (log4 + log I - log Ip) , assim NIS = 10 -log4 + 10 - (logI—1logIy) . Como log4 =0, 6,

I I
segue que NIS =10-0,6 + 10 - log (I_) ,dai NIS=6 + 10 - log (I_) .
0 0

I

Sabemos que NIS = 10 - log (I_) . Entao, NIS = 6 + NIS. Portanto, quando a intensidade de energia
0

for quadruplicada o NIS aumentara 6 dB.

Revisao da solugao: Utilizaremos o GeoGebra como ferramenta para identificar a intensidade
sonora em funcao das intensidade de energia. Na Figura 6 temos a representacao grafica das
fungoes logaritmicas que mede o NIS, asim N(I) = 10 - log(Il) e No(I) = 10 - log(g) com
0 0
Ip = 102 que é intensidade sonora de referéncia, correspondente ao limiar da audicdo, enquanto
I indica a intensidade de energia qualquer para o qual a quantidade dos elementos sofre variagoes.
Pela Figura 6 podemos visualizar que ao quadruplicamos o valor de I obtemos a diferenca de 6
unidade (no nosso caso de dB) em relagdo a N(I) e No(I). Pois ao analisamos os pontos A e B
temos que possuem o mesmo valor de I e uma diferenca de 6 dB entre N(I) e No(I). Isso também
acontece ao analisamos os pontos C e D. Outro fato que podemos verificar é que as fungoes sao
crescentes.

Antes de inserir os comandos, primeiro altere a escala da representacao grafica: Clique com o botao
direito do mouse/ na Janela de Visualizacao; Clique com o botao esquerdo do mouse na opgao
EixoX : EixoY e apés Clique o botao esquerdo do mouse na opgao 1 : 100.

Comandos:

1. N(I) = 10* log10(T* 10°12) ;

2. N_{OMI) = 10* logl0O(4*T* 10712 ;
3. A=(0.08, 10* logl0{0.08* 10712))
L. B=(0.08, 10* logl0{4*0,08* 10712)) ;
5. C=(0.1, 10* logl0(0.1* 10°12)) ;

6. D=(0.1, 10* logl0(4*0.1% 10" 12))

Figura 6: Representacao Grafica da Atividade 6.
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4. Consideragoes

Nosso objetivo foi propor ou apresentar uma sequéncia de atividades destinadas ao estudo de
fungoes logaritmicas e exponenciais, utilizando o aplicativo computacional Geogebra como ferra-
menta de ensino e a resolucao de problemas como instrumento metodolégico. A possibilidade
de apresentar atividades abordando fungoes e utilizando MRP permite que tal conteido nao seja
estudado apenas seguindo o roteiro da aula-padrdo: definigdo, propriedades e exercicios. Apre-
sentamos uma proposta em que tais situagoes (aplicagbes) podem ser exploradas por meio de um
recurso digital facil de ser encontrado e instalado, o GeoGebra. Com esse exemplo esperamos que
os professores reflitam sobre as diversas possibilidades ou formas de abordar determinados assuntos
ou conteudos por meio de situacoes dinamicas, em que os estudantes possam fazer verificacoes e
assim estimular o envolvimento com a disciplina. Outro ponto de reflexao para aqueles que ensi-
nam matematica na Educagao Basica é a oportunidade de vincular os contetidos estudados com
aspectos do cotidiano ou interdisciplinares.
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