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Falando sobre o infinito no ensino médio
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Resumo

O objetivo deste artigo é apresentar algumas ideias para abordar a nogao de infinito em uma
aula para o ensino médio, focando, principalmente, no conceito de cardinalidade e trabalhando de
maneira interessante questoes envolvendo conjuntos numéricos e fungoes.
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Abstract

The purpose of this article is to present some ideas to address the notion of infinity in a high school
class, focusing mainly on the concept of cardinality and approaching in a interesting way questions
about numerical sets and functions.
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1. Introdugao

No ensino superior, a ideia de infinito aparece no conceito fundamental de limite, o qual é o
ponto de partida para varios outros conceitos vitais para a matematica pura e diversas aplicagoes.
No ensino médio, provavelmente, a melhor maneira de introduzir e trabalhar a ideia de infinito
seja falando sobre cardinalidade de conjuntos. Os primeiros resultados impactantes sobre o tema
apareceram na segunda metade do século XIX nos trabalhos do matematico alemao Georg Cantor
([3]). Tais resultados (alguns dos quais serdao mencionados aqui) foram recebidos com enorme
surpresa e, até mesmo, desconfianca pela comunidade matematica da época, ja que muitos desses
resultados pareciam contra-intuitivos. Ouvir pela primeira vez que existem “infinitos diferentes”
sempre gera curiosidade (ou estranheza mesmo!). Explorar essa curiosidade para chamar a atencao
dos alunos e trabalhar exemplos que ilustrem esses resultados usando conteidos ja vistos por eles
é a ideia central deste artigo. Por exemplo, fazer construcoes geométricas simples para obtermos
bijegbes entre dois intervalos da reta de tamanhos (comprimentos) ou tipos (limitados, ilimitados,
abertos etc.) diferentes provando que eles possuem a mesma cardinalidade pode despertar um
enorme interesse nos alunos.

O artigo estd dividido da seguinte forma: na secdo 2 estao os conceitos e resultados bésicos sobre
conjuntos infinitos que serao usados do decorrer do texto. Na se¢ao 3 apresentamos o conceito de
cardinalidade maior do que a outra, e, na secao 4, fazemos as construgoes geométricas que mostram
que quaisquer dois intervalos da reta possuem a mesma cardinalidade.
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Esse artigo é um recorte da dissertagdo de mestrado [1] do programa de mestrado Profissional em
Matematica em Rede Nacional - Profmat, a qual foi apresentada em 2021.

2. Conjuntos finitos e infinitos

Para falar de conjuntos infinitos é importante que o leitor tenha familiaridade com conjuntos finitos.
O conceito formal de conjunto finito é o seguinte:

Defini¢ao 2.1. Um conjunto A é dito ser finito se é vazio ou se existem n € N e uma fungao bijetora
f:{1,2,...,n} — A. Nesse caso, dizemos que n é o numero de elementos de A. Notacdo #A =n.

A fungao f mencionada na definigao acima pode ser vista como uma contagem dos elementos de A
(pense em como vocé “conta” objetos que estdo a sua frente, atribuindo um ndmero natural para
cada um deles).

Ezxemplo 2.2. O conjunto C = {®,6,0} é finito e #C = 3. A fungdo f : {1,2,3} — C dada por
f(1) =®, f(2) =6 e f(3) = ® é uma contagem dos elementos de C.

Abaixo, apresentamos algumas propriedades bésicas dos conjuntos finitos (para maiores detalhes,
veja [9]). Sejam A e B conjuntos tais que #A =m e #B =n:

1. Existe funcdo injetora f : A — B se, e somente se, m < n;
2. Existe fungao sobrejetora f : A — B se, e somente se, m > n
3. Existe fungéo bijetora f : A — B se, e somente se, m =n

4. Nao existe fungao bijetora f : A — C, quando C C A e C # A.

Esses 4 fatos sdo bastante intuitivos. Pense nos elementos de A como objetos e nos de B como
gavetas. E bem natural pensar que se vou guardar uma quantidade m de objetos em n gavetas e
m > n, entdo pelo menos uma gaveta receberd mais do que um objeto. Isso ilustra o fato de que
se m > n, entdo nao existe funcao injetora f : A — B. Essa ideia de objetos e gavetas pode ser
utilizada nos itens 2 e 3. O item 4 parece ainda mais intuitivo do que os primeiros.

Um conjunto A é dito infinito quando nao é finito. Isso significa que para qualquer n € N nao
existe funcao bijetora f : {1,...,n} — A. Para ser mais especifico, dado n € N, nao existe funcao
sobrejetora f : {1,...,n} — A. Em outras palavras, nunca “terminamos de contar” os elementos
de A.

O exemplo fundamental de conjunto infinito é o conjunto N = {1,2,3,...} dos niimeros naturais
(aqui vamos considerar que 0 ¢ N).

Na propriedade 3 acima sobre conjuntos finitos, vemos que dois conjuntos finitos A e B possuem
a mesma quantidade de elementos quando existe uma bijegao f : A — B. No caso de conjuntos
infinitos, substituimos a expressao “mesma quantidade de elementos” por “mesma cardinalidade”
e dizemos que dois conjuntos infinitos A e B possuem a mesma cardinalidade quando existe uma
bijecao entre eles. Dessa forma, podemos falar de conjuntos com a mesma cardinalidade de forma
geral, sabendo que no caso de conjuntos finitos isso significa ter o mesmo nimero de elementos?

2Cardinalidade é uma relagdo de equivaléncia em qualquer classe de conjuntos (conjuntos cujos elementos sao
conjuntos). Para mais detalhes [7].
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Olhando agora para a propriedade 4. acima, ela diz que um conjunto finito ndo pode ter a mesma
cardinalidade de um subconjunto préprio seu. Aqui estd uma diferenca fundamental entre conjun-
tos finitos e infinitos.

Ezxemplo 2.3. Sejam N o conjunto dos nimeros naturais e N; = {2,3,4,...} = N—{1}. A funcéo
f: N — N; definida por f(n) = n+ 1 é uma bijecao entre N e seu subconjunto préoprio N;. Dessa
forma, podemos concluir que N e N; possuem a mesma cardinalidade e com isso concluir que N é
infinito.3

Ao pensar em cardinalidade de conjuntos infinitos fazendo ligacdo com a ideia de quantidade de
elementos, mesmo algo tao simples como o exemplo acima pode soar estranho: como N e Ny
podem ter a mesma cardinalidade se N possui todos os elementos de N; mais um? Vocé pode por
a culpa disso na abstracdo dos conceitos envolvidos. De fato. é dificil (pra nao dizer impossivel)
tratar deles com exemplos concretos. Mesmo assim, o matemético Ian Stewart (1945- ), grande
divulgador da Matemadtica e escritor de varios livros, propos uma forma “concreta” de tratar da
questao de conjuntos infinitos poderem ter a mesma cardinalidade de um subconjunto préprio
seu. Ele chamou de hiperdiciondrio (Hyperwebster, [5] e [4]). A ideia é a seguinte: considere
o nosso alfabeto a,b,c,...,z. Aqui, a maneira de formar palavras é simplesmente fazer listas
ordenadas (e finitas) de letras do alfabeto. Por exemplo, a, ab, caa, caza, sao palavras desse
diciondrio (sim, ele aceita a palavra caza com z!!!). O hiperdiciondrio, que denotaremos por H,
é o conjunto de todas as palavras formadas dessa forma. Nao deve ser dificil perceber que H é
um conjunto infinito (mesmo que cada palavra seja uma lista finita). Agora, considere o conjunto
H, formado apenas pelas palavras que comegam com a letra a e possuem pelo menos duas letras
(aa, aba, aaaaa, axacdzvdf € Hy, por exemplo). E imediato que temos ai um subconjunto préprio
de H. Agora, faga o seguinte: retire a primeira letra de cada palavra de Hy. Com isso, vc obtém
um novo subconjunto Hy de H com a mesma cardinalidade de H;. Que conjunto é esse? Perceba
que esse novo subconjunto é o préprio hiperdicionario H. De fato, para qualquer palavra @ em H,
temos que aa estd em H; e, pela construcao descrita, a estd em Hs.

3. Comparando Cardinalidades Infinitas

Quando falamos de conjuntos finitos nao ha duvidas sobre o que significa um conjunto ter mais
ou menos elementos do que o outro. J4 com conjuntos infinitos, o que podemos é falar sobre um
conjunto ter maior ou menor cardinalidade do que o outro, de acordo com a definicdo abaixo.

Defini¢cdo 3.1. Sejam A e B conjuntos infinitos. Dizemos que a cardinalidade de B é maior ou
igual a de A quando existe uma funcao injetora f : A — B ou, equivalentemente, quando existe
uma fungdo sobrejetora g : B — A. Se existir fungfo injetora mas ndo sobrejetora de A em
B ou, equivalentemente, se existir funcao sobrejetora mas nao injetora de B em A, dizemos que
B tem cardinalidade (estritamente) maior do que A. Usamos as notagoes card(A) < card(B) e
card(A) < card(B).

Olhando para as 4 propriedades dos conjuntos finitos da segao anterior, nao ¢é dificil ver que a
definicdo acima serve também para conjuntos finitos.

3Esse exemplo formaliza a ideia do gerente do famoso hotel de Hilbert para alojar o héspede que chegou quando
todos os quartos estavam ocupados. Esse hotel hipotético possui infinitos quartos, numerados com os nimeros
naturais. Uma noite quando todos os quartos estavam ocupados chegou uma pessoa querendo se hospedar. O
gerente, entao, solicitou que para cada n € N, o héspede no quarto n mudasse para o quarto n+ 1. Dessa forma,
o quarto 1 ficaria vago para ser oferecido ao novo héspede. Existem outras questoes interessantes sobre o hotel de
Hilbert: o que fazer com a chegada de um 6nibus com infnitas pessoas; e com a chegada de infinitos 6nibus cada
um com uma quantidade infinita de pessoas? Veja [2] e [5].
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Ezemplo 3.2 (Teorema de Cantor[7]). Seja A um conjunto nao vazio e P(A) o conjunto das partes
de A, ou seja, o conjunto cujos elementos sao todos os subconjuntos de A. Vamos mostrar que
nao existe funcao sobrejetora de A em P(A). Seja f : A — P(A) uma funcao qualquer. Defina
B={xeA; x¢f(x)}. Temos que B € P(A). Suponha que exista b € A tal que f(b) = B. Cabe a
pergunta b € B?

e Se b € B, entdo b ¢ f(B), por definicdo. Mas f(b) = B, logo b ¢ B. Contradigao.
e Se b ¢ B, entdo b € f(B), por definicdo. Mas f(b) = B, logo b € B. Contradicao.

Assim, a existéncia de b € A tal que f(b) = B nos levou a uma contradi¢ao, portanto nao existe
b € A tal que f(b) = B, logo f nao é sobrejetora. Como f foi qualquer, podemos concluir que nao
existe funcao sobrejetora de A em P(A) e que card(A) < card(P(A)), ja que f(x) = {x} define uma
funcao injetora de A em P(A).

Segue desse ultimo exemplo que card(N) < card(P(N)), mesmo que ambos os conjuntos sejam
infinitos. Esse fato nos faz pensar que existem “infinitos diferentes”. Num certo sentido, é isso
mesmo que ocorre. Na verdade, temos mais:

card(N) < card(P(N)) < card(P(P(N))) < ...

Uma questao interessante que surge € se existe um conjunto com cardinalidade estritamente entre
a de N e P(N). Essa é a chamada hip6tese do continuo, a qual tem um desfecho surpreendente. *

4. Todos os intervalos da reta possuem a mesma cardinalidade

Um fato que costuma surpreender os alunos é que, por exemplo, o intervalo (0,1) tem a mesma
cardinalidade do intervalo (0, +o0), ou mesmo do conjunto R dos nimeros reais (intervalo (—oo, +0)).
Lembrando que ter a mesma cardinalidade significa a existéncia de uma bijecao entre os conjuntos
e que os alunos ja devem ter visto diagramas de seta representando fungoes entre conjuntos finitos,
a surpresa dos alunos é compreensivel.

Nosso objetivo aqui é definir bije¢oes entre os intervalos da reta, partindo de contrugoes geométricas
simples. Faremos algo como “diagramas de seta continuos”. Aqui, o aluno precisa apenas de
conhecimentos basicos de geometria analitica e semelhanga de triangulos.

(1) (0,1) e (0,+e0)

Para construir uma bijecao entre esses intervalos, comegamos com o ponto P de coordenadas
(—1;1) do plano®, usamos o segmento de reta I ligando os pontos (0;0) e (0; 1) para representar
o intervalo (0,1) e o semieixo positivo das abscissas I para representar (0,+c0). Dado o ponto
(0;x) de I (temos x € (0,1)), considere a reta r passando por P e (0;x).

4No sistema axiomético ZFC para a teoria dos conjuntos, ndo é possivel provar que a hipétese do continuo é
verdadeira nem falsa. Para mais detalhes, veja [7] e [8]
5(a,b) vai representar o intervalo de extremos a e b e (a;b) o ponto do plano com coordenadas a e b.
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f(x)

Figura 1: Construgao geométrica da funcao f : (0,1) — (0, +c0).

A reta r intersecta I em um ponto (f(x);0), o qual depende de x. Usando um software de
geometria dinamica como o geogebra, nao deve ser dificil convencer os alunos de que para
qualquer ponto de Iy, a reta que o liga ao ponto P cruza I;. Além disso, também usando o
software, o professor pode mover o ponto (0;x) sobre I; e ver o que ocorre com o ponto de
intersecao (f(x);0). Deverd ficar claro para os alunos que esse ponto de intersecdo vai percorrer
todo o I5.

Agora, vamos encontrar o valor de f(x) em fun¢do de x de acordo com a construgao descrita.

Figura 2: Semelhanga dos triangulos PFG e XFO.

1 f 1
Note que os triangulos PFG e XFO sao semelhantes, assim — = %
x X

assim, definimos a fungao f : (0,1) — (0,4o0) pondo f(x) =

, logo f(x) = IL Sendo
- X

——. A construgao sugere-nos
~ 7’ .. ~ ~ . . 1 - X ~
que essa fungao é uma bijecao. Caso ela nao tenha sido suficiente para convencer que a funcao

é a sua inversa ¢é suficiente.

s 1 ee g ~ s qerr e . . . X
f é bijetiva, ndo é dificil provar isso; inclusive, ver que g(x) = T
X

Essa prova também pode ser feita de forma direta. Primeiro vamos provar a sobrejetividade.

N
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Para todoyE(O,m),tomexzﬁ6(0,1). Temos
y
Yy vy
+y 1+y
f(X)z1 = ): L =
L+y 1+y

y
1 =vy.
er( +y) =Yy

Dantas e Santana

Logo, f é sobrejetiva. Para mostrar que f também ¢ injetiva, tome dois pontos quaisquer x; e xo

em (0,1), com f(x1) = f(x2). Assim:

X1 X2

1- X1 1- X9
Logo, f é injetiva e, portanto, bijetiva.

(i) (0,1) e R

= X1 —X1X9 = X9 —X1X2 = X1 = X9.

1
Antes de construirmos uma bijegdo h : (0,1) — R, vamos construir duas bijegoes: g : (0, 5) —

1
(—0,0) e f : (5,1) —> (0,+c0). Para g, considere a semireta s : y =

> com x < 0 para

1 1
representar (—o0,0), o segmento I ligando (0;0) e (0; 5) para representar (0, 5) e o ponto P =

(1;0). Para cada ponto (0;x) de I, trace a reta que passa por ele e pelo ponto P. Essa reta
intersecta a semireta s no ponto (g(x); %), sendo g(x) < 0.

,s = (1,0)

Figura 3: Construcdo geométrica da fungao g : (0, 3) — (~0,0).

Novamente, podemos utilizar as propriedades de semelhanga, agora entre os triangulos GPH e

XPO destacados na figura abaixo:

Figura 4: Semelhanga entre os triangulos GPH e XPO.
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1/2  1-
Portanto, temos L = # (note que g(x) < 0, por isso aparece —g(x) aqui) e, com isso,
X
2x -1
g(x)=—_—-

2x—1

1
Fica definida a fungao g : (0, 5) —> (-0, 0) por g(x) = . A demonstragao de que g é uma
bijegdo é bem semelhante aquela feita no item (i).

1
Para f, considere a semireta de equagao y = > com x > ( para representar (0,+00), 0 segmento

1 1
ligando (0; 5) e (0;1) para representar (57 1) e o ponto Q = (-1;1).

'
[N S S —

Figura 5: Representacao geométrica da funcao f : (%, 1) — (0, ).

E possivel ver na figura abaixo que os triangulos QFR e XF'S sao semelhantes.

Figura 6: Semelhanga entre os triangulos QFR e XFS.

Dessa forma, temos:

3 _fx+1
X — % f(x)
e, portanto
2x -1
f(x) = .
(=55

|‘. S
27 = SBM
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1 2x— 1
Fica definida a funcao f : (5, 1) — (-0, 0) por f(x) = 2X—2, a qual é uma bijecao. Finalmente,
- 2x
defina h : (0,1) — R por:
1
g(X) , S€ X € (07 5)
h(x) = 0 ,sex=0
1
f(x) ,sexe (5, 1)
O fato de g e f serem bijegoes e terem dominios disjuntos, assim como os contradominios, garante
que a funcao h é uma bijecao.
(i) (0,1) e (a,b), com a <b
Aqui, basta tomar a bijecao f : (0,1) — (a, b) definida por f(x) = (b—a)x + a.
Observagao 4.1. Usando f(x) = (b—a)x + a e mudando dominios e contradominios, vemos que

card(0, 1] = card(a, b], card[0, 1) = card[a, b) e card[0, 1] = card[a, b].

Até aqui, vimos a igualdade entre cardinalidades de intervalos do mesmo tipo, ou seja, abertos,
semiabertos e fechados. Agora, vamos tratar da cardinalidade entre intervalos de tipos diferentes.
Aqui, a construcao das bijecoes nao tem mais o apelo geométrico dos casos anteriores.

(iv) [0,1) e (0,1)

Aqui, vamos usar uma ideia semelhante & do gerente do hotel de Hilbert de deslocar o héspede
do quarto n para o n+ 1, porém com seus inversos. Defina f : [0,1) — (0, 1) por:

1
= ,sex=0
1
f(x) =9 —— ,sex=—, paraalgumn e N
n+1 n
X ,se x # 0 e x # —, para qualquer n € N
n

Para provar que essa funcao é uma bijecao basta fazer uma andlise de casos.

(v) (0,1] e (0,1)
Temos a bijegao f : (0,1] — (0, 1) definida por:

1 1
1 , se x = —, para algum n € N
f(x) =9 1
X , se X # —, para qualquer n € N
n

(vi) [0,1] e (0,1)
Aqui usamos a bijegao f : [0,1] — (0,1) definida por:

1
= ,sex=0
1 1
f(x) =¢ —— ,sex=—, paraalgumn €N
n+2 n
X

,se x #0 e x # —, para qualquer n e N
n
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Como a composicao de fungoes bijetoras também é bijetora ([2]), temos que a igualdade de car-
dinalidades é uma relacdo transitiva, ou seja se card(A) = card(B) e card(B) = card(C), entao
card(A) = card(C). Assim, do que vimos acima, segue que todos os intervalos nao degenerados da
reta possuem a mesma cardinalidade, inclusive o intervalo (—oco,+00) = R.
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