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O modelo logistico de Verhulst sujeito a
incertezas na condicao inicial

Everson Luiz Ricordi ® Fabio Antonio Dorini ®

Resumo

Este trabalho, oriundo do Trabalho de Conclusao de Curso [10], analisa a equagao logistica sujeita
a incertezas na condigdo inicial. As funcgoes de densidade de probabilidade da densidade popula-
cional e do seu ponto de inflexao sao calculadas utilizando a funcao de distribuicao da populagao
inicial, considerada/modelada neste trabalho como uma varidvel aleatéria. Fungoes de densidade
de probabilidade, momentos estatisticos e intervalos de confianga da densidade populacional e do
seu ponto de inflexao sao obtidos analiticamente para o caso em que a populagao inicial é uni-
formemente distribuida. Por fim, sdo realizados testes computacionais para ilustrar os principais
resultados.

Palavras-chave: Equagao logistica; fun¢ao de densidade de probabilidade; varidvel aleatoria.

Abstract

This work, derived from [10], analyzes the logistic equation subject to uncertainties in the initial
condition. The probability density functions of the population density and its inflection point
are calculated by using the distribution function of the initial population, considered/modeled in
this work as a random variable. Probability density functions, statistical moments and confidence
intervals of the population density and its inflection point are obtained analytically for the case
where the initial population is uniformly distributed. Finally, computational tests are performed
to illustrate the main results.

Keywords: logistic equation; probability density function; random variable.

1. Introdugao

O modelo logistico de Verhulst foi introduzido para descrever o crescimento populacional, de
espécies ou individuos, em um dado sistema, considerando um termo de autolimitacao (associado
a restricao de recursos) que corrige o crescimento ilimitado do modelo malthusiano [6]. A equagao
logistica cldssica (ou de Verhulst) é dada pelo problema de valor inicial (PVI) néo linear seguinte:

d (o) = N
TN =aN() (1 K) t >0,

N(0) = No, (1)
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em que N(t) é a quantidade de individuos (densidade populacional) no instante t, a representa
a taxa de crescimento intrinseca (taxa de crescimento na auséncia de qualquer fator limitador);
Ny > 0 é a densidade populacional em t = 0; e K > 0 é a capacidade suporte do meio, ou seja, a
quantidade maxima de individuos que o ambiente suporta devido as limitagoes do habitat.

A solugao do PVI (1) visa fornecer uma previsao da quantidade de individuos num determinado
instante de tempo. Como pode-se observar, essa predigdo depende de informagdes sobre a densidade
populacional inicial, Ny. Tais informagoes sdo, de modo geral, imprecisas, obtidas muitas vezes
por processos empiricos, e devido a isso é importante considerd-las como incertos [1, 3, 5].

Visando levar em consideragao esta caracteristica incerta de Ny, esse é modelado, neste trabalho,
como uma variavel aleatoria. Em vista disso, busca-se compreender os diversos efeitos gerados
por esta hipdtese sobre N(t), t > 0. O objetivo principal é obter e analisar a distribuicao de
probabilidade da populagao N(t), t > 0 fixo, e de seu ponto de inflexao, t*, considerando-se Ny uma
variavel aleatéria real e absolutamente continua, e supondo conhecida a sua funcao de densidade
de probabilidade (FDP). Para tal, N(t) e t* sdo consideradas fungoes da varidvel aleatéria Ny.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma: na Secdo 2 é apresentado, baseando-se em [2],
um breve histérico do modelo logistico de Verhulst. Nas Secoes 3 e 4, as FDP’s de N(t), t > 0 fixo, e
t* sao obtidas a partir da fdp da densidade populacional inicial, Ng. Na Secao 5, sao apresentadas,
analiticamente, a pdf, os principais momentos estatisticos, e intervalos de confianca de N(t), t > 0
fixo, e t*, para o caso em que Ny é uniformemente distribuida. Por fim, na Secao 6 sao apresentadas
simulagoes e ilustragoes computacionais, desenvolvidas no programa MATLAB (MathWorks, Inc.),
comparando os resultados analiticos deste trabalho com aqueles obtidos utilizando-se do método
de Monte Carlo [4].

2. O modelo logistico de Verhulst

Malthus (1798) afirma em seu livro “An Essay on the Principle of Population” [7] que a populagéo
cresce segundo uma progressao geométrica enquanto a producao de alimentos cresce segundo uma
progressao aritmética. O problema proposto por Malthus sugere que considerando a populagao
como uma fungao do tempo, a taxa de crescimento da populacao num determinado instante t é
proporcional a quantidade de individuos neste mesmo instante, o que torna a equagao diferencial
seguinte razodavel:

d
TN =aN(), (2)

em que N(t) denota a quantidade de individuos no tempo t e a > 0 denota a constante de propor-
cionalidade. Pode-se verificar facilmente que a solugao geral de (2) é dada por

N(t) = ce?,
em que ¢ é uma constante. Supondo a populagao inicial N(0) = Ny > 0 conhecida, obtém-se

N(t) = Ng e, (3)

O modelo dado em (3), conhecido como modelo malthusiano ou exponencial, forneceria, entéo, a
populagao de uma determinada espécie em qualquer tempo. A Figura 1(a) ilustra a solugao (3)
para Ng=10e a=0.2.

N
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Figura 1: Tlustracao das solugdes (3), t € [0,20], e (4), t € [0, 30].

Entretanto, o astrénomo e estatistico belga Alphonse Quetelet estava convencido de que o cresci-
mento indefinido do modelo malthusiano conduziria a valores impossiveis e experimentou varios
ajustes no modelo passando o problema a Pierre Verhulst [2].

Em 1838, levando em consideracao as possiveis limitagoes em que a populacao esta inserida, como,
por exemplo, disponibilidade de espaco e alimentos, ele propos em seu modelo um fator que corrige
o crescimento indefinido de (3), resultando, assim, no modelo descrito pelo PVI (1).

A solugéo do PVI (1) é dada por (ver [6], por exemplo):

KN,

N = Keat + No(1—e2t)’ )

Verhulst referia-se & esta solugao como crescimento logistico e, devido a esse fato, (4) passou a ser
chamada de fung¢ao ou equacdo logistica. A Figura 1(b) ilustra a solugdo (4) para Ng = 10, a= 0.2
e K =50.

A funcao logistica tem sido empregada para modelar varios tipos de problemas nas mais diversas
areas como, por exemplo, Biologia [1], Economia [9] e Medicina [13].

3. Calculo da FDP da densidade populacional N(t)

Nesta secdo, a FDP de N(t), para t > 0 fixo, é calculada considerando-se conhecida a FDP da
densidade populacional inicial, fy,, e supondo-se positivos os parametros a e K.

Para iniciar, considere a fungao N(t; Ng) dada em (4), solu¢do do PVI (1), como fungao da varidvel
Ny € [0, 40). As afirmages seguintes sobre N(t; Ng), para t > 0 fixo,

K ] K2 et
“at’ N(ta NO) = — — 2
—e dNo [Keat + Ng (1 e at)]
—2K? e (1-e ™)
[Ke 8t + N (1-eat)]?

N(t;0) =0, N(}i_r}r}rooN(t;No) =1 >0, e
2

oNg

N(t;Np) =
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sdo ilustradas na Figura 2. A funcdao N(t;Ng) é, desse modo, continua, estritamente crescente,

concava para baixo e limitada na varidvel Nj.

257

20¢

-
-

54
! N[N
— R/ {1-e)

00 5 10 15 20 25 30
NU

Figura 2: Tlustracao de N(10; Np); a=0.25, K=20 e t = 10.

Pode-se, assim, definir a bijecao
K
G: [O, +00) - [0, 1—eat) (5)

No — G(Np) = N(t; Np),

cuja inversa também é continua e crescente, dada por

B Kqe @ K
1 — _
G (q) - Kiq(lie,at)a qe |:0a 1€a‘t) . (6)

Considere, agora, Ny uma varidvel aleatéria real absolutamente continua no espago de probabili-

dade (Q =R, B(R),P), em que B(R) é a o-dlgebra de Borel sobre a reta real, e £ é uma medida
de probabilidade [8]. Considere, também, que Ny é ndo negativa com probabilidade 1, isto é,
P{w e Q; No(w) 20}) =P(Ng >0) =1.

Segue de (5)—(6) que, para cada realizagao No(w) de Ny e para q € [0, K/(1—e ")),
N(t; No(w)) = G(Ng(w)) < q se, e somente se, No(w) < G1(q).
Assim, a fungdo de distribui¢do cumulativa de N(t), t > 0 fixo, é dada por

KNo(w)
Fr(a:t) =P ({w € @ N(6:No(w)) < a}) = P ({w €O () (o S q}) -

=P ({w € @ G(No(w) < q}) =P ({w € & No(w) < G (a)}) = Fn, (G (),

em que q € [0, K/(1-e?")) e Fy, ¢ a fungao de distribuigao cumulativa de Ny.
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Portanto,
1, se q>K/(1-e?®),
qufat
Fn(q;t) ={FNn, | =———— 0<qg<K/(1-e® 7
n(q;t) No (Kq(leat))’ se a<K/(1-e®), (7)
0, caso contrério.

A derivada de (7) com relagdo a q fornece a FDP de N(t) para t > 0 fixo,

Kqe™ Kre™ @
K-q(l-eat)) [K—q(l-e=at)]2 0.,849),

fn(gst) = fn, (

em que B =K/(1-e¢ "), e a fungao 1(q) ¢ definida como: 1. q4y(x) =1, se x € (¢,d) e 1(¢,a)(x) =0,
se x ¢ (c,d).

Por outro lado, sendo Ny uma variavel aleatoria real absolutamente continua e nao negativa, pode-
se escrever Dy, = {Npo(w);w € Q} = (N1,N2) com 0 < N; < Ny, Ny = 400, possivelmente. O
conjunto Dy, chamado suporte da varidvel aleatéria Ny, é o conjunto de todos os possiveis valores
que podem ser assumidos pela varidvel aleatéria Ny com probabilidade néo nula, e P(Dy,) =
P(No(w) € Dn,) = 1. Assim, a funcao de distribuicdo cumulativa de N(t), t fixo, é dada por

1, se q = N(t,w;Ny),
Kq efat
Fx(ait) = 1Fx, K qi_ e = N(t,w;N1) < q < N(t, w; No), (8)
0, caso contrario.

A derivada de Fy em (8) com relacdo a q conduz ao seguinte resultado:

Proposigao 1. Seja Ng uma varidvel aleatoria real absolutamente continua e ndio negativa, e Dy, =
(N1,N3), 0 < Ny < Ny. Entdo, a FDP de N(t), t > 0 fizo, dada em (4), € dada por

Kq e 8t K2 at
Kﬁq(lf eat)) [Kfq(lf e*at)]Q 1(ﬁ1;ﬁ2)(q)a (9)
em que B1 = N(t;Ny) e B2 = N(t; No).

N (q; t) = fNo (

Observagao 1. Ja que
(i) N(t;N1) # N(t; N3y) (para todo t > 0) sempre que Ny # No;
(ii) as fungdes N(t;N7) e N(t; N2) sdo tais que
Jim N(t; Ny) = Tim N(t; N») = K,

isto ¢, o suporte da funcao 1, g,)(q) e, portanto, fx(q;t), tende a zero; e

(iii) a funcdo fn(q;t) em (9) é tal que

N(t;N2)
/ fn(q;t)dg=1 (para todo t > 0);
N(t;N1)

segue que
tlim fx(a;t) = 6(q - K),
—+00

em que 6(.) é a funcao delta de Dirac.
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Com base no resultado da Proposicao 1, os exemplos seguintes ilustram a FDP de N(t), t > 0 fixo,
para algumas distribuigoes de Ny com suporte positivo.

NP 1 7N0/0
Exemplo 1. Gamma: Nog ~T'(p,0); fn,(No) = T()3
1 qu at p-1 7qu at KZG at
fn(q;t) = — p — —-  (10)
6°T(p) \K—q[1 - e®] 6K —q[l-e2])] (K-q[l-e?'])
Exemplo 2. Ezponencial: Ng ~ exp(d); fn,(Ng) = de No;
~AKqe K2e 2t
fn(qst) =4 . 11
N =dew (Kq[l eat]) (K—qll-e )2 o

N
Exemplo 3. Weibull: Ng ~ Wei(p, 2); fn,(No) == ( /10) e MNo/DP.

qufat p-1 7qu at K267at
(g ) = (A(K q(leat») eXp([A(Kque&t)) )(Kq[leatm (12)

~(In(Ng) — p)?
Exemplo 4. Lognormal: No ~ Logn(u,02); fx,(No) = M);

1
————exp
V2no Ny ( 202
P 1 Kge 716 -1 I Kge @t 2
) = . Bt )
M e \K—at—em)] P20 [MK—q—e) ¥

4. Calculo da FDP do ponto de inflexao t*

K2€7at
(K—q[l-e=t])?’
(13)

Nesta secao, a FDP da populacao inicial, fy,, serd utilizada no célculo da FDP do ponto de inflexao
de N(t), t* > 0, dado por

t*zt*(No)Zih’l(Nﬁol), N0<K/2 (14)

O ponto de inflexdao é uma importante propriedade que determina o tempo, t* > 0, e a densidade
populacional, N(t*), para o qual a taxa de crescimento é maxima. Ele é obtido impondo-se a
condicao d2N(t)/dt? = 0 na solucao do PVI (1). Manter uma populagio em seu ponto de inflexio
é muitas vezes crucial em um experimento [6].

As afirmagoes seguintes sobre t*(Ng) em (14), ilustradas na Figura 3 para um caso particular,

o B ) . ~ d K
hm Lt (Np) = +o0, Noﬁh(félp) t*(No) =0, Ny t*(No) = T aNo[K - No] <0,
t (No) = K[K - 2No]
aN2 O a[No(K -~ No)J?
35 = SBM
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permitem concluir que t*(Ng) é uma funcao continua, estritamente decrescente, concava para cima
e ilimitada superiormente na variavel Ny.

B_r
—tt ()

Ell

Figura 3: Tlustracao de t*(Np); a=10.25 e K = 20.

Pode-se, entao, definir a bijegao

G": (0,K/2) - (0, +0), (15)
No = G*(Np) =t"(Np),

cuja inversa também é continua e decrescente, dada por
(G) (@) = e € (0,409) (16)
1+ema’ S

Considere, agora, o caso em que Ny é uma varidvel aleatéria absolutamente continua no intervalo
(0, K/2), ou seja, P({w € Q;0 < Np(w) < K/2}) =P (0 < Ny < K/2) = 1. Segue de (15)—(16) que,
para cada realizacao de Ng(w) de Ng e q > 0,

t*(No(w)) = G*(Ng(w)) < q se, e somente se, (G*)1(q) > Ng(w).

Portanto, a fungao de distribuigdo cumulativa de t* em (14) é dada por
* 1 K * s\ —1
Fe(=P0<t'<q@=P(-In N—Ofl <q|=P(G"(No) <q) =P (No 2 (G") " (q)) =

=1-P (No < (G*)—l(q)) =1-Fn, ( q € (0, +00). (17)

1+ea01)7

Tomando a derivada de F= em (17) com relacao a q obtém-se a FDP de t*,

dF« a Ke?d K
f * = = .
t (q) dq (q) (1 + eaq)2 NO (1 + eaq)

|‘. S
36 = SBM
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Entretanto, se Dy, = (N1, N3), com 0 < N; < Ny < K/2, entao a funcéo de distribuigdo cumulativa
de t* é dada por

1, se q > t7(Ny),
Ft* (q) =41~ FNO (1 + eaq) , Se t*(NQ) < q < t*(Nl)a (18)
0, caso contrario.

Assim, a derivada de Fi- em (18) com relacdo a q conduz ao seguinte resultado:

Proposicao 2. Seja No uma varidvel aleatoria absolutamente continua e nao negativa, e Dy, =
(N1,N3), 0 <Ny <Ny <K/2. A FDP de t* em (14), fy~, é dada por

aKe?d K
() = (

(]_ + eaCI)2 No 1+ eaq) 1(“’1702)((1)3 (19)

em que a1 =t*(Ng) e ag = t*(Ny).

O resultado da Proposicao 2 pode ser estendido da seguinte maneira: suponha que deseja-se saber
a fdp do tempo tt > 0 para o qual N(t1) =T, 0 < T < K, T fixo, considerando Ny uma varidvel
aleatéria absolutamente continua no intervalo [N1,Ns], 0 < N7 < Ny < K. Entao, analogamente
ao que foi feito anteriormente, tem-se tt = t1(Ng) dado por

(T(K No))

o) = 1 G

- (20)

obtido igualando-se a solugdo dada em (4) a T, cujas propriedades, ilustradas na Figura 4 para
um caso particular, sao:

. . K
N(}l_rgc tT(No) = —o0, N}}an tr(No) = +eo, ——tr(No) = 0.

—_——— <
dNy aNo(K — NO)

anp

tr(No)

Figura 4: Tlustracao de tp; a=0.25, K=20e T = 15.

37 " sBm
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Observa-se, assim, que a funcdo tT(Ng) é decrescente e continua na varidvel Ng € (0, K). Logo, a
funcao de distribuicdo cumulativa de t1 é dada por

17 SqutT(N1)7
TK
Fir(q) =41-Fn, T+(K_Tyem )’ se tT(N2) < q < t7(Ny), (21)
0, caso contrario.

Portanto, a derivada de Fy. em (21) com relagao a q conduz ao seguinte resultado:

Proposicao 3. Seja Ny uma varidvel aleatoria absolutamente continua nao negativa e Dy, =
[N1,N2], 0 < Ny < Ny < K. Entdo, a FDP de tt em (20), fi.., é dada por

ftT (q) =

TKa(K—T)e* ( TK
No

[T+ (K*T)eaq]2 T+ (KT)eaq) 1(717'}’2)((1)7 (22)

em que y1 = tT(N2) e y2 =tp(Ny).

Observagao 2. No caso particular em que 0 < N; < Ngy < K/2 e T = K/2, algumas contas bésicas
em (22) permitem concluir que fy,. = fi-, f;- dado em (19).

5. Caso Nj uniformemente distribuida

Nesta secao sao apresentadas as FDPs exatas de N(t), t* e tp, descritas, respectivamente, nas
Proposigoes 1, 2 e 3 e seus principais momentos estatisticos e intervalos de confianca, para o caso
em que Ny é uma variavel aleatoria real absolutamente continua e uniformemente distribuida em

[N1,N2], Ng ~ U[Ny, Ng].

A esperanga matemética, ou média, de uma varidvel aleatéria continua X, com FDP fx, é definida
como
+00
BIXI = [ dfx(@da

desde que essa integral exista. O momento de ordem m, m € N, m > 1, é definido como

E[X™] = / o™ tx(@)da.

00

Caso a média de X exista e seja finita, isto é, E[X] = ux € R, define-se o momento central de
ordem m como E[(X —ux)™]. A variancia de X, uma medida de dispersao de X em torno de sua
média, é definida como sendo o momento central de ordem 2, ou seja,

Var[X] = E [(X - ux)?| = E[X?] - E[X]*.

Se Y é uma funcao da varidvel aleatéria X, Y = h(X), entdo a média de Y é dada por

+o00

E[Y] = E[h(X)] = / h(q)fx (q)da.

—00

A média resume os possiveis resultados de uma variavel aleatéria a um valor. Diferentemente, um
intervalo de confianga fornece um intervalo de possivel ocorréncia dos resultados [11].

38 " sBm
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A um intervalo de confianca é associado um nivel de confianca, geralmente denotado pela letra
grega @, que representa a probabilidade 1—a, @ € (0,1), de que o intervalo contenha os resultados
da varidvel aleatéria em questéo, isto é, 1 —a = P{w € Q; X(w) € [x1,x2]}, x1,%x2 € R (veja [1], por
exemplo). Desse modo, conhecida a FDP de X, fx, pode-se obter os extremos x; e x5 do intervalo,
com nivel de confianga 1 — @, da seguinte forma

X1 o +00
/ fx(q)dq = 3= / fx(q)dq,
- o

00

ou, equivalentemente, pelas equagcoes
Fx(x1)=a/2 e Fx(xo)=1-a/2,

em que Fx denota a fungao de distribuicao cumulativa da varidvel aleatoria X.

5.1. FDP, momentos estatisticos e intervalo de confianca de N(t)

Seja Ng ~ U[N;,N3] uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [Ny, Ns],
0 < N7 < N3 < +00. Entao, segue da Proposicao 1 que a FDP de N(t), t > 0 fixo, é dada por
K2€7at
1
N N [Kq(-emp s

fx(q;t) = (23)

em que B1 = N(t;N1) e B2 = N(t;Na).

O momento de ordem m de N(t), t > 0 fixo, m € N, m > 1 é dado por

N2 Ny m
BN = [ INwa o= [ (it ) s

K™ No Kefat m
= - / 1- — — dq,
(N2 = Np)(1—e2t)m Jy, Ke ™ +q(1-e™)

ou, equivalentemente,

mi _ K™
EINOD™ = 50 e

N2 1 O (m ~Keat i
1- d
«/Nl { Keat + (1 —eat) +Z( i ) (Keat +Q(1eat)) @

i=2

em que (r;") ¢ o numero, ou coeficiente, binomial.

Tem-se, entao,

mi _ K™
HEOA =& Ha e

Nz 1 o m N2 7Ke*at i
1- dq + ( . ) / ( dq. 24
./N1 { Keat + q(1—e2t) } ; i N, Keat + q(1— e at) ( )

Uma mudanca de varidveis simples nas integrais em (24) conduz ao seguinte resultado:

|‘. S
39 = SBM
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Proposigao 4. Seja Ng ~ U[Ny, No| uma varidvel aleatdria uniformemente distribuida no intervalo
[N1,N3], 0 < N7 < Ny < +00. Entao, o momento de ordem m de N(t), t > 0 fizo € dado por

Km
(N2 = Np)(1 - eatym+

+ i(m) (*Keiat)i [(Ke—at + N1(1 - efat))lfi - (Kefat + N2(1 _ eat))li]} . (25)

E[(N(£)™] =

{ (N2 =Ny (1-e™) - Ke™*In (Ke% +No(1 - eat))

Keat + Ny (1 - eat)

1 i—-1
i=2

Observagdo 3. A média de N(t), t > 0 fixo, obtida considerando-se m = 1 em (25) é dada por

K K2eat (Keat +Ny(1- eat)) . (26)

E[N(t)] = 1— gat - (N27N1)(17e—at)2 n Keat +N1(1,efat)

Observagio 4. Tomando m = 2 em (25) e considerando (26), segue que a variancia de N(t), t > 0
fixo, é dada por

~ (K2eat)2 11 1 n2\1?
P W ERIEOE [E e () l N

em que 771 = Ke' + Ny (1-e73%) e 575 = Ke @' + Ny (1 — e73t).

Agora, seja B € (0,1) e considere a seguinte igualdade
/ fx(q;t)dq = B,
ou, equivalentemente,
Fa(xit) = F Kxe @t 5
X: = _— | =
N NolK—x(1—ewat))

em que Fy e Fy, sao as fungoes de distribuicdo cumulativa de N(t), t > 0 fixo, e Ny, respectiva-
mente.

Obtém-se, entao, a seguinte equagao na variavel x

1 Kxe @t
— -Ny =ﬁa
NQ*Nl K*X(lfeat)

cuja solugao é dada por

‘= K[B(Ny ~Ny)+Ny]
~ Keat+ [B(Na—Np) + N (1-eat)’

Assim, o intervalo de confianca [qy,qs] de N(t), para t > 0 fixo, a um nivel de (1 —a) x 100% de
confianca, é dado por

K [(a//2)(N27N1) +N1] K [(1*&/2) (N2 *Nl) +N1]
Ke 2t + [(@/2)(Na ~ Np) + Ny | (1 -e )’ Keat + [(1-@/2) (N2~ Np) +Ni| (1-eat) |

|‘. S
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5.2. FDP, média e intervalo de confianca de t*

Seja Ng ~ U[N;,N3] uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo [N, Ns],
0 < Ny < Ny < K/2. Segue da Proposigao 2 que a FDP de t* em (14) é dada por

1 a Ke?d

ft* (q) - Ny — Ny (1 + e"“l)

21((1/1,(12)((1)7 (29)

em que a; = t*(Ns) e ag = t*(Ny).

Por outro lado, a média de t* é dada por

Ny N2 1 K 1 1 Nz K
E[t*] = t*(g)f dqg = -In{—-1] —dg= — Inl— —1]dq.
[ /N (@tx, (@)dg /N . (q )N2N1 = (q ) q

Utilizando o método de integragdo por partes com u = In(K/q— 1) e dv = dq, segue que média de
t* em (14) é dada por

. 1 E_ B E_ B K*NQ
E[t]_a(NQ*NO [NZIH(Nz 1) Nlln(Nl 1) KIH(KNl)]. (30)

Agora, seja B € (0,1) e considere a seguinte igualdade

[ te@da=g

0

Tem-se, entao,

Ft*(x>=1FNO( K )=ﬁ,

1+eax

e, consequentemente,

K
aX7N1
1,1""3—=,37

Ny - Ny

cuja solucao é dada por

X—lln( K 1)
“a \(1-B(N2—Np) +N; '

Portanto, segue que o intervalo (1 —a) x 100% de confianca [t1,t2] de t* em (14) é dado por

1 K 1 K
51“((1a/2) N2 NN 1)’ 51“((a/2>(N2N1>+N1 1)] 1)

41 " sBm
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5.3. FDP exata, média e intervalo de confianga de tr

Novamente, seja Ny ~ U[N1, N3] uma varidvel aleatéria uniformemente distribuida no intervalo
[N1,N2], 0 < N7 < N3 < K. Segue da Proposigao 3 que a FDP de t1 em (20) é dada por

1 TKa(K-T)e*
Ng — N1 [T + (K - T)eaq]g

ftT (Q) = 1(71,)/2)((:1)7 (32)

em que y; = t7(N2) e y2 = tp(Ny).

Também, a média de tt é dada por

dq

N2 1 (T(Kq)) 1

N2
E[tT]—/N tT(q)fNo(Q)dq=/N o a(K-T) ) Ny— Ny

; i In (M) d
a(N2 —Njy) Ny q(K-T) ’

O método de integragao por partes com u = In(T(K - q)/q(K - T)) e dv = dq conduz a

~ 1 T(K - q) || N2 g

Eln] = T ™ ln(q<KT))N1+K/Nl K ¢
I T(K - Ny) T(K - Ny) K-N,
‘a(NzNﬂ[N““(Nz(KT))N”“(N1<KT>)+K1“(KN2)]' (33)

Agora, considerando novamente g € (0, 1) e fazendo

[: fip (@)dq = B,

tem-se

TK
Fi. (x) =1-Fn, (m) =p.

Obtém-se, assim, a equagao

TK
T+ (K—T)eax !
17T+(K7T)e _ 5,
No—N;
cuja solugao é
11 ( 1 TK T)
x=—-1In -T].
a \K-T[(1-B)(N2-Ny)+Nyq]

Desse modo, o intervalo (1—a) X 100% de confianga, [tT1,t72], de tT em (20) é dado por

1 T
[— In
a

K-T

K
K-T

[(1 0/2) (NQ*N1)+N1] ’ a [(a//2)(N27N1)+N1] '
(34)
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6. Experimentos computacionais

Nesta segao sdo apresentados testes computacionais a fim de validar e/ou ilustrar os principais resul-
tados tedricos deste trabalho e, também, evidenciar as incertezas da condigao inicial propagando-se
em N(t), t* e tp.

Para tanto, foram realizadas varias simulagoes computacionais utilizando-se o software MATLAB
(MathWorks, Inc.). Em alguns casos, os resultados tedricos principais foram confrontados com
aproximagoes numéricas obtidas aplicando-se o método de Monte Carlo, que consiste, basicamente,
na aproximagao numeérica de resultados de problemas estocésticos utilizando a geracao de variaveis
aleatdrias [4].

Inicialmente, a titulo de ilustracdo, o resultado analitico da FDP de N(t) obtido na Proposicao 1 foi
comparado com aproximagoes utilizando-se o método Monte Carlo com 1000000 de realizacoes. As
figuras 5 e 7 ilustram, respectivamente, as FDPs de N(t) para diferentes valores de t considerando
No ~ exp(1/10), exponencialmente distribuida, conforme Exemplo 1, e Ny com uma distribuicao
normal truncada com suporte [0, K]. Em ambos os casos considerou-se E[Ng] = 10, a = 0.2 e
K =100. No caso Ny normal truncada tomou-se dx, = 0.2 (coeficiente de varia¢io de Pearson de
Ny, ou seja, dn, = E[Ng]/+/Var[Np], que é uma medida de dispersio que descreve a quantidade de
variabilidade relativa & média).
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0025

Fn(g:5)

0015

0m

0005

fu(g;10)

0015

0m

0005

0018
0018
0014
0oz
% o0
©
= 0.008
Z
0.008
0.004

0002

(a) t=5 (b) t =10 (c) t=15

Figura 5: Tlustragdo da FDP de N(t) com Ng ~ exp(1/10), exponencialmente distribuida, E[Ng] =
10, a=0.2 e K = 100: fx(q;t) dada em (11) (linha sélida vermelha) e aproximada pelo método de
Monte Carlo (losangos azuis).

Na Figura 6(a) estd ilustrada a média de N(t) para o caso Ny exponencialmente distribuida an-
terior. Neste caso foi utilizado o resultado da Proposicdo 1 para a obtencao de E[N(t)] via
integracao numérica (regra de quadratura dos trapézios). Em comparacio estdo a média obtida
usando simulagoes de Monte Carlo, com 50000 de realizagbes de Ny, e a solugao deterministica
do PVI (1) tomando como condigao inicial a média de Ng, E[Ng]. Tal solugdo deterministica,
N(t; E[Ng]), é referida neste trabalho como solu¢do simplificada. Faz-se, entdo, uma observagao
relevante: a acentuada discrepancia entre o resultado da solucdo simplificada e o modelado por
uma varidvel aleatéria (exponencialmente distribuida, neste caso). A Figura 6(b) ilustra a com-
paragdo da varidncia de N(t), Var[N(t)], obtida via integracdo numérica (regra dos trapézios),
com a variancia obtida usando o método de Monte Carlo. Percebe-se, também, que os resultados
tedricos concordam com as simulagoes de Monte Carlo.
ran
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(a) Média de N(t) (b) Variancia de N(t)

Figura 6: Tlustragoes da média e variancia de N(t) com Ny ~ exp(1/10), exponencialmente dis-
tribuida, E[Ng] = 10, a = 0.2 e K = 100: (a) E[N(t;Np)] (linha tracejada preta), E[N(t; No)]
aproximada por Monte Carlo (losangos azuis), e solugdo simplificada, N(t; E[Ng]) (linha sélida
vermelha); (b) Var[N(t)] (linha sélida vermelha) e aproximada pelo método de Monte Carlo (lo-
sangos azuis).

(a) t=5 (b) t =10 (c) t=15

Figura 7: Tlustragao da FDP de N(t) com Ny normal truncada no intervalo [0,K], E[Ng] = 10,
N, = 0.2, a=0.2e K =100: fx(q;t) dada em (9) (linha sélida vermelha) e aproximada pelo
método de Monte Carlo (losangos azuis).

As Figuras 8, 9, 10 e 11 também ilustram a comparagdo da média da solugdo do PVI (1),
E[N(t; Np)], com a solugéo simplificada para Ny ~ U[N7, N3], uniformemente distribuida, e para as
distribuicoes apresentadas nos Exemplos 1, 3 e 4, Gamma, Weibull e Lognormal, respectivamente,
todas com E[Ng] = 10 e coeficiente de variagdo dn, = 0.4. Nas mesmas figuras sao ilustradas as
respectivas variancias e FDPs de N(t), para alguns valores de t.
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Figura 8: Tlustragoes de E[N(t)], Var[N(t)] e fx(q;t); Ny uniformemente distribuida, E[Ng] = 10,
a=0.2e K=100.
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Figura 9: Ilustracoes de E[N(t)], Var[N(t)] e fx(q;t); No com distribuicdio Gamma, E[Ny] = 10,
a=0.2 e K=100.
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Figura 10: Ilustragoes de E[N(t)], Var[N(t)] e fx(q;t); Ng com distribuigao Weibull, E[Ny] = 10,
a=0.2 e K=100.
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E[NE)
Var[N(#)]

(a) Média de N(t) (b) Variancia de N(t) (c) FDP de N(t)

Figura 11: Tlustragoes de E[N(t)], Var[N(t)] e fx(q;t); Ny com distribuicao Lognormal, Ny ~
Logn(u,0?), E[Ng] =10, a = 0.2 e K = 100.

Os resultados tedricos obtidos na Secao 5, FDP, média e intervalo de confianga de N(t), t* e tr,
para o caso em que Ng ~ U[Ny, Ns], uniformemente distribuida, estao ilustrados nas Figuras 12,
13 e 14, respectivamente. Neste caso, considerou-se a = 0.2, K = 100, T = K/4, E[Ng] = 10 e
On, = 0.4. Para isso, os extremos do intervalo, N; e Ny, foram calibrados de modo a atender
tais condicoes. Observa-se, ainda, que a variancia de N(t) e as FDPs de t* e tT estao de acordo
com as simulagoes de Monte Carlo. A média de t*, E[t*], calculada utilizando a expressao (30), é
aproximadamente 11.457. O ponto de inflexao na versao simplificada é 10.986, tomando-se como
condigao inicial a média de Ny. A média de t, E[tr], é 5.964, cujo valor foi obtido utilizando-se
(33). O tempo t para o qual N(tr) = K/4, na versao simplificada é 5.493.

Var|iV (t)]

),
35 40

(a) Intervalo de confianga 95% de N(t) (b) Variancia de N(t)

Figura 12: Ilustragao do intervalo de confiancga e variancia de N(t), Ng uniformemente distribuida,
No ~ U[3.072,16.928]; a=0.2 e K = 100: (a) Intervalo de confianga 95% de N(t) (linhas tracejadas
pretas); realizacoes de Monte Carlo (faixa amarela); E[N(t; Ng)] (linha vermelha); (b) Var[N(t)]
(linha vermelha); e aproximagao de Var[N(t)] por Monte Carlo (losangos azuis).
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Figura 13: Tlustragdo da FDP de t* (linha sélida vermelha) em comparagao com simulagoes de
Monte Carlo (losangos azuis); intervalo de confianca 95% (linha espessa preta); e E[t*] (circulo
vermelho); a = 0.2, K = 100; Ny ~ U[3.072, 16.928].

02r

[INEYS

tr(q)

01r

005 -

Figura 14: Tlustracdo da FDP de tt (linha sélida vermelha) em comparacio com simulagoes de
Monte Carlo (losangos azuis); intervalo de confianca 95% (linha espessa preta); e E[tr] (circulo
vermelho); a =0.2, K=100 e T = K/4; Ng ~ U[3.072,16.928].

Na Figura 15 estao as comparacoes das FDPs de N(t) para Ny com distribui¢es uniforme, Gamma,
Weibull e Lognormal, com suporte no intervalo (0,+c0), a = 0.2, K = 100, t = 10, E[Ng] =10 e
on, = 0.4. Observa-se que, apesar de as curvas das FDP’s de N(t;Ng) relativas as distribuigoes
Weibull, Lognormal e Gamma estarem relativamente proximas, hd uma diferenga significativa entre
elas. Desse modo, percebe-se que a natureza da varidvel aleatéria Ny, ou melhor, sua distribuigao,
afeta significativamente a densidade populacional.
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Figura 15: Tlustrages das FDPs de N(t) para distribui¢oes de Ny com suporte em (0, +c0), Uni-
forme, Gamma, Weibull e Lognormal, e én, = 0.4; E[Ng] =10, a=0.2, K =100 e t = 10.

Apenas para fins de ilustragdo, na Figura 16 estdao comparadas as fdp’s de N(t) para Ng com
distribuigoes truncadas Uniforme, Normal, Weibull e Lognormal, com suporte no intervalo [0, K/2],
K =100, a=0.2, t =10, E[No] = 10 e com o coeficiente de variacao on, = 0.4.
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Figura 16: Tlustragoes das FDPs de N(t) para Ng com distribui¢oes truncadas em [0,K/2] e
On, = 0.4; E[Ng] =10, a=0.2, K=100 e t = 10.

7. Consideragoes finais

Este trabalho discutiu o modelo logistico de Verhulst sujeito a incertezas na condigao inicial,
modelando essa como uma variavel aleatéria. Pode-se perceber, através dos resultados tedricos
e das varias ilustragoes computacionais, como tal hipdtese sobre a condigao inicial propaga-se
sobre a densidade populacional e seu ponto de inflexao, obtendo-se assim modelos probabilisticos
e momentos estatisticos para os mesmos.

Os exemplos computacionais evidenciam que a substitui¢ao de Ny por sua média conduz a previsoes
qualitativamente errdoneas da média de N(t) e de t*. Também, a obtencao da FDP de N(t) e t*
levou nao apenas ao calculo de médias da solugdo consistentes com o método de Monte Carlo,
como também garantiu informacoes estatisticas completas sobre essas.
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