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Resumo

O objetivo deste trabalho sobre tesselagoes é discutir conceitos matematicos, assim como padroes
presentes nesta arte musiva. A diversidade de tesselagoes construidas ao longo do tempo comecou
a ser estudada pelos matemaéticos para entender os seus padroes e com isso perceber a quantidade
de seus elementos e como eles se repetem. Nos mostraremos esses padroes e como funcionam.
Em seguida, serd apresentada a histéria das tesselagoes aperiddicas juntamente com a conjectura
de Wang, e serd feito um estudo aprofundado sobre os ladrilhos de Penrose e suas propriedades
unicas. Nos ladrilhos de Penrose, pode ser verificada a presenca da razao durea, de determinados
angulos e principalmente triangulos dureos, os quais tornam possivel o preenchimento do espaco
sem que haja hiatos ou sobreposicao entre os poligonos. Finalmente, serd apresentado um passo a
passo para a construgao de dois poligonos de Penrose por meio do software GeoGebra.
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Abstract

The objective of this work on tessellations is to discuss mathematical concepts, as well as patterns
present in this musive art. The diversity of tessellations built over time began to be studied
by mathematicians in order to understand their patterns and thereby perceive the quantity of
their elements and how they are repeated. We’ll show these patterns and how they work. Next,
the history of aperiodic tessellations will be presented along with the Wang conjecture and an in-
depth study of Penrose tiles and their unique properties will also be made. In the Penrose tiles, the
presence of the golden ratio, of certain angles and mainly golden triangles, which make it possible
to fill the space without gaps or overlapping between the polygons, can be verified. Finally, a
step-by-step guide for the construction of two Penrose polygons using the GeoGebra software will
be presented.

Keywords: Tessellations; Penrose Tiles; Golden Ratio; GeoGebra.

1. Introdugao

Quando falamos em tesselagao, imediatamente o que nos vem a mente é alguma forma de se expres-
sar artisticamente, uma obra de arte em si. Com certeza isso sempre foi claro durante a histéria
da humanidade, porém podemos ir além disso, encontrando padroes existentes ou significados
importantes nesse tipo de arte.
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Dependendo da época, podendo ser até uma forma de representar alguma ideia para um determi-
nado povo, com significados praticos ou mensagens importantes com uma simples representagao
grafica, e isso usando uma montagem apenas de pequenos pedacos de rocha, concha, azulejo ou
vidro juntos.

A técnica da arte da tesselagdo consiste na colocacao de tesselas (pegas quadrangulares ou ctbicas
usadas em revestimento), que sdo pequenos fragmentos de pedras, como mérmore e granito, po-
dendo também serem usadas pedras semipreciosas, pastilhas de vidro, seixos e outros materiais,
sobre qualquer superficie [1, 2].

2. Tesselagao

Uma tesselagao, pode ser chamada de ladrilhamento, pavimentagao ou mosaico, variando de basicas
a incompreensiveis. As mais simples consistem no recobrimento de uma superficie bidimensional,
isto é, um plano, utilizando poligonos congruentes ou nao, sem deixar espagos entre elas ou sobre-
posigoes [3], formando uma espécie de mosaico ou padrao sobre a superficie; os padroes podem ser
feitos transladando, refletindo ou girando as formas.

Existem as tesselacoes regulares, isto é, aquelas feitas a partir de repeticoes de poligonos regulares
(dngulos e lados iguais), tendo trés possiveis tesselagoes: com tridngulos, quadrados e hexdgonos
(Figura 1).

Figura 1: Tesselacoes regulares.

Cada tesselagao tem um padrao, as com triangulos sao chamadas de tesselacoes triangulares
3.3.3.3.3.3, as com o quadrado sao chamadas de tesselagoes quadradas 4.4.4.4 e as com hexagonos,
sao chamadas de tesselagoes hexagonais 6.6.6. Para saber de onde vém esses padroes, devemos
escolher um vértice da tesselagao e depois contamos quantos poligonos possuem aquele vértice em
comum, e sua contagem sempre comeg¢a do menor poligono daquele vértice em comum e no sentido
anti-hordrio (Figura 2).

Figura 2: Tesselagao com o padrao.
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As tesselagbes semirregulares sdo feitas de dois ou mais poligonos regulares, e ao todo sdo oito
tesselagoes possiveis:

e 3.3.3.4.4 - tesselacao triangular alongada
e 3.3.4.3.4 - tesselacao quadrada sem corte
e 3.4.6.4 - tesselagao rombi-tri-hexagonal

® 3.6.3.6 - tesselagao tri-hexagonal

e 3.12.12 - tesselagao hexagonal truncada

e 4.6.12 - tesselagao tri-hexagonal truncada
e 4.8.8 - tesselagao quadrada truncada

e 3.3.3.3.6 - tesselagao hexagonal cega

VAVAVAVAVAVAVAVAVA

VAVAVAVAVAVAVAVAVY.

Figura 3: Tesselagoes 3.3.3.4.4, 3.3.4.3.4 ¢ 3.4.6.4.
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Figura 5: Tesselagoes 4.8.8 e 3.3.3.3.6.
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E também, existem as tesselagbes demirregulares, feitas com dois ou mais poligonos regulares,
mas o padrao em cada vértice pode nao ser o mesmo para toda tesselagao. Existem 14 possiveis
tesselagoes demirregulares (Figura 6).

Figura 6: Algumas tesselacoes demirregulares.

Existem também as tesselagoes irregulares, feitas com dois ou mais poligonos, sendo eles regulares
ou irregulares. Quando os poligonos sao regulares, eles sdo transladados (Figura 7), fazendo com
que o né (vértice) dos poligonos nao estejam em comum. Quando os poligonos sdo irregulares, a
tesselagao é irregular, visto que um poligono é irregular (Figura 8). Existem tesselagoes irregulares
periddicas, quando existem padroes que se repetem e tesselacgoes irregulares aperiddicas, quando
nao existe um padrao que se repete periodicamente.

Figura 7: Tesselagoes irregulares com poligonos regulares e irregulares.
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Figura 8: Tesselacoes irregulares periodicas.

3. Razao Aurea

As propriedades da razao durea [4] podem ser percebidas na construgao dos ladrilhos de Penrose.
Roger Penrose utilizou algumas figuras planas em que hé a presenca dessas propriedades, como
pentdgonos regulares e tridngulos aureos. Com essas figuras, construiu ladrilhos assimétricos cujos
angulos facilitam o encaixe.

Sabe-se que a razao durea é uma constante real irracional obtida, como na Figura 9, pela divisao
de uma reta em dois segmentos (x,a—x), e a razao do segmento todo (a), pela maior parte (x),
tem como resultado o nimero de ouro representado por ¢. Ou seja:

X _1+\/3

a—x 2

~1,618.

A C B

Figura 9: Segmento dividido na razao aurea.

Nos ladrilhos de Penrose, encontram-se triangulos aureos cujo angulo oposto & base mede 36° e os
dois dngulos da base medem 72° [5]. Um tridngulo dureo, também chamado de tridngulo de ouro,
¢ um triangulo isésceles no qual a razao entre o comprimento do lado e o comprimento da base
é o nimero de ouro. Ou seja, no triangulo dureo, ao dividir o comprimento do lado maior, pelo
comprimento do lado menor, obtém-se o niimero de ouro.
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Considerando um tridngulo isésceles cujos dngulos da base medem 72°, temos que a bissetriz de
qualquer um dos angulos da base intersecta o lado oposto segundo a proporcao durea.

A

B a C

Figura 10: Triangulo &ureo.

O mesmo fendémeno ocorre em triangulos isdsceles com um angulo oposto a base medindo 108°; e
os da base 36°.

Para revestir uma superficie plana utilizando apenas um tipo de ladrilho com formato
de poligono reqular sem deizar lacunas ou hiatos, o mesmo deve possuir angulos
internos divisores exatos de 360°. Quando o dngulo do poligono regular for divisor
exato de 360°, ao juntar uma determinada quantidade do mesmo poligono forma-se
o dngulo de 360° e ndo existird lacuna entre eles. [6]

Caso os angulos internos dos poligonos nao sejam divisores exatos de 360°, pode haver a presenga
de espagos vazios entre eles, como pode-se notar na imagem amarela da Figura 11.
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Figura 11: Ladrilhos com formato de poligonos regulares.

Os hiatos que se formam entre os pentagonos amarelos da Figura 11, revelam aspectos interessantes:

Se os angulos internos de um pentdgono reqular sao de 108° e ao unir trés pentigonos,
para formar um angulo de 360° necessita-se de um angulo de 36°, entao o angulo
oposto a base do triangulo terd 36° e como o mesmo € isosceles os angulos da base
terao 72°. [6]

Assim, para preencher os espagos vazios no revestimento, serdo necesséarios dois tridngulos dureos
como aquele apresentado na Figura 10.

Além da presenca de triangulos dureos nos revestimentos de Penrose, ao tracar as diagonais de
cada pentagono, dividem-se os ladrilhos em figuras elementares. Ha diversas possibilidades de
divisao. Na Figura 12, pode-se observar uma dessas possibilidades, que utiliza tridngulos dureos e
combinagoes dos mesmos.
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Figura 12: Decomposicao dos pentdgonos em tridngulos dureos e combinagoes.

Pode-se notar que nao existe qualquer tipo de simetria no objeto visto como um todo, embora
algumas partes sejam simétricas, e que ao acrescentar poligonos elementares iguais aos ja utilizados,
o revestimento permanece sem lacunas.

A dnica propriedade especial que [os seus componentes] tém em comum € que todos
eles sao triangulos dureos ou combinagdes de triangulos dureos, ou seja, quase todas
as suas linhas estio na razao durea. [6]

4. Tesselagoes Aperiodicas

4.1. Conjectura de Wang

No ano de 1961, Hao Wang conjecturou que se um conjunto de poligonos consegue preencher
todo o plano, entao os poligonos sempre podem ser organizados de forma a serem periédicos.
Contudo, em 1966, Robert Berger encontrou um conjunto com 20.426 poligonos diferentes que
preenchiam todo o plano de forma aperiédica. Mais tarde, o préprio Berger encontrou um conjunto
consideravelmente menor, com 104 poligonos, Donald Knuth reduziu o nimero para 92, e Raphael
Robinson reduziu para apenas 6 poligonos. Ja Roger Penrose conseguiu encontrar um conjunto de
somente 2 poligonos que preenchem todo o plano de forma aperiédica.

4.2. Ladrilhos de Penrose

O conjunto descoberto consiste de 2 losangos diferentes (Figura 13), que quando colocados seguindo
algumas regras especificas, podem preencher todo o plano aperiodicamente. Mais tarde, Penrose
prova que nao existe apenas um conjunto de ladrilhos com essa propriedade, mas sim incontaveis.

O conjunto mais conhecido que é capaz de preencher todo o plano aperiodicamente é sem duvidas
o que é nomeado Darts and Kites, que em portugués significa: “Dardos e Pipas”, que ao serem or-
ganizados de forma que as curvas de mesma cor, que estao desenhadas sobre os poligonos conforme
a Figura 14, sejam continuas.
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Figura 13: Primeiro conjunto de 2 poligonos encontrado por Penrose.

L p

Figura 14: Dardo e Pipa.

o AR
X X

Figura 15: Os sete padroes possiveis.

Entao, surgiu o questionamento se existe apenas um padrao singular geral para cada conjunto de
poligonos ou se existem varios jeitos aperiddicos de se organizar os poligonos de modo a preencher o
plano. Chegou-se a conclusdo de que existem infinitos jeitos de preencher o plano aperiodicamente,
e mesmo que esses planos preenchidos sejam infinitamente diferentes, nao é possivel distingui-los
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apenas observando uma parte finita de cada um. Ou seja, com apenas esses 2 poligonos (Dardo e
Pipa) é possivel preencher infinitos planos aperiodicamente de infinitos jeitos diferentes.

Utilizando o software GeoGebra, é possivel fazer e visualizar algumas iteragoes do processo de
construgdo dos ladrilhos de Penrose. A seguir mostraremos o passo a passo da construgao. Para

um bom entendimento dessa construcao é necessario ter um conhecimento prévio acerca do uso do
GeoGebra.

1. Trace um segmento AB e determine o seu ponto médio M.

.‘ Ponto

2™ Ponto am Objet

‘," Vincular / Desvincular Ponio = - ®

w Intersecao de Dos Objelos

i * Ponto Médio ou Centro

2. Trace BC perpendicular ao segmento AB, tal que o comprimento de BC é igual ao comprimento
de BM. Construiu-se para tal uma circunferéncia de centro B que passa por M.

" (+) Circulo dados Centro & Um d& seus Pontes

= (=)

_%_ Reta Perpendicuar o

3. Ligue o ponto A ao ponto C com um segmento de reta, determinando o triangulo ABC retangulo
em B.
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4. Com centro em C, trace uma circunferéncia de raio igual ao comprimento de BC, determinando

o ponto N em AC.

' (3) Circulo dados Centro e Um de seus Pontos

2[4~ A
&

o ' Ponlo

5. Em seguida, com centro em A, trace a circunferéncia de raio igual ao comprimento de AN,

determinando o ponto P em AB.

o ~ \
i ' & N\ =P

*

‘(&) circulo dados Centro @ Um de seus Pontos

2°_' i3

.‘Prﬂn
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6. Verificando que P divide AB na proporgao durea.

n = Segmento(A, P)

— 247

f = Segmento(A, B)

7. A partir do segmento dureo AP do segmento AB encontrado anteriormente, construa uma
circunferéncia com centro P e raio igual ao comprimento de AP.

‘@ Circulo dados Cantro & Um de ssus Pontos

8. Construa uma circunferéncia com centro em B e raio igual ao comprimento de AP e marque o

ponto H, onde os circulos interceptam-se.
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Clrculo(B, AP)

e

2 (ML

o Ponto

9. Ligue o ponto H até os pontos A, P e B, formando entao triangulos aureos. Os adngulos internos
dos mesmos medem 36°, 72° e 108°.

10. Podemos dividir o tridngulo dureo ABH encontrado anteriormente em outros dois tridngulos
dureos APH e BPH. Apés abrir a ferramenta Poligono, selecione os pontos A, P, H e A nova-
mente para fechar o poligono.
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H

& Y
SR

- i

[ Paligono

11. Translade o triangulo para direita para duplicarmos ele.

. H H'

* .\’ Reflexdo em Relacio a uma Reta ®
+* Reflexso em Relaclo a um Ponto
\s
o Inversio
.: « RotacBo am Torno de um Ponto

.}' Translacao por um Vetor

12. Apés abrir a ferramenta Poligono, selecione os pontos A, B, H e A novamente para fechar o
tridngulo ABH, em seguida faga a reflexdo em relagdo ao segmento AB.

[ —~ |
A0 - H

i
b-Fd'gum

E A B A n P
20 .'." a.? .I. o h

'x Reflexio em Relacio a uma Reta

®

13. Agora faga a reflexdo do tridangulo A’"H’P’ em relagdo ao segmento A’P’, em seguida use a
ferramenta Angulo no GeoGebra para explicitar os angulos internos.
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14. Como foi definido o segmento dureo anteriormente, finalize a pipa e o dardo com a ferramenta
Arco Circular.

H H
L ]
- p - »-1
o) . é' g - .
L
1 Y Circulo dados Centro -
” ulo: Ce L Ra = Al
o
*> Compasso
.-
{_) Circulo defirudo por Trés Ponlos
.
4 Sar
.\_ Arco Circular H,,
H o !

5. Conclusao

A histéria da tesselagao tem sua importancia para a sociedade e para o desenvolvimento do estudo
da matematica acerca desse assunto, pois sem ela nao teriamos achado os padroes que temos hoje.
Apés esse trabalho, a tesselagdo deixou de ser simplesmente um mosaico, entendemos matemati-
camente o que se passa por tras dele, de como as pessoas fizeram até chegar no que temos hoje
em dia. Saber estimular a curiosidade e a busca pelas respostas as situagoes problemas abordadas
é crucial no processo de aprendizagem do individuo.

Por fim, nota-se que a presenca da razao durea nos ladrilhos de Penrose facilita o preenchimento do
espago bidimensional sem que existam lacunas ou sobreposicoes. A utilizagdo de triangulos dureos
facilita o encaixe entre os poligonos. Além disso, apresentamos um passo a passo para a construgao
do conjunto mais conhecido de poligonos de Penrose (Dardo e Pipa) no software GeoGebra, os
quais sao capazes de preencher todo o plano aperiodicamente. Essa construgao é apresentada com
a finalidade de estimular o estudo de temas da atualidade que envolvem conceitos matematicos
importantes.
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