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Resumo

O presente trabalho realiza a descrigao de uma atividade didéatica para o 2° e 3° ano do Ensino
Médio, com a temética de circunferéncias e esferas. Tem-se como objetivo motivar o ensino do tema
na educacao basica e fazer com que o estudante compreenda uma aplicacao de grande impacto e
muito presente no mundo atual: o GPS. Espera-se que o estudante entenda a importancia do estudo
de tal tema na matematica e compreenda como o GPS consegue localizar objetos e pessoas ao
redor do mundo. Para atingir os objetivos, a atividade foi pensada em trés momentos: o problema
bidimensional trabalhado de maneira concreta com os estudantes, o problema tridimensional com
o GeoGebra e, por fim, a descricao matemética dos elementos explorados nas etapas anteriores.
Deseja-se que os alunos sejam protagonistas durante as atividades e que o professor seja o mediador
desse processo de aprendizagem, apresentando, articulando e conduzindo as atividades e demais
discussoes que podem surgir.

Palavras-chave: Circunferéncia; Esfera; Educacao; GPS; Sistema de equagoes quadraticas.

Abstract

The present work describes a didactic activity for the 2nd and 3rd year of High School, with the
circles and spheres theme. The objective is to motivate the teaching of the theme in basic education
and make the student understand an application of great impact and very present in today’s world:
the GPS. It is expected that the student understands the importance of studying such a topic in
mathematics and understanding how GPS can locate objects and people around the world. To
achieve the objectives, the activity was thought of in three moments: the two-dimensional problem
worked in a concrete way with the students, the three-dimensional problem with GeoGebra and,
finally, the mathematical description of the explorer elements in the previous steps. It is hoped
that the students are protagonists during the activities and that the teacher the mediator of this
learning process, that is, articulating and conducting the activities and other discussions that may
arise.

Keywords: Circumference; Sphere; Education; GPS; System of quadratic equations

1. Introdugao

Para que serve a matematica? Trata-se de uma pergunta dificil de ser respondida e cabivel a
véarias respostas. Tal questionamento representa um dos desafios didrios, expressos por perguntas
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dos estudantes e de todos aqueles que lecionam na educagao bésica e trabalham com a matematica
escolar de forma geral. Que respostas nés matematicos e educadores matemédticos deveriamos
fornecer para eles?

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) contribui para esse debate, descrevendo como o
processo de ensino, em especifico o ensino de matematica, deve ocorrer. O desenvolvimento de
habilidades e competéncias, bem como a busca da formacao integral, cidada, multidisciplinar e
critica dos estudantes deve leva-los naturalmente e organicamente a resposta da pergunta que
iniciou esta se¢ao. Uma educacao na qual a matematica nao tenha serventia, nao possa ser vista,
analisada e usada para o desenvolvimento integral do estudante, de sua visao com relagao ao mundo
e da sua aplicacao nas mais diversas esferas da vida cotidiana, deixa de fazer sentido.

Nessa perspectiva, a abordagem de assuntos matematicos para a educagao béasica passou a buscar
ainda mais relagoes com o cotidiano do estudante e com outras grandes areas do conhecimento,
passando a ter um carater mais préatico e multidisciplinar. Aqui focaremos em uma ferramenta
que esta presente em todos os celulares dos estudantes, que se usa o tempo inteiro por pessoas e
institui¢oes e tem uma relagao intima com a geografia e tecnologia: o GPS.

A sigla GPS significa, em portugués, Sistema de Posicionamento Global, e o préprio nome ja nos
diz que é uma ferramenta utilizada para servigos de localizacao. Quando surgiu, na década de
70, os objetivos de seu uso eram de cunho militar, voltados para o contexto de guerra. Hoje
em dia, seu uso abarca diversas areas, tornando-se uma ferramenta crucial para a manutencao e
desenvolvimento da atual sociedade.

Nao ha duavidas de que se trata de uma ferramenta de grande importancia, mas como se da
o seu funcionamento? A matemética estd presente nesse processo? Conseguimos compreender
seu funcionamento de forma intuitiva e simples? FEssas sao algumas das perguntas que serao
respondidas no decorrer do presente texto.

2. Atividade Ludica no Plano

Saber estimular a curiosidade e a busca do estudante pelas respostas as situagoes-problema abor-
dadas é crucial no processo educativo. Somado isso ao fato de muitos alunos da educacao basica
possuirem dificuldades na visualizagao tridimensional de situagoes, resolveu-se descartar a possi-
bilidade de j4 iniciar a abordagem do funcionamento do GPS de maneira tedrica, com a descrigao
formal matematica e direto no caso espacial.

Uma alternativa interessante é trabalhar um caso particular: o plano. Assim, a dificuldade presente
na visualizagao é minimizada, e o professor pode trabalhar melhor a matematica intuitiva por tras
do problema sem as limitagoes técnicas e tedricas a respeito do caso tridimensional.

Nesse momento, o objetivo é que os estudantes entendam o funcionamento do GPS no plano. Para
atingi-lo, o professor deve ser o mediador, fazendo com que os estudantes sejam os agentes ativos
do processo. Além disso, sugere-se que a atividade seja realizada em um ambiente externo a sala
de aula, porém, conhecidas as possiveis limitagoes de espago, o professor pode facilmente adapta-la
para a sala de aula, utilizando uma mesa, cartolinas ou o préprio quadro.

2.1. Maos a Obra

Inicialmente, é necessario desenhar uma circunferéncia para representar o Planeta Terra e uma
outra, de mesmo centro e raio maior, para representar a o6rbita dos satélites.
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Figura 1: Terra e érbita do satélite

Figura 2: Dois satélites

A partir dai, deve-se pedir aos estudantes que escolham um ponto na circunferéncia que representa
a Terra para ser o ponto que o GPS deve localizar, e outro ponto na érbita para representar um
satélite. Por exemplo, considere os dois pontos C e D na Figura 1. A principio, as limitagdes para
as posigoes dos satélites serao desconsideradas, mas serao discutidas posteriormente.

Depois, os estudantes devem medir, com o auxilio de uma régua ou outro instrumento, a distancia
do satélite até o objeto o qual se deseja localizar, denotada por r = d(C, D). E interessante destacar
para os alunos o processo pratico por tras do célculo dessa distancia. Os satélites emitem um sinal
que viaja na velocidade da luz, dada por ¢ ~ 3 x 108 m/s, e verificam o tempo t gasto para chegar
até o receptor e, assim, calculam a distancia através der=c-t.

Conhecida a distancia, os pontos possiveis para a posicao do objeto formam uma circunferéncia
de centro em D e raio r, que pode ser construida com o auxilio de um barbante. Nesse sentido,
tem-se um 6timo momento para questionar os estudantes sobre a ineficiéncia de um tunico satélite
na determinacao da posi¢ao do objeto, ja que se tem infinitos pontos possiveis.

Logo, é necessério repetir o processo descrito, considerar um segundo satélite, representado pelo
ponto E na Figura 2, medir a distancia dele até o ponto C e construir a circunferéncia de pontos
possiveis. Nesse contexto, o ponto C, o qual se deseja localizar, pertence as duas circunferéncia
construidas até entao, ou seja, ¢ um ponto na intersecao!.

A Figura 2 ilustra o processo descrito acima e nela verifica-se a existéncia de dois pontos na
intersecao das circunferéncias, de modo que, um dos pontos pertence a Terra e outro nao. Como
o raio da circunferéncia Terra é aproximadamente 3365 km, na pratica, basta verificar qual ponto
possui coordenadas que satisfazem aproximadamente a equacao da circunferéncia da Terra?, x2 +
y? ~ 33652,

Também faz-se necessario discutir com os estudantes as possiveis posicoes dos dois satélites escolhi-
dos. Por exemplo, caso os dois sejam diametralmente opostos em relagao a Terra, podem fornecer
uma tnica solugao, como na Figura 3, mas também podem fornecer duas solugoes que satisfazem
a equagao da circunferéncia da Terra, como na Figura 4, o que é um problema.

INesse momento, é interessante indagar os estudantes em relagdo as possiveis posigoes relativas entre duas
circunferéncias, bem como a quantidade de pontos nessas intersegoes.

2Na prética, sabe-se que a Terra nao é uma esfera perfeita, ou, nesse caso plano, uma circunferéncia. Nesse
sentido, é necessario utilizar uma aproximagao.
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Figura 3: Satélites diametralmente opostos

Figura 4: Satélites diametralmente opostos

A fim de resolver a problemética apresentada, basta que ndo sejam escolhidos satélites diametral-
mente opostos. Indo além, vamos selecionar dois satélites visiveis a partir do ponto C na Terra.
Para explicar de forma intuitiva, pode-se trabalhar os satélites visiveis como sendo aqueles dos
quais o ponto C consegue receber o sinal enviado. Ou seja, nao se pode considerar satélites para os
quais o sinal enviado deve atravessar a Terra para chegar ao ponto C, pois, assim, ele seria perdido
ou sofreria muitas interferéncias e poderia nao chegar até o receptor.

Visualmente, os satélites podem ser escolhidos na érbita e acima da reta tangente a circunferéncia
no ponto C; observe a Figura 5, na qual a regido descrita foi colorida em vermelho3. Observe
também a Figura 2, na qual os satélites foram escolhidos respeitando a condicao descrita. Além
do mais, vale mencionar para os alunos que, na pratica, os satélites sao lancados de forma que os
problemas mencionados, e também diversos outros, nao acontegam.

Figura 5: Posigoes visiveis dos satélites a partir do ponto C

Orita

Por fim, ao terminar essa atividade, é importante que os estudantes tenham entendido a ideia
intuitiva do funcionamento do GPS, o processo de escolha dos satélites visiveis, e que o ponto a
ser localizado satisfaca a equacgao das circunferéncias obtidas dos satélites, ou seja, trata-se de um
ponto na intersecao delas.

3Pode-se destacar para os alunos que a regiao dos satélites visiveis, nesse caso, é um arco de circunferéncia. Mais
especificamente, trata-se de um arco da circunferéncia que representa a érbita
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3. Entendendo o Funcionamento Tridimensional com Ajuda do GeoGebra

Compreendidos todos os passos feitos no plano, pode-se iniciar a abordagem do problema no
ambiente tridimensional, o qual se trata de uma generalizacao do caso bidimensional. Além disso,
como uma possibilidade de modelagem para o problema tem-se o uso do GeoGebra, que ajuda a
minimizar a dificuldade de visualizagao tridimensional, destacada anteriormente.

3.1. Um Desafio Extra: Uma Nova Dimensao

No GeoGebra, deve-se construir uma esfera para representar o Planeta Terra, o que pode ser feito
inserindo a equacdo x? +y? +z2 = 1, por exemplo*. Para representar as 6rbitas dos satélites, uma
possibilidade é construir uma esfera de mesmo centro e raio maior que a esfera da Terra® e tomar
sua intersecdo com os planos x =0, y = 0 e z = 0 através do comando IntersecdoGeométrica(Plano,
Quddrica)®, como pode ser visto na Figura 6. Destaca-se que uma boa escolha de cores e a
utilizacao de curvas pontilhadas podem facilitar a visualizacao, como é visto nas Figuras 7 e 8.

Figura 6: Comandos no GeoGebra

O Terra: x? + y? + 22 =1

O PlanoX: x = 0

O PlanoY :y = 0

(O PlanoZ:z =10

O EsferaOrbitas: x2 + y2 + 22 =3
Orbital : IntersegdoGeométrica(PlanoX, EsferaOrbitas)

O — X =(0,0,0) + (0, 1.73 cos(t), -1.73 sin(t))

O Orbita2 : IntersegdoGeométrica(PlanoY, EsferaOrbitas)
— X =(0,0,0) + (-1.73 cos(t), 0, -1.73 sin(t))

O Orbita3 : IntersegdoGeométrica(PlanoZ, EsferaOrbitas)

— X =(0,0,0) + (1.73 cos(t), 1.73 sin(t), 0)

Inicialmente, deve-se considerar um ponto A a ser localizado pelo GPS e um satélite representado
pelo ponto B. Como visto anteriormente, a escolha dos satélites deve ser feita de maneira que
eles sejam visiveis a partir do ponto A, ou seja, o sinal emitido por eles deve chegar ao ponto
A sem sofrer grandes perdas ou interferéncias e sem atravessar a esfera da Terra. Sabe-se que
o satélite consegue calcular a distancia do objeto a ser localizado emitindo sinais e verificando o
tempo que demoram para chegar até o receptor. Essa distancia mede d(A,B) = r, e as possiveis
localizacoes para o ponto A formam uma esfera de centro B raio r, que pode ser construida
utilizando o comando FEsfera(B,A) no GeoGebra?. Observe a Figura 9, na qual verifica-se que um

4A escolha do centro e raio da esfera fica a cargo do leitor.

sNesse caso, utilizou-se uma esfera de raio V3.

60s termo Plano e Quadrdtica consistem nos rétulos dados/definidos no GeoGebra

7Nesse momento, é interessante questionar os alunos quanto as semelhancas com o processo iniciado no plano.
an
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Figura 7: Planeta Terra e drbitas Figura 8: Planeta Terra e satélites

Unico satélite é ineficiente para fornecer a localizagao precisa.

Por consequéncia, é necessario um segundo satélite, representado pelo Ponto C. Com ele, mede-se
a distancia d(A, C), de onde segue que as possiveis posigdes para o ponto A sdo os pontos da esfera
de centro em C e raio d(A, C), que pode ser construida com o comando FEsfera(C,A). A situacao
pode ser visualizada na Figura 10.

Figura 10: Dois satélites

Figura 9: Um satélite /

A

N

.

Nesse momento, é importante questionar os alunos em relagao as possiveis intersegoes entre duas
esferas. Pela limitacao das posicoes dos satélites, as esferas construidas possuem como intersegao
uma circunferéncia. Para facilitar a visualizagao, esse processo pode ser explorado no GeoGebra
com o uso do comando Interse¢aoCéonica(Quddrica, Quddrica).

Como o ponto A pertence as duas esferas, a principio, sua posicdo pode ser qualquer ponto na
intersec@o, ou seja, na circunferéncia. Portanto, o uso de apenas dois satélites nao fornece uma
localizacao precisa. Assim, faz-se necessario um terceiro satélite, indicado pelo ponto D. Como
antes, mede-se a distancia dele ao ponto A e obtém-se uma esfera, como na Figura 11.

Agora, como o ponto A pertence as 3 esferas, trata-se de um ponto localizado na intersecao.

Porém, visualizar a intersegdo entre 3 esferas nao é simples e requer cuidado e atencdo com

os estudantes. Novamente, tem-se como possibilidade o uso do GeoGebra com o comando In-

tersecaoConica(Quddrica, Quddrica) para construir a intersegdo entre as 3 esferas. Para cada par

de esferas obtidas dos satélites, tem-se que a interse¢ao é uma circunferéncia no espago, de modo

que a intersegdo das 3 esferas retornara 2 pontos, sendo um deles o ponto A e o outro, o ponto E,
ran
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fora da superficie da Terra, como na Figura 12.

Nesse momento, é importante instigar os alunos quanto a resolugao do problema acerca da deter-
minacao de qual dos dois pontos é o desejado. Tal problema pode ser resolvido ao observar que o
ponto E esta fora da superficie da Terra, ou seja, na vida real, ele nao satisfaz aproximadamente
a equacdo da esfera que representa a Terra, x? + y? + z2 ~ 33652.

Ao final dessa atividade, é esperado que os estudantes tenham compreendido que o processo de de-
terminar a localizacao de um ponto na superficie da Terra com o uso do GPS recai na determinagao
de um ponto na interse¢ao das trés esferas obtidas dos satélites.

Figura 11: Trés satélites

Figura 12: Intersecao entre os satélites

6'.E

Figura 13: Intersecao entre os satélites

4. O Funcionamento Descrito Matematicamente

Apos a realizagao e compreensao das etapas anteriores, tem-se um 6timo cendrio para iniciar a
descricao matematica por trds do problema. Novamente, uma boa escolha € iniciar a descrigao
para o caso bidimensional, para posteriormente descrever o problema no espago.

Nessa secao, também serao apresentadas formas de resolucao de sistemas quadraticos, um contetido
que nao é comumente visto na educacao bésica. Nesse sentido, fica a cargo do professor trabalhar a
solucao detalhada dos sistemas com os alunos, passo a passo, com métodos e estratégias de solugao,
ou apenas a solugao via algum software, como o SciLab ou Mazima.

N
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4.1. Primeiro, Vamos Atacar o Problema Bidimensional

Como visto antes, o ponto o qual se deseja localizar na superficie da Terra estd na intersecao das
circunferéncias obtidas dos satélites, como na Figura 2. Ou seja, ele satisfaz a equacdo das duas
circunferéncias, logo, é uma solugao do sistema formado por essas duas equacoes.

Selecionados os dois satélites, de coordenadas C; = (a1,by) e Cy = (ag, bsy), as coordenadas (x,y)
do ponto procurado na Terra sao dadas por uma solugao do sistema

{ (x—a)’+(y-b)? =1} (1)
(x—a2)”+(y—b2)? =13 (2)

Esse sistema requer atencao ao ser trabalhado, pois pode ser algo natural para o professor, mas
serd o primeiro contato dos estudantes com sistemas quadraticos. Nesse sentido, o professor deve
estimular os alunos a pensarem em formas de resolver o problema, ao fazer analogias com métodos
utilizados para resolver sistemas lineares, como operacoes entre as equagoes.

Nessa perspectiva, uma forma de resolvé-lo consiste em trocar a primeira equagao por (1) —(2) e
manter a segunda equagao, que resulta no sistema equivalente

{ 2(az —a1)x+2(by —b1)y =12-12+ (a2 -a?) + (b3 - b?) (3)
(x-x2)?+ (y—y2)? =12 (4)

Dessa forma, ao isolar uma das varidveis na equagao (3), digamos que varidvel x, e substituir na
equacdo (4), obtém-se uma equacdo do segundo grau na varidvel y que, ao ser resolvida, retorna
os dois possiveis valores de y, que sao as coordenadas de y para os dois pontos esperados na
interseg@ao. Por fim, ao substituir na primeira equacao as coordenadas de y encontradas, obtém-
se as respectivas coordenadas para x. Portanto, esse processo de solucao do sistema retorna
exatamente os dois pontos na intersecao das circunferéncias.

Assim, para decidir qual dos dois pontos é o ponto procurado, basta substituir, na equagao da
circunferéncia que representa o Planeta Terra, as coordenadas (x,y) dos dois pontos encontrados
e verificar qual deles satisfaz essa equagao. O ponto com essa propriedade, serd o ponto o qual se
deseja localizar.

Por fim, vale ressaltar que esse processo algébrico depende do dominio dos conteidos e exige
abstracao por parte dos alunos. Além disso, na maioria das vezes, as coordenadas dos satélites e
do ponto a ser localizado serao compostas por niimeros nao inteiros, com casas decimais, o que
aumenta ainda mais a dificuldade de resolugao dos sistemas. Nesse sentido, é interessante que o
professor trabalhe a resolugao de sistemas quadraticos através de exemplos numéricos, que nao se
limitam apenas as circunferéncias trabalhadas no modelo elaborado para o GPS. Como exemplo,
pode-se utilizar o método descrito anteriormente para resolver o sistema

{(X1)2+y2 =1 (5)
x? +y2 =1 (6)

Apés estimular os alunos para a resolucdo do problema, como uma alternativa ou complemento
ao processo puramento algébrico, tem-se o uso de algum software digital para fornecer a solugao
do sistema. Indo além, ao obter as solugbes, pode-se fazer um paralelo com o GeoGebra e as
circunferéncias para conferir se as solugoes sao plausiveis ou nao.

N
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4.2. Diversao em 3 Dimensoes

Com todos os ingredientes em maos, parece natural buscar uma generalizacao para o problema no
espaco. Porém, é necessario ter muito cuidado com os estudantes nesse processo, pois ele envolve
a equacdo da esfera, geometria analitica em R3 e sistemas quadraticos, conteidos que nao sao
comumente vistos pelos estudantes da educagao basica.

Como antes, o ponto o qual se deseja localizar com o GPS esta presente na interse¢ao das 3 esferas
obtidas através dos satélites. Para ilustrar, veja novamente a Figura 11. Ou seja, considerando
os trés satélites de coordenadas C; = (ai,bi,c1), Co = (ag,ba,co) e C3 = (ag, bz, c3), o ponto
procurado aparece como solugao do sistema abaixo

(x—a1)®+(y-b1)?+(z—c1)® =1? (7)
(x—a2)®+(y-b)?+(z—c2)® =12 (8)
(x-a3)®+(y-b3)’+(z—c3)® =12 (9)

Esse sistema pode ser relacionado com a atividade desenvolvida no GeoGebra e explorado através
de perguntas aos estudantes, como, por exemplo, a quantidade de solugoes esperadas.

Partindo para a solucdo do sistema, pode-se trocar a primeira equagao por (7) — (9), a segunda

equacdo por (8)— (9) e manter a terceira equacio. Dessa maneira, os termos x2, y2 e z2 nas duas
primeiras equagcoes serao eliminados e o sistema equivalente é
2(&3*&1)X+2(b3*b1)y+2(C3701)Z = Al (10)
2(&3*&2)X+2(b3*b2)y+2(63*62)z = A2 (].1)
(x—ag)” + (y —b3)® + (z—¢c3)” =13 (12)
com
Ay =13 15+ (a3 —al) + (b3~ b3) +(c3 —c]) (13)
Ay =12 12+ (a2 —a2) + (b2 - b2) + (c2 — cd). (14)
Em seguida, deve-se considerar apenas as duas primeiras equacoes
{ 2(az —a1)x+2(bz —b1)y =A;-2(cz—c1)z (15)
2(az —ag)x+2(bz —b2)y =As—2(cz—c2)z (16)

e resolver esse sistema para x e y em funcao de z, utilizando a Regra de Cramer. Encontradas
as solugoes, deve-se substitui-las na equagéo (12), de onde originard uma equagio quadrética na
variavel z que, ao ser resolvida, fornecera as duas coordenadas de z para os pontos na intersegao
das esferas. Substituindo em x e y as coordenadas encontradas para z, determinam-se exatamente
as coordenadas dos dois pontos na intersegao.

Desses dois pontos encontrados, sabe-se que um pertence a esfera que representa a Terra e outro
nao. Dessa maneira, pode-se proceder da mesma forma como foi feito para o caso bidimensional e
verificar qual dos dois pontos satisfaz a equagao da esfera.

Por fim, assim como feito para o caso bidimensional, sugere-se que a resolugao desses sistemas seja
trabalhada também através de exemplos numéricos, com atribuicao de valores para a;, by, ¢, 1j,
com i=1,2,3. Além disso, o professor pode fazer uso de algum software digital para resolver o
sistema apresentado e utilizar o GeoGebra com as esferas para relacionar e julgar a plausibilidade
das solugoes encontradas.
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5. Consideracoes Finais

Ao final da sequéncia didatica, é esperado que a atividade tenha despertado no estudante o interesse
para entender o funcionamento de elementos do dia a dia, através de ferramentas matemaéticas.
Quanto ao tema abordado, é esperado que o estudante tenha compreendido o funcionamento
intuitivo do GPS, e que ele seja capaz de estabelecer as relagdes deste com a matemaética, o seu
cotidiano e outras areas do conhecimento, como a Fisica e a Geografia.

Por fim, espera-se que a sequéncia didéatica tenha criado uma nova camada conceitual relacio-
nada aos assuntos matematicos trabalhados e que tais conhecimentos tenham sido internalizados
e estejam prontos para plena aplicagao dos estudantes no mais diversos contextos.
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