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Resumo

Desde a antiguidade, a Matemaética sempre foi desafiadora, e muitas pessoas resolviam problemas
matematicos por prazer e diversao. Com o surgimento das olimpiadas de matematica, esses desafios
transformaram-se em grandes competicoes que se espalharam por todo o mundo, sendo aprimo-
radas com o passar do tempo, e tal prazer e interesse pelas olimpiadas faz com que continuem
surgindo novas competigoes até os dias atuais. Este trabalho aborda alguns conceitos relacionados
a Aritmética e questoes acerca dos contelidos mencionados selecionadas de algumas olimpiadas
de nivel universitario, com suas devidas solugoes, criando assim um material de apoio para quem
deseja participar destas competicoes.
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Abstract

Since ancient times, Mathematics has always been challenging, and many people solve mathe-
matical problems for pleasure and fun. With the advent of the mathematical olympiads, these
challenges turned into great competitions that spread throughout the world, being improved over
time, and that pleasure and interest for the olympiads makes it possible that new competitions
continue to emerge until the present day. This work addresses some concepts related to Arithmetic
and questions about the mentioned contents selected from some academical level olympiads, with
their appropriate solutions, thus creating a support material for those who want to participate in
these competitions.

Keywords: mathematical olympiads; arithmetic; problem solving.

1. Introdugao

As competigbes matematicas acontecem desde o século XVI, quando eram realizados desafios entre
os matematicos da época, com apostas de dinheiro, reputacao e catedras em universidades. Muitos
deles dedicavam-se bastante para ter algum prestigio ou reconhecimento da sociedade [4].

J& no final do século XIX, no ano de 1894, surgiu a primeira competicdo com caracteristicas das
olimpiadas de Matematica que temos atualmente. Essas competicoes aconteceram na Hungria e
eram chamadas de Fotvos, que era o sobrenome do presidente da Hungria naquele ano. Com o
passar dos anos, competicoes similares foram se espalhando pelo leste europeu, e, em 1934, surgiu

N

215 LAl


https://doi.org/10.21711/2319023x2023/pmo1113
https://orcid.org/0000-0003-1931-6227
https://orcid.org/0000-0003-0894-9555

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Neto e Sousa

a primeira olimpiada de matemadtica, que pode ser classificada como “moderna”’, na cidade de
Leningrado, na extinta Unido Soviética, onde hoje a cidade tem o nome de Sao Petersburgo [1].

Todas essas competicoes ao longo dos anos, culminaram com a organizacao da primeira Olimpiada
Internacional de Matemdtica (IMO), realizada na cidade de Bucareste na Roménia, no ano de
1959. A IMO ¢ a olimpiada de Matematica mais antiga que ocorre atualmente, com participagao
de mais de 100 paises do mundo todo.

A primeira olimpiada de matematica que surgiu no Brasil foi realizada no Estado de Sao Paulo
em 1977. Estamos falando da Olimpiada Paulista de Matematica, que foi criada pela Academia
Paulista de Ciéncia [1].

Este trabalho tem como principal objetivo criar um material de estudo e incentivo a participacao de
estudantes nas diversas Olimpiadas de Matematica Universitaria, podendo ser aproveitado também
para os alunos que estejam concluindo o ensino bésico, possibilitando o aumento do acesso a esses
conhecimentos e competigoes.

2. Tépicos de aritmética

Nesta secao, iremos abordar a aritmética dos restos com foco nos seguintes teoremas: Teorema de
Euler, Teorema de Wilson e Pequeno Teorema de Fermat. Além disso, discutimos um resultado
interessante acerca dos numeros de Fibonacci, a saber: existe uma regularidade quanto a repetigao
de seus ultimos digitos. Esses conceitos serao utilizados na resolucao de problemas da segao
seguinte. Esperamos que o leitor ja tenha conhecimento de outros conteidos de aritmética que
também serao utilizados nessas solugoes, como, por exemplo: Principio de Inducao Matematica,
binémio de Newton, divisibilidade e niimeros primos.

2.1. Aritmética dos Restos

Seja m um nimero natural. Diremos que dois ntimeros inteiros a e b s@o congruentes médulo m
se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes
modulo m, escreve-se a =b mod m. Se a relagao a =b mod m nao for verdadeira, entao diremos
que a e b nao sao congruentes médulo m, e a notacao usada para este caso ¢ a # b mod m.

Por exemplo, 37 = 12 mod 5, pois os restos da divisao de 37 e de 12 por 5 sao iguais a 2. Por
outro lado, 37 # 11 mod 12, pois o resto da divisao de 37 por 12 é 1 e de 11 por 12 é 11.

Proposicao 1. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a =b mod m se, e somente se,
m | (b—a).

Demonstracdgo. Suponhamos que a = b mod m. Pelo algoritmo da divisao Euclidiana existem
inteiros q;,q, e r, tais que

a=m-q;+r e b=m-qgy+r,onde0 <r <m.

Dali, temos que

b-a=m-qgy+r-m-q; -1

m(qy —qy)-

Logo, m | (b—a).
ran
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Reciprocamente, suponhamos que m | (b —a). Neste caso, existe q; € Z tal que b—a =m - q;.
Portanto, b =m - q; +a. Por outro lado, sejam g, e r 0 quociente e o resto da divisao de a por m,
respectivamente. Assim, a=m-qq+ 1, com gy, r € Z e 0 < v < m. Disso, segue que

b=m-q;+a
=m-q;+m-qy+r

=m(qy +qg) +1,

ou seja,
b=m(q; +qy) +1, onde 0 < r < m.

Pela unicidade na divisao euclidiana, podemos concluir que r é também o resto da divisao de b por
m. Assim, temos que a =b mod m. O

Proposicao 2. Seja m € N. Para quaisquer a,b,c € Z, temos:

(i) a=a mod m.
(i) Se a=b mod m, entdo b =a mod m.

(i4i) Sea=b modm eb=c¢ mod m, entdo a=c mod m.

Demonstragao. (i) Note que se m | 0, entdo m | (a—a) e, consequentemente, a = a mod m.

(i) Se a = b mod m, entdo que m | a—b. Assim, a—b = mq para algum ntmero inteiro q.
Multiplicando por —1 essa igualdade, obtemos b —a = m(—q), que significa que m | b—a. Portanto,
b=a mod m.

(iii) Se a = b modm e b = ¢ modm, entdo m | (b—a) e m | (c—b). Agora, temos que
m | [(b—a)+ (c—Db)], ou seja, m | c—a. Logo, a=c mod m. O

Proposicao 3. Sejam a,b,c,d,m,r € Z, com m > 1.

(i) Sea=b modm ec=d mod m, entdo a+c=b+d mod m.
(ii) Sea=b mod m ec=d mod m, entdo ac =bd mod m.

(#i) Se ar = br mod m e mdc(r,m) =1, entdo a=b mod m.

Demonstragdo. (i) Sea=b modmec=d modm, entdo m | (b—a) e m | (d—c). Dai, temos
quem | [(b—a)+ (d—c)], ouseja, m | [(b+d)—(a+c)]. E assim, a+c=b+d mod m.

(i) Analogamente ao item (i), m divide qualquer combinacdo linear entre b —a e d — ¢. Entao
temos que m | [d(b—a)+a(d—c)], mas d(b—a) +a(d—c) = bd—ad+ad—ac = bd — ac. Assim,
m | (bd — ac), mostrando que ac = bd mod m.

(#i) Se ar = br mod m, entdo m | (br — ar), ou seja, m | r(b—a). Como mdc(r,m) = 1, segue que
m | (b—a). Logo, b=a mod m. O
Corolério 1. Para todos n € Nya,b € Z em € N, se a = b mod m, entdo tem-se que a® = b"
mod m.

N
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Demonstra¢do. Vamos demonstrar este corolario usando o Principio de Indugdo Matematica. Con-
sidere a seguinte sentenga aberta

p(n): a=b modm = a"=b" mod m.
Para n =0, temos
a-b’=1-1=0=0-m=m| (a°-b’) = a’=b" mod m.

Entéo, a sentenca aberta p(n) é vélida para n = 0. Agora, suponhamos que p(n) vale para algum
n € N, ou seja,
Hipétese de indugdo: a=b mod m = a" =b" mod m.

Vamos mostrar que p(n+ 1) também vale, ou seja,

n+l _ bn+1

Tese:a=b modm = a mod m.

Como a=b mod m e, por hipdtese de indugdo, a” =b" mod m, pela Proposigao 3, temos que

1 _ bn+l

a-a"=b-b" mod m= a"* mod m,

como queriamos demonstrar. Logo, pelo Principio de Indu¢ao Matematica, a sentenca p(n) é valida
para todo n € N. m|

Exemplo 1. Encontre o resto da divisio de 7'° por 51.

Solugao: Note que
72=49=-2 mod 51

Elevando ambos os membros a 5,

(7% =(-2)° mod 51 = 7" =-32 mod 51.
Mas como —32 =51 + 19,

7'9=-51+19 mod 51 == 7""=19 mod 51.

Logo, o resto da divisao de 7'° por 51 ¢ igual a 19.

Exemplo 2. Prove que 11 | (21000 — 1),

21000 = 1 mod 11. Agora, observemos que

Solugao: Pela Proposicao 1, basta provar que
29=32=-1 mod 11.
Elevando ambos os membros a 200, obtemos

(25)290 = (-1)2°°  mod 11 = 2199 =1 mod 11.

E isto é suficiente para concluirmos que 11 | 21000 — 1,
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2.2. Numeros de Fibonacci

Leonardo de Pisa, conhecido como Leonardo Fibonacci, nasceu na Itdlia por volta de 1175. Em
sua obra intitulada Liber Abacci, ou livro do dbaco, esté presente o problema dos coelhos, o qual
daria origem a uma das sequéncias mais famosas da humanidade, conhecida como sequéncia de
Fibonacci [2].

Cada termo da sequéncia de Fibonacci é definido, a partir do terceiro termo, como sendo a soma
dos dois termos anteriores, com os dois primeiros termos iguais a 1. Assim, os primeiros nimeros
desta sequéncia sao:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ...
Definicao 1. A sequéncia de Fibonacci (F,) é definida por Fuio = Fuy1 + Fy, para n > 1, onde
F1 =1le F2 =1.

Dentre as varias propriedades que tal sequéncia possui, temos a periodicidade. Os nimeros de
Fibonacci apresentam uma regularidade quanto a repetigao de seus ultimos digitos. O digito das
unidades repete-se com uma periodicidade de 60, ou seja, a sequéncia formada pelos algarismos das
unidades do ntmeros de Fibonacci repete-se a cada 60 nimeros. Essa curiosidade foi descoberta
em 1774 pelo matemético franco-italiano Joseph Louis Lagrange [7].

Por exemplo, os ntimeros F7 = 13, Fg7 = 44945570212853 e F197 = 155576970220531065681649693
exemplificam a periodicidade dos digitos das unidades desta sequéncia.

Proposigao 4. Fpin = FiFui + Fio1Fo para m e n naturais.

A demonstragdo da Proposigio 4 pode ser encontrada em [2], na pagina 25.

Proposicao 5. F .60 = F, mod 10 para todo n inteiro positivo.

Demonstracdo. Faremos a demonstracao usando o Principio de Indugao Matematica. Considere a
seguinte sentenga aberta
p(n): Fog =F, mod 10.

Primeiramente, observe que Fg; = F; mod 10, pois Fg; — F1 = 2504730781961 — 1. Logo, p(1) é
verdadeira. Agora, vamos supor que p(n) seja verdadeira para algum n € N, ou seja,

Hipétese de indugdo : Fpi60 = F, mod 10.
Vamos mostrar que p(n+ 1) também é verdadeira, ou seja,
Tese : Fn+61 = Fn+1 mod 10.

Por hipétese de indugao, temos que Fp,690 = F, mod 10. Somando F .59 & congruéncia anterior,
temos Fn+59 + Fn+60 = Fn + Fn+59 mod 10.

Mas, por definicao,
Fn+59 + Frico = Fne1

e, usando a Proposicao 4 em F 59, obtemos

Fris9 = FuFeo + Fr1F59
[
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Assim,
Fn+61 = Fn + FHF(;O + Fn,1F59 mod 10.

Note que F59 =1 mod 10 e Fgp = 0 mod 10, pois F59 = 956722026041 e Fgo = 1548008755920.
Entao,
Fowg1=F,+F,-0+F, 1-1=F,+F, ;1 mod 10

e, finalmente, usando a definicao da sequéncia de Fibonacci, Fp461 = Fny1 mod 10. Logo, pelo
Principio de Indugao Matematica, Fy 160 = F, mod 10 para todo n inteiro positivo. O

2.3. Teorema de Euler

Proposigao 6. Sejam a,m € Z, com m > 1. A congruéncia aX = 1 mod m possui solucdo se,
e somente se, mdc(a,m) = 1. Além disso, se xg € Z é uma solugdo, entdo x € uma solugdo da
congruéncia se, e somente se, X = xg mod m.

A demonstragao da Proposi¢ao 6 encontra-se em [3], na pdgina 194.

Um sistema reduzido de residuos médulo m é um conjunto de nimeros inteiros ry, ..., rs tais que

a) mde(ri, m) = 1, para todoi=1,...,s;

b) rj # r; mod m, se i # j;

c¢) Para cada n € Z tal que mdc(n, m) = 1, existe i tal que n =r; mod m.

Proposicao 7. Seja 11, ,T4(m) um sistema reduzido de residuos moédulo m e seja a € Z tal que
mdc(a,m) = 1. Entdo, ary,--- ,ary(m) € um sistema reduzido de residuos mddulo m.

A demonstragao da Proposigao 7 pode ser encontrada em [3], na pagina 197.

Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos médulo m > 1,
que corresponde a quantidade de niimeros naturais entre 0 e m — 1 que sao primos com m. Pondo
(1) =1, isso define uma importante fungdo ¢ : N — N, chamada funcao ‘fi de Euler’.

Exemplo 3. e ¢(9) =6, pois de 1 até 8 temos seis niumeros que sao primos com 9, ou seja o mdc
entre 9 e cada um deles é igual a 1. Sao eles {1,2,4,5,7,8}.

e p(13) = 12, pois de 1 até 12 todos os nimeros sao primos com 13, e isso se d4 justamente por
13 ser um numero primo.

Observagao 1. Pela defini¢ao, temos que ¢(m) < m—1, para todo m > 2. Além disso, ¢(m) = m—1
se, e somente se, m é um numero primo. De fato, m é primo se, e somente se, 1,2,--- ;m— 1 s@o
coprimos com m, o que é equivalente a dizer que ¢(m) =m— 1.

Teorema 1 (Euler). Sejam m,a € Z com m > 1 e mdc(a,m) = 1. Entdo,
a?™ =1 mod m.

Demonstragdo. Seja ri,--+ ,Ty(m) um sistema reduzido de residuos médulo m. Logo, pela Pro-
posicao 7, ary,- - ,ary(m) formam um sistema reduzido de residuos médulo m e, portanto,

ary - arg - -aly(m) =T1 T2 Ty(n) mod m
-
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pela definigdo de sistema reduzido de residuos. Consequentemente,
PLAC Tp(m) = &Iy -arg - alg(m) = I1 T2+ Ty(m) mod m,

ou seja,
a?™ (ry 1y Tp(m)) = (11 T2+ Tp(m)) mod m,

Como mdc(ry - Tg -+ Ty(m), m) = 1, segue que
a?™ =1 mod m
pelo item (iii) da Proposicao 3.

450

Exemplo 4. Determine o resto da divisao de por 9.

Solugdo: Como o mdc(4,9) =1, pelo Teorema 1,
499 =1 mod 9.

Mas ¢(9) = 6, entao
4°=1 mod 9= 4"%=1® mod 9.

Multiplicando ambos os membros por 42,

49 =16 mod 9=4°=7 mod 9.

Portanto, 7 é o resto da divisdao de 4°0

por 9.
Proposicao 8. Sejam m,m’ € N tais que mdc(m, m’) = 1. Entdo
@(mm’) = p(m)e(m’).

Demonstracao da Proposi¢ao 8 na referéncia [3], pagina 199.

Proposigao 9. Se p € um numero primo e r, um numero natural, entdo tem-se que

|
e(P)=p"-p=p (15).

Neto e Sousa

Demonstracao. De 1 até p*, temos p" nimeros naturais. Temos que excluir, desses, os nimeros
que ndo sdo primos com p*, ou seja, todos os multiplos de p, que sdo precisamente p, 2p,...,p" 'p,

cujo nimero é p* 1. Portanto, ¢(p") = p* — p* !, provando o resultado.

O

Teorema 2. Sejam > 1 e seja m =pi™* ---pp” a decomposicao de m em fatores primos. Entdo,

1 1
(’o(m):pgl...pgn (1_)(1_)
P1 Pn

Demonstrac¢do. O resultado decorre imediatamente das Proposigoes 8, 9.
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2.4. Pequeno Teorema de Fermat e Teorema de Wilson

Lema 1. Sejam a € Z e p um nidmero primo tais que mdc(a,p) = 1. Tem-se que

aP =1 mod p.

Demonstra¢do. Como a,p € Z e o mdc(a, p) = 1, pelo Teorema 1
a?® =1 mod p.

Mas p é um ntmero primo, entdo ¢(p) = p—1. Dai, a?! =1 mod p, como gostarfamos. O
Teorema 3 (Pequeno Teorema de Fermat). Dado um ndmero primo p e qualquer a € Z, tem-se que
aP=a mod p
Demonstra¢do. Se mdc(a,p) = 1, entdo o resultado segue do Lema 1, multiplicando por a ambos

os membros da congruéncia aP ' =1 mod p. No caso em que mdc(a,p) # 1, segue-se que p | a, e,
consequentemente, p | (aP? —a), o que ainda garante que a? = a mod p. ]

Exemplo 5. Determine o resto da divisao de 13''! por 11.

Solugdo: Como 11 é um niimero primo e o mdc(13,11) =1, pelo Lema 1
13"=1 mod 11.
Elevando ambos os membros a 11, temos
1319 = 1" mod 11.
Por fim, multiplicando ambos os membros por 13,
131" =13 mod 11 = 13" =2 mod 11.

Logo, o resto da divisdo de 13''! por 11 é 2.

Teorema 4 (Teorema de Wilson). Se p é um nimero primo, entdo

(p-D!'=-1 mod p.

Demonstracdo. Note que para p =2 e p = 3 o teorema é valido. Suponhamos entao p > 5 primo.

Para todo i € 1,...,p—1, pela Proposi¢ao 6, a congruéncia iX = 1 mod p possui uma unica
solucao modulo p; ou seja, dado i € 1,...,p—1 existe um tnico j € 1,...,p—1 tal que ij = 1
mod p. Por outro lado, seie 1,...,p—1 étal que i =1 mod p, entdo p | i2 -1, o que equivale a

pli—-loup]|i+1, oque sé pode ocorrer sei=1oui=p-1. Logo,
2---(p—2)=1 mod p,

e, portanto,

1-2---(p—2)(p—1)=p—-1 modp

=-1 mod p.
Ou seja,
(p—-D!'=-1 mod p,

como gostariamos. ]
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13!
Exemplo 6. Qual o resto da divisao de - por 77

Solugao: Temos que
13! _13~12'11~10-9~8~7'6'5-4~3-2~1

7 7
=13-12-11-10-9-8-6-5-4-3-2-1.

Por outro lado,

(13-12-11-10-9-8)(6-5-4-3-2-1) = (6-5-4-3-2-1)(6-5-4-3-2-1) mod 7
=6!-6! mod 7

Pelo Teorema de Wilson,

13! 13!
— =(-1)-(-1) mod 7= X =1 mod?7

13!
Entao, o resto da divisao de 73 por 7 é 1.

3. Alguns Problemas de Olimpiadas de Matematica Universitaria

Aqui sdo apresentadas resolucoes de questoes, ligadas & aritmética, de algumas olimpiadas de
matematica universitaria. Foram selecionadas as questoes mais recentes, sendo todas de 2017
até os dias atuais, apresentadas em ordem cronoldgica, e, também, exclusivamente questoes que
disponibilizavam apenas o gabarito mas sem nenhuma solugao.

1) (GN 2017 - 12 fase - Q 07) Quantos valores inteiros de x no intervalo [1,100] fazem com que o
determinante da seguinte matriz seja multiplo de 37

2 7

x° 1

2 3 4
7 5 (x+2)

(a) 0 (b) 34 (c) 67 (d) 100

Solugao: Vamos definir a matriz em questao por My e, inicialmente, iremos calcular o determinante
dessa matriz em funcao de x. Pela regra de Sarrus temos que:

det My = (3x® +6x2) + 28 + 70 — 147 - 20x2 — (2x +4)
=3x% - 14x® - 2x - 53.

Assim,
det M, =x2+x+1 mod 3.

Agora vamos determinar para quais valores x a expressao x2 + x + 1 serd multiplo de 3, ou seja,
serd congruente a 0 médulo 3. Notemos que:
esex=0 mod 3, entdo x> +x+1=1 mod 3;

esex=1 mod 3, entdo x> +x+1=0 mod 3;
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esex=2 mod 3, entdo x2+x+1=1 mod 3.

Portanto, os tnicos valores de x € [1,100] tais que det M, = 0 mod 3 sao aqueles que satisfazem
X, = 1+ 3n, para algum n € Zso. Agora, basta notar que x, € [1,100] se, e somente se, n €
{0,1,2,...,33}. Concluimos que existem 34 valores inteiros de x no intervalo [1,100] tais que
det My =0 mod 3. A resposta correta é o item (b).

2) (GN 2017 - 12 fase - Q 10) Para cada par de niimeros inteiros m, n denotemos por mde(m, n) o

n— 1
maximo divisor comum de m e n. Se n > 2, qual é o valor de Z {—J”

mdc(n, j)
n
a)l b) ¢(n) c)n d) —
(a) (b) 9 (0 (@ 5
1
Solugdo: Se n e j forem primos entre si, entdao mdc(n,j) = 1 e isto implica | ———— | = 1. Por
mdc(n, j)

outro lado, se n e j tiverem fatores em comum em sua decomposicao, entao mdc(n,j) > 1, o que

implica { J = 0. Assim, temos que no somatorio sé terdo valor 1 as parcelas onde j for

mdc(n, j)
coprimo com n, no caso contrario, a parcela serd nula. Por exemplo:

e Para n =2, temos que

! 1
2 ey =[] =1 =e

e Para n = 3, temos que

1

iJ:1+1:2=¢(3)'

+

i {de(ii J)J H

e Para n =4, temos que

3 1 1 1
S gl o3 o000

n-1 1
Dessa forma, concluimos que Y, | ———— | = ¢(n). A resposta correta é o item (b).
mde(n,})

3) (OBMU 2018 - 12 fase - Q 23) Para quantos nimeros primos p o nimero p? —4p +9 é um
quadrado perfeito?

(a) 2 (b) 3 (c) 5 (d) 7
Solugdo: Queremos saber para quantos niimeros primos p a expressao p° —4p + 9 = n? para algum
inteiro positivo n. Assim,

2= 1?2 9=0 modp

p>—4p+9=n
= p |(n—-3) ou p |(n+3)
= n=q-p+3 ou n=q-p-—3, para algum inteiro q
= n?=(q-p+3)? ou n?=(q-p-3)?% paraalgum inteiro q.
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Portanto, p? —4p+9=(q-p+3)?2 oup® - 4p+9 = (q-p— 3)? para algum inteiro q. Simplificando
essas ultimas expressoes chegamos a

p(p—q?) =2(3q+2) ou p(p-q?) =2(-3q+2),

respectivamente. Dessa forma, concluimos que [p | 2 oup]| (3q+ 2)] ou [p | 2 oup| (-3q+ 2)],
respectivamente. Notemos que p | 2 implica que p = 2 e, nesse caso, p é uma solu¢do. Agora,
suponhamos que p seja um primo ifmpar e satisfaga a condicao do enunciado da questao. Neste
caso, existe um inteiro q (positivo) tal que p | (3q+2) ou p | (-3q +2). De qualquer forma, temos
que p < 3q+2e, por (1), quen > q-p—3. Assim,

(i) p<3q+2 = q=(p-2)/3;

(i) n>=qp-3 —nz (p(p-2))/3-3=(p*-2p-9)/3.

Portanto,
0> p2-2p-9 2> p* —4p3 - 14p? + 36p + 81
3 9
p* —4p3 — 14p? + 36p + 81
9
= 0>p*-13p® - 14p? + 72p

= 0>p> 13p% - 14p+72,

= p? 4p+9>

ou seja, (p—2)(p?—11p—16) < 0. Como p > 2, temos que
p2—11p—-36 < 0.
Resolvendo esta inequagao, obtemos

11— +v265 11 + V265
5 <p< 5 .

Notemos que os tnicos valores para p primo sao: 2,3,5,7,11 e 13. Agora, basta verificar que,
dentre esses ntmeros, aqueles que satisfazem p> — 4p + 9 = n? para algum inteiro n sdo: 2,7 e 11.
Concluimos que existem apenas trés nimeros primos p tais que o niimero p2—4p+9 é um quadrado
perfeito. A resposta correta é o item (b).

4) (OBMU 2019 - 12 fase - Q 09) Para quantos valores de n inteiros positivos o determinante da
matriz

2n 30

3 20
é divisivel por 77

(a) 0 (b) 1 () 2 (d) 15

Solugao: Vamos definir a matriz em questao por A, e, inicialmente, iremos calcular o determinante
de A, em funcao de n.
det A, = 22" 32 = (4™ + 9V).

Agora, utilizando a congruéncia modular e escrevendo os termos médulo 7, notemos que:
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e como 4 =4 mod 7, entao 4" = 4" mod 7,
e como 9 =2 mod 7, entao 9" = 2" mod 7.
Disso, podemos concluir que
det A, =—(4"+2") mod 7,

ou seja,
det A, =-2"(2"+1) mod 7.

Nosso objetivo é descobrir para quantos valores n vale a seguinte congruéncia
—2"2"+1)=0 mod 7,

ou seja, para quantos valores n o inteiro 7 divide 2"(2" + 1). Como 7 nao divide 2" para qualquer
inteiro n, entao nosso objetivo é saber para quantos valores n o inteiro 7 divide 2" + 1.

Considere n um inteiro positivo. Pela Divisao Euclidiana, existem inteiros q e r, quociente e resto,
tais quen=3q+re 0 <r <2 Assim, 2°+1=23*"4+1=89.2"+10onde 0 <r <2. Como8=1
mod 7, entao

2"+1=0 mod7  exister € {0,1,2}talque2"+1=0 mod 7.

Notemos que nao existe r € {0, 1,2} tal que 7 divida 2" + 1. A resposta correta é o item (a).

5) (OBMU 2019 - 12 fase - Q 25) Considere a sequéncia definida por a; =0, ap =1 e, paran > 3,
an = (n—1)(an-1 +an2)

Determine o resto na divisao de asg1g por 2019.

(a) 1 (b) 2017 (c) 2019 (d) 2018

Solugao: Notemos que

ap=(n—1)(ap1 +a, 2) modn

= (-1)(ap-1 +ay2) modn

= (-1) [(n -2)(apo+a, 3)+ an,g] mod n

= (71)[(117 Day o+ (n—2)a, 3] mod n

= (-1)(-ayp2—2a, 3) modn

= (-1)%(an2 +2a,3) modn

= (-1)2 [(n —3)(ap-3+an4)+ 2an,3] mod n
= (-1)2 [(nf Day 3+ (n— 3)an,4] mod n

= (-1)?(-an3 — 3a,4) mod n

= (-1)%(ap_3 +3a,4) modn

= (71)1172 [an,(n,g) +(n— 2)an,(n,1)] mod n
= (-1)"[az + (n—2)a;| mod n,
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ou seja,
an = (-1)" [32 +(n— 2)31] mod n.

Substituindo n = 2019, a; =1 e a; = 0 na ultima congruéncia acima obtemos

ag019 = -1 mod 2019,

ou seja, o resto da divisdo de agg1g por 2019 é 2018. A resposta correta é o item (d).

6) (12 CELL 2021 - Q 01) Scja

1 2 --- 1000
1001 1002 --- 2000
999001 999002 --- 10002

Escolha qualquer entrada e a denote por x;. Em seguida, apague a linha e coluna contendo x;
para obtemos uma matriz 999 x 999. Entao escolha qualquer entrada e a denote por x3. Apague a
linha e a coluna contendo x, para obter uma matriz 998 x 998. Realize essa operagao 1000 vezes.
Determine o valor da soma

X1 +Xo+ - +X1000-

10002 + 1000 10002 + 1000 1001
— (c) 10002 () —— OFS

Solugdo: Primeiramente, iremos encontrar uma expressao geral para a;;. Notemos que

(a) 1000 (b)

a(i+1); = a3 + 1000 e ai(j+1) = aj + 1.

Assim, com i (ou j) fixo os elementos a;j sdo progressoes aritméticas de razao 1 (ou 1000). Como
o elemento a;; = 1, temos que

ai;=1+1000- (i~ 1) +1-(—1)
a;; =1+1000- (i~ 1) +j—1
ag; = 1000 - (i~ 1) +].

Agora, notemos que, se x, = a;,j, para todon=1,...,1000, entdao 1 <1iy,j, < 1000, com i, # i, se
n#mej, #j, sen#m. Assim,

1000 1000 1000 1000

Z Xp = Z [1000 - (in — 1) +j,] = Z 1000 - (in — 1) + Zjn
= 1I:)=010 1000 = "

=Z 1000 - (i— 1) + Zj.
i=1 =1

Por outro lado, usando a regra de soma dos termos de uma PA, temos que

1900 . 1000[0 +1000(1000-1)] 10003 — 10002
71000+ (i-1) = 5 = 5
i=1
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(7
1%0_ 1000(1 +1000) 10002 + 1000
j= = :
4 2 2
Portanto,
1000 3 9 9
ZX _1000 ~1000° 1000” + 1000
" 2
_10003+1000
-2

A resposta correta é o item (b).

7) (12 CELL 2021 - Q 02) Quantos ternos racionais aparecem na expansio binomial de

(V2 + \/6)100?

(a) 16 (b) 17 (c) 66 (d) 33 (e) 50
Solugdo: Usando a expansao do binémio de Newton, temos que

100

(e =3 () e e
:2(100) ARG (;

Sabemos que:

100)

e todos os termos da forma ( sao inteiros e, portanto, racionais;

e (V2)" é racional se, e somente se, 3 divide n:
° (\/6)“ é racional se, e somente se, 2 divide n;

e 0 produto de um nimero racional (ndo nulo) por um niimero irracional resulta em um ndimero
irracional.

Dessa forma, concluimos que

1
( 20) . (?/5)“ . (\/6)100’“ é racional se, e somente se, 6 | n.

Como n € [0, 100], basta determinar todos os multiplos de 6 no intervalo [0, 100]. Notemos que
n =6k € [0,100] < ke {0,1,...,16}.

Portanto, existem 17 multiplos de 6 no intervalo [0,100]. A resposta correta é o item (b).
8) (12 CELL 2021 - Q 03) Seja f: {1,2,---} — R uma fungdo tal que f(n) —f(n+1) = f(n)f(n+1)
para todo n > 1. Sabendo que £(2020) = 1/4040, o valor de f(1) é:
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1 1 1 1
b (©) 3051 (d) 1 (®) 5550

Solugao: Primeiramente, notemos que

fm) — f(n+1) = f()fn+1) = f(n+1)+f@)f(n+1) = f(n),

ou seja,
f(n)
f 1) =
W+ =1
para todo n € {1,2,...}. Deixamos para o leitor mostrar, por inducdo em n, que
f(1)
f )= ————
W+ =071

é verdadeiro para todo n € {1,2,...}. Agora, como £(2020) = 1/4040 segue que
1 £(1)
— =1f(2019+1) = ———
1040 ~ [V = on e )

ou seja,
1 £(1)
4040 1+2019-f(1)"

Assim, concluimos que f(1) = 1/2021. A resposta correta é o item (c).

9) (12 CELL 2021 - Q 04) Considere a sequéncia a,, definida por a; = 2 e para todo n € N
ans1 = (an)? + 6a, + 6.

Determine o resto de ajgg na divisao por 7.

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) 4
Solugdo: Primeiramente, notemos que

® COmo ag = 22+6~2+6:22, entdo ag =1 mod 7;

e como ag = (a2)? + 629 + 2, entdo a3 = 12+ 6-1+6 mod 7, ou seja, a3 =6 mod 7;

e como ay = (a3)? +6az +2, entdo ay =62 +6-6+6 mod 7, ou seja, a; =1 mod 7.

Dessa maneira, conseguimos concluir a seguinte regra para todo n > 1:

_ |1 mod?7, se n é par
=16 mod7, sené impar

Logo, o resto de ajgg na divisao por 7 é 1. A resposta correta é o item (b).

10) (12 CELL 2021 - Q 05) Considere o ntumero real, escrito em notagéo decimal,
r=0,235831...

em que, a partir da terceira casa decimal apds a virgula, todo digito é igual ao resto na divisao
por 10 da soma dos dois digitos anteriores. Podemos afirmar que
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a) (1050 —1) - r é inteiro
b) (10%° —1) - r é inteiro

(

(

(¢) (107 —1) -1 é inteiro
(d) r é irracional algébrico
(

e) r é irracional nao algébrico

Solugao: Considere (Fy,) a sequéncia de Fibonacci e (a,) a sequéncia formada pelos digitos de r
apos a virgula, ou seja, 0 < a,, < 10 para todon € N* e a; =2, ap = 3, a3 = 5, ... . Neste caso,
temos que

Foio =a, mod 10

para todo inteiro n > 1. Por outro lado, temos que
F(n+2)+60 =Fn2 mod 10
para todo inteiro n > 1. Segue que
anteo = a, mod 10
para todo inteiro n > 1. Como a, < 10 para todo n € N*, segue que
an+60 = an

para todo inteiro n > 1. Dali, a cada 60 termos, a sequéncia volta a se repetir. Se denotarmos por

r; este periodo, entdo multiplicando r por 10%°, obtemos
109 . r =1, +r,
ou seja,
1080 T—T=T1.

Logo 100 .y —r = (10%° — 1) - r =1, é inteiro. A resposta correta é o item (a).
11) (22 CELL 2021 - Q 03) O resto da divisao de 22021 + 32021 por 17 ¢
(a) 12 (b) 13 (c) 14 () 15 (e) 16

Solugao: Primeiramente, notemos que

e 0 Pequeno Teorema de Fermat implica que 2'6 =1 mod 17. Assim, (216)126 = 1126

seja, 22916 =1 mod 17. Além disso, temos que 2° = 15 mod 17. Portanto,

mod 17, ou

22021 = 15 mod 17;

e 0 Pequeno Teorema de Fermat implica que 3'6 =1 mod 17. Assim, (316)126 = 1126

seja, 32916 =1 mod 17. Além disso, temos que 3° =5 mod 17. Portanto,

mod 17, ou

32021 =5 mod 17.
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Portanto,
22021 1 32021 = 1545 mod 17

=20 mod 17
=3 mod 17.

22021 + 32021

O resto da divisao de por 17 é 3. Nenhuma das alternativas contém a resposta correta.

12) (22 CELL 2021 - Q 15) Para n natural, seja A, a matriz 2 X 2 com entradas a,, by, c,,d, € Z

dada por
an ba) (2 -1\"
a=fo g)=(0 )
(a n-ésima poténcia da matriz de entradas 2,1,-1,2). Para quantos valores de n dentre 1,2,...,2021
a entrada c, é um multiplo de 7?7
(a) 250 (b) 251 (c) 252 (d) 253 (e) 254

Solugdo: Como queremos saber para quantos valores de n entre 1,2, ..., 2021 a entrada ¢, é multiplo
de 7, entao iremos calcular os coeficientes de A, médulo 7. Notemos que

2 -1 3 4 2 4 0 -3
S Y ER S Vi IRl e R

3 6 5 -2 51 2 0
R U IR i T S R T

Segue que

para todo k. Como
2021 =8-252+5,

segue que existem pelo menos 252 valores para n tais que o termo ¢, de A, é multiplo de 7. Para
provar que existem apenas esses valores para n tal que c, é multiplo de 7, usaremos a seguinte
informacao, que pode ser provada por indugao: para todo n, temos que a, = dy e ¢y = —by.
Suponhamos que existe n tal que ¢, =0 mod 7. Portanto,

_f[an O
A= ( - ) .
Agora, usando o algoritmo da divisdo, considere q,r € NU {0} tais que n =8q+r,onde 0 <r <8
(notemos que n > 8). Assim,

an 0 _ _ _ (72)01 O _ T
(o an)_An_qu-Ar_( 0 (_2)q)~Ar_(2)q~A.

Ser # 0, segue que (—2)%-c, =0 mod 7, onde ¢, € {1,4,3,6,2,-1} o que é absurdo. Logo, r = 0.
A resposta correta é o item (c).

13) (32 CELL 2022 - Q 03) Seja a um inteiro positivo tal que
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Encontre o resto de a na divisao por 13.
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (a) 7 (e) 12

Solugao: Primeiramente, notemos que

25 25 12 25
1 a 25! 25! 25! 25!
2utm T A T AL R
Além disso, temos que
° Zﬁl 275' =0 mod 13;
« >, 275' =0 mod 13;
e14-15---25=1-2---12 mod 13.
Portanto,
25
25!
a= nz:; T mOd 13
12 25
25! 25! 25!
= —+ — Z — mod 13
o B 1B 5
5!
= — d 13
3 mo
=12!-(14-15---25) mod 13
=12!-12! mod 13,
ou seja,

a=(12)% mod 13.

Por outro lado, o Teorema de Wilson implica que
12!'=-1 mod 13.

Portanto,
a=1 mod 13.

Concluimos que o resto de a por 13 é 1. A resposta correta é o item (a).

14) (32 CELL 2022 - Q 15) Considere a matriz
3 4
=)
Qual o menor inteiro n > 0 para o qual A" = A mod 11?7 Aqui, dadas duas matrizes 2x2 X e Y

com entradas inteiras, escrevemos X =Y mod 11 se cada entrada de X é congruente médulo 11 a
entrada de Y na mesma posigao.

(a) 11 (b) 16 (c) 121 (d) 110 (e) 120
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Solugdo: Como queremos saber quando duas matrizes sd@o equivalentes médulo 11, entdo iremos
calcular as matrizes A" com os coeficientes médulo 11. Notemos que

2 _ (4 2 3_(4 0
A_(2 4) mod 11 e A_0 4 mod 11.

Seja n um inteiro positivo. Entao, pela Divisao de Euclides, existem ¢,r € Z com 0 < r < 3 tais
que n = 3q+r. Assim,

A3AT  mod 11
= 49A" mod 11.

Nosso objetivo é encontrar o menor inteiro q > 1 tal que 49A"* = A mod 11 para algum 0 < r < 3.
Agora, deixamos para o leitor a verificacao dos seguintes fatos:

An

e Se r = 0. Nesse caso, nao existe q > 1 tal que 4915 = A mod 11, onde I, é a matriz identidade
de ordem 2.

e Ser = 1. Nesse caso, o menor inteiro q > 1 tal que 49A = A mod 11 é q = 5. Assim,
n=3-5+1=16 é o menor valor para r = 1.

e Se r = 2. Nesse caso, nio existe inteiro q > 1 tal que 49A% = A mod 11.

Assim, 16 é o menor inteiro n tal que A" = A mod 11. A resposta correta é o item (b).

15) (OMpD 2022 - 12 fase - Q 01) Qual o resto da divisao de 113333 + 331111 por 77

(a) 0 (b) 1 (c) 3 (d) 5 (e) 6
Solu¢ao: Primeiramente, notemos que

13)1111 = 11111

e como 11%> =1 mod 7, entdo (1 mod 7, ou seja,

113333 =1 mod 7,

e 0 Pequeno Teorema de Fermat implica que 335 = 1 mod 7. Assim, (33%)8% = 1185 mod 7, ou
seja, 331110 = 1 mod 7. Isso implica que 33'''! =33 mod 7, ou seja,

3311 =5 mod 7.

Portanto,
112333 4331 =145 mod 7

=6 mod 7.

O resto da divisdo de 113333 + 331111 por 7 é 6. A resposta correta é o item (e).

Consideragoes Finais

As olimpiadas de Matematica sao de extrema importancia para despertar o interesse pelo estudo
da Matematica, incentivando os alunos e revelando talentos na area. A motivacao desse trabalho
foi a falta de material publicado e disponivel para estudo, tratando-se de olimpiadas de Matematica
de nivel universitario. Desenvolvemos solugoes de problemas olimpicos envolvendo conteudos de
aritmética, que foram extraidos de competigoes universitdarias de Matematica, sendo selecionadas
apenas as questoes que nao tém nenhuma solucao publicada nas paginas oficiais das competigoes.
Além disso, os problemas foram retirados de competigdes realizadas apenas nos ultimos 6 anos, o
que aumentou a dificuldade na selegao dessas questoes.

N
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Abreviagoes

[CELL] - Competicao Elon Lages Lima de Matemética
[GN] - Gallois Noether
[OBMU] - Olimpiada Brasileira de Matemética Universitdria

[OMpD] - Olimpiada Mateméticos por Diversao
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