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Resumo

A mente humana, durante o processo de resolucdo de problemas, pode ser caracterizada por duas
formas de raciocinio: uma légica, mecénica, formal; e outra plausivel, temporaria, heuristica, in-
tuitiva. Neste artigo fazemos um levantamento bibliografico de diversos matematicos e educadores
com trabalhos relevantes para o tema de resolucao de problemas matematicos, revelando suas ex-
periéncias e o entendimento sobre a dindmica humana desse processo. Analisando a resolucao de
um problema, por mais simples que seja, observa-se que o processo constitui-se de fases decisorias
que se intercalam entre as verdades matemaéticas e as atitudes heuristicas e intuitivas, principal-
mente nas fases de planejamento e execucdo do plano de resolugdo. Nesse contexto o professor
de Matematica, ao adotar a resolucdo de problemas como estratégia metodoldgica de ensino, deve
realizar experiéncias de forma a entender quais atitudes e sensacoes seus alunos irdo enfrentar.
Dessa forma podera antecipar-se prevendo orientagoes prévias e atender as suas dificuldades.
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Abstract

The human mind, during the problem solving process, can be characterized by two forms of re-
asoning: a logical, mechanical and formal one; and another plausible, temporary, heuristic and
intuitive. In this article we carry out a bibliographical survey of several mathematicians and educa-
tors with works relevant to the theme of mathematical problem solving, revealing their experiences
and understanding of the human dynamics of this process. Analyzing the resolution of a problem,
no matter how simple it may be, it is observed that the process consists of decision-making phases
that intersperse between mathematical truths and heuristic and intuitive attitudes, mainly in the
planning and execution phases of the resolution plan. In this context, the Mathematics teacher,
when adopting problem solving as a methodological teaching strategy, must carry out experiments
in order to understand which attitudes and sensations his students will face. In this way, he will
be able to anticipate, foreseeing previous orientations and attend to his difficulties.
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Do primitivo processo de contagem de um pastor para garantir que nao havia perdido uma de
suas ovelhas ao calculo recente da trajetéria de Plutdo para permitir a chegada da sonda New
Horizons aos confins do sistema solar, a histéria da humanidade mostra uma eterna intimidade do
ser humano com a Matemédtica. Algo além do mero procedimento 16gico existe entre os homens
e essa area do conhecimento. Muitos problemas foram solucionados em nossa histéria, muitas
mentes estiveram envolvidas em intimeros desafios da humanidade.

Angariando atitudes de grandes matematicos na resolugdo de alguns de seus problemas, em 1900
o matemético alemao David Hilbert (1862 — 1943) [10], ao proferir uma palestra em Paris, no
Congresso Internacional de Matematicos, listou 23 problemas matemaéticos importantes, naquela
época ainda nao solucionados. Tais problemas passaram a ser desafios: uns foram solucionados
quase que imediatamente; outros tiveram que esperar algumas décadas; alguns mais de meio século
e ainda existem problemas nao solucionados, como a Hipdtese de Riemann, que conjectura que a
distribuicao dos niimeros primos nao ¢é aleatoria.

A diferenca entre o trabalho de uma pessoa comum, um aluno ou alguém interessado em Mate-
matica, resolvendo um problema de geometria, algebra ou aritmética, é andloga ao trabalho de
invenc¢do, determinacdo e demonstracdo de um matemaéatico — a diferenca estd no grau e nivel.
Guardadas essas proporgdes, o processo de resolucdo de problemas reserva ao resolvedor atitudes
mentais que vao da forma mais simples de raciocinio, habitualmente utilizada no dia a dia das
pessoas, ao raciocinio dedutivel, 16gico e determinista, bem adequado matematicamente.

Paul Zeitz [11, p. 170 | diferencia problemas de exercicios da seguinte forma: um exercicio é uma
questao que se sabe resolver imediatamente, bastando aplicar determinadas técnicas, porém sem
necessidade de descobrir quais técnicas usar. Por outro lado, um problema é uma situacao que
exige mais reflexdo e engenhosidade antes de a abordagem correta ser encontrada. Naturalmente,
seguindo essa definigdo a diferenciacao entre problemas e exercicios é subjetiva, dependendo das
experiéncias e habilidades de quem esta resolvendo a questao.

Este artigo é o produto de uma pesquisa de mestrado e resulta da busca de elementos que instru-
mentalizem o professor em sua pratica em sala de aula diante de um cendrio heterogéneo, onde cada
aluno tem um entendimento 1inico, construido por suas experiéncias e pelos mecanismos pessoais
com que lida com o ensino da Matematica. O propdsito deste trabalho é entendermos quais sao
0s aspectos e caracteristicas envolvidos nas atitudes mentais presentes no processo de resolucao de
problemas matemaéticos e como o professor em sua pratica docente pode usar tais fatores, a partir
de uma revisao bibliografica de autores relevantes para o tema.

2. Metodologia

Este artigo trata-se de um levantamento bibliografico de carater qualitativo. Foram analisados
autores com publicacdes relevantes para o tema, selecionando para este artigo aqueles com con-
tribuicdes no aspecto metodolégico, em especial aqueles que trataram de estratégias, mecanismos
e técnicas para a resolugao de problemas. Nessa selecao, também levou-se em conta a participa-
¢ao dos autores na organizacao de Circulos Matematicos, Olimpiadas de Matematica ou eventos
assemelhados.

Priorizaram-se, quanto aos dados observados e revelados pelos autores consultados, aqueles relacio-
nados as atitudes humanas frente ao processo de resolugdo de problemas combinados com os
procedimentos mecénicos e deterministicos, préprios dessa area do conhecimento. Baseados nos
dados qualitativos levantados segundo as descrigdes das situagdes apresentadas pelos sujeitos, a
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andalise ateve-se as atitudes mentais que sao acionadas no resolvedor durante o processo de resolugao
de problemas explicitadas pelos autores selecionados.

3. Raciocinio no Processo de Resolugao de Problemas por George Pdlya

O matemadtico hingaro George Pdlya (1887 — 1985) é uma figura de destaque no estabelecimento
de etapas para resolugdo de problemas. A obra mais importante de Pélya é A arte de resolver
problemas [5], de 1945, que ndo se atém apenas as questoes matemdticas, mas também d& um
direcionamento ao processo de resolugdo propriamente dito.

Pélya divide o processo de resolugdo de problemas em quatro etapas. A primeira etapa é ter uma
solida compreensao do enunciado do problema: suas incognitas, os dados e condicionante, devendo-
se adotar uma notagao adequada e tragar figuras ou diagramas buscando uma melhor familiarizagao
com o problema. Nessa etapa também é importante a motivacao do resolvedor para encontrar a
solucdo. Por isso, ao adotar a resolucdo de problemas como estratégia metodoldgica, cabe ao
professor selecionar questoes estimulantes a seus alunos, que gerem interesse em sua resolugao, nao
sendo nem muito faceis, que tenham solucao imediata, nem muito dificeis, que nao possam ser
resolvidos apds um esforgo consideravel.

A segunda etapa consiste na construc¢io de um plano de resolugio. Essa etapa é complexa e envolve
conhecimentos, percepgoes e atitudes gerais. O plano construido e revisado permite orientacao para
sua execucao, que é a terceira etapa.

A medida que o desenvolvimento da execugdo do plano revela sinais de progresso, uma solugio
aguarda o resolvedor, apds o que um reexame de todo o processo devera ser implementado. Essa
iltima etapa, apesar de extremamente importante para perceber erros, aprimorar processos e
implementar solu¢ées melhores, frequentemente é neglicenciada.

Polya destaca em sua obra o raciocinio desenvolvido durante a elaboragao de um plano de reso-
lugdo para o problema. O encaminhamento de solugdo surge, provisério, plausivel, mas sé serd
considerado ttil ao final do processo ou quando o grau de confianga nas escolhas por ele geradas
mostrarem sinais inequivocos de sucesso. Os passos propostos por Pélya para a resolugao de pro-
blemas constituem um método heuristico, isto é, trata-se de um método baseado na descoberta e
na invenc¢ao de técnicas para a resolugao. Esse autor associava os passos de um pensamento heu-
ristico aos andaimes utilizados na construgao de um edificio: todos eles sdo necessarios, contudo
antes mesmo do final da obra eles nao estarao mais presentes.

Um aspecto interessante que ocorre na fase de execucdo do plano de resolugdo é a percepgio dos
sinais de progresso. Eles nao devem ser ignorados nem adotados como certeza de sucesso, porém
qualquer indicador de sucesso estabelece maior ou menor confianga ao resolvedor para decidir sobre
continuidade ou revisdo do processo de solugao.

O conhecimento matemaético formal é garantido pelo raciocinio demonstrativo ou dedutivel. Por
outro lado, as conjecturas, ideias e hipdteses que aparecem durante a resolugdo de um problema
sao sustentadas pelo raciocinio plausivel ou aceitavel. Este tipo de pensamento ocorre também em
outras areas do conhecimento, como no direito, em que a evidéncia circunstancial estd amparada
pelo raciocinio plausivel, ja que muitas vezes nao é possivel ter certeza de todas as provas e versoes
apresentadas em um caso.

Apesar da demonstragao final de um teorema ser apresentada de uma maneira essencialmente
dedutiva, o processo de descoberta do teorema e as tentativas de demonstracdo combinam ob-
servagoes, analogias, tentativa e erro, mudanca de hipdteses, elaboracao de figuras e diagramas,
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constituindo um trabalho essencialmente criativo, andlogo ao processo heuristico. A demonstragao
final é descrita usando o raciocinio dedutivo ou indutivo, contudo hd um grau de invencao, intui-
¢ao, adivinhacao ou predicao, anterior a essa dedugao, isto é, o raciocinio plausivel ou aceitavel
também esta presente na matemaéatica formal.

Polya afirma que esses dois raciocinios, dedutivel e heuristico, ndo sao contraditérios. Na verdade,
completam-se: é preciso aprender a utilizé-los para o estudo da matematica e, em particular, na
resolucao de problemas. Nas palavras de Henry Poincaré, “a légica consciente é apenas parte do
processo criativo” [10].

Nos esportes de alto rendimento os aspectos mentais e psicolégicos sdo fundamentais para o sucesso,
muito além de uma técnica apurada. E eles oscilam, na mente do esportista, a medida que as coisas
acontecem na quadra, na arena, na pista, no tabuleiro de xadrez. E preciso se motivar diante de
uma situacado adversa, dificil. Um tenista mexeria mais as pernas, gritaria um Come on/, um
maratonista pensaria no préximo quarteirdo, no quilémetro 33, 34... Da mesma forma, cabe ao
resolvedor de problemas persistir, perseverar, concentrar-se mais, dar um tempo para si mesmo e
retornar a problema posteriormente.

Esses sdo os elementos que descrevem de forma sucinta o entendimento de George Pélya sobre o
processo de resolucao de problemas, principalmente no que tange aos processos mentais. O autor
exalta o papel da analogia, da inducao e da heuristica, da invencdo para solugdo dos problemas
matematicos. Por outro lado, é lacénico quanto ao papel da intuicdo nesse processo, tratando essa
questao como tema para discussoes filosdficas.

4. A arte de resolver problemas segundo Paul Zeitz

Paul Zeitz, nascido em 1958, é um mateméatico americano que venceu a Olimpiada de Matematica
dos Estados Unidos (Usamo) e integrou a equipe americana que competiu na primeira Olimpiada
de Matematica Internacional (IMO). Zeitz atuou na elaboragao de problemas para competigoes e
no treinamento de equipes e escreveu em 1999 o livrto The art and craft of problem solving [11]
com diversas técnicas para a resolucao de problemas matemaéticos.

Para Zeitz, o processo de investigagao assume diversas formas e pode ser iniciado por exemplo com
uma intuicdo, uma ideia inicial, uma ideia brilhante ou com uma analogia com um outro problema.
Se o resolvedor nédo é experiente, Zeitz afirma que ele deve munir-se de mais elementos para tornar
sua abordagem mais organizada e dar passadas mais seguras. A ajuda pode ser necessédria, mas a
insisténcia do resolvedor é fundamental, tornando imprescindivel que o problema a ser resolvido
seja prazeroso e motivador.

A obra de Zeitz valoriza estratégias psicolégicas, ligadas a obstinacdo e a persisténcia. Para o
autor, a motivacao para a resolucao do problema é fundamental, ja que nao faz sentido que alguém
deseje solucionar um problema sem a vontade imperiosa de fazé-lo. Por outro lado, afirma que
deve haver confianga de que é possivel obter sucesso, e para tal é preciso criar condigoes para
que a solugao seja possivel dividindo o problema, modificando a abordagem, caso ela esteja sendo
aplicada ha muito tempo sem resultados.

Outro aspecto de destaque para a resolugdo de problemas em [11] é a concentracdo: o foco no
problema, seus objetos e suas defini¢Oes, suas estratégias e a execucdo do plano. Também a
criatividade é fundamental: estar aberto a novas ideias, com atencao as oportunidades no ambiente
do problema.
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5. Algumas estratégias para a Resolugdo de Problemas segundo Posamentier

Alfred S. Posamentier (nascido em 1942) é outro matemadtico e educador que se dedicou ao tema
resolucao de problemas. Posamentier possui mais de oitenta livros em que figura como autor ou
coautor, tratando, além da resolugao de problemas, temas como geometria euclidiana, curiosidades
matematicas, livros voltados a professores de matematica e historia da matematica.

Posamentier também editou o livro The art of problem solving: a resource for the Mathematics
teacher [9], em 1996, em parceria com Wolfgang Schulz. Nesse livro sdo abordadas diversas es-
tratégias para a resolucdo de problemas, como trabalhar de tras para frente, mudar o ponto de
vista, considerar casos extremos, usar aproximagoes, determinar caracteristica dos objetos, dentre
outras.

Duas obras interessantes foram publicadas em 1970, com Charles T. Salkind (1898 — 1968): Chal-
lenging problems in algebra [7] e Challenging problems in geometry [8] nas quais além de fazer
uma coletdnea de diversos problemas com suas solugdes, aponta para um cuidadoso e selecionado
uso da analogia para resolucdo de problemas em geometria e dlgebra, respectivamente. Algumas
estratégias para a resolucdo de problemas mencionadas nesses dois livros sdo:

1. Utilizar a analogia do problema com outros problemas conhecidos e verificar a existéncia de
padroées ou similaridades;
2. Ter flexibilidade no uso de abordagens, adotando algumas menos familiares quando necessario;

. Descobrir se o resultado das manipulagoes efetuadas faz ou nao sentido;

-~ w

. Verificar se a resposta para o problema é ou nao tnica;
5. Utilizar estimativas para verificar erros grosseiros na resposta;
6. Checar possiveis restricbes para os dados ou resultados;

7. Resolver um caso particular antes do caso geral ou generalizar um problema quando o caso
especifico for dificil de ser atacado diretamente.

6. Analogias, generalizagdes e especificagoes

A utilizagdo de analogias aparece como uma das principais estratégias para a resolucao de proble-
mas em livros de diversos autores. George Pélya a considera uma poderosa ferramenta, permeando
as argumentacoes, os pensamentos e as conclusbes cotidianas. Segundo ele, as analogias podem
ser imprecisas e incompletas, mas podem tornar-se matematicamente rigorosas, servindo como
ferramenta na resolucao de problemas.

Ha4 diferencas entre a analogia e outras formas de similaridades que sao produzidas de acordo com
as reais intensées na mente do observador. A analogia estabelecida por um poeta é contemplativa
por natureza. J& um naturalista encontra sugestiva analogia entre a mao humana, a pata de um
gato ou a nadadeira de uma baleia.

Analogia concorre com dois outros conceitos: generalizagdo e especializagdo. Na generalizagio
parte-se de uma consideracao sobre um dado conjunto de objetos para outros mais amplos, como
de tridngulos para poligonos com arbitrario niimero de lados. Ja na especializacao parte-se de uma
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consideragao sobre um conjunto de objetos para outro menor, como passamos de poligonos para
poligonos regulares.

Esses dois conceitos, generalizagao e especializagdo, com a percepgoes de analogias, orientam ope-
ragoes mentais, gerando descobertas que podem auxiliar na resolugdo de problemas. A construgio
de conhecimentos através da analogia é muito utilizada para facilitar a compreensao de temas
complexos como por exemplo a eletricidade, que encontra correspondéncia com a hidrodindmica.

7. O papel da intui¢do na resolu¢do de problemas

Os mateméticos tém uma maneira muito especial de lidar com os problemas. Segundo Jacques
Salomon Hadamard [2, p. 28-29], Jules Henri Poincaré (1854 — 1912), em uma conferéncia na
Sociedade de Psicologia de Paris a respeito da invengdo na matemadtica, revelou suas experiéncias
na resolucdo de problemas:

Certa noite, contrariando meus hdbitos, tomei café puro e ndo consegui pegar no
sono; as ideias surgiram aos borbotoes; eu tinha a impressio de que se chocavam,
até duas consequirem se ligar para formar uma combinacdo estdvel.

O relato de Poincaré mostra as contribuicdes do inconsciente no desenvolvimento da sua maneira
de resolver problemas. Interessante observar o que Hadamard [2, p. 29] também relata sobre as
experiéncias de Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855):

Finalmente, hd dois anos, consegui. Ndo como resultado de meus esforcos, mas
gragas a Deus. O enigma foi resolvido num raio subito. Ndo sei dizer qual foi a
natureza do fio condutor que ligou o que eu jd sabia com o que tornou possivel o
meu Sucesso.

A intuicdo matemdtica é destacada por Poincaré como tendo lugar especial no ensino da Ma-
temética ao, lado da légica. A intuicdo desempenha papel de guia juntamente com a analogia
como estratégia para resolucio de problemas. E estimulada e enriquecida pelas experiéncias do
resolvedor funcionando como instrumento da invencao.

Uma contribui¢ao importante para o processo de resolugao de problemas foi estabelecida pelo ma-
temadtico britdnico Alan Turing (1912 — 1954), considerado um dos pais da ciéncia da computagao.
Um dos principais objetos de pesquisa de Turing foi a logica e os imbricados aspectos da escola
formalista de David Hilbert (1862 — 1943), outro importante matemdtico atuante na primeira
metade do século XX. Segundo Teresa Numérico [4] Hilbert acreditava que era possivel criar um
sistema formal que provasse todos os teoremas matemaéticos. Porém, os resultados provados por
Turing e por Kurt Godel (1906 — 1978) mostraram a impossibilidade da realizagdo de tal feito.
Os Teoremas da Incompletude de Goédel mostraram que um sistema axiomatico recursivamente
enumeravel nao pode ser simultaneamente consistente, isto é, sem contradigoes, e completo, ou
seja, capaz de classificar em verdadeira ou falsa qualquer afirmacao dentro da teoria. Turing de-
monstrou um teorema analogo para a computagao, relativo a impossibilidade da existéncia de um
algoritmo capaz de resolver o Problema da Parada para todos os pares de programas e entradas
possiveis.

Os elementos matematicos discutidos por Turing e Godel estao fora do escopo deste artigo, contudo
as discussdes sdo interessantes pois giraram em torno de algoritmos e da mente humana [1]. A
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existéncia de um sistema formal que atendesse aos interesses de Hilbert eliminaria o papel da
intuigdo e da heuristica na descoberta matematica. A necessidade de intuicao, por exemplo, estaria
totalmente eliminada desse processo. Contudo, Turing dizia [4]:

Em consequéncia da impossibilidade de encontrar uma légica formal que elimine to-
talmente a necessidade de usar a intuicao, voltamo-nos naturalmente para ‘sistemas
nao construtivos’ de logica com os quais mem todos 0s passos de wma prova sGo
mecanicos, sendo alguns intuitivos.

O resultado estava de acordo com a percepcao de Turing de que era improvavel que a demonstragao
de teoremas pudesse ser efetivada sem o uso de intuicao e heuristica.

8. Resolugao e o Pensar Matematico

Para exemplificar as diversas atitudes mentais durante o processo de resolucdo de problemas,
utilizaremos alguns exemplos encontrados na literatura. O primeiro problema foi proposto por
Paul Zeitz em [11].

Problema 1. Seja ABC um tridngulo isésceles com AB = AC. Uma perpendicular do ponto A para
BC, encontra BC em D. Uma perpendicular de D para AC, encontra AC em E. Seja F o ponto
médio de ED. Prove que AF 1 BE.

Figura 1: Problema gerando problema

A

D C

Como Zeitz e outros autores sugerem, a construcdo da figura 1 é importantissima para a com-
preensdo do problema em seu cendrio geométrico. H4 varios tridngulos retangulos na figura 1. B
tentadora a procura por semelhangas de tridngulos associada aos segmentos BE e AF. Zeitz (2021)
sugere explorar de forma implacavel a existéncia de tridngulos semelhantes. Se a intuicdo apontar
para a existéncia desses objetos, Zeitz sugere perseguir a ideia. Apesar da 6tima sugestdo, uma
minuciosa verificagdo néo identifica, a priori, uma relagdo adequada envolvendo os segmentos AF
e BE. Uma nova ideia deve ser encontrada.

Mais uma vez Zeitz (2021) sugere que os melhores amigos do resolvedor de problemas geométricos
sdo: triangulos retangulos, retas paralelas e pontos na circunferéncia. Deles extraem-se uma
variedade de relagbes entre os objetos aos quais estao associados.
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Tal problema estd recheado de tridngulos retangulos cuja possibilidade de semelhanca j4 foi ava-
liada. E preciso encontrar uma forma de identificar segmentos perpendiculares se ndo ha como
identificar semelhancga entre os tridngulos retdngulos existentes e aqueles tridngulos formados pelos
segmentos AF e BE.

Uma propriedade interessante relacionada a tridngulos retdngulos inscritos em circunferéncias é
quando a hipotenusa é o didmetro da circunferéncia, dai o vértice oposto a hipotenusa é formado
por um angulo reto.

A figura 1 ndo possui circunferéncias, assim uma precisa ser construida, e, para atender a pro-
priedade em que se sustenta a nova ideia, deve ter como didmetro o segmento AB. Esse forma o
tridngulo retangulo ABD e o tridngulo AGB, que pode ser retangulo.

A circunferéncia w é tragada pelo ponto médio de AB, hipotenusa, e o tridngulo ABD esta inscrito,
conforme figura 2.

Observando a figura 2, para que AF L BE, o ponto G deve pertencer a circunferéncia w, o triangulo
AGB serd retangulo, o ZAGB = 90° e entdo AF | BE.

Mas, como chegar até esse resultado? Observando o arco DG, dois &ngulos inscritos em w
submetem-se a ele, L DAG e «DBG e portanto sdo iguais. Dessa forma, para que o ponto G
esteja na circunferéncia, w, ZDAG = «DBG. E assim tem-se uma solugao!

Figura 2: (ZEITZ, 2017, p.291, reprodugédo e adaptacio nossa).

Mas, como chegar a tal resultado? Observa-se que o problema mudou, agora buscamos a igualdade
«DAG = «DBG. H4 muitos segmentos, mas vamos trabalhar com os tridngulos. Observando o
tridngulo DEC, retdngulo, pode-se construir um outro tridngulo retangulo se for tragada a altura
do tridngulo ABC pelo vértice B incindindo sobre AC no ponto H. Tem-se ABHC =~ ADEC,
semelhantes pois possuem angulos retos e um angulo comum, DCE.

Observa-se ainda no tridngulo DEC que os angulos EDC e DCE sédo complementares, e assim
<ADE = £«DCE, o que torna os triangulos ADE e BHC, semelhantes. Em virtude desse resultado
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o tridngulo ADF, formado pela mediana AF de AADE, e o tridngulo BCE, formado pela mediana
de ABHC, s@o semelhantes o que faz com que Z#GAD = 2GBD.

O préximo exemplo é um problema proposto por George Pélya em [5].

Problema 2. Inscrever um quadrado num tridngulo dado. Dois vértices do quadrado devem situar-
se sobre a base do tridngulo, e os dois outros vértices sobre os dois outros lados do tridngulo, um
em cada.

Figura 3: Desenvolvimento nosso.

A figura 3, como anteriormente, um passo importante para a melhor compreensdo do problema. O
cendrio é constituido de um tridngulo e um quadrado que se localizard numa posi¢do bem especifica,
segundo a condicionante.
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Figura 4: Desenvolvimento nosso.

Desenhando um quadrado qualquer sobre a base do tridngulo da figura 4, observa-se que, indepen-
dentemente do tamanho, ajustes sdo necessarios para cumprir parte da condicionante. Primeiro
dois vértices sdo atendidos com a base do quadrado sobre a base do tridngulo. Um outro ajuste
permitird que o outro vértice situe-se sobre um dos lados, assim pelo menos trés pontos (os vértices
do quadrado) atenderiam a condicionante.

Esse procedimento intuitivo conduzird a um importante passo para a solugao deste problema. Pode
o resolvedor evita-lo, procurando encaixar os quatro vértices do quadrado segundo a condicionante
do problema proposto. Tal atitude retardara a fase de planejamento da resolucao, a menos que se
tenha em mente outro caminho! Uma ideia brilhante!

Observando a figura 4 tem-se o quadrado DEGW com trés de seus vértices cumprindo a condicio-

nante do problema. O terceiro vértice, E, dista igualmente de um ponto do lado AB e do lado
BC.

Na figura 5, tem-se que o quadrado ILMH, onde o vértice L. goza da mesma propriedade, ou seja,
o ponto L dista igualmente de um ponto do lado AB e do lado BC.

Intuitivamente pode-se concluir que existe um ponto no lado AC equidistante de um ponto do
lado AB e do lado BC. Agora, de forma indutiva, se for tracada uma reta entre os pontos L e E,
LE, essa deve conter todos os pontos equidistantes dos pontos do lado AB e do lado AC. Eis que
descobre-se um lugar geométrico. E a interse¢ao da reta LE com o lado AC no ponto Z, define o
vértice do quadrado que atende integralmente a condicionante do problema.
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Figura 5: (Pdlya, 2006, p.03, reprodugdo nossa).

O préximo exemplo, também devido a Pélya [5, P. 121] ilustra os procedimentos inventivos num
problema de determinagao algébrico.

Problema 3. Determinar o valor de x que satisfaz a equagao:

8(4¥ +47%) ~ 542X +27%) + 101 = 0

Inicialmente procurar a compreensao, que apesar da simplicidade da informacao apresentada, me-
rece atencdo, sempre. Tem-se soma de exponenciais com expoentes diferentes o que é um compli-
cador e exige uma atuacdo facilitadora para o desenvolvimento algébrico.

4% + 47

2% +27%
Pode inicialmente parecer assustador para um principiante, contudo algumas simplificagées podem
melhor esclarecer.

4% = (2X)2
4% = (2)()*2

Uma primeira invengao, que pode parecer uma maégica, um truque, mas foi desenvolvida por uma

mente que percebeu uma ideia brilhante.
X

y=2
O resultado parece vantajoso pois a equagao modificou-se e seu tratamento parece mais atrativo.

8(y? + yiz) ~54(y + 5) +101 =0
-
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Entretanto, nesse ponto o resolvedor nao sabe ainda a condug¢ao da invengao inicial. E provavel
que seu raciocinio heuristico, como expressava Pdlya, apontava para o sucesso e ele teria que criar
mais uma invengao.
Z=y+—

y

1
72 =y% + — +2

y
822~ 54z +85=0

Aqui se finaliza, pois o trabalho agora é conduzido por atividades mecénicas para resolver a equagao
do segundo grau, em z, o que significa efetuar calculos utilizando um algoritmo ja de dominio dos
alunos, em tese.

9. Conclusao

O que ficou evidente, neste rol de contribuigées, foi que os recursos mentais acionados pelos diversos
mecanismos a disposi¢ao do ser humano neste processo sao constituidos de dois tipos de raciocinio:
o plausivel, de um lado, e o dedutivel, demonstrativo, determinista e l6gico, do outro. A combinagao
dessas atitudes permite muita flexibilidade e elasticidade ao processo, tornando o erro e o resultado
das tentativas uma forma de aprendizado.

Observa-se entre os autores uma énfase na presenca da intui¢do e heuristica, no pensar matemaético.
Isso nao é unanime: Pdlya, por exemplo, pouco se apoia na intuicdo, prefere a analogia e heuris-
tica. Contudo, para todos, a falta desses elementos mentais tornam mecanico o processo. Lbgica,
intuigdo, heuristica, percepgoes de similaridade e atitudes inventivas, devem caminhar juntas.

Como essas atitudes sdo executadas nas diversas experiéncias do dia a dia do ser humano e sujeitas
a seus vicios e descuidos, alguns autores sugerem atencdo aos excessos exigindo ponderacgao e
controle. No entanto, a experiéncia modela essas sensacoes e percepgoes garantindo confianca e
autonomia.

Analisando a resolu¢do de um problema, por mais simples que seja, observa-se que 0 processo
constitui-se de fases decisérias que se intercalam entre as verdades matematicas e as atitudes
heuristicas e intuitivas, principalmente nas fases de planejamento e execucao do plano de resolucéo.
Tal comportamento de uma maneira geral se ajusta aos diversos argumentos defendidos pelos
autores consultados, que associam a logica matematica as impulsivas e provisérias atitudes mentais.

Nesse contexto o professor deve experimentar, principalmente as atividades panejadas e destinadas
aos seus alunos, de forma a entender quais atitudes e sensagoes eles vao enfrentar. Dessa forma
podera antecipar-se, prevendo orientacoes prévias e atender as dificuldades do grupo.

Este trabalho apresentou diversas sensacOes inerentes ao resolvedor de problemas matematicos
descritas por individuos que as conhecem, vivenciaram e sabem identifici-las nos sujeitos sob sua
atencdo. Em trabalhos futuros, pretendemos propor atividades onde seja possivel uma identifica-
¢a0 mais amitde em grupos de alunos, solucionando problemas em condigoes especificas, visando
melhor instrumentalizar o professor em sala de aula.
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