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Resumo

A Aritmética Modular possui intmeras aplicagoes na educagao béasica. Este trabalho tem como
objetivo aplicar de forma ludica o contetido dessa teoria nos Chryzodes. Com essa aplicagao procu-
ramos mostrar uma maneira diferente de trabalhar a Aritmética Modular em sala de aula, maneira
essa que ird proporcionar ao educando participar de forma mais ativa das aulas, despertando o seu
interesse na Matemaética.

Palavras-chave: Niimeros Inteiros; Congruéncia; Chryzodes.

Abstract

Modular arithmetic has numerous applications in elementary school. The aim of this work is to
playfully apply the content of this theory in Chryzodes. With this application we seek to show
a different way of working Modular Arithmetic in the classroom, which will provide the student
with an pleasant way to participate in classes and awakening its interest in Mathematics.

Keywords: Integer numbers; Congruence; Chryzodes.

1. Introdugao

A Aritmética Modular é uma aritmética que envolve apenas os numeros inteiros e auxilia na
resolucdo de diversos problemas. FEssa aritmética pode ser introduzida no ensino basico com o
uso do relégio analdgico. Além dessa aplicagdo, existem muitas outras que também podem ser
trabalhadas. Um dos principais objetivos deste trabalho é fornecer ferramentas que permitam que
os alunos de educacao bésica e Licenciatura em Matematica aprendam e visualizem a importancia
da Aritmética Modular.

Cientes das diversas dificuldades presentes no ensino-aprendizagem da Matematica procuramos
desenvolver propostas de aulas mais atrativas, isto é, buscamos uma metodologia de ensino dife-
renciada para motivar e estimular a participagdo do aluno nas aulas de Matematica.

Diante disso, propomos neste trabalho, produto da dissertacdo “Ezperiéncias concretas na Arit-
mética Modular”, do Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional - Profmat [4], a

IParcialmente apoiado pela Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior -Brasil (Capes) -
Cbdigo de Financiamento 001.
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introducgdo de uma atividade através de assuntos relacionados com a Aritmética Modular que ins-
tiguem a curiosidade dos alunos. Além de proporcionar uma visdo ampla acerca dos contetidos
e mostrar que existem elementos de ligagdo entre os mesmos, conforme é dito nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN):

- muitas vezes os conteudos matemdticos sdo tratados isoladamente e sdo apre-
sentados e exauridos num tUnico momento. Quando acontece de serem retomados
(geralmente num mesmo nivel de aprofundamento, apoiando-se nos mesmos recur-
s0s), € apenas com a perspectiva de utilizd-los como ferramentas para a aprendizagem
de novas nogées. De modo geral, parece ndo se levar em conta que, para o aluno
consolidar e ampliar um conceito, é fundamental que ele o veja em novas extensaes,
representagoes ou conexdes com outros conceitos. (BRASIL, 1998, p.22 e p.23)

Nesse sentido, o presente trabalho desenvolve o contetido de congruéncias por meio da construcao de
Chryzodes, baseado em [1], no qual sdo retomadas as nogoes de perimetro de uma circunferéncia,
arco de circunferéncia e o cédlculo de seu comprimento — relacionando desta forma assuntos da
geometria e aritmética. Para outras formas de desenhos modulares, o(a) leitor(a) interessado(a)
pode consultar [5].

Com o intuito de obter uma melhor visualizacgdo, foi feita a construgdo de varios Chryzodes, e,
em um caso particular, realizado o passo a passo dessa construgdao. Também foi usado o software
Chryzodus a fim de produzir alguns Chryzodes. Ainda, foram desenvolvidos dois videos: um
com o software Wolfram CDF Player, que mostra de maneira dindmica a construgio de diferentes
Chryzodes, e o outro com o software FRAQTIVE, no qual pode ser observado o Conjunto de
Mandelbrot para alguns casos.

2. Aritmética Modular e Chryzodes

Nesta se¢ao, abordaremos inicialmente, de forma sucinta, o conceito de congruéncia e suas proprie-
dades, para logo apresentar uma das suas aplicagoes: Chryzodes. Uma abordagem ampla da teoria
de Aritmética Modular pode ser encontrada em [3].

2.1. Congruéncias

O conceito de congruéncia, assim como a notacao, foi introduzido por Johann Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855) em um livro publicado em 1801, intitulado Disquisitiones Arithmeticae.

No livro, Gauss apresentou a primeira demonstragao da Lei da Reciprocidade Quadrdtica e desen-
volveu a teoria das formas quadraticas bindrias, entre outros.

Defini¢ao 1. Se a,b e m sdo inteiros, dizemos que a é congruente a b mdédulo m, para m > 1, se
m | (a—b). Ao qual denotaremos por a =b (mod m).

Por outro lado, se m } (a—Db), dizemos que a é incongruente a b médulo m e denotamos por a # b
(mod m).

Exemplo 1.

e 15=3 (mod 2), pois 2 | (15-3);
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e 19#£7 (mod 5), pois 5} (19-7).

Observagdo 1. Se a,b,m € Z, com m > 1, entdo a = b (mod m) se, e somente se, a ¢ b possuem o
mesmo resto na divisdo euclidiana por m. Portanto, uma outra maneira de comprovar que 15 =3
(mod 2) é verificando que os restos da divisao de 15 e de 3 por 2 sao iguais a 1.

As Proposigdes que enunciaremos e demonstraremos a seguir apresentam algumas propriedades
elementares das Congruéncias.

Proposi¢ao 1. Se a,b,c,m € Z, com m > 1, entdo:

i) a=a (mod m) (propriedade reflexiva);
i) Sea =b (mod m), entdo b = a (mod m) (propriedade simétrica);

iti) Sea=b (mod m) eb =c¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m) (propriedade transitiva).

Demonstragdo. i) Como m |0, temos que m | (a—a). Logo, a = a (mod m).
i) Se a =b (mod m), entdo m | (a—b). Assim, m | (b—a), isto é, b = a (mod m).

i1i) Sea=b (mod m) e b =c¢ (mod m), entdo m | (a—b) e m | (b—c). Portanto, m | (a—b) + (b—c),
o que é equivalente a m | (a—c). Dessa forma, a = ¢ (mod m).
O

Proposi¢ao 2. Se a,b,c,d,m € Z, com m > 1, sdo tais que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m),
entao:

i)a+c=b+d (mod m);

i) a—c=b—-d (mod m);

i17) ac = bd (mod m).

Demonstra¢do. De a=b (mod m) e ¢c =d (mod m) temos que existem k;,k, € Z tais que

a—b=km; (1)

c—d =kom. (2)
i) Somando as igualdades (1) e (2), obtemos (a + c¢) — (b + d) = (k; + ky)m, e isso implica que
a+c=b+d (mod m).

it) Subtraindo as igualdades (1) e (2), segue que (a—b) — (c—d) = (k; —k,)m. Logo, a—c=b—-d
(mod m).

i17) Multiplicando a igualdade (1) por c e a igualdade (2) por b, temos que ac—bc = ckym e be—bd =
bk,m. Agora, somando as tltimas duas igualdades obtemos ac —bc + bc —bd = (ck; + bk,)m.

De onde, ac = bd (mod m).
O
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Observacdo 2. Se a,b,m € Z, com m > 1, sdo tais que a = b (mod m), entdo a® = b" (mod m),
para todo inteiro positivo n, o qual pode ser demonstrado usando a terceira propriedade da Pro-
posicao 2 e o Principio da Indugao.

A primeira Proposigdo afirma que a congruéncia é uma relagdo de equivaléncia, e a segunda nos
diz que a congruéncia é compativel com as operacoes de soma, diferenca e produto nos inteiros.

Exemplo 2. Determine o resto da divisao de 1!+ 2! + - + 50! + 2032! por 21.

Solugdo. Para n > 7, temos que n! =0 (mod 21). Logo,

H+21+ - +50=11+2!+31+4!'+5!'+6!+0+--+0 (mod 21)
=1+2+6+24+120+ 720 (mod 21)
=12 (mod 21).

Como 20 = 1 (mod 21), segue que 20321 = -1 (mod 21). Assim, 1! + 2! + --- + 50! + 20321 = 11
(mod 21) e o resto da divisdo de 1! + 2! + -« + 50! + 20321 por 21 é 11.

2.2. Chryzodes

A palavra Chryzode deriva do grego “Chrysos”(escrito em ouro) e “zooide”(circulo), ou seja, escrita
de ouro em um circulo, e sdo as representagdes geométricas e graficas de niimeros e operagoes
aritméticas modulares por meio de uma circunferéncia dividida em arcos iguais [1].

Uma maneira de construirmos um Chryzode é marcar m pontos sobre uma circunferéncia de modo
a dividi-la em m arcos congruentes e, em seguida, ordenar e numerar esses pontos de 0 a m — 1.
Feito isso, escolhemos um ntimero natural a, que multiplicara a sequéncia de nimeros 1, 2, 3, 4, 5,
.., m—1. Logo, determinamos as congruéncias médulo m para essa sequéncia de ntiimeros:

a-1=b (mod m);
a-2=by (mod m);
a-3=b; (mod m);

a-(m-2)=by, » (modm);

a-(m-1)=b, ; (modm).
Por fim, para obter o Chryzode, basta ligar cada ponto correspondente aos nimeros da sequéncia
1,2,3,4,5,...,m—1 com o respectivo valor congruente em médulo m. Ou seja, unindo os pontos 1
com by, 2 com b,, 3 com bs, e assim sucessivamente, teremos um conjunto de linhas desenhadas no
circulo inicial, que forma o Chryzode dado pelo fator multiplicativo a, considerando a conguéncia
modulo m.

O Chryzode pode ser representado desenhando as linhas ou plotando com um computador apenas
os pontos de interseccao entre as linhas (quando o ntimero de linhas for muito grande). Para essa
finalidade podemos utilizar o software Chryzodus, disponivel em:
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https://chryzodus-a-chryzode-explorer.soft112.com.

Assim, podemos desenhar diferentes Chryzodes. Para isso basta variar o valor de a e de m. No
seguinte exemplo construiremos um Chryzode, utilizando a explicagdo acima.

Exemplo 3. Vamos desenhar o Chryzode representando a multiplicagdo por 2 no médulo 11.

Para a=2em =11, temos que

2-1=2 (mod 11);
2:-2=4  (mod 11);
2-3=6 (mod 11);
2-4=8 (mod 11);
2-5=10 (mod 11);
2-6=1 (mod 11);
2-7=3 (mod 11);
2-8=5 (mod 11);
2:-9=7 (mod 11);
2-10=9  (mod 11)

Logo, desenhamos uma linha de cada nimero da sequéncia 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 com o respectivo
valor da multiplicagdo por 2 médulo 11, isto é, uma linha de 1 42, de2 a4, de3a6,de4 a8, de
5a410,de6al,de7a3,de8a5 de9a7edel0a9. Oresultado da construcdo do Chryzode é
mostrado na Figura 1.
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Figura 1: Chryzode, produto por 2 no médulo 11, em linha.
Fonte: Os autores

No software Chryzodus, obtemos o resultado conforme a Figura 2.

i Chryzodus - a chryzode explorer = = “

[Eile Chruzode Zoom Help |

.

.

Multirlication chryzode of n=2 in m=11, from root r=1 ; zoom 1:5

Figura 2: Pontos de interse¢do das linhas do Chryzode, produto por 2 no médulo 11 obtido pelo
software Chryzodus.
Fonte: Os autores
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Para uma melhor visualizacdo vamos “esconder”a circunferéncia e, para um mesmo valor de a,
variar o valor de m (do médulo). Dessa forma, teremos os Chryzodes para médulo 10, 11, 12, 13,
14, 15, 20, 30, 40, 50 e 70. Conforme podemos visualizar nas Figuras 3 a 13.

Figura 3: Chryzode, pro- Figura 4: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 10. duto por 2 no médulo 11.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 6: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 13.
Fonte: Os autores

Figura 5: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 12.
Fonte: Os autores
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Figura 7: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 14.
Fonte: Os autores

Figura 9: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 20.
Fonte: Os autores
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Figura 8: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 15.
Fonte: Os autores

24 53 op 21

Figura 10: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 30.
Fonte: Os autores
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Figura 11: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 40.
Fonte: Os autores
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11121314
910 1546

Figura 12: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 50.
Fonte: Os autores

Figura 13: Chryzode, produto por 2 no médulo 70.
Fonte: Os autores

Lembremos que, dada uma familia de retas, uma envolvente é uma curva tal que a sua reta tangente
em cada ponto pertence a familia de retas dada (veja, por exemplo, [7]). A curva em forma de
coracdo nas Figuras 7 & 13 é uma envolvente desse tipo de Chryzoides, que por tal razao recebe o
nome do cardioide, que também aparece no conjunto de Mandelbrot? do tipo z% +c, veja Figura 14.

No software Chryzodus, quanto maior o valor de m e com as cores certas, a constru¢ao de Chryzode
fornece um cardioide como curva envolvente mais definida, como mostra a Figura 15.

2Foge do escopo deste trabalho definir e demonstrar propriedades desse conjunto. Mas para agucar o interesse
do(a) leitor(a), o Conjunto de Mandelbrot é um fractal definido como o conjunto de pontos ¢ no plano complexo
para o qual a sequéncia zy = f(z_;), onde f(z) = z" + ¢ e 25 = 0, ndo tende a infinito. Ou pode ser consultado em [6].
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Figura 14: Conjunto de Mandelbrot do tipo z> + c.
Fonte: Os autores

[} Chryzodus - a chryzode explorer o &
Eile

Multiplication chryzode of n

Konageski e Sano

Figura 15: Chryzode (cardioide), produto por 2 no médulo 1499.

Fonte: Os autores

A seguir, exibiremos alguns exemplos de Chryzodes correspondentes & multiplicagdo por a = 3.

Da mesma forma que na multipliplicagdo por 2, ndo exibiremos a circunferéncia

e iremos variar o

valor de m. Assim, teremos os Chryzodes para médulo 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 30, 40, 50 e 70,

conforme Figuras apresentadas a seguir: Figuras de 17 a 27.
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Figura 16: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 10.
Fonte: Os autores

Figura 18: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 12.
Fonte: Os autores
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Figura 17: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 11.
Fonte: Os autores

Figura 19: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 13.
Fonte: Os autores
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Figura 20: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 14.
Fonte: Os autores
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16 1

Figura 22: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 20.
Fonte: Os autores
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Figura 21: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 15.
Fonte: Os autores

25 20
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Figura 23: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 30.
Fonte: Os autores
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Figura 25: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 50.
Fonte: Os autores

Figura 24: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 40.
Fonte: Os autores

1! 314151618192%4222%
10 1 A SR

Figura 26: Chryzode, produto por 3 no médulo 70.
Fonte: Os autores

Assim observamos que, variando o valor de m, obtemos uma curva envolvente parecida com um
rim, o qual podemos visualizar na pintura da Figura 26. Em razdo disso, essa curva recebe o
nome de nefroide, que também surge em outros contextos como o bulbo principal do conjunto de

Mandelbrot do tipo z> + ¢, conforme podemos visualizar na Figura 27.
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Figura 27: Conjunto de Mandelbrot do tipo z> + c.
Fonte: Os autores

No software Chryzodus, também é possivel construir o nefroide, conforme podemos ver na Fi-
gura 28.

X} Chryzodus - a chryzode explorer o = n

Multiplication chryzode of n=3 in m=1499, from root r=1 ; zoom 1:1

Figura 28: Chryzode (nefroide), produto por 3 no médulo 1499.
Fonte: Os autores

Considerando a multiplicacdo por a = 2, observamos que a curva envolvente fornecida pelo processo
de construgdo de Chryzode tem a forma de uma “pétala”, e para a multiplicagdo por a = 3, duas
“pétalas”. Também, notamos que para o caso a = 4 tem trés “pétalas”, e para o caso a = 5 tem
quatro “pétalas”, como mostram as Figuras 29 e 30.
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(X} Chryzodus - a chryzode explorer > & n

File Chruzode Zoom Help [

R 2
Multiplication chryzode of n=4 in m=1499, from root r=1 ; zoom 1:1

Figura 29: Chryzode, produto por 4 no médulo
1499.
Fonte: Os autores

[] Chryzodus - a chryzode explorer = & n

Chruzode Zoom Help

Multiplication chryzode of

Figura 30: Chryzode, produto por 5 no médulo
1499.
Fonte: Os autores

Para visualizarmos o que acontece de uma forma dindmica, amparada por recursos tecnoldgicos,
foi criado o video que varia o valor de a e o valor de m dos Chryzodes, o que esta disponivel em:
https://www.youtube.com/watch?v=sSq3DCkpS-g&t=12s.

Para n = 2,3,4,5,6, observamos o mesmo fendémeno para o conjunto de Mandelbrot z, = zﬁfl +c,
ou seja, para cada n (2 < n < 6) obtemos n—1 “pétalas”. O que pode ser visualizado no software

FRAQTIVE, disponivel em:

@~ sBm
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https://fraqtive.mimec.org/.

Para um maior entendimento do software e da criacdo dos Conjuntos de Mandelbrot, foi desenvol-
vido um breve video disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=t31ulWRs4mY.

3. Proposta de atividade
Nesta se¢do, propomos uma atividade de Chryzodes que pode ser desenvolvida por alunos do
Ensino Fundamental, a partir do 8° ano, e do curso de Licenciatura em Matematica.

Os objetivos desta proposta de atividade sdo levar os estudantes a calcular o perimetro de uma
circunferéncia, dividir uma circunferéncia em m partes iguais, reconhecer arco de circunferéncia
e calcular seu comprimento, promover a aprendizagem da aritmética modular de forma ludica
com o uso de operagoes simples para determinar diferentes congruéncias modulares. Além disso,
a atividade permite que os estudantes facam uso de instrumentos basicos de desenho-régua e
compasso e, acreditamos, potencializa a concentracao e estimula a criatividade.

Para desenvolver a atividade serdo necessarios cartolina, papel ou mdf, régua, compasso, lapis,
caneta, lapis de cor, gis de cera, canetinhas coloridas, pregos e barbante.

Antes da aplicacdo da atividade sugerimos uma aula de introdugéo a teoria bésica de congruéncias.
A seguir descrevemos os passos a serem seguidos para o desenvolvimento da atividade:

e distribuir para os alunos ou grupos o Chryzode a ser desenhado, ou seja, multiplicagdo por a no
moédulo m;
e com o compasso desenhar uma circunferéncia em um papel ou cartolina do tamanho que desejar;

e calcular o comprimento da circunferéncia pela formula C = doar, onde C é o comprimento da
circunferéncia e d é o didmetro da circunferéncia;

e dividir o comprimento da circunferéncia em m partes iguais;

e medir o barbante com o resultado acima e corta-lo;

o estipular o ponto 0 na circunferéncia e com o barbante cortado determinar os (m— 1) pontos;
e determinar as congruéncias a -i = b; (mod m), parai=1,2,---,m—1;

e ligar os pontos 1 com by, 2 com b,, 3 com bs, -, m—1 com b, ;, formando assim o Chryzode;
« depois de construido o Chryzode, preenche-lo da maneira que a criatividade sugerir.

Como material que pode ser apresentado em sala de aula, construimos em uma tabua de mdf
cortada em forma circular o Chryzode do Exemplo 3, onde a ¢é igual a 2 e m ¢é igual a 11.

Assim, medimos o didmetro da tdbua, que deu 48, 6 cm; calculando o comprimento da circunferéncia
encontramos 152,68 cm (aproximadamente); dividindo esse valor por 11, encontramos que cada
comprimento de arco é igual a 13,88 cm (aproximadamente). Apés isso, cortamos um barbante
com essa medida e fizemos as marcagoes na tdbua. Em seguida, pregamos um prego em cima de
cada marcacao.

@~ sBm
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Logo, conforme os calculos do Exemplo 3, amarramos um barbante de 1 4 2, de 2 a4, de 3 a4 6, de
438 de5al10,de6al,de7a3,de8a5 de9a7edeldan.

O passo a passo e o resultado final pode ser conferido nas Figuras 31 a 40.

Figura 31: Linha de 1 a 2. Figura 32: Linha de 2 a 4.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 33: Linha de 3 a 6. Figura 34: Linha de 4 a 8.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores
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Figura 35: Linha de 5 & 10. Figura 36: Linha de 6 a 1.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 37: Linha de 7 a 3. Figura 38: Linha de 8 a 5.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores
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Figura 39: Linha de 9 a 7. Figura 40: Linha de 10 a 9.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

4. Consideragoes finais

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma das aplicagbes da Aritmética Modular cuja fina-
lidade é o despertar da curiosidade dos alunos, no processo de ensino/aprendizado da Matemaética,
com atividades interessantes.

Acreditamos que a Aritmética Modular poderia ser enfatizada na educacdo bésica, pois permite
exercitar o raciocinio légico-dedutivo, com diferentes graus de dificuldade, e, desse modo, abrindo
espaco a cada atividade proposta, a introducgao de outras atividades com um grau mais elevado de
dificuldade. Dessa forma o aluno é instigado a pensar estratégias para tentar resolver estas ativida-
des, as quais podem desenvolver potencialidades que acarretam uma melhora no seu desempenho
dentro e fora de sala de aula.
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