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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma visao intuitiva para o cdlculo do maximo do quociente entre
duas formas quadraticas, baseada em conceitos geométricos e geometria analitica.

Palavras-chave: Formas quadraticas; Elipsoides; Multiplicador de Lagrange.

Abstract

In this work we present an intuitive view to calculate the maximum of the quotient between two
quadratic forms, based on geometric concepts and analytical geometry.

Keywords: Quadratic forms; Ellipsoids; Lagrangian multiplier.

1. Introdugao

Fungoes polinomiais em uma varidvel sdo fungoes simples, muito estudadas, e podem ser generali-
zadas para fungoes polinomiais em varias varidveis. Um caso particular dessas fungoes polinomiais
em varias variaveis, que possuem propriedades interessantes, sao as formas quadraticas, que podem
ser definidas utilizando um pouco da teoria de matrizes, como segue.

Se Buxn é uma matriz simétrica e x,x; um vetor n-dimensional, entao as formas quadréticas sao
dadas pelas funcoes, em n varidveis, definidas por g(x) = x'Bx. Se a matriz B é positiva definida,
entdo g(x) > 0 e g(x) = 0 se, e somente se, o vetor x é o vetor nulo [1].

Para o caso em que B ¢ positiva definida, as curvas de nivel das formas quadraticas, o conjunto
{x € R"; x'Bx = constante}, definem os chamados elipsoides, que sao generalizacdes das elipses em
R2, como se vé no caso simples dado pela equacio

o8-

0 Ly
[x v ][ . # }[;]=%+%=Cons‘can‘ce. (Figura 1)
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Figura 1: Elipse centrada na origem

2. Quociente de formas quadraticas
Um problema de grande interesse em aplicagoes, por exemplo, em Estatistica e Otimizagao, é o de
se obter o médximo do quociente entre duas formas quadréticas [2, 3].
Formalmente, dada

f:R"-{0} >R
x'Ax (1)
xtBx’

X =

com By, positiva definida, quer se calcular

x'Ax
m;;ixf(x) = max .
Esse problema é bem conhecido e admite uma solugao explicita que utiliza apenas conceitos de
Algebra Linear e a Teoria dos Multiplicadores de Lagrange [2, 3]. Essa demonstracao serd apre-
sentada na sec@o 2.3. Formalmente, o cdlculo do méaximo pode se apresentar da forma: se Q. é
uma matriz ortogonal que diagonaliza a matriz B, isto é, Q'BQ = Dg, em que Dg é uma matriz
diagonal cujos elementos sao os autovalores de B, entao:

_1 _1
Teorema 1. O mdximo da funcao f € igual ao maior autovalor da matriz Dy* QAQtDBz, sendo

_1
Dy® matriz diagonal cujos elementos sao o inverso da raiz quadrada dos autovalores de B [3].

Apesar dos conceitos de Algebra Linear serem essencialmente geométricos, o Teorema 1, como
enunciado, nao apresenta ao leitor qualquer possibilidade de uma compreensao intuitiva. O ob-
jetivo deste artigo é encontrar a solucao desse problema a partir de sua geometria, e com isso,
espera-se que essa abordagem torne a solugdo mais intuitiva. Uma ferramenta matemédtica muito
transparente para se explicitar a geometria de um problema é a Geometria Analitica, e essa serd
amplamente utilizada.

A primeira estratégia para atacar o problema é utilizar a ferramenta bésica para se calcular
maximos e minimos de funcgoes: derivar e igualar a zero. Mas as derivadas parciais de quoci-
ente de polindmios levard-nos-4 a um sistema polinomial e, portanto, de dificil solugao ou até
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mesmo impossivel. Portanto, tal caminho nao parece muito encorajador. E se utilizarmos a teoria
dos maximos e minimos condicionados? Embora o problema seja um problema de maximizagao
sem nenhuma restrigao, é possivel transforméa-lo em um problema de maximizagao com restricao,
e a restricao serd o elemento geométrico que precisamos. Para isso, deve-se observar o fato fun-
damental de que o valor de f(x) depende apenas da reta definida por x, isto é, f(x) = f(ax), para
todo @ € R, @ # 0. De fato,

_ (ex")A(ax)  o*x"Ax
" (ax")B(ax)  a2x'Bx

f(ax) = f(x).

Podemos entao restringir f a um conjunto que contenha um elemento de cada semirreta que passa
pela origem. Um candidato natural é uma curva de nivel da forma quadratica definida por B, o

elipsoide centrado na origem,
J={xeR" x'Bx =1},

como ilustra a Figura 2.

Ty

/1)
/

Figura 2: Elipsoide J centrado na origem

Restrito ao conjunto J, a funcao f fica da forma

f:JcR"—->R

X - x'Ax.

Estudar um caso particular vai ajudar a se ter uma ideia geométrica do problema. Dado um vetor
bux1 € R®, seja a matriz Ayx, dada por A = (bux1)(buxi)t. Note que a matriz A, neste caso, é
positiva semidefinida e tem posto 1. Logo,

f(x) = x*Ax = x"(bb")x = (x'b) (x'b)" = (xb)* = (||x]| |Ib]| cos 6)?,

sendo 6 o angulo entre os vetores x e b.

Portanto, o méximo de f, restrito a J, é o vetor X,x; em J que nos dé a maior projecdo sobre o
vetor by k.
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Neste caso particular, o problema fica totalmente descrito em termos geométricos; devemos encon-
trar o vetor X € J em que um hiperplano perpendicular ao vetor b tangencia o elipsoide J, como
ilustra a Figura 3. Observe que —X também é uma solugao.

Zo,...,Tp

2

Figura 3: Geometria do ponto do méximo

2.1. O caso n=2

Para calcular explicitamente o vetor X vamos simplificar ainda mais o problema, considerando o
. . . 0 .
caso n = 2 e o vetor bayx; sobre o eixo y, isto é, b = [ . ] . Seja (x(t),y(t)) uma curva sobre a

elipse J e, portanto,

0= x0 50 1| 5 P[50 | a0 r 2oy +ecvion® @)
Derivando a equagéao (2) e igualando a zero, obtemos
2ax(t)x’(t) + 2b(x' (t)y (t) + x(t)y’(t)) + 2cy (t)y’ (t) = 0. (3)

No ponto % = (x(0),y(0))* o vetor tangente & curva é horizontal, pois é perpendicular ao vetor b,
isto é, y’(0) =0, como ilustra a Figura 4.
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Figura 4: Vetor tangente

Portanto, pela equagéo (3),
(2ax(0) + 2by(0))x’(0) = 0,

ou seja,
2ax(0) + 2by(0) =0

o que implica

x(0) = 2y(0).

Assim, tem-se o sistema
x(0) = ~2y(0)

a(x(0))% + 2bx(0)y(0) +c(y(0))? = 1.

Substituindo x(0) obtém-se uma equagao do segundo grau para y(0), e o problema, para este caso
particular, esta totalmente resolvido.

2.2. O caso geral

O que se pode fazer em relacdo ao caso geral? Tem-se, pelo Teorema Espectral [4, 5], que se
A1, s, ..., 4, sdo os autovalores da matriz A relativos aos autovetores unitarios eq, e, . . ., €,, entao

A = Qierel + dgegel +- - + /lnenefl.
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Portanto,

f(x) = x"Ax
= /l1xt(elei)x +oot /lnxt(enefl)x
= i (x"er) (e1x) + - + dn(x'en) (e)%)
= B ek Ay (xe)? @
= A (lIxll fleall cos 61)% + - + A (1]l llen]| cos 6,)?
= ||x[|?(A; cos? @1 + - - - + A, cos® )

< |1x[1*(cos? 61 + - - - + cos? 6,,) max A;.
1

As coordenadas (cosfy,...,cosfy,) sao as coordenadas de um ponto na esfera unitaria S* !, pois
cos? 1 + ---+cos? 0, = 1. Para se convencer dessa igualdade, vejamos o caso particular em R?:
considere o cubo de vértices

1 11 11 1
0,0,0),{—=,0,0],...,|—=,—=,0].[—=, —=. —=|-
( ) ) )7(\/5) ) )7 7( 37 37 ))(\/37 \/57 \/g)

A diagonal desse cubo, definida pelo ponto (\/%, \/ig, \/ig), tem comprimento um e a projecao nos
eixos coordenados dé-se pelos angulos 61, 62,03 e, portanto, cos? 81 + cos? Oy + cos? 03 = 1.

Retornando a desigualdade em (4) e supondo, sem perda de generalidade, que 1; = max 4;, tem-se
1
f(x) < [Ix]* A1

Vamos novamente simplificar o problema e pensar no caso mais simples, em que o elipsoide J
¢ uma esfera de raio 1, isto é, a matriz B é a matriz identidade. Logo, f(x) < A;, mas como
f(e1) = e]Ae; = Ay, fica entao provado que o méximo de f(x) é o maior autovalor de A, como de
fato se tem pela demonstragao do Teorema 1 apresentada na secao 2.3.

Voltemos a situagao geral, mas ainda com a seguinte restricao: os eixos principais dos elipsoides
definidos por A e B s&o coincidentes e definidos pelos vetores unitarios {ui,...,u,}. Em termos de
Algebra Linear,tal propriedade traduz-se no fato das matrizes A e B comutarem, isto é, AB = BA,
o que implica que sdo simultaneamente diagonalizdveis [1]. Tem-se também que A comuta com
B! e que os autovalores de AB ! sdo dados pelo quociente entre os autovalores dessas matrizes.

Vamos obter o vetor X em que ocorre o maximo de f. Sendo mais cuidadosos em relagao a notacgao,
pois utilizamos a letra f para designar trés funcoes diferentes. Seremos mais especificos:

100 = 242

x'Bx’

fo(x) = x*Ax restrita a x'Bx=1e

f3(x) = x*Ax sem restricao em x.

As curvas de nivel de f; s@o retas que passam pela origem, as curvas de nivel de f5 sdo dois pontos
definidos pela intersecao entre uma reta que passa pela origem e o elipsoide x*Bx = 1 e as curvas
de nivel de f3 sao elipsoides. Observe que esses elipsoides, que sao curvas de nivel de f3, f3(x) =k,
para valores de k suficientemente grandes, contém em seu interior o elipsoide x*Bx = 1. Como
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f1(x) = fo(x) = f3(x) para x no elipsoide x*Bx = 1, o méximo de f, ocorre na curva de nivel de f3
de menor valor de k, para o qual esses elipsoides, que contém o elipsoide x*Bx = 1, tangenciam-se
pela primeira vez. A ocorréncia da tangéncia, geometricamente intuitiva, pode ser provada de
maneira rigorosa pela difenciabilidade dos elipsoides. Veja a Figura 5.

)
— ) )
e )/,

Figura 5: Elipsoides com eixos principais coincidentes

Sejam {az,...,ay,} os autovalores da matriz B. Da Geometria Analitica dos elipsoides tem-se que

|I%||? é igual ao inverso de um dos autovalores da matriz B, {a1,...,,}, digamos o autovalor
. T . =2 _ 1

relativo ao indice j, logo, ||%||* = @ [1].

Como X estd sobre o eixo definido por uj, entao X também ¢ multiplo do autovetor u; de A. Logo,

/l.
f(%) = 'A% = 4|1%)? = 2.
a;

Portanto, o méximo de (%) é o maior autovalor de AB™!, como também se obtém pela demons-
tracao do Teorema 1.

Finalmente, vejamos o caso geral em que os elipsoides definidos pelas curvas de nivel de f3 e
o elipsoide x'Bx = 1 estdo em posicoes quaisquer. Vale o argumento anterior, em que o ponto
de maximo X ocorre no primeiro ponto em que as curvas de nivel de f3, que contém o elipsoide
x'Bx = 1, o tangenciam pela primeira vez (Figura 6).
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Figura 6: Elipsoides com eixos principais nao coincidentes
Considere uma curva qualquer z(t) = (zi(t),...,zn(t))" sobre o elipsoide J tal que z(0) = %.

Como z(t) estd sobre o elipsoide J tem-se que z'(t)Bz(t) = 1. Derivando % [zt (t)Bz(t)]i=0 = O e,
portanto, z°(t) |¢=o Bz(0) +2'(0)B2(t) |¢—o= 0 logo,

vBx 4+ X'Bv = 0,

ou seja,
viBx + (v'Bx) = 0

e assim,
2v'Bx = 0,

para todo vetor v no espaco tangente de J em X.

Considerando uma outra curva w(t) = (wy(t),...,wy(t))', com w(0) = X, mas agora no elipsoide
definido por A, obtém-se também que v'A% = 0 para todo vetor v no espaco tangente do elipsoide
definido por A. Como os elipsoides sao tangentes entre si em X, os dois vetores BX e A% sao
perpendiculares a um mesmo hiperplano em R" e, portanto, sao vetores colineares, isto é, existe
um nimero B tal que Ax = BBX, como ilustra a Figura 7.
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Figura 7: Vetor normal ao hiperplano tangente

Como A% = BB% tem-se que B 1A% = 8% e, portanto, X é um autovetor de B*A relativo ao
autovalor 8. Tem-se também que

f(%) = x'Ax = £ (8B%) = fx'Bx = 8.

Agora, como A% = B%, ou seja, B 1A% = 8% temos que % é um autovetor de B 1A relativo ao
autovalor 8, que é justamente o valor da funcao fi(x) = fa(x) = f3(x) = x*Ax no ponto %.

Com o raciocinio de que os elipsoides definidos pelas curvas de nivel de f3(x) = x*Ax = k, que
contém o elipsoide x'Bx = 1, vdo se tornando menores & medida que k diminui e, novamente,
utilizando o argumento de diferenciabilidade, ocorre o primeiro ponto X de tangéncia. Temos
aqui uma questao em que a tangéncia poderia ocorrer em todos os pontos de um subelipsoide do
elipsoide x'Bx = 1, mas tal situacdo, que demanda uma anslise matemé&tica mais sofisticada, é
contornada supondo que os dois elipsoides estao em uma posicao genérica e apenas em posigoes
particulares ocorreria infinitos pontos de tangéncia. Entdo %*A% é o maior valor possivel para k,
pois para valores maiores os elipsoides definidos por f3 contém, estritamente, o elipsoide x'Bx = 1
e, portanto, k = B é o maior autovalor da matriz B *A, e temos assim a solucio final do problema.

A construcao acima utiliza essencialmente os argumentos geométricos da demonstracao do método
dos Multiplicadores de Lagrange.

2.3. Prova do Teorema 1 utilizando Multiplicadores de Lagrange

Voltemos ao problema geral que é o de maximizar f(x) = x'Ax restrito ao elipsoide
J = {x € R%x'Bx = 1}. Vamos utilizar a teoria usual dos Multiplicadores de Lagrange. A

funcdo lagrangeana é
L(x,1) =x"Ax — A(x’'Bx — 1),
logo
V.L(x,1) = 2x*A - 22x'B
R
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e fazendo V,L(x,1) = 0, segue que Ax = ABx e, portanto, B 1Ax = 1x.

Logo, os vetores criticos de f restritos a x'Bx = 1 sdo dados pelos autovetores de B'A. Para um
autovetor x tem-se

B 'Ax = 1x = Ax = ABx = f(x) = x'Ax = x'Bx = 1

e, portanto, o maximo de f, restrito a x'Bx, ocorre para o autovetor de B *A relativo ao maior
autovalor A.

Para concluir a demonstragao do Teorema 1, observando que os autovalores da matriz MN sao
iguais aos autovalores da matriz NM, quaisquer que sejam as matrizes M e N [5], os autovalores

1 1 11
de D Q'AQD? sdo iguais aos autovalores da matriz QD5 Dg® Q'A = QDG'Q'A = B'A.
3. Conclusao

O método geométrico e intuitivo utilizado para resolver o problema de maximizacao nao pode e
nao poderia querer substituir o método elegante e conciso dos Multiplicadores de Lagrange. A
justificativa para este artigo baseia-se em dois pontos empiricamente observados pelos autores:
primeiro, o estudante e o profissional ao aplicarem o método dos Multiplicadores de Lagrange,
muitas vezes o fazem de forma puramente algébrica sem, de fato, ter uma plena consciéncia do que
foi calculado; segundo, a geometria analitica é uma ferramenta expressiva do poder da Matematica
e, apesar disso, pode estar sendo negligenciada no ensino académico.

Espera-se que, das construgoes acima, o estudante e o profissional que necessitam desses resultados,
tenha uma melhor visao intuitiva do que realmente foi calculado.
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