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Trés diferentes provas de que as razoes entre nimeros
consecutivos de Fibonacci convergem para o Numero de
Ouro
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Resumo

Este artigo apresenta trés diferentes provas para o interessante fato de que as razoes entre nimeros
consecutivos de Fibonacci convergem para o Numero de Ouro. Em termos mais precisos, mostra-se,

f
de trés modos distintos, que a sequéncia (x,), definida por x, = rfl—H, onde f,, é o n-ésimo termo
n
o . . 1+V5
da Sequéncia de Fibonacci, converge para ¢ = 5
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Abstract

This article presents three different proofs for the interesting fact that the ratios between conse-
cutive Fibonacci numbers converge to the Golden Number. In more precise terms, it is shown, in

three different ways, that the sequence (xy), defined by x, = n—+1, where f,, is nth term of the

fl]
1++45

Fibonacci Sequence, converges to ¢ = 7

Keywords: Fibonacci Sequence; Golden Number; Binet’s Formula.

1. Introdugao

Parte deste artigo foi publicada na Revista do Professor de Matemdtica n® 105, onde apresentou-se
apenas uma das trés provas que serao abordadas aqui; a saber, aquela que faz uso da Férmula
de Binet. A essa versao acrescentamos duas outras provas, que utilizam resultados de Analise
Real: uma, que estabelece que a sequéncia abordada é uma sequéncia de Cauchy (sendo, portanto,
convergente); e outra, que mostra que, tanto a subsequéncia constituida pelos termos de indice par,
quanto a subsequéncia constituida pelos termos de indice impar, dessa sequéncia, sdao mondtonas
e limitadas (sendo, portanto, convergentes) e convergem para o Numero de Ouro.

A Sequéncia de Fibonacci e o Nimero de Ouro sdo temas que, apesar de oferecerem intmeras
possibilidades de abordagens em sala de aula, tem sido ainda pouco explorados, tanto na Educagao
Baésica quanto no Ensino Superior. Devido as suas ligagoes com varias areas da Matematica, esses

N

194 ‘.-u SBM
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA


https://doi.org/10.21711/2319023x2023/pmo1111
https://orcid.org/0000-0002-4030-379X
https://orcid.org/0009-0003-1043-913X
https://orcid.org/0000-0001-7046-2727

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Carneiro, Nobokite e Fernandes

temas podem ser abordados durante o estudo de diversos contetidos, tais como: divisibilidade e mdc
nos inteiros, recorréncias, razoes e proporcoes, geometria plana, niimeros binomiais e o tridngulo
de Pascal, principio da inducgao finita, sequéncias de nimeros reais, dentre outros.

A sequéncia (1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...) é conhecida como Sequéncia de Fibonacci em
homenagem ao matematico Leonardo de Pisa, ou Leonardo Fibonacci que, por volta do século
XIII, publicou o livro Liber Abaci, contendo o famoso Problema dos Coelhos, que da origem a essa
sequéncia, cujo enunciado diz o seguinte:

Um casal de coelhos recém-nascidos, constituido por um macho e uma fémea, € posto num lugar
cercado por muros de todos os lados. Quantos casais de coelhos existirdo apos um ano, supondo-se
as condi¢oes ideais: nenhum coelho morre, todo casal de coelhos, apds dois meses de vida, dd a luz
um primeiro casal de filhotes e, apds ter o primeiro casal de filhotes, gera sempre um novo casal a
cada més.

A situagao descrita no Problema dos Coelhos esta ilustrada, até o quinto més, na figura abaixo:

Quantidade
de Casais

Final do @ &3 1
12 més |
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Figura 1: O Problema dos Coelhos.

E f4cil ver que o numero de casais de coelhos ao final de cada més fornece os termos da sequéncia
de Fibonacci. Observe que, nela, os dois primeiros termos sao iguais a 1, e entdo cada termo, a
partir do terceiro, é a soma dos dois termos imediatamente anteriores; ou, dito de outro modo,
denotando por (f,), a Sequéncia de Fibonacci, tem-se, por defini¢ao, que:

fi=fy=1
(1)

fn+1 = fn + fnfla n> 2.

Cada termo f,, dessa sequéncia é chamado de n-ésimo Numero de Fibonacci. Tais niimeros possuem
=
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diversas propriedades curiosas e, a titulo de exemplo, citamos uma interessantissima, objeto de um
artigo publicado na RPM n° 53: “Todo nimero inteiro positivo pode ser escrito, de maneira inica,
como soma de Niumeros de Fibonacci distintos e nao consecutivos”

O Numero de Ouro, também chamado de Razao Aurea ou Divina Proporg¢ao, surge a partir de uma
certa divisd@o de um segmento, a qual foi chamada, por Euclides, no Livro VI de Os Elementos, de
divisao de um segmento em média e extrema razao. Dizemos que um segmento de reta é cortado
na razao aurea (ou ainda, em média e extrema razao) quando, assim como o segmento todo estd
para a maior parte, a maior parte estd para a menor parte.

Ou, equivalentemente:

Defini¢ao 1. Dizemos que um ponto C divide um segmento AB na razao durea (ou, em média e
extrema razao) quando

AB AC

AC BC

AB -
A razdao — é chamada de Razao Aurea ou Numero de Ouro; sendo, usualmente, representada

AC
pela letra ¢ do alfabeto grego.

— 2 - — P

Note que, AC" = AB-BC e, portanto, dividir um segmento AB em média e extrema razao consiste
em dividi-lo em duas partes, de modo que, a medida da maior dessas partes (no caso, AC), seja a
média geométrica entre a medida do segmento e a medida da parte menor.

Para obtermos o valor numérico de ¢, consideremos um segmento AB de comprimento a, tal que o
ponto C divida-o em média e extrema razdo, sendo AC o segmento maior obtido com essa divisao.
Se x for a medida do segmento AC, entdo a medida do segmento BC serd a—x. Isso estd ilustrado
na Figura 2 abaixo.

a-X

A
)
¥y

Figura 2: Divisao de um segmento na razao aurea.

Da defini¢ao (1), temos que:

.. - P ~ a
C divide AB em média e extrema razao — - =

Mas, para a € R, vem que:

a X ) 1++45 “1+45

= o xX+ax-a’l=0 o x=-al—— ou xXx=a
a—x 2 2

N
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Tendo em vista que x é a medida de um segmento, deve ser um niimero positivo. Portanto, o nico

valor possivel para x é:
(1 +v5 )
x=al—5— |

AB a2 1+V5

CAC x AF5-1 2
Note que, como x = —a¢ é solucio da equacio x? + ax — a’? = 0, qualquer que seja a € R, em
particular, tomando-se a = —1, temos que ¢ satisfaz a equacio x> —x— 1 = 0. Logo, uma definicio
alternativa e puramente algébrica para ¢, encontrada em diversas publicagoes, é que ele é a raiz
positiva da equacdo x> —x—1=0.

Assim, obtemos finalmente:

A Sequéncia de Fibonacci apresenta uma intrigante relagdo com o Ndmero de Quro: dividindo-
se cada Numero de Fibonacci pelo seu antecessor, obtemos uma sequéncia de nimeros reais que
converge para ¢. Esse fato, embora bastante conhecido, geralmente carece de um tratamento mais
rigosoro nos textos que abordam esse assunto. O que se observa é que, em boa parte deles, ja
se supoe que essa sequéncia é convergente, de modo que os autores limitam-se apenas a tarefa de
estabelecer que o limite, de fato, é o Numero de Ouro. Poucos sao os textos que se dedicam a
tarefa de provar que essa sequéncia converge. Nesse cendrio, procurando preencher essa lacuna,
apresentaremos nesse artigo trés provas para este fato.

2. Demonstragoes

Antes de passar as provas propriamente ditas, faz-se necessario estabelecer um resultado que serd
utilizado em uma delas. Trata-se de uma “férmula fechada”, isto é, nao recursiva, para os Niimeros
de Fibonacci, conhecida como Férmula de Binet. Através dela, pode-se obter qualquer Niumero de
Fibonacci f,, sem precisar conhecer os termos anteriores; ou seja, em funcao apenas de sua posigao
n na sequéncia.

Teorema 1 (Férmula de Binet). Para cada n € N, o n-ésimo Nimero de Fibonacci f,, é dado por:

1+v5)  [(1-v5)
- : 2)
2 2
Demonstra¢do. A prova é feita por indugao sobre n. E facil ver que (2) é verdadeira para n = 1.
Para o passo indutivo, fixado k € N, suponha que (2) seja vélida para todo n < k; isto é, que se

tenha N N
1+\/5) (1\/5)

fh=

V5

fo=—
V5

Devemos entao provar que (2) vale para n = k+ 1. Da hipdtese de indugao, segue que:

~ 1+v5)" 2 1 (1-v5\" 2\
e f“f“—?( 2 )(1 e w0 )
1+\/_ \/5k+1_ 1 14_\/5k+1 17\/5 k+1

- 2 "5l 2 2
R
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Finalmente, enunciaremos o resultado principal, objeto deste artigo.

fn+1
Teorema 2. Seja (xn)n @ sequéncia definida por x, = 5 onde f,, € 0 n-ésimo niumero de Fibo-

n

. ~ n
nacci. Entao x, — ¢.

No que se segue, serao apresentadas trés provas distintas para este teorema.

2.1. Primeira Demonstragao

A primeira prova a ser apresentada faz uso da Férmula de Binet dada por (2); de onde obtemos:

(%g)n+1 .

1(1\/5)n+1
:1+\/§_ 1+v5

£, )
N n _) 5 T 3)
(15°) 17) 1(1+v5)

G

1+

Como 0 <

< 1, podemos escrever:

Dali, passando ao limite em (3), obtemos:

fo 1
lim x, = lim 1 +2\/5 =¢

0 que encerra a primeira prova.

2.2. Segunda Demonstragao

Para a segunda prova, note inicialmente que, para todo n € N, podemos escrever:

fn+2 fn + fn+1 1 1
x1 =1 e X = —=—F—— =1l+—=1+—.
fn+1 fn+1 [f‘—+1 Xn

Portanto, (x,)n é a sequéncia definida (recursivamente) por:

X1=1
1 (4)
X1 =1+ —, mneN.
Xn
an
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E facil ver, a partir de (4), que (xp)n é uma sequéncia limitada (uma vez que 1 € x, < 2, para
todo n € N), mas nao é uma sequéncia monétona. Todavia, conforme mostraremos abaixo, sua
subsequéncia formada apenas pelos termos de indice par é estritamente decrescente, enquanto que
sua subsequéncia constituida apenas dos termos de indice impar € estritamente crescente; ou seja:

Afirmacao 1: Xon > Xo(n+1), V1R € N.
Afirmacdo 2: Xon-1 < Xon+1, V0 € N.

Faremos apenas a prova da primeira das desigualdades acima, uma vez que a segunda estabelece-
se de modo inteiramente andlogo. Para isso, usaremos induc¢ao sobre n. Inicialmente, note que

2=xXg9 >xy = %, 0 que mostra que a desigualdade desejada verifica-se para n = 1. Para o passo

indutivo, suponha que, para algum n € N, ocorra Xa, > Xom+1). Dai, podemos escrever:

1 1 1 1
Xo(ns1) = 1 + =1+ > 1+ =1+ = X2(n+2) (5)

X 1 1 X
2n+1 1 + 1 + 2n+3

X2n X2(n+1)

o que conclui a prova da Afirmacdo 1. Com isto, vemos que a subsequéncia (xa,), € decrescente e

limitada inferiormente por 1. Logo, (x2,)n € uma sequéncia mondtona e limitada; sendo, portanto,
. n

convergente. Seja l; € R tal que xo, — 1;. Retomando (5), temos:

X2n+2=1+ VHEN7

1 b
1+ —
X2n

de onde, passando ao limite, encontramos:

Iy
11+1

=1+ = B-1-1=0.

Resolvendo essa dltima equagao e descartando a raiz negativa (uma vez que 1; deve ser ndo negativa,
pois é o limite de uma sequéncia de termos positivos), resulta que 13 = ¢.

De modo andlogo, em vista da Afirmagao 2, é facil ver que (xon 1)y é crescente e limitada superi-

ormente por 2. Logo, existe I € R de modo que xop,1 LN I;. Novamente, procedendo de modo
analogo ao que foi feito acima, é facil concluir que 1y = ¢.

Como 1 =15 = ¢, podemos concluir que a sequéncia (xy), também converge para ¢, o que encerra
a segunda demonstragao.

3. Terceira Demonstracao

A ideia desta prova é mostrar que (x), € uma Sequéncia de Cauchy; isto é, uma sequéncia em que
os termos x, tornam-se arbitrariamente préximos uns dos outros, & medida que n € N cresce.

Quando (x,), € uma sequéncia de numeros reais, é um fato bem conhecido que (x,), é uma
sequéncia de Cauchy se, e somente se, é convergente. A prova de que toda sequéncia convergente
de numeros reais é uma sequéncia de Cauchy é facil e direta; entretanto, a reciproca dessa afirmagao
(ou seja, que toda sequéncia de Cauchy de niimeros reais é convergente), que é precisamente o fato
que usaremos aqui, requer um pouco mais de trabalho. Para o leitor interessado nos detalhes,
sugerimos a leitura do belissimo livro [3].

Comegaremos estabelecendo duas desigualdades importantes.
ran
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1
Lema 1. |xp41 — Xp| < §|Xn —Xp 1|, para todon € N, comn > 1.

Demonstragao. Note que, para todo n € N, com n > 1, temos:

fn(fn'+'fn+1) - fn+1 (fn +fn—l)

fn(fn + fnfl)
f2 - f1r1+1f1r171

n

£2 4 fufy

2
fn+2 fn+1 fnfn+2 - fn+1

[Xn+1 — Xa

fos1 £, fnfne
fr21 + f1r1f1r1+1 - fnfm+l - f1r1+1f1r171

£2 4 £ fy

Por outro lado, como a sequéncia de Fibonacci é nao decrescente, podemos escrever:

2 nfut = Fufo1 +fufu 1 < fuf+fufu g = £2 + fufyq. (7)

De (6) e (7) decorre a desigualdade desejada:
f2 - fn+1fn71

n

£2 4 fofy

fﬁ - fn+1fn—1
2fnfnfl

1

)

1
= _|Xn — Xn-1/-

2

fn fr1+1

fnfl fn

[Xn+1 — Xn| =

n—-2
Lema 2. |x,41 — Xp| < (5) , para todo n € N,

Demonstra¢do. A prova é feita por indugao sobre n. Inicialmente, note que:

1\ 1 1>
|X2X1|=1<2=(5) e |x3x2|=—<1:(_) ,

o que significa que a desigualdade desejada verifica-se para n =1 e para n = 2.

Para o passo indutivo, lancaremos mao do Lema anterior. De fato, supondo que a desigualdade
desejada seja valida para n = k > 1, podemos escrever:

| | B 1 | | . 1(1 k-2 1 k-1 1 (k+1)-2
X - X < =X - X < == = [= = | = ,
k+2 k+1 2 k+1 k 2|2 5 B

O que encerra a prova. O

Finalmente, estamos prontos para mostrar que (x,), € uma sequéncia de Cauchy.

Com efeito, usando a desigualdade triangular e o Lema 2 acima, obtemos, para quaisquer k,n € N:

[Xn+k = Xnl = [Xnek — Xns(o1) + Xnte(k-1) — Xnt(k-2) + Xns(k-2) — -~ Xn+l + Xn+1 — Xn| <
< |Xn+k - Xn+(kfl)| + |Xn+(kfl) - Xn+(k72)| +-ot |Xn+1 - Xn| <
< 1 n+(k-1)-2 N 1 n+(k—-2)-2 . . 1 n-2 ~ i 1 n+j—2 ~
S o\2 2 2] 42 -
j=0
k-1 n-2 /q\j n-2k-1 /1 \j
1 1 1 1
= - - = - - . 8
26 G -6 %0 ®
j=0 j=0
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Observe que essa ultima somatoria representa a soma Sy dos k primeiros termos da progressao
geométrica cujo primeiro termo é a; =1 e a razao é q = % Com isso, é facil ver que:

o) = s ) 1G] < () ®

J

o

Il
o

Voltando com (9) em (8), encontramos:
1"
[Xn+k — Xn| < (5) — 0, YkeN

0 que prova, como afirmamos, que (x,), é uma sequéncia de Cauchy. Disto segue que (x,), € uma
~ . . s . n
sequéncia convergente; isto é, existe x € R tal que x, — x.

1
Passando ao limite na segunda igualdade de (4), obtemos x = 1+ —, de onde vem x2—x—1 = 0.
X

Resolvendo essa equagao, e lembrando que x deve ser nao negativo (pois é o limite de uma sequéncia
de termos positivos), concluimos que x = ¢. Logo:

n 1+\/5

Xp — ¢ = 5

4. Observagoes

Para encerrar, teceremos alguns comentarios que julgamos pertinentes e interessantes sobre esse
assunto.

1. Conforme vimos acima, vale que:

lim fn+1

= lim x, = ¢.

n—oo n—oo

n

Isso significa que, para N “suficientemente grande”, ¢ - fy_1 € uma “boa aproximacao” para fy;
b b I
isto é, fy pode ser “aproximado” pelo produto do seu antecessor por ¢.

2. O objetivo principal deste artigo é destacar a importante e surpreendente relacao existente entre
a Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro, preenchendo uma lacuna presente na maioria
dos textos que abordam esse assunto, ao estabelecer, de trés maneiras diferentes, o fato de que
as razoes entre termos consecutivos dessa sequéncia convergem (e esse limite é precisamente o
Nimero de Ouro). Todavia, a Sequéncia de Fibonacci néo é a tnica com essa propriedade.

Na verdade, o que queremos salientar aqui é que essa convergéncia é (quase sempre - exceto por
dois casos que mostraremos adiante) uma consequéncia apenas da recorréncia em (1); isto é,
nao depende da escolha dos dados iniciais f1,fs € R. Vejamos.

Uma Sequéncia Generalizada de Fibonacci (que abreviaremos SGF) é uma sequéncia de ntimeros
reais para a qual vale a recorréncia em (1), e onde os dois primeiros termos sdo nimeros reais
escolhidos arbitrariamente, desde que nao sejam simultaneamente nulos (uma vez que, se isso

N
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acontecer, a sequéncia assim obtida serd a sequéncia nula). Em outras palavras, uma SGF é
uma sequéncia (F,), da forma:
Fi=a
Fy=b (10)
Fopi=Fy+F, 1, n>2.

onde a,b € R sao escolhidos arbitrariamente, e nao sao simultaneamente nulos.

E 6bvio que a Sequéncia de Fibonacci é um exemplo de uma SGF. Um outro exemplo extre-
mamente interessante de SGF é a Sequéncia de Lucas, estudada por Edouard Lucas em 1876,
comumente denotada por (L,)n, que é definida tomando-se os termos iniciais L; = 1 e Ly = 3.
Essas duas sequéncias sao tao interessantes e possuem tantas propriedades, que ja deram ori-
gem a vérios livros (veja, por exemplo, [2] e [6]), além de terem sido realizadas conferéncias
internacionais para tratarem exclusivamente deste assunto (veja [5]).

Conforme ja adiantamos, nosso objetivo agora é mostrar que, se (Fy), é uma SGF, entao:

xﬁzgff =8 (11)

com excegao de um caso, como se vera logo adiante.

Para provar isso, consideremos (F,), como em (10), onde a,b € R néo sdo simultaneamente
nulos. E facil mostrar (por indugdo) que, para todo n € N com n > 3, vale:

Fn = a~fn,2+b-fn,1
onde f, 5 e f,_1 sdo niimeros (da sequéncia “original”) de Fibonacci. Dai, obtemos:

f

| CFan_ . achoawbfs o CTPURT avbeaxbg
lim X, = lim = lim = lim = = =¢
n—oo n—oo B, n—coa-fo+b-f, 1 n—oo fro 1 a+ b¢
a- +b a—+b
fnfl ¢
o que estabelece (11), desde que a+ b¢ # 0 (isto é, quando a,b € R sdo tais que b # —%).

¢
Com isso, concluimos que, com excegao de apenas dois casos, toda sequéncia definida por (10)

possui a mesma propriedade de convergéncia (11) que estabelecemos aqui para a Sequéncia de
Fibonacci; o que significa que tal propriedade nao depende da escolha dos dados iniciais F; e
F5. Em particular, quando F; e Fy s@o inteiros ndo simultaneamente nulos (o que implica em
b #-%), a convergéncia em (11) sempre ocorre.

Para encerrarmos essa observacio, vamos estudar o caso excluido acima; mais precisamente,
vamos considerar a sequéncia (G,), definida por:

Gi=a=#0

a
Go=—— 12
2= (12)

C;1r1+1 = Gn + Gl’l*17 n>2

7

onde a € R* é escolhido arbitrariamente. Nesse caso, é fdcil mostrar (por indugdo) que, para
todo n € N, vale:
Go=a-(-¢) ",
R
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de onde, passando ao limite, obtemos:

lim X, = lim SIS = lim i = lim(-¢) ' = 71.
n—oo n—oo Gn n—oo g - (7¢)*(nfl) n—oo ¢

3. Pela recorréncia em (1), conhecendo-se os termos f; e f3 da Sequéncia de Fibonacci, podemos
obter todos os demais Numeros de Fibonacci f,,, para n > 3. Tal recorréncia pode ser reescrita
como f, 1 =f, 41—, de onde se vé que cada Ntumero de Fibonacci pode ser obtido pela diferenca
entre os dois imediatamente posteriores a ele. Isso possibilita estender a Sequéncia de Fibonacci
para o indice 0 e também para indices inteiros negativos. Com isso, obtemos:

fo=fo f1=0, fi=f fo=1, fo=fg fi=-1, fa=f, fo=2

Assim, f), passa a fazer sentido para todo n € Z. A tabela abaixo mostra alguns desses niimeros.

n 8 v 6 5 4 3 -2 -1 01 2 3 4 5
f, 21 3 8 5 3 2 -1 1 O 1 1 2 3 5

Observando essa tabela, somos levados a suspeitar de que, para todo n € Z, valem as seguintes
igualdades:
[fnl = [fxl € fn = (71)n+1f7n- (13)

De fato, essas identidades sao verdadeiras, e é facil prové-las usando indugao inteira. Deixamos
essa diversao a cargo do leitor. Com tudo isso em mente, passa a fazer sentido perguntarmos
pelo limite de (x,), quando n tende a —oco, e esse é precisamente o objetivo dessa observagao.

Afirmamos que:

. . fn+1 1
lim x, = lim =——.
n——oco n——oo fn ¢
Com efeito, quando n < —1 é um numero inteiro, entdo, pondo m := —(n+ 1), temos que m é um

inteiro positivo. Além disso, m+1=—-(n+1)+1=-n, de modo que f,, = f_(n41) € fiy1 = sdo
nimeros consecutivos de Fibonacci, cujos indices sao ntimeros naturais. Nesse caso, sabemos
que:

f
lim = lim =2 = @.
n——oo —(n+1) m—oo fm
Dai e de (13), obtém-se, como afirmamos:
. S SR G § Lt SSVET, R Y . 1
lim x, = lim = lim ——=-1i =- 1 =——.
n——oo n—-—oo fn n—-—oo (71)n+1f7n n——oo ffn n—)—oo( f ) ¢
f—(n+1)
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Atividade didatica envolvendo o funcionamento do GPS
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Resumo

O presente trabalho realiza a descrigao de uma atividade didéatica para o 2° e 3° ano do Ensino
Médio, com a temética de circunferéncias e esferas. Tem-se como objetivo motivar o ensino do tema
na educacao basica e fazer com que o estudante compreenda uma aplicacao de grande impacto e
muito presente no mundo atual: o GPS. Espera-se que o estudante entenda a importancia do estudo
de tal tema na matematica e compreenda como o GPS consegue localizar objetos e pessoas ao
redor do mundo. Para atingir os objetivos, a atividade foi pensada em trés momentos: o problema
bidimensional trabalhado de maneira concreta com os estudantes, o problema tridimensional com
o GeoGebra e, por fim, a descricao matemética dos elementos explorados nas etapas anteriores.
Deseja-se que os alunos sejam protagonistas durante as atividades e que o professor seja o mediador
desse processo de aprendizagem, apresentando, articulando e conduzindo as atividades e demais
discussoes que podem surgir.

Palavras-chave: Circunferéncia; Esfera; Educacao; GPS; Sistema de equagoes quadraticas.

Abstract

The present work describes a didactic activity for the 2nd and 3rd year of High School, with the
circles and spheres theme. The objective is to motivate the teaching of the theme in basic education
and make the student understand an application of great impact and very present in today’s world:
the GPS. It is expected that the student understands the importance of studying such a topic in
mathematics and understanding how GPS can locate objects and people around the world. To
achieve the objectives, the activity was thought of in three moments: the two-dimensional problem
worked in a concrete way with the students, the three-dimensional problem with GeoGebra and,
finally, the mathematical description of the explorer elements in the previous steps. It is hoped
that the students are protagonists during the activities and that the teacher the mediator of this
learning process, that is, articulating and conducting the activities and other discussions that may
arise.

Keywords: Circumference; Sphere; Education; GPS; System of quadratic equations

1. Introdugao

Para que serve a matematica? Trata-se de uma pergunta dificil de ser respondida e cabivel a
véarias respostas. Tal questionamento representa um dos desafios didrios, expressos por perguntas
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dos estudantes e de todos aqueles que lecionam na educagao bésica e trabalham com a matematica
escolar de forma geral. Que respostas nés matematicos e educadores matemédticos deveriamos
fornecer para eles?

A Base Nacional Comum Curricular (BNCC) contribui para esse debate, descrevendo como o
processo de ensino, em especifico o ensino de matematica, deve ocorrer. O desenvolvimento de
habilidades e competéncias, bem como a busca da formacao integral, cidada, multidisciplinar e
critica dos estudantes deve leva-los naturalmente e organicamente a resposta da pergunta que
iniciou esta se¢ao. Uma educacao na qual a matematica nao tenha serventia, nao possa ser vista,
analisada e usada para o desenvolvimento integral do estudante, de sua visao com relagao ao mundo
e da sua aplicacao nas mais diversas esferas da vida cotidiana, deixa de fazer sentido.

Nessa perspectiva, a abordagem de assuntos matematicos para a educagao béasica passou a buscar
ainda mais relagoes com o cotidiano do estudante e com outras grandes areas do conhecimento,
passando a ter um carater mais préatico e multidisciplinar. Aqui focaremos em uma ferramenta
que esta presente em todos os celulares dos estudantes, que se usa o tempo inteiro por pessoas e
institui¢oes e tem uma relagao intima com a geografia e tecnologia: o GPS.

A sigla GPS significa, em portugués, Sistema de Posicionamento Global, e o préprio nome ja nos
diz que é uma ferramenta utilizada para servigos de localizacao. Quando surgiu, na década de
70, os objetivos de seu uso eram de cunho militar, voltados para o contexto de guerra. Hoje
em dia, seu uso abarca diversas areas, tornando-se uma ferramenta crucial para a manutencao e
desenvolvimento da atual sociedade.

Nao ha duavidas de que se trata de uma ferramenta de grande importancia, mas como se da
o seu funcionamento? A matemética estd presente nesse processo? Conseguimos compreender
seu funcionamento de forma intuitiva e simples? FEssas sao algumas das perguntas que serao
respondidas no decorrer do presente texto.

2. Atividade Ludica no Plano

Saber estimular a curiosidade e a busca do estudante pelas respostas as situagoes-problema abor-
dadas é crucial no processo educativo. Somado isso ao fato de muitos alunos da educacao basica
possuirem dificuldades na visualizagao tridimensional de situagoes, resolveu-se descartar a possi-
bilidade de j4 iniciar a abordagem do funcionamento do GPS de maneira tedrica, com a descrigao
formal matematica e direto no caso espacial.

Uma alternativa interessante é trabalhar um caso particular: o plano. Assim, a dificuldade presente
na visualizagao é minimizada, e o professor pode trabalhar melhor a matematica intuitiva por tras
do problema sem as limitagoes técnicas e tedricas a respeito do caso tridimensional.

Nesse momento, o objetivo é que os estudantes entendam o funcionamento do GPS no plano. Para
atingi-lo, o professor deve ser o mediador, fazendo com que os estudantes sejam os agentes ativos
do processo. Além disso, sugere-se que a atividade seja realizada em um ambiente externo a sala
de aula, porém, conhecidas as possiveis limitagoes de espago, o professor pode facilmente adapta-la
para a sala de aula, utilizando uma mesa, cartolinas ou o préprio quadro.

2.1. Maos a Obra

Inicialmente, é necessario desenhar uma circunferéncia para representar o Planeta Terra e uma
outra, de mesmo centro e raio maior, para representar a o6rbita dos satélites.
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Figura 1: Terra e érbita do satélite

Figura 2: Dois satélites

A partir dai, deve-se pedir aos estudantes que escolham um ponto na circunferéncia que representa
a Terra para ser o ponto que o GPS deve localizar, e outro ponto na érbita para representar um
satélite. Por exemplo, considere os dois pontos C e D na Figura 1. A principio, as limitagdes para
as posigoes dos satélites serao desconsideradas, mas serao discutidas posteriormente.

Depois, os estudantes devem medir, com o auxilio de uma régua ou outro instrumento, a distancia
do satélite até o objeto o qual se deseja localizar, denotada por r = d(C, D). E interessante destacar
para os alunos o processo pratico por tras do célculo dessa distancia. Os satélites emitem um sinal
que viaja na velocidade da luz, dada por ¢ ~ 3 x 108 m/s, e verificam o tempo t gasto para chegar
até o receptor e, assim, calculam a distancia através der=c-t.

Conhecida a distancia, os pontos possiveis para a posicao do objeto formam uma circunferéncia
de centro em D e raio r, que pode ser construida com o auxilio de um barbante. Nesse sentido,
tem-se um 6timo momento para questionar os estudantes sobre a ineficiéncia de um tunico satélite
na determinacao da posi¢ao do objeto, ja que se tem infinitos pontos possiveis.

Logo, é necessério repetir o processo descrito, considerar um segundo satélite, representado pelo
ponto E na Figura 2, medir a distancia dele até o ponto C e construir a circunferéncia de pontos
possiveis. Nesse contexto, o ponto C, o qual se deseja localizar, pertence as duas circunferéncia
construidas até entao, ou seja, ¢ um ponto na intersecao!.

A Figura 2 ilustra o processo descrito acima e nela verifica-se a existéncia de dois pontos na
intersecao das circunferéncias, de modo que, um dos pontos pertence a Terra e outro nao. Como
o raio da circunferéncia Terra é aproximadamente 3365 km, na pratica, basta verificar qual ponto
possui coordenadas que satisfazem aproximadamente a equacao da circunferéncia da Terra?, x2 +
y? ~ 33652,

Também faz-se necessario discutir com os estudantes as possiveis posicoes dos dois satélites escolhi-
dos. Por exemplo, caso os dois sejam diametralmente opostos em relagao a Terra, podem fornecer
uma tnica solugao, como na Figura 3, mas também podem fornecer duas solugoes que satisfazem
a equagao da circunferéncia da Terra, como na Figura 4, o que é um problema.

INesse momento, é interessante indagar os estudantes em relagdo as possiveis posigoes relativas entre duas
circunferéncias, bem como a quantidade de pontos nessas intersegoes.

2Na prética, sabe-se que a Terra nao é uma esfera perfeita, ou, nesse caso plano, uma circunferéncia. Nesse
sentido, é necessario utilizar uma aproximagao.

N
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Figura 3: Satélites diametralmente opostos

Figura 4: Satélites diametralmente opostos

A fim de resolver a problemética apresentada, basta que ndo sejam escolhidos satélites diametral-
mente opostos. Indo além, vamos selecionar dois satélites visiveis a partir do ponto C na Terra.
Para explicar de forma intuitiva, pode-se trabalhar os satélites visiveis como sendo aqueles dos
quais o ponto C consegue receber o sinal enviado. Ou seja, nao se pode considerar satélites para os
quais o sinal enviado deve atravessar a Terra para chegar ao ponto C, pois, assim, ele seria perdido
ou sofreria muitas interferéncias e poderia nao chegar até o receptor.

Visualmente, os satélites podem ser escolhidos na érbita e acima da reta tangente a circunferéncia
no ponto C; observe a Figura 5, na qual a regido descrita foi colorida em vermelho3. Observe
também a Figura 2, na qual os satélites foram escolhidos respeitando a condicao descrita. Além
do mais, vale mencionar para os alunos que, na pratica, os satélites sao lancados de forma que os
problemas mencionados, e também diversos outros, nao acontegam.

Figura 5: Posigoes visiveis dos satélites a partir do ponto C

Orita

Por fim, ao terminar essa atividade, é importante que os estudantes tenham entendido a ideia
intuitiva do funcionamento do GPS, o processo de escolha dos satélites visiveis, e que o ponto a
ser localizado satisfaca a equacgao das circunferéncias obtidas dos satélites, ou seja, trata-se de um
ponto na intersecao delas.

3Pode-se destacar para os alunos que a regiao dos satélites visiveis, nesse caso, é um arco de circunferéncia. Mais
especificamente, trata-se de um arco da circunferéncia que representa a érbita

N
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3. Entendendo o Funcionamento Tridimensional com Ajuda do GeoGebra

Compreendidos todos os passos feitos no plano, pode-se iniciar a abordagem do problema no
ambiente tridimensional, o qual se trata de uma generalizacao do caso bidimensional. Além disso,
como uma possibilidade de modelagem para o problema tem-se o uso do GeoGebra, que ajuda a
minimizar a dificuldade de visualizagao tridimensional, destacada anteriormente.

3.1. Um Desafio Extra: Uma Nova Dimensao

No GeoGebra, deve-se construir uma esfera para representar o Planeta Terra, o que pode ser feito
inserindo a equacdo x? +y? +z2 = 1, por exemplo*. Para representar as 6rbitas dos satélites, uma
possibilidade é construir uma esfera de mesmo centro e raio maior que a esfera da Terra® e tomar
sua intersecdo com os planos x =0, y = 0 e z = 0 através do comando IntersecdoGeométrica(Plano,
Quddrica)®, como pode ser visto na Figura 6. Destaca-se que uma boa escolha de cores e a
utilizacao de curvas pontilhadas podem facilitar a visualizacao, como é visto nas Figuras 7 e 8.

Figura 6: Comandos no GeoGebra

O Terra: x? + y? + 22 =1

O PlanoX: x = 0

O PlanoY :y = 0

(O PlanoZ:z =10

O EsferaOrbitas: x2 + y2 + 22 =3
Orbital : IntersegdoGeométrica(PlanoX, EsferaOrbitas)

O — X =(0,0,0) + (0, 1.73 cos(t), -1.73 sin(t))

O Orbita2 : IntersegdoGeométrica(PlanoY, EsferaOrbitas)
— X =(0,0,0) + (-1.73 cos(t), 0, -1.73 sin(t))

O Orbita3 : IntersegdoGeométrica(PlanoZ, EsferaOrbitas)

— X =(0,0,0) + (1.73 cos(t), 1.73 sin(t), 0)

Inicialmente, deve-se considerar um ponto A a ser localizado pelo GPS e um satélite representado
pelo ponto B. Como visto anteriormente, a escolha dos satélites deve ser feita de maneira que
eles sejam visiveis a partir do ponto A, ou seja, o sinal emitido por eles deve chegar ao ponto
A sem sofrer grandes perdas ou interferéncias e sem atravessar a esfera da Terra. Sabe-se que
o satélite consegue calcular a distancia do objeto a ser localizado emitindo sinais e verificando o
tempo que demoram para chegar até o receptor. Essa distancia mede d(A,B) = r, e as possiveis
localizacoes para o ponto A formam uma esfera de centro B raio r, que pode ser construida
utilizando o comando FEsfera(B,A) no GeoGebra?. Observe a Figura 9, na qual verifica-se que um

4A escolha do centro e raio da esfera fica a cargo do leitor.

sNesse caso, utilizou-se uma esfera de raio V3.

60s termo Plano e Quadrdtica consistem nos rétulos dados/definidos no GeoGebra

7Nesse momento, é interessante questionar os alunos quanto as semelhancas com o processo iniciado no plano.
an
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Figura 7: Planeta Terra e drbitas Figura 8: Planeta Terra e satélites

Unico satélite é ineficiente para fornecer a localizagao precisa.

Por consequéncia, é necessario um segundo satélite, representado pelo Ponto C. Com ele, mede-se
a distancia d(A, C), de onde segue que as possiveis posigdes para o ponto A sdo os pontos da esfera
de centro em C e raio d(A, C), que pode ser construida com o comando FEsfera(C,A). A situacao
pode ser visualizada na Figura 10.

Figura 10: Dois satélites

Figura 9: Um satélite /

A

N

.

Nesse momento, é importante questionar os alunos em relagao as possiveis intersegoes entre duas
esferas. Pela limitacao das posicoes dos satélites, as esferas construidas possuem como intersegao
uma circunferéncia. Para facilitar a visualizagao, esse processo pode ser explorado no GeoGebra
com o uso do comando Interse¢aoCéonica(Quddrica, Quddrica).

Como o ponto A pertence as duas esferas, a principio, sua posicdo pode ser qualquer ponto na
intersec@o, ou seja, na circunferéncia. Portanto, o uso de apenas dois satélites nao fornece uma
localizacao precisa. Assim, faz-se necessario um terceiro satélite, indicado pelo ponto D. Como
antes, mede-se a distancia dele ao ponto A e obtém-se uma esfera, como na Figura 11.

Agora, como o ponto A pertence as 3 esferas, trata-se de um ponto localizado na intersecao.

Porém, visualizar a intersegdo entre 3 esferas nao é simples e requer cuidado e atencdo com

os estudantes. Novamente, tem-se como possibilidade o uso do GeoGebra com o comando In-

tersecaoConica(Quddrica, Quddrica) para construir a intersegdo entre as 3 esferas. Para cada par

de esferas obtidas dos satélites, tem-se que a interse¢ao é uma circunferéncia no espago, de modo

que a intersegdo das 3 esferas retornara 2 pontos, sendo um deles o ponto A e o outro, o ponto E,
ran
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fora da superficie da Terra, como na Figura 12.

Nesse momento, é importante instigar os alunos quanto a resolugao do problema acerca da deter-
minacao de qual dos dois pontos é o desejado. Tal problema pode ser resolvido ao observar que o
ponto E esta fora da superficie da Terra, ou seja, na vida real, ele nao satisfaz aproximadamente
a equacdo da esfera que representa a Terra, x? + y? + z2 ~ 33652.

Ao final dessa atividade, é esperado que os estudantes tenham compreendido que o processo de de-
terminar a localizacao de um ponto na superficie da Terra com o uso do GPS recai na determinagao
de um ponto na interse¢ao das trés esferas obtidas dos satélites.

Figura 11: Trés satélites

Figura 12: Intersecao entre os satélites

6'.E

Figura 13: Intersecao entre os satélites

4. O Funcionamento Descrito Matematicamente

Apos a realizagao e compreensao das etapas anteriores, tem-se um 6timo cendrio para iniciar a
descricao matematica por trds do problema. Novamente, uma boa escolha € iniciar a descrigao
para o caso bidimensional, para posteriormente descrever o problema no espago.

Nessa secao, também serao apresentadas formas de resolucao de sistemas quadraticos, um contetido
que nao é comumente visto na educacao bésica. Nesse sentido, fica a cargo do professor trabalhar a
solucao detalhada dos sistemas com os alunos, passo a passo, com métodos e estratégias de solugao,
ou apenas a solugao via algum software, como o SciLab ou Mazima.

N
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4.1. Primeiro, Vamos Atacar o Problema Bidimensional

Como visto antes, o ponto o qual se deseja localizar na superficie da Terra estd na intersecao das
circunferéncias obtidas dos satélites, como na Figura 2. Ou seja, ele satisfaz a equacdo das duas
circunferéncias, logo, é uma solugao do sistema formado por essas duas equacoes.

Selecionados os dois satélites, de coordenadas C; = (a1,by) e Cy = (ag, bsy), as coordenadas (x,y)
do ponto procurado na Terra sao dadas por uma solugao do sistema

{ (x—a)’+(y-b)? =1} (1)
(x—a2)”+(y—b2)? =13 (2)

Esse sistema requer atencao ao ser trabalhado, pois pode ser algo natural para o professor, mas
serd o primeiro contato dos estudantes com sistemas quadraticos. Nesse sentido, o professor deve
estimular os alunos a pensarem em formas de resolver o problema, ao fazer analogias com métodos
utilizados para resolver sistemas lineares, como operacoes entre as equagoes.

Nessa perspectiva, uma forma de resolvé-lo consiste em trocar a primeira equagao por (1) —(2) e
manter a segunda equagao, que resulta no sistema equivalente

{ 2(az —a1)x+2(by —b1)y =12-12+ (a2 -a?) + (b3 - b?) (3)
(x-x2)?+ (y—y2)? =12 (4)

Dessa forma, ao isolar uma das varidveis na equagao (3), digamos que varidvel x, e substituir na
equacdo (4), obtém-se uma equacdo do segundo grau na varidvel y que, ao ser resolvida, retorna
os dois possiveis valores de y, que sao as coordenadas de y para os dois pontos esperados na
interseg@ao. Por fim, ao substituir na primeira equacao as coordenadas de y encontradas, obtém-
se as respectivas coordenadas para x. Portanto, esse processo de solucao do sistema retorna
exatamente os dois pontos na intersecao das circunferéncias.

Assim, para decidir qual dos dois pontos é o ponto procurado, basta substituir, na equagao da
circunferéncia que representa o Planeta Terra, as coordenadas (x,y) dos dois pontos encontrados
e verificar qual deles satisfaz essa equagao. O ponto com essa propriedade, serd o ponto o qual se
deseja localizar.

Por fim, vale ressaltar que esse processo algébrico depende do dominio dos conteidos e exige
abstracao por parte dos alunos. Além disso, na maioria das vezes, as coordenadas dos satélites e
do ponto a ser localizado serao compostas por niimeros nao inteiros, com casas decimais, o que
aumenta ainda mais a dificuldade de resolugao dos sistemas. Nesse sentido, é interessante que o
professor trabalhe a resolugao de sistemas quadraticos através de exemplos numéricos, que nao se
limitam apenas as circunferéncias trabalhadas no modelo elaborado para o GPS. Como exemplo,
pode-se utilizar o método descrito anteriormente para resolver o sistema

{(X1)2+y2 =1 (5)
x? +y2 =1 (6)

Apés estimular os alunos para a resolucdo do problema, como uma alternativa ou complemento
ao processo puramento algébrico, tem-se o uso de algum software digital para fornecer a solugao
do sistema. Indo além, ao obter as solugbes, pode-se fazer um paralelo com o GeoGebra e as
circunferéncias para conferir se as solugoes sao plausiveis ou nao.

N
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4.2. Diversao em 3 Dimensoes

Com todos os ingredientes em maos, parece natural buscar uma generalizacao para o problema no
espaco. Porém, é necessario ter muito cuidado com os estudantes nesse processo, pois ele envolve
a equacdo da esfera, geometria analitica em R3 e sistemas quadraticos, conteidos que nao sao
comumente vistos pelos estudantes da educagao basica.

Como antes, o ponto o qual se deseja localizar com o GPS esta presente na interse¢ao das 3 esferas
obtidas através dos satélites. Para ilustrar, veja novamente a Figura 11. Ou seja, considerando
os trés satélites de coordenadas C; = (ai,bi,c1), Co = (ag,ba,co) e C3 = (ag, bz, c3), o ponto
procurado aparece como solugao do sistema abaixo

(x—a1)®+(y-b1)?+(z—c1)® =1? (7)
(x—a2)®+(y-b)?+(z—c2)® =12 (8)
(x-a3)®+(y-b3)’+(z—c3)® =12 (9)

Esse sistema pode ser relacionado com a atividade desenvolvida no GeoGebra e explorado através
de perguntas aos estudantes, como, por exemplo, a quantidade de solugoes esperadas.

Partindo para a solucdo do sistema, pode-se trocar a primeira equagao por (7) — (9), a segunda

equacdo por (8)— (9) e manter a terceira equacio. Dessa maneira, os termos x2, y2 e z2 nas duas
primeiras equagcoes serao eliminados e o sistema equivalente é
2(&3*&1)X+2(b3*b1)y+2(C3701)Z = Al (10)
2(&3*&2)X+2(b3*b2)y+2(63*62)z = A2 (].1)
(x—ag)” + (y —b3)® + (z—¢c3)” =13 (12)
com
Ay =13 15+ (a3 —al) + (b3~ b3) +(c3 —c]) (13)
Ay =12 12+ (a2 —a2) + (b2 - b2) + (c2 — cd). (14)
Em seguida, deve-se considerar apenas as duas primeiras equacoes
{ 2(az —a1)x+2(bz —b1)y =A;-2(cz—c1)z (15)
2(az —ag)x+2(bz —b2)y =As—2(cz—c2)z (16)

e resolver esse sistema para x e y em funcao de z, utilizando a Regra de Cramer. Encontradas
as solugoes, deve-se substitui-las na equagéo (12), de onde originard uma equagio quadrética na
variavel z que, ao ser resolvida, fornecera as duas coordenadas de z para os pontos na intersegao
das esferas. Substituindo em x e y as coordenadas encontradas para z, determinam-se exatamente
as coordenadas dos dois pontos na intersegao.

Desses dois pontos encontrados, sabe-se que um pertence a esfera que representa a Terra e outro
nao. Dessa maneira, pode-se proceder da mesma forma como foi feito para o caso bidimensional e
verificar qual dos dois pontos satisfaz a equagao da esfera.

Por fim, assim como feito para o caso bidimensional, sugere-se que a resolugao desses sistemas seja
trabalhada também através de exemplos numéricos, com atribuicao de valores para a;, by, ¢, 1j,
com i=1,2,3. Além disso, o professor pode fazer uso de algum software digital para resolver o
sistema apresentado e utilizar o GeoGebra com as esferas para relacionar e julgar a plausibilidade
das solugoes encontradas.
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5. Consideracoes Finais

Ao final da sequéncia didatica, é esperado que a atividade tenha despertado no estudante o interesse
para entender o funcionamento de elementos do dia a dia, através de ferramentas matemaéticas.
Quanto ao tema abordado, é esperado que o estudante tenha compreendido o funcionamento
intuitivo do GPS, e que ele seja capaz de estabelecer as relagdes deste com a matemaética, o seu
cotidiano e outras areas do conhecimento, como a Fisica e a Geografia.

Por fim, espera-se que a sequéncia didéatica tenha criado uma nova camada conceitual relacio-
nada aos assuntos matematicos trabalhados e que tais conhecimentos tenham sido internalizados
e estejam prontos para plena aplicagao dos estudantes no mais diversos contextos.
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Olimpiadas de Matematica: Aritmética e resolugoes de

problemas
Manoel Rodrigues de A. Neto ® Willace M. de Sousa ®
Resumo

Desde a antiguidade, a Matemaética sempre foi desafiadora, e muitas pessoas resolviam problemas
matematicos por prazer e diversao. Com o surgimento das olimpiadas de matematica, esses desafios
transformaram-se em grandes competicoes que se espalharam por todo o mundo, sendo aprimo-
radas com o passar do tempo, e tal prazer e interesse pelas olimpiadas faz com que continuem
surgindo novas competigoes até os dias atuais. Este trabalho aborda alguns conceitos relacionados
a Aritmética e questoes acerca dos contelidos mencionados selecionadas de algumas olimpiadas
de nivel universitario, com suas devidas solugoes, criando assim um material de apoio para quem
deseja participar destas competicoes.

Palavras-chave: olimpiadas de matematica; aritmética; resolugao de problemas.

Abstract

Since ancient times, Mathematics has always been challenging, and many people solve mathe-
matical problems for pleasure and fun. With the advent of the mathematical olympiads, these
challenges turned into great competitions that spread throughout the world, being improved over
time, and that pleasure and interest for the olympiads makes it possible that new competitions
continue to emerge until the present day. This work addresses some concepts related to Arithmetic
and questions about the mentioned contents selected from some academical level olympiads, with
their appropriate solutions, thus creating a support material for those who want to participate in
these competitions.

Keywords: mathematical olympiads; arithmetic; problem solving.

1. Introdugao

As competigbes matematicas acontecem desde o século XVI, quando eram realizados desafios entre
os matematicos da época, com apostas de dinheiro, reputacao e catedras em universidades. Muitos
deles dedicavam-se bastante para ter algum prestigio ou reconhecimento da sociedade [4].

J& no final do século XIX, no ano de 1894, surgiu a primeira competicdo com caracteristicas das
olimpiadas de Matematica que temos atualmente. Essas competicoes aconteceram na Hungria e
eram chamadas de Fotvos, que era o sobrenome do presidente da Hungria naquele ano. Com o
passar dos anos, competicoes similares foram se espalhando pelo leste europeu, e, em 1934, surgiu
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a primeira olimpiada de matemadtica, que pode ser classificada como “moderna”’, na cidade de
Leningrado, na extinta Unido Soviética, onde hoje a cidade tem o nome de Sao Petersburgo [1].

Todas essas competicoes ao longo dos anos, culminaram com a organizacao da primeira Olimpiada
Internacional de Matemdtica (IMO), realizada na cidade de Bucareste na Roménia, no ano de
1959. A IMO ¢ a olimpiada de Matematica mais antiga que ocorre atualmente, com participagao
de mais de 100 paises do mundo todo.

A primeira olimpiada de matematica que surgiu no Brasil foi realizada no Estado de Sao Paulo
em 1977. Estamos falando da Olimpiada Paulista de Matematica, que foi criada pela Academia
Paulista de Ciéncia [1].

Este trabalho tem como principal objetivo criar um material de estudo e incentivo a participacao de
estudantes nas diversas Olimpiadas de Matematica Universitaria, podendo ser aproveitado também
para os alunos que estejam concluindo o ensino bésico, possibilitando o aumento do acesso a esses
conhecimentos e competigoes.

2. Tépicos de aritmética

Nesta secao, iremos abordar a aritmética dos restos com foco nos seguintes teoremas: Teorema de
Euler, Teorema de Wilson e Pequeno Teorema de Fermat. Além disso, discutimos um resultado
interessante acerca dos numeros de Fibonacci, a saber: existe uma regularidade quanto a repetigao
de seus ultimos digitos. Esses conceitos serao utilizados na resolucao de problemas da segao
seguinte. Esperamos que o leitor ja tenha conhecimento de outros conteidos de aritmética que
também serao utilizados nessas solugoes, como, por exemplo: Principio de Inducao Matematica,
binémio de Newton, divisibilidade e niimeros primos.

2.1. Aritmética dos Restos

Seja m um nimero natural. Diremos que dois ntimeros inteiros a e b s@o congruentes médulo m
se os restos de sua divisao euclidiana por m sao iguais. Quando os inteiros a e b sdo congruentes
modulo m, escreve-se a =b mod m. Se a relagao a =b mod m nao for verdadeira, entao diremos
que a e b nao sao congruentes médulo m, e a notacao usada para este caso ¢ a # b mod m.

Por exemplo, 37 = 12 mod 5, pois os restos da divisao de 37 e de 12 por 5 sao iguais a 2. Por
outro lado, 37 # 11 mod 12, pois o resto da divisao de 37 por 12 é 1 e de 11 por 12 é 11.

Proposicao 1. Suponha que a,b,m € Z, com m > 1. Tem-se que a =b mod m se, e somente se,
m | (b—a).

Demonstracdgo. Suponhamos que a = b mod m. Pelo algoritmo da divisao Euclidiana existem
inteiros q;,q, e r, tais que

a=m-q;+r e b=m-qgy+r,onde0 <r <m.

Dali, temos que

b-a=m-qgy+r-m-q; -1

m(qy —qy)-

Logo, m | (b—a).
ran
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Reciprocamente, suponhamos que m | (b —a). Neste caso, existe q; € Z tal que b—a =m - q;.
Portanto, b =m - q; +a. Por outro lado, sejam g, e r 0 quociente e o resto da divisao de a por m,
respectivamente. Assim, a=m-qq+ 1, com gy, r € Z e 0 < v < m. Disso, segue que

b=m-q;+a
=m-q;+m-qy+r

=m(qy +qg) +1,

ou seja,
b=m(q; +qy) +1, onde 0 < r < m.

Pela unicidade na divisao euclidiana, podemos concluir que r é também o resto da divisao de b por
m. Assim, temos que a =b mod m. O

Proposicao 2. Seja m € N. Para quaisquer a,b,c € Z, temos:

(i) a=a mod m.
(i) Se a=b mod m, entdo b =a mod m.

(i4i) Sea=b modm eb=c¢ mod m, entdo a=c mod m.

Demonstragao. (i) Note que se m | 0, entdo m | (a—a) e, consequentemente, a = a mod m.

(i) Se a = b mod m, entdo que m | a—b. Assim, a—b = mq para algum ntmero inteiro q.
Multiplicando por —1 essa igualdade, obtemos b —a = m(—q), que significa que m | b—a. Portanto,
b=a mod m.

(iii) Se a = b modm e b = ¢ modm, entdo m | (b—a) e m | (c—b). Agora, temos que
m | [(b—a)+ (c—Db)], ou seja, m | c—a. Logo, a=c mod m. O

Proposicao 3. Sejam a,b,c,d,m,r € Z, com m > 1.

(i) Sea=b modm ec=d mod m, entdo a+c=b+d mod m.
(ii) Sea=b mod m ec=d mod m, entdo ac =bd mod m.

(#i) Se ar = br mod m e mdc(r,m) =1, entdo a=b mod m.

Demonstragdo. (i) Sea=b modmec=d modm, entdo m | (b—a) e m | (d—c). Dai, temos
quem | [(b—a)+ (d—c)], ouseja, m | [(b+d)—(a+c)]. E assim, a+c=b+d mod m.

(i) Analogamente ao item (i), m divide qualquer combinacdo linear entre b —a e d — ¢. Entao
temos que m | [d(b—a)+a(d—c)], mas d(b—a) +a(d—c) = bd—ad+ad—ac = bd — ac. Assim,
m | (bd — ac), mostrando que ac = bd mod m.

(#i) Se ar = br mod m, entdo m | (br — ar), ou seja, m | r(b—a). Como mdc(r,m) = 1, segue que
m | (b—a). Logo, b=a mod m. O
Corolério 1. Para todos n € Nya,b € Z em € N, se a = b mod m, entdo tem-se que a® = b"
mod m.

N
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Demonstra¢do. Vamos demonstrar este corolario usando o Principio de Indugdo Matematica. Con-
sidere a seguinte sentenga aberta

p(n): a=b modm = a"=b" mod m.
Para n =0, temos
a-b’=1-1=0=0-m=m| (a°-b’) = a’=b" mod m.

Entéo, a sentenca aberta p(n) é vélida para n = 0. Agora, suponhamos que p(n) vale para algum
n € N, ou seja,
Hipétese de indugdo: a=b mod m = a" =b" mod m.

Vamos mostrar que p(n+ 1) também vale, ou seja,

n+l _ bn+1

Tese:a=b modm = a mod m.

Como a=b mod m e, por hipdtese de indugdo, a” =b" mod m, pela Proposigao 3, temos que

1 _ bn+l

a-a"=b-b" mod m= a"* mod m,

como queriamos demonstrar. Logo, pelo Principio de Indu¢ao Matematica, a sentenca p(n) é valida
para todo n € N. m|

Exemplo 1. Encontre o resto da divisio de 7'° por 51.

Solugao: Note que
72=49=-2 mod 51

Elevando ambos os membros a 5,

(7% =(-2)° mod 51 = 7" =-32 mod 51.
Mas como —32 =51 + 19,

7'9=-51+19 mod 51 == 7""=19 mod 51.

Logo, o resto da divisao de 7'° por 51 ¢ igual a 19.

Exemplo 2. Prove que 11 | (21000 — 1),

21000 = 1 mod 11. Agora, observemos que

Solugao: Pela Proposicao 1, basta provar que
29=32=-1 mod 11.
Elevando ambos os membros a 200, obtemos

(25)290 = (-1)2°°  mod 11 = 2199 =1 mod 11.

E isto é suficiente para concluirmos que 11 | 21000 — 1,
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2.2. Numeros de Fibonacci

Leonardo de Pisa, conhecido como Leonardo Fibonacci, nasceu na Itdlia por volta de 1175. Em
sua obra intitulada Liber Abacci, ou livro do dbaco, esté presente o problema dos coelhos, o qual
daria origem a uma das sequéncias mais famosas da humanidade, conhecida como sequéncia de
Fibonacci [2].

Cada termo da sequéncia de Fibonacci é definido, a partir do terceiro termo, como sendo a soma
dos dois termos anteriores, com os dois primeiros termos iguais a 1. Assim, os primeiros nimeros
desta sequéncia sao:

1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144,233, ...
Definicao 1. A sequéncia de Fibonacci (F,) é definida por Fuio = Fuy1 + Fy, para n > 1, onde
F1 =1le F2 =1.

Dentre as varias propriedades que tal sequéncia possui, temos a periodicidade. Os nimeros de
Fibonacci apresentam uma regularidade quanto a repetigao de seus ultimos digitos. O digito das
unidades repete-se com uma periodicidade de 60, ou seja, a sequéncia formada pelos algarismos das
unidades do ntmeros de Fibonacci repete-se a cada 60 nimeros. Essa curiosidade foi descoberta
em 1774 pelo matemético franco-italiano Joseph Louis Lagrange [7].

Por exemplo, os ntimeros F7 = 13, Fg7 = 44945570212853 e F197 = 155576970220531065681649693
exemplificam a periodicidade dos digitos das unidades desta sequéncia.

Proposigao 4. Fpin = FiFui + Fio1Fo para m e n naturais.

A demonstragdo da Proposigio 4 pode ser encontrada em [2], na pagina 25.

Proposicao 5. F .60 = F, mod 10 para todo n inteiro positivo.

Demonstracdo. Faremos a demonstracao usando o Principio de Indugao Matematica. Considere a
seguinte sentenga aberta
p(n): Fog =F, mod 10.

Primeiramente, observe que Fg; = F; mod 10, pois Fg; — F1 = 2504730781961 — 1. Logo, p(1) é
verdadeira. Agora, vamos supor que p(n) seja verdadeira para algum n € N, ou seja,

Hipétese de indugdo : Fpi60 = F, mod 10.
Vamos mostrar que p(n+ 1) também é verdadeira, ou seja,
Tese : Fn+61 = Fn+1 mod 10.

Por hipétese de indugao, temos que Fp,690 = F, mod 10. Somando F .59 & congruéncia anterior,
temos Fn+59 + Fn+60 = Fn + Fn+59 mod 10.

Mas, por definicao,
Fn+59 + Frico = Fne1

e, usando a Proposicao 4 em F 59, obtemos

Fris9 = FuFeo + Fr1F59
[
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Assim,
Fn+61 = Fn + FHF(;O + Fn,1F59 mod 10.

Note que F59 =1 mod 10 e Fgp = 0 mod 10, pois F59 = 956722026041 e Fgo = 1548008755920.
Entao,
Fowg1=F,+F,-0+F, 1-1=F,+F, ;1 mod 10

e, finalmente, usando a definicao da sequéncia de Fibonacci, Fp461 = Fny1 mod 10. Logo, pelo
Principio de Indugao Matematica, Fy 160 = F, mod 10 para todo n inteiro positivo. O

2.3. Teorema de Euler

Proposigao 6. Sejam a,m € Z, com m > 1. A congruéncia aX = 1 mod m possui solucdo se,
e somente se, mdc(a,m) = 1. Além disso, se xg € Z é uma solugdo, entdo x € uma solugdo da
congruéncia se, e somente se, X = xg mod m.

A demonstragao da Proposi¢ao 6 encontra-se em [3], na pdgina 194.

Um sistema reduzido de residuos médulo m é um conjunto de nimeros inteiros ry, ..., rs tais que

a) mde(ri, m) = 1, para todoi=1,...,s;

b) rj # r; mod m, se i # j;

c¢) Para cada n € Z tal que mdc(n, m) = 1, existe i tal que n =r; mod m.

Proposicao 7. Seja 11, ,T4(m) um sistema reduzido de residuos moédulo m e seja a € Z tal que
mdc(a,m) = 1. Entdo, ary,--- ,ary(m) € um sistema reduzido de residuos mddulo m.

A demonstragao da Proposigao 7 pode ser encontrada em [3], na pagina 197.

Designaremos por ¢(m) o nimero de elementos de um sistema reduzido de residuos médulo m > 1,
que corresponde a quantidade de niimeros naturais entre 0 e m — 1 que sao primos com m. Pondo
(1) =1, isso define uma importante fungdo ¢ : N — N, chamada funcao ‘fi de Euler’.

Exemplo 3. e ¢(9) =6, pois de 1 até 8 temos seis niumeros que sao primos com 9, ou seja o mdc
entre 9 e cada um deles é igual a 1. Sao eles {1,2,4,5,7,8}.

e p(13) = 12, pois de 1 até 12 todos os nimeros sao primos com 13, e isso se d4 justamente por
13 ser um numero primo.

Observagao 1. Pela defini¢ao, temos que ¢(m) < m—1, para todo m > 2. Além disso, ¢(m) = m—1
se, e somente se, m é um numero primo. De fato, m é primo se, e somente se, 1,2,--- ;m— 1 s@o
coprimos com m, o que é equivalente a dizer que ¢(m) =m— 1.

Teorema 1 (Euler). Sejam m,a € Z com m > 1 e mdc(a,m) = 1. Entdo,
a?™ =1 mod m.

Demonstragdo. Seja ri,--+ ,Ty(m) um sistema reduzido de residuos médulo m. Logo, pela Pro-
posicao 7, ary,- - ,ary(m) formam um sistema reduzido de residuos médulo m e, portanto,

ary - arg - -aly(m) =T1 T2 Ty(n) mod m
-
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pela definigdo de sistema reduzido de residuos. Consequentemente,
PLAC Tp(m) = &Iy -arg - alg(m) = I1 T2+ Ty(m) mod m,

ou seja,
a?™ (ry 1y Tp(m)) = (11 T2+ Tp(m)) mod m,

Como mdc(ry - Tg -+ Ty(m), m) = 1, segue que
a?™ =1 mod m
pelo item (iii) da Proposicao 3.

450

Exemplo 4. Determine o resto da divisao de por 9.

Solugdo: Como o mdc(4,9) =1, pelo Teorema 1,
499 =1 mod 9.

Mas ¢(9) = 6, entao
4°=1 mod 9= 4"%=1® mod 9.

Multiplicando ambos os membros por 42,

49 =16 mod 9=4°=7 mod 9.

Portanto, 7 é o resto da divisdao de 4°0

por 9.
Proposicao 8. Sejam m,m’ € N tais que mdc(m, m’) = 1. Entdo
@(mm’) = p(m)e(m’).

Demonstracao da Proposi¢ao 8 na referéncia [3], pagina 199.

Proposigao 9. Se p € um numero primo e r, um numero natural, entdo tem-se que

|
e(P)=p"-p=p (15).

Neto e Sousa

Demonstracao. De 1 até p*, temos p" nimeros naturais. Temos que excluir, desses, os nimeros
que ndo sdo primos com p*, ou seja, todos os multiplos de p, que sdo precisamente p, 2p,...,p" 'p,

cujo nimero é p* 1. Portanto, ¢(p") = p* — p* !, provando o resultado.

O

Teorema 2. Sejam > 1 e seja m =pi™* ---pp” a decomposicao de m em fatores primos. Entdo,

1 1
(’o(m):pgl...pgn (1_)(1_)
P1 Pn

Demonstrac¢do. O resultado decorre imediatamente das Proposigoes 8, 9.
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2.4. Pequeno Teorema de Fermat e Teorema de Wilson

Lema 1. Sejam a € Z e p um nidmero primo tais que mdc(a,p) = 1. Tem-se que

aP =1 mod p.

Demonstra¢do. Como a,p € Z e o mdc(a, p) = 1, pelo Teorema 1
a?® =1 mod p.

Mas p é um ntmero primo, entdo ¢(p) = p—1. Dai, a?! =1 mod p, como gostarfamos. O
Teorema 3 (Pequeno Teorema de Fermat). Dado um ndmero primo p e qualquer a € Z, tem-se que
aP=a mod p
Demonstra¢do. Se mdc(a,p) = 1, entdo o resultado segue do Lema 1, multiplicando por a ambos

os membros da congruéncia aP ' =1 mod p. No caso em que mdc(a,p) # 1, segue-se que p | a, e,
consequentemente, p | (aP? —a), o que ainda garante que a? = a mod p. ]

Exemplo 5. Determine o resto da divisao de 13''! por 11.

Solugdo: Como 11 é um niimero primo e o mdc(13,11) =1, pelo Lema 1
13"=1 mod 11.
Elevando ambos os membros a 11, temos
1319 = 1" mod 11.
Por fim, multiplicando ambos os membros por 13,
131" =13 mod 11 = 13" =2 mod 11.

Logo, o resto da divisdo de 13''! por 11 é 2.

Teorema 4 (Teorema de Wilson). Se p é um nimero primo, entdo

(p-D!'=-1 mod p.

Demonstracdo. Note que para p =2 e p = 3 o teorema é valido. Suponhamos entao p > 5 primo.

Para todo i € 1,...,p—1, pela Proposi¢ao 6, a congruéncia iX = 1 mod p possui uma unica
solucao modulo p; ou seja, dado i € 1,...,p—1 existe um tnico j € 1,...,p—1 tal que ij = 1
mod p. Por outro lado, seie 1,...,p—1 étal que i =1 mod p, entdo p | i2 -1, o que equivale a

pli—-loup]|i+1, oque sé pode ocorrer sei=1oui=p-1. Logo,
2---(p—2)=1 mod p,

e, portanto,

1-2---(p—2)(p—1)=p—-1 modp

=-1 mod p.
Ou seja,
(p—-D!'=-1 mod p,

como gostariamos. ]

N
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13!
Exemplo 6. Qual o resto da divisao de - por 77

Solugao: Temos que
13! _13~12'11~10-9~8~7'6'5-4~3-2~1

7 7
=13-12-11-10-9-8-6-5-4-3-2-1.

Por outro lado,

(13-12-11-10-9-8)(6-5-4-3-2-1) = (6-5-4-3-2-1)(6-5-4-3-2-1) mod 7
=6!-6! mod 7

Pelo Teorema de Wilson,

13! 13!
— =(-1)-(-1) mod 7= X =1 mod?7

13!
Entao, o resto da divisao de 73 por 7 é 1.

3. Alguns Problemas de Olimpiadas de Matematica Universitaria

Aqui sdo apresentadas resolucoes de questoes, ligadas & aritmética, de algumas olimpiadas de
matematica universitaria. Foram selecionadas as questoes mais recentes, sendo todas de 2017
até os dias atuais, apresentadas em ordem cronoldgica, e, também, exclusivamente questoes que
disponibilizavam apenas o gabarito mas sem nenhuma solugao.

1) (GN 2017 - 12 fase - Q 07) Quantos valores inteiros de x no intervalo [1,100] fazem com que o
determinante da seguinte matriz seja multiplo de 37

2 7

x° 1

2 3 4
7 5 (x+2)

(a) 0 (b) 34 (c) 67 (d) 100

Solugao: Vamos definir a matriz em questao por My e, inicialmente, iremos calcular o determinante
dessa matriz em funcao de x. Pela regra de Sarrus temos que:

det My = (3x® +6x2) + 28 + 70 — 147 - 20x2 — (2x +4)
=3x% - 14x® - 2x - 53.

Assim,
det M, =x2+x+1 mod 3.

Agora vamos determinar para quais valores x a expressao x2 + x + 1 serd multiplo de 3, ou seja,
serd congruente a 0 médulo 3. Notemos que:
esex=0 mod 3, entdo x> +x+1=1 mod 3;

esex=1 mod 3, entdo x> +x+1=0 mod 3;
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esex=2 mod 3, entdo x2+x+1=1 mod 3.

Portanto, os tnicos valores de x € [1,100] tais que det M, = 0 mod 3 sao aqueles que satisfazem
X, = 1+ 3n, para algum n € Zso. Agora, basta notar que x, € [1,100] se, e somente se, n €
{0,1,2,...,33}. Concluimos que existem 34 valores inteiros de x no intervalo [1,100] tais que
det My =0 mod 3. A resposta correta é o item (b).

2) (GN 2017 - 12 fase - Q 10) Para cada par de niimeros inteiros m, n denotemos por mde(m, n) o

n— 1
maximo divisor comum de m e n. Se n > 2, qual é o valor de Z {—J”

mdc(n, j)
n
a)l b) ¢(n) c)n d) —
(a) (b) 9 (0 (@ 5
1
Solugdo: Se n e j forem primos entre si, entdao mdc(n,j) = 1 e isto implica | ———— | = 1. Por
mdc(n, j)

outro lado, se n e j tiverem fatores em comum em sua decomposicao, entao mdc(n,j) > 1, o que

implica { J = 0. Assim, temos que no somatorio sé terdo valor 1 as parcelas onde j for

mdc(n, j)
coprimo com n, no caso contrario, a parcela serd nula. Por exemplo:

e Para n =2, temos que

! 1
2 ey =[] =1 =e

e Para n = 3, temos que

1

iJ:1+1:2=¢(3)'

+

i {de(ii J)J H

e Para n =4, temos que

3 1 1 1
S gl o3 o000

n-1 1
Dessa forma, concluimos que Y, | ———— | = ¢(n). A resposta correta é o item (b).
mde(n,})

3) (OBMU 2018 - 12 fase - Q 23) Para quantos nimeros primos p o nimero p? —4p +9 é um
quadrado perfeito?

(a) 2 (b) 3 (c) 5 (d) 7
Solugdo: Queremos saber para quantos niimeros primos p a expressao p° —4p + 9 = n? para algum
inteiro positivo n. Assim,

2= 1?2 9=0 modp

p>—4p+9=n
= p |(n—-3) ou p |(n+3)
= n=q-p+3 ou n=q-p-—3, para algum inteiro q
= n?=(q-p+3)? ou n?=(q-p-3)?% paraalgum inteiro q.
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Portanto, p? —4p+9=(q-p+3)?2 oup® - 4p+9 = (q-p— 3)? para algum inteiro q. Simplificando
essas ultimas expressoes chegamos a

p(p—q?) =2(3q+2) ou p(p-q?) =2(-3q+2),

respectivamente. Dessa forma, concluimos que [p | 2 oup]| (3q+ 2)] ou [p | 2 oup| (-3q+ 2)],
respectivamente. Notemos que p | 2 implica que p = 2 e, nesse caso, p é uma solu¢do. Agora,
suponhamos que p seja um primo ifmpar e satisfaga a condicao do enunciado da questao. Neste
caso, existe um inteiro q (positivo) tal que p | (3q+2) ou p | (-3q +2). De qualquer forma, temos
que p < 3q+2e, por (1), quen > q-p—3. Assim,

(i) p<3q+2 = q=(p-2)/3;

(i) n>=qp-3 —nz (p(p-2))/3-3=(p*-2p-9)/3.

Portanto,
0> p2-2p-9 2> p* —4p3 - 14p? + 36p + 81
3 9
p* —4p3 — 14p? + 36p + 81
9
= 0>p*-13p® - 14p? + 72p

= 0>p> 13p% - 14p+72,

= p? 4p+9>

ou seja, (p—2)(p?—11p—16) < 0. Como p > 2, temos que
p2—11p—-36 < 0.
Resolvendo esta inequagao, obtemos

11— +v265 11 + V265
5 <p< 5 .

Notemos que os tnicos valores para p primo sao: 2,3,5,7,11 e 13. Agora, basta verificar que,
dentre esses ntmeros, aqueles que satisfazem p> — 4p + 9 = n? para algum inteiro n sdo: 2,7 e 11.
Concluimos que existem apenas trés nimeros primos p tais que o niimero p2—4p+9 é um quadrado
perfeito. A resposta correta é o item (b).

4) (OBMU 2019 - 12 fase - Q 09) Para quantos valores de n inteiros positivos o determinante da
matriz

2n 30

3 20
é divisivel por 77

(a) 0 (b) 1 () 2 (d) 15

Solugao: Vamos definir a matriz em questao por A, e, inicialmente, iremos calcular o determinante
de A, em funcao de n.
det A, = 22" 32 = (4™ + 9V).

Agora, utilizando a congruéncia modular e escrevendo os termos médulo 7, notemos que:
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e como 4 =4 mod 7, entao 4" = 4" mod 7,
e como 9 =2 mod 7, entao 9" = 2" mod 7.
Disso, podemos concluir que
det A, =—(4"+2") mod 7,

ou seja,
det A, =-2"(2"+1) mod 7.

Nosso objetivo é descobrir para quantos valores n vale a seguinte congruéncia
—2"2"+1)=0 mod 7,

ou seja, para quantos valores n o inteiro 7 divide 2"(2" + 1). Como 7 nao divide 2" para qualquer
inteiro n, entao nosso objetivo é saber para quantos valores n o inteiro 7 divide 2" + 1.

Considere n um inteiro positivo. Pela Divisao Euclidiana, existem inteiros q e r, quociente e resto,
tais quen=3q+re 0 <r <2 Assim, 2°+1=23*"4+1=89.2"+10onde 0 <r <2. Como8=1
mod 7, entao

2"+1=0 mod7  exister € {0,1,2}talque2"+1=0 mod 7.

Notemos que nao existe r € {0, 1,2} tal que 7 divida 2" + 1. A resposta correta é o item (a).

5) (OBMU 2019 - 12 fase - Q 25) Considere a sequéncia definida por a; =0, ap =1 e, paran > 3,
an = (n—1)(an-1 +an2)

Determine o resto na divisao de asg1g por 2019.

(a) 1 (b) 2017 (c) 2019 (d) 2018

Solugao: Notemos que

ap=(n—1)(ap1 +a, 2) modn

= (-1)(ap-1 +ay2) modn

= (-1) [(n -2)(apo+a, 3)+ an,g] mod n

= (71)[(117 Day o+ (n—2)a, 3] mod n

= (-1)(-ayp2—2a, 3) modn

= (-1)%(an2 +2a,3) modn

= (-1)2 [(n —3)(ap-3+an4)+ 2an,3] mod n
= (-1)2 [(nf Day 3+ (n— 3)an,4] mod n

= (-1)?(-an3 — 3a,4) mod n

= (-1)%(ap_3 +3a,4) modn

= (71)1172 [an,(n,g) +(n— 2)an,(n,1)] mod n
= (-1)"[az + (n—2)a;| mod n,
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ou seja,
an = (-1)" [32 +(n— 2)31] mod n.

Substituindo n = 2019, a; =1 e a; = 0 na ultima congruéncia acima obtemos

ag019 = -1 mod 2019,

ou seja, o resto da divisdo de agg1g por 2019 é 2018. A resposta correta é o item (d).

6) (12 CELL 2021 - Q 01) Scja

1 2 --- 1000
1001 1002 --- 2000
999001 999002 --- 10002

Escolha qualquer entrada e a denote por x;. Em seguida, apague a linha e coluna contendo x;
para obtemos uma matriz 999 x 999. Entao escolha qualquer entrada e a denote por x3. Apague a
linha e a coluna contendo x, para obter uma matriz 998 x 998. Realize essa operagao 1000 vezes.
Determine o valor da soma

X1 +Xo+ - +X1000-

10002 + 1000 10002 + 1000 1001
— (c) 10002 () —— OFS

Solugdo: Primeiramente, iremos encontrar uma expressao geral para a;;. Notemos que

(a) 1000 (b)

a(i+1); = a3 + 1000 e ai(j+1) = aj + 1.

Assim, com i (ou j) fixo os elementos a;j sdo progressoes aritméticas de razao 1 (ou 1000). Como
o elemento a;; = 1, temos que

ai;=1+1000- (i~ 1) +1-(—1)
a;; =1+1000- (i~ 1) +j—1
ag; = 1000 - (i~ 1) +].

Agora, notemos que, se x, = a;,j, para todon=1,...,1000, entdao 1 <1iy,j, < 1000, com i, # i, se
n#mej, #j, sen#m. Assim,

1000 1000 1000 1000

Z Xp = Z [1000 - (in — 1) +j,] = Z 1000 - (in — 1) + Zjn
= 1I:)=010 1000 = "

=Z 1000 - (i— 1) + Zj.
i=1 =1

Por outro lado, usando a regra de soma dos termos de uma PA, temos que

1900 . 1000[0 +1000(1000-1)] 10003 — 10002
71000+ (i-1) = 5 = 5
i=1
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(7
1%0_ 1000(1 +1000) 10002 + 1000
j= = :
4 2 2
Portanto,
1000 3 9 9
ZX _1000 ~1000° 1000” + 1000
" 2
_10003+1000
-2

A resposta correta é o item (b).

7) (12 CELL 2021 - Q 02) Quantos ternos racionais aparecem na expansio binomial de

(V2 + \/6)100?

(a) 16 (b) 17 (c) 66 (d) 33 (e) 50
Solugdo: Usando a expansao do binémio de Newton, temos que

100

(e =3 () e e
:2(100) ARG (;

Sabemos que:

100)

e todos os termos da forma ( sao inteiros e, portanto, racionais;

e (V2)" é racional se, e somente se, 3 divide n:
° (\/6)“ é racional se, e somente se, 2 divide n;

e 0 produto de um nimero racional (ndo nulo) por um niimero irracional resulta em um ndimero
irracional.

Dessa forma, concluimos que

1
( 20) . (?/5)“ . (\/6)100’“ é racional se, e somente se, 6 | n.

Como n € [0, 100], basta determinar todos os multiplos de 6 no intervalo [0, 100]. Notemos que
n =6k € [0,100] < ke {0,1,...,16}.

Portanto, existem 17 multiplos de 6 no intervalo [0,100]. A resposta correta é o item (b).
8) (12 CELL 2021 - Q 03) Seja f: {1,2,---} — R uma fungdo tal que f(n) —f(n+1) = f(n)f(n+1)
para todo n > 1. Sabendo que £(2020) = 1/4040, o valor de f(1) é:
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1 1 1 1
b (©) 3051 (d) 1 (®) 5550

Solugao: Primeiramente, notemos que

fm) — f(n+1) = f()fn+1) = f(n+1)+f@)f(n+1) = f(n),

ou seja,
f(n)
f 1) =
W+ =1
para todo n € {1,2,...}. Deixamos para o leitor mostrar, por inducdo em n, que
f(1)
f )= ————
W+ =071

é verdadeiro para todo n € {1,2,...}. Agora, como £(2020) = 1/4040 segue que
1 £(1)
— =1f(2019+1) = ———
1040 ~ [V = on e )

ou seja,
1 £(1)
4040 1+2019-f(1)"

Assim, concluimos que f(1) = 1/2021. A resposta correta é o item (c).

9) (12 CELL 2021 - Q 04) Considere a sequéncia a,, definida por a; = 2 e para todo n € N
ans1 = (an)? + 6a, + 6.

Determine o resto de ajgg na divisao por 7.

(a) 0 (b) 1 (c) 2 (d) 3 (e) 4
Solugdo: Primeiramente, notemos que

® COmo ag = 22+6~2+6:22, entdo ag =1 mod 7;

e como ag = (a2)? + 629 + 2, entdo a3 = 12+ 6-1+6 mod 7, ou seja, a3 =6 mod 7;

e como ay = (a3)? +6az +2, entdo ay =62 +6-6+6 mod 7, ou seja, a; =1 mod 7.

Dessa maneira, conseguimos concluir a seguinte regra para todo n > 1:

_ |1 mod?7, se n é par
=16 mod7, sené impar

Logo, o resto de ajgg na divisao por 7 é 1. A resposta correta é o item (b).

10) (12 CELL 2021 - Q 05) Considere o ntumero real, escrito em notagéo decimal,
r=0,235831...

em que, a partir da terceira casa decimal apds a virgula, todo digito é igual ao resto na divisao
por 10 da soma dos dois digitos anteriores. Podemos afirmar que
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a) (1050 —1) - r é inteiro
b) (10%° —1) - r é inteiro

(

(

(¢) (107 —1) -1 é inteiro
(d) r é irracional algébrico
(

e) r é irracional nao algébrico

Solugao: Considere (Fy,) a sequéncia de Fibonacci e (a,) a sequéncia formada pelos digitos de r
apos a virgula, ou seja, 0 < a,, < 10 para todon € N* e a; =2, ap = 3, a3 = 5, ... . Neste caso,
temos que

Foio =a, mod 10

para todo inteiro n > 1. Por outro lado, temos que
F(n+2)+60 =Fn2 mod 10
para todo inteiro n > 1. Segue que
anteo = a, mod 10
para todo inteiro n > 1. Como a, < 10 para todo n € N*, segue que
an+60 = an

para todo inteiro n > 1. Dali, a cada 60 termos, a sequéncia volta a se repetir. Se denotarmos por

r; este periodo, entdo multiplicando r por 10%°, obtemos
109 . r =1, +r,
ou seja,
1080 T—T=T1.

Logo 100 .y —r = (10%° — 1) - r =1, é inteiro. A resposta correta é o item (a).
11) (22 CELL 2021 - Q 03) O resto da divisao de 22021 + 32021 por 17 ¢
(a) 12 (b) 13 (c) 14 () 15 (e) 16

Solugao: Primeiramente, notemos que

e 0 Pequeno Teorema de Fermat implica que 2'6 =1 mod 17. Assim, (216)126 = 1126

seja, 22916 =1 mod 17. Além disso, temos que 2° = 15 mod 17. Portanto,

mod 17, ou

22021 = 15 mod 17;

e 0 Pequeno Teorema de Fermat implica que 3'6 =1 mod 17. Assim, (316)126 = 1126

seja, 32916 =1 mod 17. Além disso, temos que 3° =5 mod 17. Portanto,

mod 17, ou

32021 =5 mod 17.
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Portanto,
22021 1 32021 = 1545 mod 17

=20 mod 17
=3 mod 17.

22021 + 32021

O resto da divisao de por 17 é 3. Nenhuma das alternativas contém a resposta correta.

12) (22 CELL 2021 - Q 15) Para n natural, seja A, a matriz 2 X 2 com entradas a,, by, c,,d, € Z

dada por
an ba) (2 -1\"
a=fo g)=(0 )
(a n-ésima poténcia da matriz de entradas 2,1,-1,2). Para quantos valores de n dentre 1,2,...,2021
a entrada c, é um multiplo de 7?7
(a) 250 (b) 251 (c) 252 (d) 253 (e) 254

Solugdo: Como queremos saber para quantos valores de n entre 1,2, ..., 2021 a entrada ¢, é multiplo
de 7, entao iremos calcular os coeficientes de A, médulo 7. Notemos que

2 -1 3 4 2 4 0 -3
S Y ER S Vi IRl e R

3 6 5 -2 51 2 0
R U IR i T S R T

Segue que

para todo k. Como
2021 =8-252+5,

segue que existem pelo menos 252 valores para n tais que o termo ¢, de A, é multiplo de 7. Para
provar que existem apenas esses valores para n tal que c, é multiplo de 7, usaremos a seguinte
informacao, que pode ser provada por indugao: para todo n, temos que a, = dy e ¢y = —by.
Suponhamos que existe n tal que ¢, =0 mod 7. Portanto,

_f[an O
A= ( - ) .
Agora, usando o algoritmo da divisdo, considere q,r € NU {0} tais que n =8q+r,onde 0 <r <8
(notemos que n > 8). Assim,

an 0 _ _ _ (72)01 O _ T
(o an)_An_qu-Ar_( 0 (_2)q)~Ar_(2)q~A.

Ser # 0, segue que (—2)%-c, =0 mod 7, onde ¢, € {1,4,3,6,2,-1} o que é absurdo. Logo, r = 0.
A resposta correta é o item (c).

13) (32 CELL 2022 - Q 03) Seja a um inteiro positivo tal que
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Encontre o resto de a na divisao por 13.
(a) 1 (b) 2 (c) 3 (a) 7 (e) 12

Solugao: Primeiramente, notemos que

25 25 12 25
1 a 25! 25! 25! 25!
2utm T A T AL R
Além disso, temos que
° Zﬁl 275' =0 mod 13;
« >, 275' =0 mod 13;
e14-15---25=1-2---12 mod 13.
Portanto,
25
25!
a= nz:; T mOd 13
12 25
25! 25! 25!
= —+ — Z — mod 13
o B 1B 5
5!
= — d 13
3 mo
=12!-(14-15---25) mod 13
=12!-12! mod 13,
ou seja,

a=(12)% mod 13.

Por outro lado, o Teorema de Wilson implica que
12!'=-1 mod 13.

Portanto,
a=1 mod 13.

Concluimos que o resto de a por 13 é 1. A resposta correta é o item (a).

14) (32 CELL 2022 - Q 15) Considere a matriz
3 4
=)
Qual o menor inteiro n > 0 para o qual A" = A mod 11?7 Aqui, dadas duas matrizes 2x2 X e Y

com entradas inteiras, escrevemos X =Y mod 11 se cada entrada de X é congruente médulo 11 a
entrada de Y na mesma posigao.

(a) 11 (b) 16 (c) 121 (d) 110 (e) 120
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Solugdo: Como queremos saber quando duas matrizes sd@o equivalentes médulo 11, entdo iremos
calcular as matrizes A" com os coeficientes médulo 11. Notemos que

2 _ (4 2 3_(4 0
A_(2 4) mod 11 e A_0 4 mod 11.

Seja n um inteiro positivo. Entao, pela Divisao de Euclides, existem ¢,r € Z com 0 < r < 3 tais
que n = 3q+r. Assim,

A3AT  mod 11
= 49A" mod 11.

Nosso objetivo é encontrar o menor inteiro q > 1 tal que 49A"* = A mod 11 para algum 0 < r < 3.
Agora, deixamos para o leitor a verificacao dos seguintes fatos:

An

e Se r = 0. Nesse caso, nao existe q > 1 tal que 4915 = A mod 11, onde I, é a matriz identidade
de ordem 2.

e Ser = 1. Nesse caso, o menor inteiro q > 1 tal que 49A = A mod 11 é q = 5. Assim,
n=3-5+1=16 é o menor valor para r = 1.

e Se r = 2. Nesse caso, nio existe inteiro q > 1 tal que 49A% = A mod 11.

Assim, 16 é o menor inteiro n tal que A" = A mod 11. A resposta correta é o item (b).

15) (OMpD 2022 - 12 fase - Q 01) Qual o resto da divisao de 113333 + 331111 por 77

(a) 0 (b) 1 (c) 3 (d) 5 (e) 6
Solu¢ao: Primeiramente, notemos que

13)1111 = 11111

e como 11%> =1 mod 7, entdo (1 mod 7, ou seja,

113333 =1 mod 7,

e 0 Pequeno Teorema de Fermat implica que 335 = 1 mod 7. Assim, (33%)8% = 1185 mod 7, ou
seja, 331110 = 1 mod 7. Isso implica que 33'''! =33 mod 7, ou seja,

3311 =5 mod 7.

Portanto,
112333 4331 =145 mod 7

=6 mod 7.

O resto da divisdo de 113333 + 331111 por 7 é 6. A resposta correta é o item (e).

Consideragoes Finais

As olimpiadas de Matematica sao de extrema importancia para despertar o interesse pelo estudo
da Matematica, incentivando os alunos e revelando talentos na area. A motivacao desse trabalho
foi a falta de material publicado e disponivel para estudo, tratando-se de olimpiadas de Matematica
de nivel universitario. Desenvolvemos solugoes de problemas olimpicos envolvendo conteudos de
aritmética, que foram extraidos de competigoes universitdarias de Matematica, sendo selecionadas
apenas as questoes que nao tém nenhuma solucao publicada nas paginas oficiais das competigoes.
Além disso, os problemas foram retirados de competigdes realizadas apenas nos ultimos 6 anos, o
que aumentou a dificuldade na selegao dessas questoes.
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[CELL] - Competicao Elon Lages Lima de Matemética
[GN] - Gallois Noether
[OBMU] - Olimpiada Brasileira de Matemética Universitdria

[OMpD] - Olimpiada Mateméticos por Diversao

Referéncias

[1] Bagatini, A. Olimpiadas de Matemdtica, Altas Habilidades e Resolugcdo de Problemas. 82 f.
Monografia (Graduagdo em Matemética) - UFRGS, Porto Alegre, 2010. Disponivel em: <http:
//hdl.handle.net/10183/29144>. Acesso em: 4 de Novembro de 2022.

[2] Costa, G. C. Ordem de Apari¢do na Sequéncia de Fibonacci: um Problema sobre Divisibilidade.
81 p. Dissertacao (Mestrado em Matemadtica) - UNB, Brasilia, 2015. Disponivel em: <https:
/Isca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=1887&1d2=80134>. Acesso em: 5 de Janeiro de 2023.

[3] Hefez, A. Aritmética. Colegao Profmat. 2. ed. Rio de Janeiro: SBM, 2016. 298 p.

[4] Maciel, M. V. M.; Basso, M. V. de A. Olimpiada Brasileira de Matemdtica das Escolas Publicas
(Obmep): As origens de um projeto de qualificagcao do ensino de Matemdtica na educagdo bdsica.
X Encontro Gaicho de Educagdo Matematica, 2009. Disponivel em: <https://www.projetos.unijui.
edu.br/matem\atica/cd_egem/>. Acesso em: 4 de Novembro de 2022.

[5] OBM. Olimpiada Brasileira de Matemadtica, 2023. Provas e gabaritos. Disponivel em:<https:
/[www.obm.org.br/como-se-preparar/provas-e-gabaritos/> . Acesso em: 1 de Margo de 2023.

[6] OMpD. Matemdtico por Diversdao, [s.d]. Pédgina inicial. Disponivel em:  <https:/
matematicopordiversao.wordpress.com/>. Acesso em: 10 de Novembro de 2022.

[7] Ramos, M. G. O. A Sequéncia de Fibonacci e o Numero de Ouro. 93 p. Dissertagao (Mestrado
em Matemadtica) - UESC, Ilhéus, 2013. Disponivel em: <https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.
php?id1=90&id2=27580>. Acesso em: 5 de Janeiro de 2023.

Manoel Rodrigues de A. Neto
Universidade Federal da Paraiba
<manoel_rodriguez@hotmail.com>

Willace M. de Sousa
Universidade Federal da Paraiba
<wallace @mat.ufpb.br>

Recebido: 27/03/2023
Publicado: 07/06/2023

i


 http://hdl.handle.net/10183/29144
 http://hdl.handle.net/10183/29144
 https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=1887&id2=80134
 https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=1887&id2=80134
https://www.projetos.unijui.edu.br/matem\atica/cd_egem/
https://www.projetos.unijui.edu.br/matem\atica/cd_egem/
https://www.obm.org.br/como-se-preparar/provas-e-gabaritos/
https://www.obm.org.br/como-se-preparar/provas-e-gabaritos/
https://matematicopordiversao.wordpress.com/
https://matematicopordiversao.wordpress.com/
https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=90&id2=27580
https://sca.profmat-sbm.org.br/profmat_tcc.php?id1=90&id2=27580
manoel_rodriguez@hotmail.com
wallace@mat.ufpb.br

PROFESSOR DE

MATEMATICA PMO v.11, n.2, 2023

ONLINE ISSN: 2319-023X
Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica https://doi.org/10.21711/2319023x2023/pmo1114

Ensaio interdisciplinar para o ensino de limite
utilizando o GeoGebra.

Maria Cristina Elyote '® José Antonio P. F. Marao 2®

Resumo

Os fundamentos do Célculo Diferencial e Integral, especialmente no que diz respeito ao Limite de
Funcoes de uma Varidvel Real, carecem de métodos eficazes para seu ensino, devido aos resultados,
quase sempre insatisfatérios, observados no desempenho dos alunos. Considerando essa necessi-
dade, o trabalho em tela, de cunho tedrico, tem o escopo de mostrar que é possivel elaborar uma
proposta interdisciplinar, abordando problemas que envolvem limites e baseada em interpretacoes
computacionais realizadas com o auxilio do software GeoGebra, fornecendo condicoes para que os
épsilons e deltas, presentes na definicado de limite, possam ser mais bem compreendidos através
de problemas propostos e de suas respectivas interpretagoes. Além disso, as situacoes problemas,
foram devidamente implementadas no GeoGebra e poderao ser utilizadas pelos professores para
lecionarem as suas aulas.

Palavras-chave: Ensino de Calculo Diferencial e Integral; Interdisciplinaridade; GeoGebra.

Abstract

The fundamentals of Differential and Integral Calculus, especially with regard to the Limit of
Functions of a Real Variable, lacks effective methods for its teaching, due to the results, almost
always unsatisfactory, observed in the performance of students. Considering this need, the work on
screen, of a theoretical nature, has the scope to show that it is possible to elaborate an interdiscipli-
nary proposal, addressing problems that involve limits and based on computational interpretations
carried out through GeoGebra, providing conditions for the epsilons and deltas, present in the de-
finition of limit, can be better understood through the proposed problems and their respective
interpretations. In addition, problem situations are presented, duly implemented in GeoGebra,
that can be used by teachers to lecture their classes.

Keywords: Differential and Integral Calculus Teaching; Interdisciplinarity; GeoGebra.
1. Introdugao

As Diretrizes Curriculares Nacionais (DCN) para os cursos de Engenharia, Matemadtica, Fisica
e Quimica além de cursos como Economia, Administragdo e Ciéncias Contédbeis estabelecem os

1Parcialmente apoiado pela Universidade do Estado da Bahia
2Parcialmente apoiado pela Universidade Federal do Maranhao
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contetidos basicos que devem figurar em suas estruturas curriculares. Os Fundamentos de Calculo
Diferencial e Integral é um componente curricular que deve figurar na estrutura curricular de todos
os cursos acima listados. No entanto, a pergunta: “Qual abordagem o professor deve aplicar em
cada curso?”é pertinente, pois o docente é responsavel por apresentar os conteidos e técnicas que
fundamentarao outras disciplinas especificas nos respectivos cursos de graduacao em que o Célculo
Diferencial e o Integral figuram.

Os contetdos apresentados ao longo das disciplinas de Célculo Diferencial e Integral sao fundamen-
tais para a formagao e consequente utilizagao dos seus conceitos por parte dos futuros profissio-
nais, uma vez que muitos necessitarao aplicar os referidos conhecimentos em situagoes especificas
ao longo de suas vidas profissionais. Entretanto, mesmo sendo um conjunto de conteudos funda-
mentais para a formagao de profissionais de diversas areas, os resultados obtidos pelos discentes
néo sdo satisfatérios. Uma pesquisa importante foi feita por Rosa [1] e concluiu que a elaboragao
de estratégias de ensino dos conteddos ministrados nas disciplinas de Célculo é fundamental para
melhoria dos indices.

A necessidade de estratégias inovadoras para o ensino de Célculo ndo é recente, ela remonta a
década de 1980, e foi impulsionada por Peter Lax [2], que escreveu um texto que posteriormente
ficou conhecido como “Reforma do Célculo”. No texto, Lax manifestou insatisfagdo com o ensino
de Calculo da época e ainda, segundo [2], propds a utilizagdo de tecnologias para o ensino desse
importante componente curricular. As tecnologias propostas por Lax, na década de 1980, sao: Uso
de Calculadora e de Softwares Computacionais. Atualmente a utilizacdo desses elementos pode
ser feita em um tunico programa de computador, como o GeoGebra ou o Octave, por exemplo.
Segundo Caligares, Schivo & Romiti [3] “A visualizagio Matemdtica é o processo de formagao
de imagens (seja mentalmente, ou com ldpis e papel, ou com a ajuda da tecnologia) e usando
essas imagens de forma eficaz para a descoberta e compreensao Matemdtica.” A visualizacao da
figura do grafico é fundamental para a compreensao do conceito que esta sendo apresentado, mas
quando é possivel ‘dar vida’ aquilo que o docente pretende explicar, o discente tem uma experiéncia
impar que consiste em visualizar “A Matematica em Movimento”. Um exemplo muito interessante
é aquele fornecido na interpretacao geométrica acerca do Limite de Fungoes de Uma Varidvel
Real, que geralmente é feita por meio de um grafico e nem sempre permite ao aluno compreender
o fenéomeno de modo satisfatério. Convém lembrar que, dentre as definigoes apresentadas ao
longo das disciplinas Célculo Diferencial e Integral, a definicao de Limite é a que apresenta maior
complexidade, seja pelo fato de ser apresentada nos primeiros periodos dos cursos de graduagao
como também pela dificuldade de interpretacao.

Considerando a escassez de referéncias que tratem de técnicas para o ensino de Limite, este trabalho
tem o escopo de apresentar formas para ilustrar a defini¢ao, além de apresentar exemplos de cunho
interdisciplinar a fim de construir uma proposta viavel para o ensino de Limite nos primeiros
anos da graduacao em cursos de Engenharia, Matematica, Fisica e Quimica, por exemplo. Para
alcancar os objetivos, o trabalho foi dividido da seguinte forma: Na primeira se¢ao, intitulada A
Proposta, foram apresentadas algumas fungoes importantes do GeoGebra, a definicao de Limite
e sua respectiva interpretagao no GeoGebra. Ja na segunda segao, cujo titulo é O Limite e a
Interdisciplinaridade, foram apresentados dois problemas e suas respectivas solugoes. Em seguida,
na secao O GeoGebra e o Limite, as interpretagoes para os problemas elencados na secao anterior
sao feitas e programas elaborados no GeoGebra foram disponibilizados em https://www.geogebra.org/
u/josemarao, possibilitando ao leitor a verificagao dos resultados obtidos. Por fim, as Consideragoes
Finais apresentam a conclusoes e perspectivas dos autores frente a proposta.
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2. A Proposta

O GeoGebra é um software livre também utilizado por professores de Céalculo Diferencial e Integral
[4]. O software possui comandos que permitem a formagao de figuras planas e espaciais além de
graficos de Fungoes de Uma e Duas Varidveis Reais.

A funcao controle deslizante, presente nas versoes do GeoGebra, permite que um parametro varie
de acordo com a necessidade do programador, o que vai auxiliar na elaboragao dos programas que
serao utilizados para as interpretacoes da definicdo de Limite e dos problemas apresentados ao
longo do texto.

Figura 1: Janela 2D do GeoGebra.

DB IFIN IR Q =
N )
.
2
1
-8 -7 -6 5 —4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4 5 6 7 8
-1
-2
-3
5
-5
5
£ a
a o o

Fonte: Elaborada pelos autores.

Ap0s selecionar o icone da funcao é possivel atribuir uma letra que, apds inserida em uma expressao,
podera variar em um intervalo previamente escolhido pelo usudrio.
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Figura 2: O Controle Deslizante.

Seletor

Nome

o

@ Numero Angulo Inteiro

Intervalo Seletor Animagéo

Min Max Incremento
0.02 1 0.02

123 f(x) ABC #&~

Fonte: Elaborada pelos autores.

Acima, na Figura 2, apresenta-se a caixa de sele¢do do controle deslizante. Nela é possivel inserir
uma letra ou nome para o controle escolhido, além de um intervalo de variacao e seu respectivo
incremento. Ainda na Figura 2, o nome escolhido foi &, o intervalo de variagao foi de 0.02 até 1,
e o incremento escolhido foi 0.02. Uma vez escolhido o controle deslizante é possivel gerar gréficos

de fungoes de uma e duas varidveis reais, o que pode ser feito inserindo a lei de formagao da funcao
e um intervalo de interesse.

Figura 3: Inserindo uma fungao.

K]d A OO 4N =

He Q=
® f(x) = 52(72 <x<2 e’*‘) B B
~ e’ (—2<x<2)
+ | Entrada

2 15 1 05 [} [

Fonte: Elaborada pelos autores.
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2.1. Elementos Matematicos Importantes

A teoria basica acerca de Limite de Fungoes de uma Varidvel Real serd discutida ao longo desta
subsecao. Inicialmente serd apresentada a definicao formal de limite, pois dela surgird a primeira
implementagao feita no software GeoGebra.

Definigao 1. Seja f uma funcdo real e A um subconjunto dos nimeros reais. Dado que a é um
ponto de acumulacao de A e seja L um nimero real, dizemos que

limf(x) =L

X—a
se para todo € > 0 existir § > 0 tal que, para todo x € A, se 0 < |[x—a| < §, entao |f(x) - L] < &.
A partir da definigcao acima é possivel formular as definigoes de limites laterais e dos limites infinitos

e no infinito. Tais defini¢Ges, apesar de importantes, nao serao listadas no texto, mas podem ser
encontrada em [5].

O célculo do limite deve considerar o resultado abaixo:

Teorema 1. Se existe

lim f(x) = A
X—a

e existe
lim f(x) = B,
X—a

entdo A = B.

O Teorema 1 garante que, se o limite de uma funcao quando x tende a determinado ponto existe,
entao esse valor é tnico. O resultado, apesar de simples, garantird a unicidade dos resultados que
serao encontrados na préxima sec¢ao.

A compreensao da teoria de limites depende do correto entendimento da ideia de proximidade.
Compreender o comportamento de uma funcao quando um ponto do seu dominio aproxima-se
de um nimero nao é uma tarefa facil para alunos iniciantes, sobretudo quando a ideia nao é
apresentada de maneira dinamica, ou seja, mostrando o efeito que a aproximacdo provoca na
funcao.

A definicao de limite, apresentada acima, sera agora ilustrada por meio do GeoGebra, e, para isso,
serd utilizado o controle deslizante. Para apresentar a situagao particular

liné(?)x +1)="7

foi criado o controle deslizante delta considerando sua variagdo de 0.2 até 1 com incremento de 0.2.
A escolha é justificada pelo fato de que os valores de x devem se aproximar de 2 mas nao devem
ser iguais a 23, e, no caso em tela, a distancia entre os valores x e 2 serd sempre menor do que 1.

30 fato de x aproximar-se de 2, mas nao assumir o valor 2, é escrito simbolicamente da seguinte forma 0 <
|x—2| < 6.
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Figura 4: Insercao de valores para a construgao do controle deslizante.

Controle Deslizante

Nome
delta
@ Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
0.2 1 0.2

Fonte: Elaborada pelos autores.

Considerando f(x) = 3x+1, a = 2 e a defini¢ao de limite, do ponto de vista formal, é preciso mostrar
que para qualquer £ > 0 deve existir 6 > 0 tal que, para todo x € D(f), se 0 < |x—2| < ¢, entao
|(3x+ 1) — 7| < &. Sendo assim, considerando a 1ltima desigualdade:

[Bx+1)—-7]=|3x—-6|=3|x—2| < &.

Dado que 0 < [x—2| < 6, entao 3 |x—2| < 36. Por fim, escolhendo ¢ = £ :
|(3x+1)— 7| = |3x— 6] = 3|x 2| <3,§=8,

Logo, |(3x+1) - 7| < &.
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Figura 5: Tlustracoes da situagao particular feitas no software GeoGebra.

delta = 1 delta = 0.8 2
° °

epsilon = 3 epsilon = 2.4

(a) 6 =1 fornece £ = 3 (b) 6 =0.8 fornece e = 2.4

y y

delta = 0.6 10 delta = 0.4 10
o o

epsilon = 1.8 epsilon = 1.2

(c) 6 =0.6 fornece € = 1.8 (d) 6 =0.4 fornece € =1.2

Fonte: Elaborada pelos autores.

O quadro acima permite visualizar que os valores de f(x) ficam cada vez mas préximos de 7 a
medida que os valores de x aproximam-se de 2. Além disso, variando os diferentes valores de delta
¢ possivel constatar a veracidade da relagao ¢ = £.

Além das figuras construidas foi elaborado e disponibilizado um programa, feito no GeoGebra, e
que permite ao usudrio realizar os testes e assim interagir para comprovar que a relagao 6 = £ é
verificada para o caso em questao. O programa elaborado estd disponivel e pode ser acessado por
qualquer usudrio que tenha interesse, o que é possivel gragas a uma funcionalidade do GeoGebra,
que permite aos seus usudrios armazenar e compartilhar os programas elaborados. O programa
pode ser acessado através do seguinte link: https://www.geogebra.org/m/svfxyab7. Ao clicar no botao
“Iniciar Animacao” o usudrio terd a oportunidade de verificar como a aproximacgao ocorre, além
de constatar a validade da relagdo encontrada anteriormente. O botao “Parar”, quando acionado,
finaliza a animacao.

3. O Limite e a Interdisciplinaridade

A interdisciplinaridade no ensino de Célculo deveria ocorrer naturalmente, principalmente quando
essa teoria é apresentada para alunos dos cursos de Engenharia, Fisica e Quimica, por exemplo,
pois através de praticas interdisciplinares é possivel evidenciar a importancia do Céalculo nas mais
diversas aplicagoes, além de dar sentido para os conceitos apresentados. Segundo Silva, Bernardo
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Revista eletronic:

& Yabiku [6] ,

[...] grande parte dos alunos, frequentemente, demonstram dificuldades na compre-
ensao dos conceitos matemdticos fundamentais, por nao encontrarem sentido e tao
pouco aplicacdo pratica dos conceitos aprendidos na sala de aula, evidenciando a
importancia pedagogica da interdisciplinaridade como ferramenta de materializacdo
conceitual. (Silva, Bernardo & Yabiku, 2020, p.170)

Fica evidente a importancia de formar conexoes com outras areas e assim dar sentido a ideias,
quase sempre apresentadas de forma abstrata nos cursos de Célculo Diferencial e Integral.

J4 segundo Silva et al. [7] ,

O processo de ensino-aprendizagem pode ocorrer de diversas maneiras, uma delas €
através da interdisciplinaridade do conteido trabalhado, mostrando ao aluno onde
aquele conhecimento aprendido em uma disciplina pode também estar presente em
outras. (Silva et al., 2014, p.2)

A ideia de mostrar a importéancia dos contetidos do Célculo para a resolugao de problemas de outras
areas levara o aluno a criar elos com teorias que sao desenvolvidas através desses conhecimentos.
Os contetidos de Fisica, apresentados na Mecéanica Cléssica, por exemplo, possuem uma quantidade
significativa de topicos que carecem do Célculo Diferencial e Integral para serem desenvolvidos.

Agora, serdo apresentados dois problemas e em seguida suas respectivas solugoes. Como tratado
acima, os problemas permitirao a criagao de elos com outras disciplinas possibilitando ao aluno
a compreensao da importancia da Teoria de Limites para a resolugao de problemas de Fisica e
Engenharia.

3.1. Estimando a tolerancia para o lado de uma placas de metal

A Teoria de Limite serd utilizada para dimensionar o lado de uma placa metélica dado que sua
area nao poderd ultrapassar certo valor.

Problema 1. A ATW é uma industria especializada na fabricacao de pegas para diferentes aplicacoes.
Atualmente ela precisa fabricar placas de metal quadradas cuja 4rea deve ser igual a 16 cm?, com
tolerancia de 0,90 cm?. Considerando que as placas devem ser cortadas de uma placa maior e
perfeitamente plana, determine o intervalo em que o lado a do quadrado deve variar para que a
especificacdo imposta no problema seja cumprida?

Considerando que o quadrado possui lado a, é necessario determinar uma variacdo adequada para
o lado de modo que a diferenca entre a drea do referido quadrado e 16 seja inferior a 0,90 cm?2.
Seja f(a) = a2, com a > 0, a funcdo que fornece a drea de um quadrado de lado a. E necessario
considerar inicialmente* que dado & > 0, existe § > 0 tal que se a € D(f) e 0 < |a—4| < §, entao

|a” - 16| < &.

4Foi considerada a possibilidade uma vez que a f(a) possui limite quando a tende para 4.
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Assim, a ultima desigualdade fornece:
l(a-Ha+d|<e,

sendo necessario determinar um intervalo de variagdo para |(a+4)|, o que poderd ser obtido
considerando ¢ = 1 na desigualdade |[(a—4)| < §. Sendo assim,

-l<a—-4<1

T<a+4<9.

Dado que |[(a—4)| <6 e |(a+4)] <9, entao

|a® — 16| < 96.

Considerando ¢ = min{l, g} ¢ possivel obter: [(a—4)(a+4)| <96 =95 = &. Com isso, dado que
¢ fornece a diferencga entre a drea do quadrado de lado 4 e a drea do quadrado de lado a °, e

assumindo que & = 0,90 cm?, é possivel afirmar que o valor de § = % =0, 10.

Por fim, dado que 6 = 0, 10, entao é possivel afirmar que a medida do lado a do quadrado deve
variar entre 3,90 cm e 4, 10 cm para que a diferenca entre a drea do quadrado de lado 4 cm? e 4rea
do quadrado de lado a cm? seja sempre inferior a 0,90 cm?.

O préximo problema foi extraido de [5] e possui o seguinte enunciado:

Problema 2. A Lei de Ohm para circuitos elétricos diz que V = RI. Nessa equagdo, V é uma
voltagem constante, I é a corrente, e R é a resisténcia em Ohms. Sua empresa recebeu um pedido
para fornecer resistores para um circuito no qual V é 120 volts, sendo I = 5,0 Amperes com
tolerancia de 0,10 Ampere. Em que intervalo R deve ficar para que I esteja a 0,1 Ampere do valor
alvo 5 Amperes?

A funcéo a ser avaliada é I(R) = 120 , que é uma funcao da resisténcia R. Em virtude da natureza
do problema, é necessario determlnar um intervalo de variacdo de R de modo que a diferenca entre
I(R) e 5 seja menor do que 0, 10. Sendo assim, é necessario mostrar que dado & > 0, existe § > 0

tal que se x € D(I) e 0 < |R— 24| < §, entao
I(R) - 5| < &.

Fixando que o valor de & = 0,10, a ultima inequagao fornece o seguinte:

~= 5

2 e

0 que acarreta no seguinte:
120
-0,10< — -5<0,10
R

120
4,9 < — <5,1
? R )

5Considerando que a deve ser um valor préximo de 4.
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1 _x

< —<

5,1 120
a

1
4,9

Logo, é possivel afirmar que a resisténcia deve variar entre

23,53 < R < 24,48

para que a diferenca entre I(R) e 5 seja menor do que 0, 10.

3.2. O GeoGebra e o Limite

Elyote e Marao

A andlise matemadtica feita nos problemas da se¢ao anterior serviu para fornecer os valores solici-
tados nos enunciados das questoes, mas ainda nao foi realizada uma interpretacao geométrica dos
resultados. Ao longo da presente secao serao apresentadas interpretagoes e animagoes para esses

problemas.

Interpretagao do Problema 1. A determinacao do menor e do maior valor que o lado do quadrado
deve assumir é objetivo do Problema 1, resolvido na secao anterior. A interpretagao geométrica
do problema foi feita no GeoGebra da seguinte forma: Inicialmente foi construido um quadrado
de lado 4 cm, que é o quadrado ideal conforme o problema. Em seguida, foi criado um controle
deslizante de modo a simular a variacao do lado do quadrado no intervalo que vai de 3,9 cm até

4,1 cm.
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Figura 6: Valores inseridos para a construgao do controle deslizante.

Elyote e Marao

Controle Deslizante

Nome
P
@® Numero Angulo Inteiro
Intervalo Controle Deslizante Animagao
min max Incremento
1.95 2.05 0.02

Fonte: Elaborada pelos autores.

Vale destacar que o intervalo acima corresponde a variagao de metade do lado do quadrado, uma

vez que o quadrado foi construido por meio das retas x=-2,x=2, y=-2ey=2.
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Figura 7: Construcao do quadrado de lado 4 centimetros.

Elyote e Marao

DSBS o NS IPANIENE 5c Q=
@ eal:ix=-2 =N eal 5 eq2 RCS
. eq2: x = 2 H a
@ fiy=-2 H 5
gry=2
@ 9
+ | Entrada A
8 7 6 5 4 3 b o 1 3 4 5 6 7 [)
1
f
i Q
-4 Q
& it

Fonte: Elaborada pelos autores.

As retas acima permitem a formacao de um quadrado de lado 4 cm. Agora, serd realizado um
procedimento analogo, mas serao utilizados x = —p, X = p, y = —p e y = p, retas em azul, que

formarao um quadrado de lado 2p, cuja variagao deve estar entre 3,9 cm e 4,1 cm.
Figura 8: Construgao do quadrado de lado Varidvel.

RB]a A > 0O &L N 2 o5

R = eql |[eq3 eqd || eq2  —,
@ catix=-2 N lado = 1.95 23 e
eq2: x = 2 H g

fry=-2
gry=2

lado = 1.95 H
1.95 @ 2.05 (5)

eq3: x = —1.95

eqd 1 x = 1.95 : -0.5
h:y=-195 : L #

piy — 195 : e &

+ © 6 0 @ o0 o

Entrada.. ==

Fonte: Elaborada pelos autores.

Por fim, uma interpretagao acerca da validade do resultado encontrado, isto é, se realmente a
diferenca entre a area do quadrado cujo lado varia entre 3,9 cm e 4,1 cm e a drea do quadrado de
lado 4 cm? é inferior a 0,90 cm?, de acordo com a especificacao descrita no problema.
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Figura 9: Tlustracao da placa de metal no GeoGebra para diferentes valores de a.

//

)a=3,9cm d = 0, 79cm?. )a=4,lemd= 0,81lcm?.
) a=4,06cm d = O48cm ) a=3,96cm d = 032cm

Fonte: Elaborada pelos autores.

Acima, em cada figura consta o lado a do quadrado e a respectiva diferenca entre sua area e a
drea do quadrado de lado 16 cm?. No quadro é possivel notar que as diferencas nio superam o
valor estipulado no problema, isto é, 0,90 cm?, desde que 3,9 < a < 4,1, o que atesta a validade
do intervalo encontrado. Os resultados podem ser verificados e testados no site do GeoGebra em
https://www.geogebra.org/m/yhn6cejf, que contém material elaborado pelos autores versando sobre

o problema em questao.

O programa foi desenvolvido de modo a apresentar uma animacao com diferentes tipos de cujos
lados variam entre 3,9 cm e 4,1 cm. Para iniciar a animagao o usuério deve clicar no botao Variar
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o Lado do Quadrado.

O préximo problema, referente ao dimensionamento do resistor, serd agora interpretado.

Interpretagao do Problema 2. A interpretacdo do Problema 2 deve ser feita considerando a fungao

I(R) = %, valida para valores de R # 0. Inicialmente a fungao foi inserida na caixa de entrada do
GeoGebra.

Figura 10: Inser¢ao da funcao y = %O.
R]d 7LD OO &N 2@ Q =
@ f')’:@ N 25 @

X

+

Elaborada pelos autores.

Na caixa de texto foi inserido y no lugar de I(R) e x no lugar de R, e a funcao deve ser considerada
para valores de x > 0. Além disso, foi fixado um intervalo para x, através de um controle deslizante,
que no caso do problema, deve variar no intervalo 23,53 < x < 24, 48.

Por fim, para verificar se o intervalo realmente satisfaz as condigbes do problema, é necessario
avaliar o valor da distancia entre os pontos A = (a,I(a)) e B = (a,5) em que 23,53 < a < 24,48, e
para isso foi criado um controle deslizante de acordo com a Figura 11.

N
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Elyote e Marao

Figura 11: Insercao do controle deslizante.

120 =n
fry=" -
@ =Y
@ a=24126 :
2353  m—— 24.48 ()
@ M-
— (24.126, 4.9738870928)
® B = (a,5)
— (24.126, 5)
® g = Segmento(A, B)
— 0.0261129072
+  Entrada

A funcao f(x) estd definida em todos os pontos do intervalo considerado.

AN OO LN

% S Q =
f —
a\= 24.126 @
20
15
10
A
5
B o
Q
-5 0 5 10 15 20 25 30 Q r

Elaborada pelos autores.

Além disso, os pontos A

e B parecem coincidir, mas na verdade a distancia ente eles fornece o valor de &,° que no problema
em questao deve ser menor do que 0,10 Ampere. A seguir, um quadro ilustrando os valores de &,

em diferentes casos.

Figura 12:

)~ 2> 0O LN

X

=N
a = 23.64 T
@
2353 sl 2448 (3)
A = (a,f(2))
@
— (23.64, 5.076142132)
B = (2.5)
@
— (23.64,5)
g = Segmento(A, B)
@
— 0.076142132
O <¢=(23530
© D=(2445,0)
@  textol="Diferenca: "+g+""
+ | Entrada

x = 23,64 fornece € = 0,076.
[ o Q=
a=2364 @&
5.3
Diferenca: 0.076142132
5.2
F
5.1 A
5
B
4.9
#
4.8
a
a7 Q

23.4

Elaborada pelos autores.

6A distancia entre os pontos A e B é dada por |[I(R) — 5|, que deve ser menor que &.
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Figura 13: x = 24,4 fornece € = 0,081.
Dol IPANIEE Q =
= —
o044 n N a=244 @
® 23.53 @~ 2448 (3) =
A= (o5 . Diferenca: 0.0819672131
= (a,f(a :
O 5.2
— (24.4, 4.9180327869)
F
B = (3,5) 1
@
— (244, 5) B
5
g = Segmento(A, B)
@
— 0.0819672131 40 A
O <=(35.0 H ®
28
O D=(24480)
@  textol="Diferenca: "+g+"" H 4.7 a
+ E
234 235 236 237 238 239 24 241 242 243 244 245

Elaborada pelos autores.

Através da andlise das Figuras 12 e 13 é possivel constatar que, para valores de x no intervalo
considerado, a diferencga entre I(R) e 5 serd sempre inferior a 0,10 Ampere. Uma interpretagao
geométrica da solugao foi elaborada no software GeoGebra e pode ser acessada em https://www.
geogebra.org/m/jezwga9c e em https://www.geogebra.org/m/zrgrunz6.

O usuério deve utilizar o botao que estd localizado no campo inferior esquerdo da tela e que possi-
bilita a variacao de R no intervalo obtido na solucao do problema, tornando possivel a constatagao
do resultado.

4. Consideragoes Finais

Os conteudos apresentados nos cursos Calculo Diferencial e Integral sdo fundamentais para o
desenvolvimento das teorias presentes em outras disciplinas como Fisica e Engenharia, por exemplo.
A determinagao de uma sequéncia didatica eficiente para o ensino de limite nao foi o objetivo deste
trabalho, que teve o propdsito de apresentar uma sequéncia, baseada nos fundamentos tedricos
apresentados ao longo deste trabalho e que pode ser avaliada por docentes que ministram disciplinas
de Caélculo que possuem o tema Limite de Fungdes de Uma Varidvel em sua ementa.

Entendemos que a sequéncia é promissora, uma vez que possibilita a interdisciplinaridade, tao
importante para dar sentido aos conteudos, quase sempre abstratos, apresentados no Calculo Di-
ferencial e Integral, além de permitir a utilizagao dos recursos computacionais.

Além de dar sentido aos contetidos, a sequéncia também permite ao professor apresentar animacoes
e interpretacoes geométricas dos problemas desenvolvidos, possibilitando o acesso dos alunos aos
contetudos através da pagina https://www.geogebra.org/. Ao acessar a pagina e localizar o conteudo,
os estudantes terdao a oportunidade de preencher, variar os campos e utilizar os botoes para obter
animacoes dos problemas e também da definicao de Limite.

Por fim, considerando que a sequéncia proposta contém elementos que contemplam métodos efica-

zes para o ensino de Célculo Diferencial e Integral, em especial para o ensino de Limite de Fungao
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de Uma Varidvel Real, espera-se que a proposta seja utilizada por professores de Célculo e que ela
seja 1til no ensino desse conteudo.
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Desestigmatizando a notacao e os diagramas
matematicos

Humberto José Bortolossi® Lhaylla dos Santos Crissaff® Wanderley Moura
Rezende®

Resumo

Existe, por parte do ptblico em geral, uma percepc¢ao negativa associada a notagao e aos diagramas
matematicos. Basta ver as imagens e os memes associados & Matemadtica que se encontram na
Internet ou, mais recentemente, este video https://youtu.be/BzSMvi2MCEQ que viralizou nas redes
sociais. O presente texto foi escrito com o intuito de combater esta percepcao, em nossa opiniao
equivocada, trazendo reflexoes sobre o papel das notagoes e formas de representacoes matemaéticas.

Palavras-chave: notagao, representagao, matematica, linguagem, cultura.

Abstract

There is, on the part of the general public, a negative perception associated with mathematical dia-
grams and notations. Just look at the images associated with Mathematics available on the Internet
or, more recently, this video https://youtu.be/BzSMvIf2MCEQ that went viral on social networks. The
present text was written with the intention of combating this perception, in our opinion mistaken,
bringing reflections about the role of notations and representations in Mathematics.

Keywords: notation, representation, mathematics, language, culture.

1. Introdugao

E comum encontrar imagens nas redes sociais, como a da figura a seguir, que mostra um aluno ou
aluna contemplando férmulas matematicas e diagramas com uma postura desesperada. Esse tipo
de imagem sugere que as notagoes e os diagramas matematicos sao intrisicamente ruins. O objetivo
principal deste texto é contrapor esse tipo de preconceito mostrando que a notacdo matemdtica e 0s
diagramas matemdticos sao representacoes que tém sua utilidade e fazem parte do desenvolvimento
da Matemdtica.
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Figura: Uma imagem prototipica da Internet associando a notagao matematica a um sentimento
negativo.
Fonte: os Autores.

Um exemplo contundente de revolugao que uma boa notagao matemética pode proporcionar é
a representacao decimal posicional dos nimeros. Ela desbancou os nimeros romanos e o uso de
abacos e permitiu que os indianos trabalhassem com quantidades bem grandes tais como o raiju,
a distancia percorrida por Deus em 6 meses se Ele viajar um milhao de quilometros a cada piscar
de olhos, e, também, permitiu o calculo de juros compostos sem aproximagoes ou truncamentos,
que atendia aos interesses de uma nova classe social em ascensado na Europa. Anterior & notagao
decimal, os cdlculos demandavam tamanha dedicacao que motivavam competigoes entre algoristas.
Havia competigdes entre algoristas (que dominavam os novos ntimeros e sua simbologia) e abacistas,
fato esse ilustrado na cldssica imagem Margarita Philosophica (pérola filoséfica) feita em 1508 por
Gregor Reisch. A imagem em questdo ilustra a disputa entre dois métodos de calculo matematico:
o algorismo e o dbaco. O algorismo é um método de cédlculo baseado nos nimeros hindu-arébicos (0-
9) e em algoritmos escritos (notagao matematica!), enquanto o dbaco é um instrumento de célculo
manual que utiliza contas ou outros objetos para realizar operagdes aritméticas. O propdsito
da imagem era mostrar as diferengas entre os dois sistemas e demonstrar como o conhecimento
matematico evoluiu ao longo do tempo. Naquela época, o algorismo estava comegando a se tornar
mais popular na Europa, e a imagem ajudou a ilustrar essa transicao, mostrando as vantagens do
novo sistema em relacao ao abaco.
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— e 3 — 1
Figura:Algorista vs. Abacista do livro Margarita Philosophica (1508).
Fonte:Wikimédia Commons.

E, ainda, outro contexto histérico importante que vale mencionar é o debate sobre qual é a melhor
notacdo para o calculo diferencial e integral: a notagao de Newton (y, ¥, etc. )! ou a notagao de
Leibniz (dy/dx, d*y/dx?) etc.)? Bardi (2009) faz uma discussio sobre essa questdo. A notagdo
e os diagramas matemdticos sao representacoes que viabilizam e potencializam a comunica¢do
e o pensamento matemdtico, pois, como em outras “linguagens”, eles expressam, sintetizam e
permitem articular o pensamento e gerar ideias. Como disse o matemdtico Whitehead (1861-
1947), ao aliviar o cérebro de todo trabalho desnecessério, uma boa notacdo deixa-o livre para se
concentrar em questoes mais avangadas e, com isso, aumentar o poder mental da corrida (Iverson
(1980)).

Um exemplo de ma notacao matemaética que causou complicacoes ao longo da histéria é a notagao
para numeros imagindrios. A notagao original usada para representar nimeros imaginarios era
?4~1”, onde o simbolo da raiz quadrada era usado para indicar a raiz quadrada de um nimero
negativo. No entanto, essa notagao pode ser confusa e enganosa, pois as raizes quadradas de
nimeros negativos nao podem ser representadas como nimeros reais.

O matemadtico suigo Leonhard Euler, em meados do século XVIII, propds uma nova notagao para
representar nimeros imaginérios. Ele introduziu a letra ”i”para representar a raiz quadrada de —1
(ou seja, i2 = ~1). Essa notacao simplificou e esclareceu a representacio dos niimeros imagindrios,
permitindo uma melhor compreensao e manipulagao dos mesmos em calculos e equagoes.

A notagdo original, usando o simbolo da raiz quadrada para nimeros imaginérios, levou a mal-
entendidos e confusdo na matemdtica. Por exemplo, as pessoas podem pensar que V-1 - V-1 =
V-1--1 =1, o que é claramente incorreto ao trabalhar com ntimeros imaginarios. A introducio
da notagao ”i”para ntimeros imaginarios ajudou a resolver esses problemas e permitiu um maior
desenvolvimento no campo da matematica complexa.

2. Refletindo Sobre Representagoes em Sala de Aula:Dois Exemplos Do Projeto ULA

1Observagao : a notagao y’ é devida a Lagrange.
D)
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Nossa opiniao: mais do que simplesmente ter contato com essas representagoes, os alunos deveriam
refletir conscientemente sobre elas e suas caracteristicas (metacognigao, Silver (2013)). Vamos
apresentar dois exemplos de exercicios que levam a esse tipo de reflexdo, sendo um do Ensino
Fundamental e outro do Ensino Médio. Os exemplos estao presentes nos materiais desenvolvidos
no projeto ULA (Um Livro Aberto de Matemética da Obmep e do Impa (https://umlivroaberto.org/).
Nosso primeiro exemplo (ver figura a seguir) situa-se no contexto de fragoes, ligado ao Ensino
Fundamental. Logo apds aprender os diversos tipos de representagao de fragoes, incluindo a notagao
matematica, o aluno é levado a perceber com este exercicio proposto uma grande vantagem da
notacao matemadtica: sua economia. Contudo, note que, para decidir qual pessoa comeu mais e
menos pizza, os diagramas com setores circulares sao mais visuais e eficientes.

Atividade 5

Uma pizza gigante foi dividida em doze fatias iguais. Pedro comeu quatro fatias, Isabella
cinco fatias, Bernardo duas fatias e Manuela apenas uma fatia.

Pedro Isabella Bernardo Manuela

Pinte a fracdo de pizza
consumida por cada
pessoa

Escreva, por extenso, a
fracdo de pizza consu-
mida por cada pessoa

Escreva, usando
notagdo simbalica ma-

tematica, a fracdo de
pizza consumida por
cada pessoa

a) Na sua opinido, qual representacio de fracio “gasta menos lapis” para ser escrita:
usando notacio simbolica matematica, escrevendo por extenso ou pintando?

b) Na sua opinido, qual a representacédo gue mais rapidamente ajuda a decidir quem
comeu mais e quem comeu menos pizza?

Figura: exercicio metacognitivo sobre as diferentes representagoes de fragoes, vantagens e
desvantagens.
Fonte: os Autores.

A representagao grafica por exceléncia para vetores no Ensino Médio tem sido segmentos orientados:
as setas. O Livro Aberto propoe uma atividade cujo objetivo é levar o aluno ou a aluna a refletir
sobre setas como elementos de representacao grafica perguntando se toda seta é, de fato, um vetor.
No caso da placa de transito, por exemplo, mostrada na figura a seguir, a resposta é nao. Isso
deve-se ao fato de a seta sé codificar direcao e sentido. Nessa situac@o, a magnitude nao faz sentido
e nao é representada. No contexto do mapa de ondas e da previsao do tempo na TV, também
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mostrado na figura a seguir, o aluno é levado a perceber que existem outras maneiras de se registrar
a magnitude. Ele é levado a perceber que isso pode ser feito por meio de cores, ja que o registro
por meio do comprimento das setas produziria um diagrama pouco util, pois nesses mapas ha
muita variagao que fazem com que as setas mais longas sobreponham-se as setas mais curtas. De
fato, como os estudiosos de visualizagao em Computagao Gréfica tém mostrado, a maneira de se
representar um campo vetorial é mais rica e diversificada do que usar apenas setas! (Munzner,
2013).

Toda sats & vetors [ Sicis |
Wimes que voteres sia representados geomelncamente gor setan. Mas sers gue toda seta em um desenho represenia
um-vetor? Analize a5 imagens 3 seguir e decida 5e 55 setas desenhadas representam wm vator, isio 8 52 a5 setss, de
algum mado, estdo “cedificando” direcaa. sentido e moduko. Justifigue:sua resposmal

LS
5
3

/s
i
\;\

w

\
N

\\‘
a8

- '-l-"‘la
-
- ar

Figura: exercicio metacognitivo sobre as diferentes representacoes de vetores.
Fonte: os Autores.

A questao das representagoes dos vetores é reforgada no Material Suplementar do capitulo que
explora o conteudo de Vetores, em que se mostra como entes nao humanos, no caso, formigas e
abelhas, representam e comunicam grandezas vetoriais em suas vidas. No caso das abelhas, por
exemplo, quando uma delas encontra uma fonte de alimentacao, a comunicacdo da posicao dessa
fonte é representada por uma danca: a direcao e sentido da danca dao a direcao e sentido da fonte
de alimentagdo e sua duragdo codifica a distancia (figura a seguir). A danga da abelha, também
conhecida como ” waggle dance”, é uma série de movimentos realizados pelas abelhas operarias para
transmitir informagoes sobre a localizacao de fontes de alimento, como flores com néctar e pélen,
para outras abelhas na colmeia. A danca consiste em um padrao em forma de oito, onde a abelha
balanga o corpo em uma linha reta no meio dos loops. O angulo do balango em relagao a gravidade
indica a direcao da fonte de alimento em relagao ao sol, enquanto a duragao do balango transmite
a distancia até a fonte de alimento. Essa forma inica de comunicagao (notagao!) permite que as
abelhas localizem e coletem recursos de maneira eficiente para sua colonia. Note que a notagao é
vetorial porque ela codifica dire¢ao e magnitude. O fenémeno da danca das abelhas foi descoberto
pelo zodlogo e etdlogo austriaco Karl von Frisch. Ele estudou o comportamento das abelhas e suas
formas de comunicacao e, em 1973, recebeu o Prémio Nobel de Fisiologia ou Medicina por seus
trabalhos sobre o comportamento animal, particularmente a danca das abelhas.
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Figura: como abelhas representam vetores com sua danca.
Fonte: https://youtu.be/RGXyhqKsKQ.

Cabe ressaltar que a invencao e o uso de notagoes e diagramas peculiares nao é algo s6 da
Matematica e, de fato, existem varios exemplos em outros empreendimentos humanos: muisica,
quimica, danca, medicina, como mostra a figura a seguir. Notacgoes sao inevitaveis em qualquer
empreendimento humano

Dental notation systemns
UNIVERSAL FDI ) PALMER
ot ) § a,)n,: YR S T T )
QA—P _____ — _'?ﬁrﬂfﬂ%%
VE! ;1.,}; 1«3941\ @p &Imiul,\é’yu\,@aq
Y\ Lp Al nuuqn L ITTTE (T L
i
AV ’MO oW &MM@ M-Mf?'.
'f_hf a"{‘mmlcmm :

‘%. Danes it
e Tiifre {100 o 1173

Figura: notagOes em outras areas..
Fonte: Wikimedia Common.

3. Consideragoes Finais

Representacao é uma das ideias matematicas fundamentais, segundo a Base Nacional Comum
Curricular (Brasil, 2018) Esperamos, com este texto, chamar a atencdo de colegas professores
e produtores de materiais didaticos para esta questao e, em particular procurar estratégias e
situacoes didaticas que demonstrem para os alunos que formulas e digramas matematicos nao foram
concebidos para tortura-los, mas que eles tém suas caracteristicas e muita utilidade! No contexto
de notagdo matemadtica, uma referéncia interessantissima é Cajori (1928) da qual compilamos a
tabela a seguir que mostra como a notagdo para a representagao decimal mudou ao longo da
histéria.


https://youtu.be/RGXyhqKsKQ
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Ano Autor Notagao Notagao Atual
1579 | Frangois Viete 0[375 0,375
D23
1585 | Simon Stevin 375 0,375
1593 | Christopher Clavius 46.5 46,5
1603 | Johann Hartmann Beyer 8 79§ 8,00798
1608 | Robert Norton 3W72)56) 0,375
1612 | Bartholomaeus Pitiscus 13]00024 13,00024
1616 | Johannes Kepler 21(90 21,90
1617 | John Napier 1993,273 1993,273
1620 | John Napier 25.803 25,803
1620 | Joost Biirgi 230270022 230270,022
1623 | John Johnson 3 {122239%?3 3,22916
1624 | Henry Briggs 52321 5,9321
1629 | Albert Girard 1,532 1,532
1629 | Wilhelm von Kalcheim 693 @ 6,93
1630 | Joach. Stegman 39(063 39,063
1631 | William Oughtred 2|5 2,5
1651 | Robert Jager 16]7249 16,7239
1653 | Richard Balam 3:04 3,04
1657 | Francisci & Schooten 58,5@ 58,5
1665 | Andrea Tacquet 2580079 25,80079
1668 | Nicholas Mercator 12[345 12,345
1670 | Joannis Caramvels 22=3 22,3
1688 | Jonas Moore 11664 116,64
1691 | Jacques Ozanam (g) (El)) %) 3,98
1696 | Samuel Jeake 34. 1/ 51/ /2// //6/,// 34,1426
1707 | William Whiston 0;9985 0,9985
1729 | Isaac Greenwood 3,14 3,14
1739 | L’Abbé Deidier 32.6"3" 4" 32,634
1777 | Henry Clarke 2'5 2,5
1857 | Ignaz Lemoch 1763 1,63
1875 | Anton Steinhauser 1°63 1,63
1919 | Giuseppe Peano 163 1,63

Figura: A representacdo decimal ao
Fonte: Cajori (1928).

ongo dos anos.

Destacamos que Iverson (2007) lista as qualidades que uma boa notagdo deve ter. J& Goodman
(1976) apresenta uma teoria filoséfica das notages. Ainda no contexto filoséfico, (Elias, 1991) retine
trés temas centrais. No primeiro nivel, o autor trata dos simbolos em relagao a linguagem, conheci-
mento e pensamento. Em segundo lugar, ele enfatiza que os simbolos também sao padroes sonoros
tangiveis da comunicagao humana, possibilitados pela pré-condi¢ao biolégica evolutiva do aparelho
vocal humano. Em um terceiro nivel, o livro aborda questoes tedricas sobre o estatuto ontolégico
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do conhecimento, indo além dos dualismos filoséficos tradicionais, como sujeito//objeto e idea-
lismo/ /materialismo. Observamos que Cobb, Yackel & McClain (2012) apresentam a questdo dos
sfmbolos no contexto escolar. (Knuth, 1992) relata como evoluiu a notagao usada nas vérias edigoes
de seu cldssico livro Concrete Mathematics. Por fim, Larson (1983), em seu livro de resolugao de
problemas, coloca a escolha de uma boa notagao como uma das 12 estratégias fundamentais de
resolugdo de problemas. (Mazur, 2014) observa que a notagdo matemadtica pode ser usada para
resolver problemas complexos, porque ela permite que solugoes intermedidrias sejam expressas de
maneira clara e concisa. Isso significa que os mateméticos podem trabalhar com soluc¢Ges parciais
e simplificar o processo de resolugao de problemas complexos. Além disso, a notagao matematica
pode ser usada para representar relacoes entre quantidades e operagoes matematicas, o que permite
que os matematicos expressem ideias abstratas de maneira mais concreta.

Em resumo, a notacdo matemadtica é uma ferramenta poderosa para resolver problemas comple-
X0s porque permite que os matematicos trabalhem com solugoes intermedidrias e expressem ideias
abstratas de maneira mais concreta. O papel dos simbolos no ensino e na aprendizagem de Ma-
temdtica tem ganhado a atengao e esforcos da comunidade de Educacao Matemética. Por exemplo,
Arcavi (1994, 2005) introduziu o constructo de Symbol Sense: a habilidade de entender e mani-
pular simbolos. Isso envolve reconhecer padroes, fazer conexdes entre diferentes representacoes e
usar simbolos para representar ideias matematicas. O symbol sense difere do number sense, que
é a capacidade de entender o significado dos nimeros e suas relagoes entre si. O Symbol Sense é
uma ideia ainda em desenvolvimento e que nao ha implicagoes instrucionais completas descritas
ou prescritas para ela. ao longo da histéria, académicos ilustres tém apontado para as vantagens
dos sfmbolos:

1. Comunicagao eficiente: Os simbolos matematicos permitem que ideias complexas sejam expres-
sas de forma concisa e precisa, facilitando a comunicacao entre matematicos.

Referéncia: Peirce, C.S. (1879). On the Algebra of Logic. American Journal of Mathematics,
3(1), 15-57.

2. Representagao abstrata: Os simbolos facilitam o estudo de estruturas abstratas e conceitos
gerais, em vez de se concentrar em casos especificos.

Referéncia: Whitehead, A.N. & Russell, B. (1910-1913). Principia Mathematica. Cambridge
University Press.

3. Generalizagao: A notagao simbdlica permite generalizar resultados mateméticos e aplicd-los a
uma ampla variedade de situagdes. Os simbolos facilitam o estudo de estruturas abstratas e
conceitos gerais, em vez de se concentrar em casos especificos.

Referéncia: Bourbaki, N. (1968). Elements of Mathematics: Theory of Sets. Hermann, Paris.
4. Rigor e consisténcia: A matemaética simbodlica ajuda a garantir rigor e consisténcia nos argu-
mentos matematicos e a evitar ambiguidades e mal-entendidos.
Referéncia: Hilbert, D. (1899). Grundlagen der Geometrie. Teubner, Leipzig.
5. Facilitar calculos e raciocinio: Simbolos matema&ticos e notagoes permitem a execucao de
céalculos complexos e a aplicacao de raciocinio dedutivo.

Referéncia: Leibniz, G.W. (1679-1685). Dissertatio de arte combinatoria. Leipzig.
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6. Desenvolvimento de linguagem formalizada: A matematica simbdlica é a base para a criagdo de
linguagens formalizadas que s@ao essenciais para a logica, a teoria dos conjuntos e a teoria dos
modelos, entre outras areas.

Referéncia: Tarski, A. (1941). Introduction to Logic and to the Methodology of Deductive Sci-
ences. Oxford University Press.

7. Aplicagoes interdisciplinares: A notagdo matematica simbdlica é uma linguagem universal que
transcende barreiras culturais e linguisticas e facilita a colaboragao interdisciplinar e a aplicacao
da matemadtica em outras areas como a fisica, a engenharia e a ciéncia da computacao a fisica,
a engenharia e a ciéncia da computacao.

Referéncia: Wigner, E.P. (1960). The Unreasonable Effectiveness of Mathematics in the Natural
Sciences. Communications on Pure and Applied Mathematics, 13(1), 1-14.
8. Unificar conceitos, como, por exemplo, a equacdo e +1 = 0.

Referéncia: um dos revisores deste artigo.
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O pensar matematico no processo de resolucao de
problemas

Sténio Rocha Silva 1 ® Leandro Antunes ®

Resumo

A mente humana, durante o processo de resolucdo de problemas, pode ser caracterizada por duas
formas de raciocinio: uma légica, mecénica, formal; e outra plausivel, temporaria, heuristica, in-
tuitiva. Neste artigo fazemos um levantamento bibliografico de diversos matematicos e educadores
com trabalhos relevantes para o tema de resolucao de problemas matematicos, revelando suas ex-
periéncias e o entendimento sobre a dindmica humana desse processo. Analisando a resolucao de
um problema, por mais simples que seja, observa-se que o processo constitui-se de fases decisorias
que se intercalam entre as verdades matemaéticas e as atitudes heuristicas e intuitivas, principal-
mente nas fases de planejamento e execucdo do plano de resolugdo. Nesse contexto o professor
de Matematica, ao adotar a resolucdo de problemas como estratégia metodoldgica de ensino, deve
realizar experiéncias de forma a entender quais atitudes e sensacoes seus alunos irdo enfrentar.
Dessa forma podera antecipar-se prevendo orientagoes prévias e atender as suas dificuldades.

Palavras-chave: Problemas Matematicos; Raciocinio Heuristico; Atitudes Mentais.

Abstract

The human mind, during the problem solving process, can be characterized by two forms of re-
asoning: a logical, mechanical and formal one; and another plausible, temporary, heuristic and
intuitive. In this article we carry out a bibliographical survey of several mathematicians and educa-
tors with works relevant to the theme of mathematical problem solving, revealing their experiences
and understanding of the human dynamics of this process. Analyzing the resolution of a problem,
no matter how simple it may be, it is observed that the process consists of decision-making phases
that intersperse between mathematical truths and heuristic and intuitive attitudes, mainly in the
planning and execution phases of the resolution plan. In this context, the Mathematics teacher,
when adopting problem solving as a methodological teaching strategy, must carry out experiments
in order to understand which attitudes and sensations his students will face. In this way, he will
be able to anticipate, foreseeing previous orientations and attend to his difficulties.

Keywords: Mathematical Problems; Heuristic Reasoning; Mental Attitudes.
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Do primitivo processo de contagem de um pastor para garantir que nao havia perdido uma de
suas ovelhas ao calculo recente da trajetéria de Plutdo para permitir a chegada da sonda New
Horizons aos confins do sistema solar, a histéria da humanidade mostra uma eterna intimidade do
ser humano com a Matemédtica. Algo além do mero procedimento 16gico existe entre os homens
e essa area do conhecimento. Muitos problemas foram solucionados em nossa histéria, muitas
mentes estiveram envolvidas em intimeros desafios da humanidade.

Angariando atitudes de grandes matematicos na resolugdo de alguns de seus problemas, em 1900
o matemético alemao David Hilbert (1862 — 1943) [10], ao proferir uma palestra em Paris, no
Congresso Internacional de Matematicos, listou 23 problemas matemaéticos importantes, naquela
época ainda nao solucionados. Tais problemas passaram a ser desafios: uns foram solucionados
quase que imediatamente; outros tiveram que esperar algumas décadas; alguns mais de meio século
e ainda existem problemas nao solucionados, como a Hipdtese de Riemann, que conjectura que a
distribuicao dos niimeros primos nao ¢é aleatoria.

A diferenca entre o trabalho de uma pessoa comum, um aluno ou alguém interessado em Mate-
matica, resolvendo um problema de geometria, algebra ou aritmética, é andloga ao trabalho de
invenc¢do, determinacdo e demonstracdo de um matemaéatico — a diferenca estd no grau e nivel.
Guardadas essas proporgdes, o processo de resolucdo de problemas reserva ao resolvedor atitudes
mentais que vao da forma mais simples de raciocinio, habitualmente utilizada no dia a dia das
pessoas, ao raciocinio dedutivel, 16gico e determinista, bem adequado matematicamente.

Paul Zeitz [11, p. 170 | diferencia problemas de exercicios da seguinte forma: um exercicio é uma
questao que se sabe resolver imediatamente, bastando aplicar determinadas técnicas, porém sem
necessidade de descobrir quais técnicas usar. Por outro lado, um problema é uma situacao que
exige mais reflexdo e engenhosidade antes de a abordagem correta ser encontrada. Naturalmente,
seguindo essa definigdo a diferenciacao entre problemas e exercicios é subjetiva, dependendo das
experiéncias e habilidades de quem esta resolvendo a questao.

Este artigo é o produto de uma pesquisa de mestrado e resulta da busca de elementos que instru-
mentalizem o professor em sua pratica em sala de aula diante de um cendrio heterogéneo, onde cada
aluno tem um entendimento 1inico, construido por suas experiéncias e pelos mecanismos pessoais
com que lida com o ensino da Matematica. O propdsito deste trabalho é entendermos quais sao
0s aspectos e caracteristicas envolvidos nas atitudes mentais presentes no processo de resolucao de
problemas matemaéticos e como o professor em sua pratica docente pode usar tais fatores, a partir
de uma revisao bibliografica de autores relevantes para o tema.

2. Metodologia

Este artigo trata-se de um levantamento bibliografico de carater qualitativo. Foram analisados
autores com publicacdes relevantes para o tema, selecionando para este artigo aqueles com con-
tribuicdes no aspecto metodolégico, em especial aqueles que trataram de estratégias, mecanismos
e técnicas para a resolugao de problemas. Nessa selecao, também levou-se em conta a participa-
¢ao dos autores na organizacao de Circulos Matematicos, Olimpiadas de Matematica ou eventos
assemelhados.

Priorizaram-se, quanto aos dados observados e revelados pelos autores consultados, aqueles relacio-
nados as atitudes humanas frente ao processo de resolugdo de problemas combinados com os
procedimentos mecénicos e deterministicos, préprios dessa area do conhecimento. Baseados nos
dados qualitativos levantados segundo as descrigdes das situagdes apresentadas pelos sujeitos, a
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andalise ateve-se as atitudes mentais que sao acionadas no resolvedor durante o processo de resolugao
de problemas explicitadas pelos autores selecionados.

3. Raciocinio no Processo de Resolugao de Problemas por George Pdlya

O matemadtico hingaro George Pdlya (1887 — 1985) é uma figura de destaque no estabelecimento
de etapas para resolugdo de problemas. A obra mais importante de Pélya é A arte de resolver
problemas [5], de 1945, que ndo se atém apenas as questoes matemdticas, mas também d& um
direcionamento ao processo de resolugdo propriamente dito.

Pélya divide o processo de resolugdo de problemas em quatro etapas. A primeira etapa é ter uma
solida compreensao do enunciado do problema: suas incognitas, os dados e condicionante, devendo-
se adotar uma notagao adequada e tragar figuras ou diagramas buscando uma melhor familiarizagao
com o problema. Nessa etapa também é importante a motivacao do resolvedor para encontrar a
solucdo. Por isso, ao adotar a resolucdo de problemas como estratégia metodoldgica, cabe ao
professor selecionar questoes estimulantes a seus alunos, que gerem interesse em sua resolugao, nao
sendo nem muito faceis, que tenham solucao imediata, nem muito dificeis, que nao possam ser
resolvidos apds um esforgo consideravel.

A segunda etapa consiste na construc¢io de um plano de resolugio. Essa etapa é complexa e envolve
conhecimentos, percepgoes e atitudes gerais. O plano construido e revisado permite orientacao para
sua execucao, que é a terceira etapa.

A medida que o desenvolvimento da execugdo do plano revela sinais de progresso, uma solugio
aguarda o resolvedor, apds o que um reexame de todo o processo devera ser implementado. Essa
iltima etapa, apesar de extremamente importante para perceber erros, aprimorar processos e
implementar solu¢ées melhores, frequentemente é neglicenciada.

Polya destaca em sua obra o raciocinio desenvolvido durante a elaboragao de um plano de reso-
lugdo para o problema. O encaminhamento de solugdo surge, provisério, plausivel, mas sé serd
considerado ttil ao final do processo ou quando o grau de confianga nas escolhas por ele geradas
mostrarem sinais inequivocos de sucesso. Os passos propostos por Pélya para a resolugao de pro-
blemas constituem um método heuristico, isto é, trata-se de um método baseado na descoberta e
na invenc¢ao de técnicas para a resolugao. Esse autor associava os passos de um pensamento heu-
ristico aos andaimes utilizados na construgao de um edificio: todos eles sdo necessarios, contudo
antes mesmo do final da obra eles nao estarao mais presentes.

Um aspecto interessante que ocorre na fase de execucdo do plano de resolugdo é a percepgio dos
sinais de progresso. Eles nao devem ser ignorados nem adotados como certeza de sucesso, porém
qualquer indicador de sucesso estabelece maior ou menor confianga ao resolvedor para decidir sobre
continuidade ou revisdo do processo de solugao.

O conhecimento matemaético formal é garantido pelo raciocinio demonstrativo ou dedutivel. Por
outro lado, as conjecturas, ideias e hipdteses que aparecem durante a resolugdo de um problema
sao sustentadas pelo raciocinio plausivel ou aceitavel. Este tipo de pensamento ocorre também em
outras areas do conhecimento, como no direito, em que a evidéncia circunstancial estd amparada
pelo raciocinio plausivel, ja que muitas vezes nao é possivel ter certeza de todas as provas e versoes
apresentadas em um caso.

Apesar da demonstragao final de um teorema ser apresentada de uma maneira essencialmente
dedutiva, o processo de descoberta do teorema e as tentativas de demonstracdo combinam ob-
servagoes, analogias, tentativa e erro, mudanca de hipdteses, elaboracao de figuras e diagramas,
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constituindo um trabalho essencialmente criativo, andlogo ao processo heuristico. A demonstragao
final é descrita usando o raciocinio dedutivo ou indutivo, contudo hd um grau de invencao, intui-
¢ao, adivinhacao ou predicao, anterior a essa dedugao, isto é, o raciocinio plausivel ou aceitavel
também esta presente na matemaéatica formal.

Polya afirma que esses dois raciocinios, dedutivel e heuristico, ndo sao contraditérios. Na verdade,
completam-se: é preciso aprender a utilizé-los para o estudo da matematica e, em particular, na
resolucao de problemas. Nas palavras de Henry Poincaré, “a légica consciente é apenas parte do
processo criativo” [10].

Nos esportes de alto rendimento os aspectos mentais e psicolégicos sdo fundamentais para o sucesso,
muito além de uma técnica apurada. E eles oscilam, na mente do esportista, a medida que as coisas
acontecem na quadra, na arena, na pista, no tabuleiro de xadrez. E preciso se motivar diante de
uma situacado adversa, dificil. Um tenista mexeria mais as pernas, gritaria um Come on/, um
maratonista pensaria no préximo quarteirdo, no quilémetro 33, 34... Da mesma forma, cabe ao
resolvedor de problemas persistir, perseverar, concentrar-se mais, dar um tempo para si mesmo e
retornar a problema posteriormente.

Esses sdo os elementos que descrevem de forma sucinta o entendimento de George Pélya sobre o
processo de resolucao de problemas, principalmente no que tange aos processos mentais. O autor
exalta o papel da analogia, da inducao e da heuristica, da invencdo para solugdo dos problemas
matematicos. Por outro lado, é lacénico quanto ao papel da intuicdo nesse processo, tratando essa
questao como tema para discussoes filosdficas.

4. A arte de resolver problemas segundo Paul Zeitz

Paul Zeitz, nascido em 1958, é um mateméatico americano que venceu a Olimpiada de Matematica
dos Estados Unidos (Usamo) e integrou a equipe americana que competiu na primeira Olimpiada
de Matematica Internacional (IMO). Zeitz atuou na elaboragao de problemas para competigoes e
no treinamento de equipes e escreveu em 1999 o livrto The art and craft of problem solving [11]
com diversas técnicas para a resolucao de problemas matemaéticos.

Para Zeitz, o processo de investigagao assume diversas formas e pode ser iniciado por exemplo com
uma intuicdo, uma ideia inicial, uma ideia brilhante ou com uma analogia com um outro problema.
Se o resolvedor nédo é experiente, Zeitz afirma que ele deve munir-se de mais elementos para tornar
sua abordagem mais organizada e dar passadas mais seguras. A ajuda pode ser necessédria, mas a
insisténcia do resolvedor é fundamental, tornando imprescindivel que o problema a ser resolvido
seja prazeroso e motivador.

A obra de Zeitz valoriza estratégias psicolégicas, ligadas a obstinacdo e a persisténcia. Para o
autor, a motivacao para a resolucao do problema é fundamental, ja que nao faz sentido que alguém
deseje solucionar um problema sem a vontade imperiosa de fazé-lo. Por outro lado, afirma que
deve haver confianga de que é possivel obter sucesso, e para tal é preciso criar condigoes para
que a solugao seja possivel dividindo o problema, modificando a abordagem, caso ela esteja sendo
aplicada ha muito tempo sem resultados.

Outro aspecto de destaque para a resolugdo de problemas em [11] é a concentracdo: o foco no
problema, seus objetos e suas defini¢Oes, suas estratégias e a execucdo do plano. Também a
criatividade é fundamental: estar aberto a novas ideias, com atencao as oportunidades no ambiente
do problema.
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5. Algumas estratégias para a Resolugdo de Problemas segundo Posamentier

Alfred S. Posamentier (nascido em 1942) é outro matemadtico e educador que se dedicou ao tema
resolucao de problemas. Posamentier possui mais de oitenta livros em que figura como autor ou
coautor, tratando, além da resolugao de problemas, temas como geometria euclidiana, curiosidades
matematicas, livros voltados a professores de matematica e historia da matematica.

Posamentier também editou o livro The art of problem solving: a resource for the Mathematics
teacher [9], em 1996, em parceria com Wolfgang Schulz. Nesse livro sdo abordadas diversas es-
tratégias para a resolucdo de problemas, como trabalhar de tras para frente, mudar o ponto de
vista, considerar casos extremos, usar aproximagoes, determinar caracteristica dos objetos, dentre
outras.

Duas obras interessantes foram publicadas em 1970, com Charles T. Salkind (1898 — 1968): Chal-
lenging problems in algebra [7] e Challenging problems in geometry [8] nas quais além de fazer
uma coletdnea de diversos problemas com suas solugdes, aponta para um cuidadoso e selecionado
uso da analogia para resolucdo de problemas em geometria e dlgebra, respectivamente. Algumas
estratégias para a resolucdo de problemas mencionadas nesses dois livros sdo:

1. Utilizar a analogia do problema com outros problemas conhecidos e verificar a existéncia de
padroées ou similaridades;
2. Ter flexibilidade no uso de abordagens, adotando algumas menos familiares quando necessario;

. Descobrir se o resultado das manipulagoes efetuadas faz ou nao sentido;

-~ w

. Verificar se a resposta para o problema é ou nao tnica;
5. Utilizar estimativas para verificar erros grosseiros na resposta;
6. Checar possiveis restricbes para os dados ou resultados;

7. Resolver um caso particular antes do caso geral ou generalizar um problema quando o caso
especifico for dificil de ser atacado diretamente.

6. Analogias, generalizagdes e especificagoes

A utilizagdo de analogias aparece como uma das principais estratégias para a resolucao de proble-
mas em livros de diversos autores. George Pélya a considera uma poderosa ferramenta, permeando
as argumentacoes, os pensamentos e as conclusbes cotidianas. Segundo ele, as analogias podem
ser imprecisas e incompletas, mas podem tornar-se matematicamente rigorosas, servindo como
ferramenta na resolucao de problemas.

Ha4 diferencas entre a analogia e outras formas de similaridades que sao produzidas de acordo com
as reais intensées na mente do observador. A analogia estabelecida por um poeta é contemplativa
por natureza. J& um naturalista encontra sugestiva analogia entre a mao humana, a pata de um
gato ou a nadadeira de uma baleia.

Analogia concorre com dois outros conceitos: generalizagdo e especializagdo. Na generalizagio
parte-se de uma consideracao sobre um dado conjunto de objetos para outros mais amplos, como
de tridngulos para poligonos com arbitrario niimero de lados. Ja na especializacao parte-se de uma
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consideragao sobre um conjunto de objetos para outro menor, como passamos de poligonos para
poligonos regulares.

Esses dois conceitos, generalizagao e especializagdo, com a percepgoes de analogias, orientam ope-
ragoes mentais, gerando descobertas que podem auxiliar na resolugdo de problemas. A construgio
de conhecimentos através da analogia é muito utilizada para facilitar a compreensao de temas
complexos como por exemplo a eletricidade, que encontra correspondéncia com a hidrodindmica.

7. O papel da intui¢do na resolu¢do de problemas

Os mateméticos tém uma maneira muito especial de lidar com os problemas. Segundo Jacques
Salomon Hadamard [2, p. 28-29], Jules Henri Poincaré (1854 — 1912), em uma conferéncia na
Sociedade de Psicologia de Paris a respeito da invengdo na matemadtica, revelou suas experiéncias
na resolucdo de problemas:

Certa noite, contrariando meus hdbitos, tomei café puro e ndo consegui pegar no
sono; as ideias surgiram aos borbotoes; eu tinha a impressio de que se chocavam,
até duas consequirem se ligar para formar uma combinacdo estdvel.

O relato de Poincaré mostra as contribuicdes do inconsciente no desenvolvimento da sua maneira
de resolver problemas. Interessante observar o que Hadamard [2, p. 29] também relata sobre as
experiéncias de Carl Friedrich Gauss (1777 — 1855):

Finalmente, hd dois anos, consegui. Ndo como resultado de meus esforcos, mas
gragas a Deus. O enigma foi resolvido num raio subito. Ndo sei dizer qual foi a
natureza do fio condutor que ligou o que eu jd sabia com o que tornou possivel o
meu Sucesso.

A intuicdo matemdtica é destacada por Poincaré como tendo lugar especial no ensino da Ma-
temética ao, lado da légica. A intuicdo desempenha papel de guia juntamente com a analogia
como estratégia para resolucio de problemas. E estimulada e enriquecida pelas experiéncias do
resolvedor funcionando como instrumento da invencao.

Uma contribui¢ao importante para o processo de resolugao de problemas foi estabelecida pelo ma-
temadtico britdnico Alan Turing (1912 — 1954), considerado um dos pais da ciéncia da computagao.
Um dos principais objetos de pesquisa de Turing foi a logica e os imbricados aspectos da escola
formalista de David Hilbert (1862 — 1943), outro importante matemdtico atuante na primeira
metade do século XX. Segundo Teresa Numérico [4] Hilbert acreditava que era possivel criar um
sistema formal que provasse todos os teoremas matemaéticos. Porém, os resultados provados por
Turing e por Kurt Godel (1906 — 1978) mostraram a impossibilidade da realizagdo de tal feito.
Os Teoremas da Incompletude de Goédel mostraram que um sistema axiomatico recursivamente
enumeravel nao pode ser simultaneamente consistente, isto é, sem contradigoes, e completo, ou
seja, capaz de classificar em verdadeira ou falsa qualquer afirmacao dentro da teoria. Turing de-
monstrou um teorema analogo para a computagao, relativo a impossibilidade da existéncia de um
algoritmo capaz de resolver o Problema da Parada para todos os pares de programas e entradas
possiveis.

Os elementos matematicos discutidos por Turing e Godel estao fora do escopo deste artigo, contudo
as discussdes sdo interessantes pois giraram em torno de algoritmos e da mente humana [1]. A
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existéncia de um sistema formal que atendesse aos interesses de Hilbert eliminaria o papel da
intuigdo e da heuristica na descoberta matematica. A necessidade de intuicao, por exemplo, estaria
totalmente eliminada desse processo. Contudo, Turing dizia [4]:

Em consequéncia da impossibilidade de encontrar uma légica formal que elimine to-
talmente a necessidade de usar a intuicao, voltamo-nos naturalmente para ‘sistemas
nao construtivos’ de logica com os quais mem todos 0s passos de wma prova sGo
mecanicos, sendo alguns intuitivos.

O resultado estava de acordo com a percepcao de Turing de que era improvavel que a demonstragao
de teoremas pudesse ser efetivada sem o uso de intuicao e heuristica.

8. Resolugao e o Pensar Matematico

Para exemplificar as diversas atitudes mentais durante o processo de resolucdo de problemas,
utilizaremos alguns exemplos encontrados na literatura. O primeiro problema foi proposto por
Paul Zeitz em [11].

Problema 1. Seja ABC um tridngulo isésceles com AB = AC. Uma perpendicular do ponto A para
BC, encontra BC em D. Uma perpendicular de D para AC, encontra AC em E. Seja F o ponto
médio de ED. Prove que AF 1 BE.

Figura 1: Problema gerando problema

A

D C

Como Zeitz e outros autores sugerem, a construcdo da figura 1 é importantissima para a com-
preensdo do problema em seu cendrio geométrico. H4 varios tridngulos retangulos na figura 1. B
tentadora a procura por semelhangas de tridngulos associada aos segmentos BE e AF. Zeitz (2021)
sugere explorar de forma implacavel a existéncia de tridngulos semelhantes. Se a intuicdo apontar
para a existéncia desses objetos, Zeitz sugere perseguir a ideia. Apesar da 6tima sugestdo, uma
minuciosa verificagdo néo identifica, a priori, uma relagdo adequada envolvendo os segmentos AF
e BE. Uma nova ideia deve ser encontrada.

Mais uma vez Zeitz (2021) sugere que os melhores amigos do resolvedor de problemas geométricos
sdo: triangulos retangulos, retas paralelas e pontos na circunferéncia. Deles extraem-se uma
variedade de relagbes entre os objetos aos quais estao associados.
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Tal problema estd recheado de tridngulos retangulos cuja possibilidade de semelhanca j4 foi ava-
liada. E preciso encontrar uma forma de identificar segmentos perpendiculares se ndo ha como
identificar semelhancga entre os tridngulos retdngulos existentes e aqueles tridngulos formados pelos
segmentos AF e BE.

Uma propriedade interessante relacionada a tridngulos retdngulos inscritos em circunferéncias é
quando a hipotenusa é o didmetro da circunferéncia, dai o vértice oposto a hipotenusa é formado
por um angulo reto.

A figura 1 ndo possui circunferéncias, assim uma precisa ser construida, e, para atender a pro-
priedade em que se sustenta a nova ideia, deve ter como didmetro o segmento AB. Esse forma o
tridngulo retangulo ABD e o tridngulo AGB, que pode ser retangulo.

A circunferéncia w é tragada pelo ponto médio de AB, hipotenusa, e o tridngulo ABD esta inscrito,
conforme figura 2.

Observando a figura 2, para que AF L BE, o ponto G deve pertencer a circunferéncia w, o triangulo
AGB serd retangulo, o ZAGB = 90° e entdo AF | BE.

Mas, como chegar até esse resultado? Observando o arco DG, dois &ngulos inscritos em w
submetem-se a ele, L DAG e «DBG e portanto sdo iguais. Dessa forma, para que o ponto G
esteja na circunferéncia, w, ZDAG = «DBG. E assim tem-se uma solugao!

Figura 2: (ZEITZ, 2017, p.291, reprodugédo e adaptacio nossa).

Mas, como chegar a tal resultado? Observa-se que o problema mudou, agora buscamos a igualdade
«DAG = «DBG. H4 muitos segmentos, mas vamos trabalhar com os tridngulos. Observando o
tridngulo DEC, retdngulo, pode-se construir um outro tridngulo retangulo se for tragada a altura
do tridngulo ABC pelo vértice B incindindo sobre AC no ponto H. Tem-se ABHC =~ ADEC,
semelhantes pois possuem angulos retos e um angulo comum, DCE.

Observa-se ainda no tridngulo DEC que os angulos EDC e DCE sédo complementares, e assim
<ADE = £«DCE, o que torna os triangulos ADE e BHC, semelhantes. Em virtude desse resultado

-
269 @% sem

.............................



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

ot i et Silva e Antunes

o tridngulo ADF, formado pela mediana AF de AADE, e o tridngulo BCE, formado pela mediana
de ABHC, s@o semelhantes o que faz com que Z#GAD = 2GBD.

O préximo exemplo é um problema proposto por George Pélya em [5].

Problema 2. Inscrever um quadrado num tridngulo dado. Dois vértices do quadrado devem situar-
se sobre a base do tridngulo, e os dois outros vértices sobre os dois outros lados do tridngulo, um
em cada.

Figura 3: Desenvolvimento nosso.

A figura 3, como anteriormente, um passo importante para a melhor compreensdo do problema. O
cendrio é constituido de um tridngulo e um quadrado que se localizard numa posi¢do bem especifica,
segundo a condicionante.
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Y )

Y ' X

— — —
b — — -

Figura 4: Desenvolvimento nosso.

Desenhando um quadrado qualquer sobre a base do tridngulo da figura 4, observa-se que, indepen-
dentemente do tamanho, ajustes sdo necessarios para cumprir parte da condicionante. Primeiro
dois vértices sdo atendidos com a base do quadrado sobre a base do tridngulo. Um outro ajuste
permitird que o outro vértice situe-se sobre um dos lados, assim pelo menos trés pontos (os vértices
do quadrado) atenderiam a condicionante.

Esse procedimento intuitivo conduzird a um importante passo para a solugao deste problema. Pode
o resolvedor evita-lo, procurando encaixar os quatro vértices do quadrado segundo a condicionante
do problema proposto. Tal atitude retardara a fase de planejamento da resolucao, a menos que se
tenha em mente outro caminho! Uma ideia brilhante!

Observando a figura 4 tem-se o quadrado DEGW com trés de seus vértices cumprindo a condicio-

nante do problema. O terceiro vértice, E, dista igualmente de um ponto do lado AB e do lado
BC.

Na figura 5, tem-se que o quadrado ILMH, onde o vértice L. goza da mesma propriedade, ou seja,
o ponto L dista igualmente de um ponto do lado AB e do lado BC.

Intuitivamente pode-se concluir que existe um ponto no lado AC equidistante de um ponto do
lado AB e do lado BC. Agora, de forma indutiva, se for tracada uma reta entre os pontos L e E,
LE, essa deve conter todos os pontos equidistantes dos pontos do lado AB e do lado AC. Eis que
descobre-se um lugar geométrico. E a interse¢ao da reta LE com o lado AC no ponto Z, define o
vértice do quadrado que atende integralmente a condicionante do problema.
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Figura 5: (Pdlya, 2006, p.03, reprodugdo nossa).

O préximo exemplo, também devido a Pélya [5, P. 121] ilustra os procedimentos inventivos num
problema de determinagao algébrico.

Problema 3. Determinar o valor de x que satisfaz a equagao:

8(4¥ +47%) ~ 542X +27%) + 101 = 0

Inicialmente procurar a compreensao, que apesar da simplicidade da informacao apresentada, me-
rece atencdo, sempre. Tem-se soma de exponenciais com expoentes diferentes o que é um compli-
cador e exige uma atuacdo facilitadora para o desenvolvimento algébrico.

4% + 47

2% +27%
Pode inicialmente parecer assustador para um principiante, contudo algumas simplificagées podem
melhor esclarecer.

4% = (2X)2
4% = (2)()*2

Uma primeira invengao, que pode parecer uma maégica, um truque, mas foi desenvolvida por uma

mente que percebeu uma ideia brilhante.
X

y=2
O resultado parece vantajoso pois a equagao modificou-se e seu tratamento parece mais atrativo.

8(y? + yiz) ~54(y + 5) +101 =0
-
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Entretanto, nesse ponto o resolvedor nao sabe ainda a condug¢ao da invengao inicial. E provavel
que seu raciocinio heuristico, como expressava Pdlya, apontava para o sucesso e ele teria que criar
mais uma invengao.
Z=y+—

y

1
72 =y% + — +2

y
822~ 54z +85=0

Aqui se finaliza, pois o trabalho agora é conduzido por atividades mecénicas para resolver a equagao
do segundo grau, em z, o que significa efetuar calculos utilizando um algoritmo ja de dominio dos
alunos, em tese.

9. Conclusao

O que ficou evidente, neste rol de contribuigées, foi que os recursos mentais acionados pelos diversos
mecanismos a disposi¢ao do ser humano neste processo sao constituidos de dois tipos de raciocinio:
o plausivel, de um lado, e o dedutivel, demonstrativo, determinista e l6gico, do outro. A combinagao
dessas atitudes permite muita flexibilidade e elasticidade ao processo, tornando o erro e o resultado
das tentativas uma forma de aprendizado.

Observa-se entre os autores uma énfase na presenca da intui¢do e heuristica, no pensar matemaético.
Isso nao é unanime: Pdlya, por exemplo, pouco se apoia na intuicdo, prefere a analogia e heuris-
tica. Contudo, para todos, a falta desses elementos mentais tornam mecanico o processo. Lbgica,
intuigdo, heuristica, percepgoes de similaridade e atitudes inventivas, devem caminhar juntas.

Como essas atitudes sdo executadas nas diversas experiéncias do dia a dia do ser humano e sujeitas
a seus vicios e descuidos, alguns autores sugerem atencdo aos excessos exigindo ponderacgao e
controle. No entanto, a experiéncia modela essas sensacoes e percepgoes garantindo confianca e
autonomia.

Analisando a resolu¢do de um problema, por mais simples que seja, observa-se que 0 processo
constitui-se de fases decisérias que se intercalam entre as verdades matematicas e as atitudes
heuristicas e intuitivas, principalmente nas fases de planejamento e execucao do plano de resolucéo.
Tal comportamento de uma maneira geral se ajusta aos diversos argumentos defendidos pelos
autores consultados, que associam a logica matematica as impulsivas e provisérias atitudes mentais.

Nesse contexto o professor deve experimentar, principalmente as atividades panejadas e destinadas
aos seus alunos, de forma a entender quais atitudes e sensagoes eles vao enfrentar. Dessa forma
podera antecipar-se, prevendo orientacoes prévias e atender as dificuldades do grupo.

Este trabalho apresentou diversas sensacOes inerentes ao resolvedor de problemas matematicos
descritas por individuos que as conhecem, vivenciaram e sabem identifici-las nos sujeitos sob sua
atencdo. Em trabalhos futuros, pretendemos propor atividades onde seja possivel uma identifica-
¢a0 mais amitde em grupos de alunos, solucionando problemas em condigoes especificas, visando
melhor instrumentalizar o professor em sala de aula.
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Uma experiéncia concreta na Aritmética Modular:
Chryzodes.

Dionatan Miguel Fiorin Konageski'® Mari Sano ®

Resumo

A Aritmética Modular possui intmeras aplicagoes na educagao béasica. Este trabalho tem como
objetivo aplicar de forma ludica o contetido dessa teoria nos Chryzodes. Com essa aplicagao procu-
ramos mostrar uma maneira diferente de trabalhar a Aritmética Modular em sala de aula, maneira
essa que ird proporcionar ao educando participar de forma mais ativa das aulas, despertando o seu
interesse na Matemaética.

Palavras-chave: Niimeros Inteiros; Congruéncia; Chryzodes.

Abstract

Modular arithmetic has numerous applications in elementary school. The aim of this work is to
playfully apply the content of this theory in Chryzodes. With this application we seek to show
a different way of working Modular Arithmetic in the classroom, which will provide the student
with an pleasant way to participate in classes and awakening its interest in Mathematics.

Keywords: Integer numbers; Congruence; Chryzodes.

1. Introdugao

A Aritmética Modular é uma aritmética que envolve apenas os numeros inteiros e auxilia na
resolucdo de diversos problemas. FEssa aritmética pode ser introduzida no ensino basico com o
uso do relégio analdgico. Além dessa aplicagdo, existem muitas outras que também podem ser
trabalhadas. Um dos principais objetivos deste trabalho é fornecer ferramentas que permitam que
os alunos de educacao bésica e Licenciatura em Matematica aprendam e visualizem a importancia
da Aritmética Modular.

Cientes das diversas dificuldades presentes no ensino-aprendizagem da Matematica procuramos
desenvolver propostas de aulas mais atrativas, isto é, buscamos uma metodologia de ensino dife-
renciada para motivar e estimular a participagdo do aluno nas aulas de Matematica.

Diante disso, propomos neste trabalho, produto da dissertacdo “Ezperiéncias concretas na Arit-
mética Modular”, do Mestrado Profissional em Matemdtica em Rede Nacional - Profmat [4], a

IParcialmente apoiado pela Coordenacio de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior -Brasil (Capes) -
Cbdigo de Financiamento 001.
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introducgdo de uma atividade através de assuntos relacionados com a Aritmética Modular que ins-
tiguem a curiosidade dos alunos. Além de proporcionar uma visdo ampla acerca dos contetidos
e mostrar que existem elementos de ligagdo entre os mesmos, conforme é dito nos Parametros
Curriculares Nacionais (PCN):

- muitas vezes os conteudos matemdticos sdo tratados isoladamente e sdo apre-
sentados e exauridos num tUnico momento. Quando acontece de serem retomados
(geralmente num mesmo nivel de aprofundamento, apoiando-se nos mesmos recur-
s0s), € apenas com a perspectiva de utilizd-los como ferramentas para a aprendizagem
de novas nogées. De modo geral, parece ndo se levar em conta que, para o aluno
consolidar e ampliar um conceito, é fundamental que ele o veja em novas extensaes,
representagoes ou conexdes com outros conceitos. (BRASIL, 1998, p.22 e p.23)

Nesse sentido, o presente trabalho desenvolve o contetido de congruéncias por meio da construcao de
Chryzodes, baseado em [1], no qual sdo retomadas as nogoes de perimetro de uma circunferéncia,
arco de circunferéncia e o cédlculo de seu comprimento — relacionando desta forma assuntos da
geometria e aritmética. Para outras formas de desenhos modulares, o(a) leitor(a) interessado(a)
pode consultar [5].

Com o intuito de obter uma melhor visualizacgdo, foi feita a construgdo de varios Chryzodes, e,
em um caso particular, realizado o passo a passo dessa construgdao. Também foi usado o software
Chryzodus a fim de produzir alguns Chryzodes. Ainda, foram desenvolvidos dois videos: um
com o software Wolfram CDF Player, que mostra de maneira dindmica a construgio de diferentes
Chryzodes, e o outro com o software FRAQTIVE, no qual pode ser observado o Conjunto de
Mandelbrot para alguns casos.

2. Aritmética Modular e Chryzodes

Nesta se¢ao, abordaremos inicialmente, de forma sucinta, o conceito de congruéncia e suas proprie-
dades, para logo apresentar uma das suas aplicagoes: Chryzodes. Uma abordagem ampla da teoria
de Aritmética Modular pode ser encontrada em [3].

2.1. Congruéncias

O conceito de congruéncia, assim como a notacao, foi introduzido por Johann Carl Friedrich Gauss
(1777 — 1855) em um livro publicado em 1801, intitulado Disquisitiones Arithmeticae.

No livro, Gauss apresentou a primeira demonstragao da Lei da Reciprocidade Quadrdtica e desen-
volveu a teoria das formas quadraticas bindrias, entre outros.

Defini¢ao 1. Se a,b e m sdo inteiros, dizemos que a é congruente a b mdédulo m, para m > 1, se
m | (a—b). Ao qual denotaremos por a =b (mod m).

Por outro lado, se m } (a—Db), dizemos que a é incongruente a b médulo m e denotamos por a # b
(mod m).

Exemplo 1.

e 15=3 (mod 2), pois 2 | (15-3);
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e 19#£7 (mod 5), pois 5} (19-7).

Observagdo 1. Se a,b,m € Z, com m > 1, entdo a = b (mod m) se, e somente se, a ¢ b possuem o
mesmo resto na divisdo euclidiana por m. Portanto, uma outra maneira de comprovar que 15 =3
(mod 2) é verificando que os restos da divisao de 15 e de 3 por 2 sao iguais a 1.

As Proposigdes que enunciaremos e demonstraremos a seguir apresentam algumas propriedades
elementares das Congruéncias.

Proposi¢ao 1. Se a,b,c,m € Z, com m > 1, entdo:

i) a=a (mod m) (propriedade reflexiva);
i) Sea =b (mod m), entdo b = a (mod m) (propriedade simétrica);

iti) Sea=b (mod m) eb =c¢ (mod m), entdo a = ¢ (mod m) (propriedade transitiva).

Demonstragdo. i) Como m |0, temos que m | (a—a). Logo, a = a (mod m).
i) Se a =b (mod m), entdo m | (a—b). Assim, m | (b—a), isto é, b = a (mod m).

i1i) Sea=b (mod m) e b =c¢ (mod m), entdo m | (a—b) e m | (b—c). Portanto, m | (a—b) + (b—c),
o que é equivalente a m | (a—c). Dessa forma, a = ¢ (mod m).
O

Proposi¢ao 2. Se a,b,c,d,m € Z, com m > 1, sdo tais que a = b (mod m) e ¢ = d (mod m),
entao:

i)a+c=b+d (mod m);

i) a—c=b—-d (mod m);

i17) ac = bd (mod m).

Demonstra¢do. De a=b (mod m) e ¢c =d (mod m) temos que existem k;,k, € Z tais que

a—b=km; (1)

c—d =kom. (2)
i) Somando as igualdades (1) e (2), obtemos (a + c¢) — (b + d) = (k; + ky)m, e isso implica que
a+c=b+d (mod m).

it) Subtraindo as igualdades (1) e (2), segue que (a—b) — (c—d) = (k; —k,)m. Logo, a—c=b—-d
(mod m).

i17) Multiplicando a igualdade (1) por c e a igualdade (2) por b, temos que ac—bc = ckym e be—bd =
bk,m. Agora, somando as tltimas duas igualdades obtemos ac —bc + bc —bd = (ck; + bk,)m.

De onde, ac = bd (mod m).
O

2t SRR



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

o st e s Konageski e Sano

Observacdo 2. Se a,b,m € Z, com m > 1, sdo tais que a = b (mod m), entdo a® = b" (mod m),
para todo inteiro positivo n, o qual pode ser demonstrado usando a terceira propriedade da Pro-
posicao 2 e o Principio da Indugao.

A primeira Proposigdo afirma que a congruéncia é uma relagdo de equivaléncia, e a segunda nos
diz que a congruéncia é compativel com as operacoes de soma, diferenca e produto nos inteiros.

Exemplo 2. Determine o resto da divisao de 1!+ 2! + - + 50! + 2032! por 21.

Solugdo. Para n > 7, temos que n! =0 (mod 21). Logo,

H+21+ - +50=11+2!+31+4!'+5!'+6!+0+--+0 (mod 21)
=1+2+6+24+120+ 720 (mod 21)
=12 (mod 21).

Como 20 = 1 (mod 21), segue que 20321 = -1 (mod 21). Assim, 1! + 2! + --- + 50! + 20321 = 11
(mod 21) e o resto da divisdo de 1! + 2! + -« + 50! + 20321 por 21 é 11.

2.2. Chryzodes

A palavra Chryzode deriva do grego “Chrysos”(escrito em ouro) e “zooide”(circulo), ou seja, escrita
de ouro em um circulo, e sdo as representagdes geométricas e graficas de niimeros e operagoes
aritméticas modulares por meio de uma circunferéncia dividida em arcos iguais [1].

Uma maneira de construirmos um Chryzode é marcar m pontos sobre uma circunferéncia de modo
a dividi-la em m arcos congruentes e, em seguida, ordenar e numerar esses pontos de 0 a m — 1.
Feito isso, escolhemos um ntimero natural a, que multiplicara a sequéncia de nimeros 1, 2, 3, 4, 5,
.., m—1. Logo, determinamos as congruéncias médulo m para essa sequéncia de ntiimeros:

a-1=b (mod m);
a-2=by (mod m);
a-3=b; (mod m);

a-(m-2)=by, » (modm);

a-(m-1)=b, ; (modm).
Por fim, para obter o Chryzode, basta ligar cada ponto correspondente aos nimeros da sequéncia
1,2,3,4,5,...,m—1 com o respectivo valor congruente em médulo m. Ou seja, unindo os pontos 1
com by, 2 com b,, 3 com bs, e assim sucessivamente, teremos um conjunto de linhas desenhadas no
circulo inicial, que forma o Chryzode dado pelo fator multiplicativo a, considerando a conguéncia
modulo m.

O Chryzode pode ser representado desenhando as linhas ou plotando com um computador apenas
os pontos de interseccao entre as linhas (quando o ntimero de linhas for muito grande). Para essa
finalidade podemos utilizar o software Chryzodus, disponivel em:

-
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https://chryzodus-a-chryzode-explorer.soft112.com.

Assim, podemos desenhar diferentes Chryzodes. Para isso basta variar o valor de a e de m. No
seguinte exemplo construiremos um Chryzode, utilizando a explicagdo acima.

Exemplo 3. Vamos desenhar o Chryzode representando a multiplicagdo por 2 no médulo 11.

Para a=2em =11, temos que

2-1=2 (mod 11);
2:-2=4  (mod 11);
2-3=6 (mod 11);
2-4=8 (mod 11);
2-5=10 (mod 11);
2-6=1 (mod 11);
2-7=3 (mod 11);
2-8=5 (mod 11);
2:-9=7 (mod 11);
2-10=9  (mod 11)

Logo, desenhamos uma linha de cada nimero da sequéncia 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10 com o respectivo
valor da multiplicagdo por 2 médulo 11, isto é, uma linha de 1 42, de2 a4, de3a6,de4 a8, de
5a410,de6al,de7a3,de8a5 de9a7edel0a9. Oresultado da construcdo do Chryzode é
mostrado na Figura 1.

_
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Figura 1: Chryzode, produto por 2 no médulo 11, em linha.
Fonte: Os autores

No software Chryzodus, obtemos o resultado conforme a Figura 2.

LK Chryzodus - a chryzode explorer = “

[EiTe Chryzode Zoom Haolp |

Imltiylicn‘ion chryzode of n=2 in m=11, from root r=1 ; zoom 1:5

Figura 2: Pontos de interse¢do das linhas do Chryzode, produto por 2 no médulo 11 obtido pelo
software Chryzodus.

Fonte: Os autores
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Para uma melhor visualizacdo vamos “esconder”a circunferéncia e, para um mesmo valor de a,
variar o valor de m (do médulo). Dessa forma, teremos os Chryzodes para médulo 10, 11, 12, 13,
14, 15, 20, 30, 40, 50 e 70. Conforme podemos visualizar nas Figuras 3 a 13.

Figura 3: Chryzode, pro- Figura 4: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 10. duto por 2 no médulo 11.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 6: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 13.
Fonte: Os autores

Figura 5: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 12.
Fonte: Os autores
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Figura 7: Chryzode, pro- Figura 8: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 14. duto por 2 no médulo 15.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 9: Chryzode, pro- Figura 10: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 20. duto por 2 no médulo 30.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores
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Figura 11: Chryzode, pro- Figura 12: Chryzode, pro-
duto por 2 no médulo 40. duto por 2 no médulo 50.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

0° N

[v3

o)

Figura 13: Chryzode, produto por 2 no médulo 70.
Fonte: Os autores

Lembremos que, dada uma familia de retas, uma envolvente é uma curva tal que a sua reta tangente
em cada ponto pertence & familia de retas dada (veja, por exemplo, [7]). A curva em forma de
coracdo nas Figuras 7 & 13 é uma envolvente desse tipo de Chryzoides, que por tal razao recebe o
nome do cardioide, que também aparece no conjunto de Mandelbrot? do tipo z% +c, veja Figura 14.

No software Chryzodus, quanto maior o valor de m e com as cores certas, a constru¢ao de Chryzode
fornece um cardioide como curva envolvente mais definida, como mostra a Figura 15.

2Foge do escopo deste trabalho definir e demonstrar propriedades desse conjunto. Mas para agucar o interesse
do(a) leitor(a), o Conjunto de Mandelbrot é um fractal definido como o conjunto de pontos ¢ no plano complexo
para o qual a sequéncia z; = f(z,_), onde f(z) = z" +c e zy = 0, ndo tende a infinito. Ou pode ser consultado em [6].
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Figura 14: Conjunto de Mandelbrot do tipo z> + c.
Fonte: Os autores

Chryzodus - 2 chryzode explorer - - [EEl

Multiplication chwyzods of A=2 in Wel499, fvow woot w=k ; zoom 1:1

Konageski e Sano

Figura 15: Chryzode (cardioide), produto por 2 no médulo 1499.

Fonte: Os autores

A seguir, exibiremos alguns exemplos de Chryzodes correspondentes & multiplicagdo por a = 3.

Da mesma forma que na multipliplicagdo por 2, ndo exibiremos a circunferéncia

e iremos variar o

valor de m. Assim, teremos os Chryzodes para médulo 10, 11, 12, 13, 14, 15, 20, 30, 40, 50 e 70,

conforme Figuras apresentadas a seguir: Figuras de 17 a 27.
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Figura 16: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 10.
Fonte: Os autores

Figura 18: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 12.
Fonte: Os autores
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Figura 17: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 11.
Fonte: Os autores

Figura 19: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 13.
Fonte: Os autores
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Figura 20: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 14.

Fonte: Os autores

Figura 22: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 20.
Fonte: Os autores

286

Figura 21: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 15.
Fonte: Os autores

Figura 23: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 30.
Fonte: Os autores
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Figura 24: Chryzode, pro- Figura 25: Chryzode, pro-
duto por 3 no médulo 40. duto por 3 no médulo 50.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 26: Chryzode, produto por 3 no médulo 70.
Fonte: Os autores

Assim observamos que, variando o valor de m, obtemos uma curva envolvente parecida com um
rim, o qual podemos visualizar na pintura da Figura 26. Em razdo disso, essa curva recebe o
nome de nefroide, que também surge em outros contextos como o bulbo principal do conjunto de
Mandelbrot do tipo z> + ¢, conforme podemos visualizar na Figura 27.

_
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Figura 27: Conjunto de Mandelbrot do tipo z> + c.
Fonte: Os autores

No software Chryzodus, também é possivel construir o nefroide, conforme podemos ver na Fi-
gura 28.

(% Chryzodus - a chryzode explorer - Il

Multiplication ehryZode of n=3 in M-1499, from roo% r-L ; 200m Lil

Figura 28: Chryzode (nefroide), produto por 3 no médulo 1499.
Fonte: Os autores

Considerando a multiplicacdo por a = 2, observamos que a curva envolvente fornecida pelo processo
de construgdo de Chryzode tem a forma de uma “pétala”, e para a multiplicagdo por a = 3, duas
“pétalas”. Também, notamos que para o caso a = 4 tem trés “pétalas”, e para o caso a = 5 tem
quatro “pétalas”, como mostram as Figuras 29 e 30.
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8] Chryzodus - a chryzode explorer - F n

Multiplication chryzode of n=d in m=1499, from root r=1 ; Zoom 1:il

Figura 29: Chryzode, produto por 4 no médulo
1499.
Fonte: Os autores

I Chryzodus - a chryzode explorer = Ex

File Chrazode Zoom Hely |

Multiplication chryzode aof

Figura 30: Chryzode, produto por 5 no médulo
1499.
Fonte: Os autores

Konageski e Sano

Para visualizarmos o que acontece de uma forma dindmica, amparada por recursos tecnoldgicos,
foi criado o video que varia o valor de a e o valor de m dos Chryzodes, o que esta disponivel em:

https://www.youtube.com/watch?v=sSq3DCkpS-g&t=12s.

Para n = 2,3,4,5,6, observamos o mesmo fendémeno para o conjunto de Mandelbrot z, = zf{’fl +c,
ou seja, para cada n (2 < n < 6) obtemos n—1 “pétalas”. O que pode ser visualizado no software

FRAQTIVE, disponivel em:

289
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https://fraqtive.mimec.org/.

Para um maior entendimento do software e da criacdo dos Conjuntos de Mandelbrot, foi desenvol-
vido um breve video disponivel em: https://www.youtube.com/watch?v=t31ulWRs4mY.

3. Proposta de atividade
Nesta se¢do, propomos uma atividade de Chryzodes que pode ser desenvolvida por alunos do
Ensino Fundamental, a partir do 8° ano, e do curso de Licenciatura em Matematica.

Os objetivos desta proposta de atividade sdo levar os estudantes a calcular o perimetro de uma
circunferéncia, dividir uma circunferéncia em m partes iguais, reconhecer arco de circunferéncia
e calcular seu comprimento, promover a aprendizagem da aritmética modular de forma ludica
com o uso de operagoes simples para determinar diferentes congruéncias modulares. Além disso,
a atividade permite que os estudantes facam uso de instrumentos basicos de desenho-régua e
compasso e, acreditamos, potencializa a concentracao e estimula a criatividade.

Para desenvolver a atividade serdo necessarios cartolina, papel ou mdf, régua, compasso, lapis,
caneta, lapis de cor, gis de cera, canetinhas coloridas, pregos e barbante.

Antes da aplicacdo da atividade sugerimos uma aula de introdugéo a teoria bésica de congruéncias.
A seguir descrevemos os passos a serem seguidos para o desenvolvimento da atividade:

e distribuir para os alunos ou grupos o Chryzode a ser desenhado, ou seja, multiplicagdo por a no
moédulo m;
e com o compasso desenhar uma circunferéncia em um papel ou cartolina do tamanho que desejar;

e calcular o comprimento da circunferéncia pela formula C = doar, onde C é o comprimento da
circunferéncia e d é o didmetro da circunferéncia;

e dividir o comprimento da circunferéncia em m partes iguais;

e medir o barbante com o resultado acima e corta-lo;

o estipular o ponto 0 na circunferéncia e com o barbante cortado determinar os (m— 1) pontos;
e determinar as congruéncias a -i = b; (mod m), parai=1,2,---,m—1;

e ligar os pontos 1 com by, 2 com b,, 3 com bs, -, m—1 com b, ;, formando assim o Chryzode;
« depois de construido o Chryzode, preenche-lo da maneira que a criatividade sugerir.

Como material que pode ser apresentado em sala de aula, construimos em uma tabua de mdf
cortada em forma circular o Chryzode do Exemplo 3, onde a ¢é igual a 2 e m ¢é igual a 11.

Assim, medimos o didmetro da tdbua, que deu 48, 6 cm; calculando o comprimento da circunferéncia
encontramos 152,68 cm (aproximadamente); dividindo esse valor por 11, encontramos que cada
comprimento de arco é igual a 13,88 cm (aproximadamente). Apés isso, cortamos um barbante
com essa medida e fizemos as marcagoes na tdbua. Em seguida, pregamos um prego em cima de
cada marcacao.
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Logo, conforme os calculos do Exemplo 3, amarramos um barbante de 1 4 2, de 2 a4, de 3 a4 6, de
438 de5al10,de6al,de7a3,de8a5 de9a7edeldan.

O passo a passo e o resultado final pode ser conferido nas Figuras 31 a 40.

Figura 31: Linha de 1 a 2. Figura 32: Linha de 2 a 4.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 33: Linha de 3 a 6. Figura 34: Linha de 4 a 8.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores
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Figura 35: Linha de 5 & 10. Figura 36: Linha de 6 a 1.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

Figura 37: Linha de 7 a 3. Figura 38: Linha de 8 a 5.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores
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Figura 39: Linha de 9 a 7. Figura 40: Linha de 10 a 9.
Fonte: Os autores Fonte: Os autores

4. Consideragoes finais

Este trabalho teve como objetivo apresentar uma das aplicagbes da Aritmética Modular cuja fina-
lidade é o despertar da curiosidade dos alunos, no processo de ensino/aprendizado da Matemaética,
com atividades interessantes.

Acreditamos que a Aritmética Modular poderia ser enfatizada na educacdo bésica, pois permite
exercitar o raciocinio légico-dedutivo, com diferentes graus de dificuldade, e, desse modo, abrindo
espaco a cada atividade proposta, a introducgao de outras atividades com um grau mais elevado de
dificuldade. Dessa forma o aluno é instigado a pensar estratégias para tentar resolver estas ativida-
des, as quais podem desenvolver potencialidades que acarretam uma melhora no seu desempenho
dentro e fora de sala de aula.
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Funcao polinomial do segundo grau
com o Lumibot-CoppeliaSim

Céssio Lima Macedo ® Cleidinaldo Aguiar Souza ®

Resumo

Neste trabalho abordaremos fungoes polinomiais do segundo grau através do ambiente de si-
mulacdo robdtica, CoppeliaSim. Mais precisamente utilizaremos o Lumibot, que é um dos robds
presentes no ambiente de simulagdo CoppeliaSim. Todo esse processo faz parte do modo de aprendi-
zagem STEM, em que problemas matematicos sao resolvidos através da interdisciplinaridade com
outras dreas apresentadas aos estudantes da educacdo bésica. Apresentaremos o passo a passo
para a utilizagdo do ambiente de simulagdo CoppeliaSim, assim como um cédigo em linguagem
Python que pode ser alterado de modo adequado, possibilitando a criagdo e resolucao de novos
problemas envolvendo fungdes polinomiais do segundo grau. O método utilizado neste trabalho
evidencia como as novas profissdes necessitam cada vez mais de criatividade matematica. Conse-
quentemente, este trabalho pode despertar a criatividade matematica necessaria aos estudantes de
hoje, para que os mesmos possam ocupar os novos postos de trabalho.

Palavras-chave: Funcido Polinomial do Segundo Grau; Robética; CoppeliaSim; Ensino; STEM.

Abstract

In this work we will approach second degree polynomial functions through the robotic simulation
environment, CoppeliaSim. More precisely, we will use Lumibot, which is one of the robots present
in the CoppeliaSim simulation environment. This whole process is part of the STEM learning mode,
in which mathematical problems are solved through interdisciplinarity with other areas presented
to basic education students. We will present step by step the use of the CoppeliaSim simulation
environment, as well as a code in Python language that can be changed accordingly, allowing
the creation and resolution of new problems involving second degree polynomial functions. The
method used in this work shows how new professions increasingly need mathematical creativity.
Consequently, this work can wake up the mathematical creativity needed by today’s students, so
that they can occupy new jobs.

Keywords: Polynomial Function of the Second Degree; Robotics; CoppeliaSim; Teaching; STEM.

1. Introdugao

Em educacéo béasica, um dos maiores desafios do ensino de matemética é apresentar aos alunos
contetidos que se complementam e que se desenvolvam, exigindo que o educando, para além de
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reproduzir férmulas aparentemente isoladas, desenvolva a capacidade de ler, escrever, interpretar e
produzir os elementos, durante o processo de alfabetiza¢do matematica, de maneira eficaz. Recen-
temente, (OLIVEIRA e SOUZA, 2020) apresentaram uma alternativa para esse desafio, abordando
um conteido que intimeras vezes é trabalhado em educagao basica de forma abstrata, sem apre-
sentar qualquer relacdo com outras areas do conhecimento, ou até mesmo com outros conteidos
dentro da matematica, que sdo as matrizes.

Atualmente estamos diante da quarta revolu¢do industrial, chamada de industria 4.0, que é
caracterizada pela digitalizacao e pela robética no processo de producao, ou seja, é baseada em
inovagbes tecnologicas digitais que alteram as interfaces entre o trabalho humano e os processos
controlados por sistemas computacionais. Como consequéncia, novas profissoes estdao surgindo e
algumas profissoes de décadas estdo desaparecendo. Isto é uma ineréncia das revolugoes industri-
ais, que influenciam para além da produgdo o sistema educacional dos paises. A indtstria 4.0 tem
feito mudancas no sistema educacional, porém ao contrario das revolucoes industriais anteriores, a
nova industria tem feito com que novas tecnologias sejam desenvolvidas em uma velocidade varias
vezes a frente do ritmo das mudangas do sistema de educagao. Isso tem feito com que varios paises
priorizem o processo de capacitagdo para atender a industria 4.0.

A indtstria 4.0 exige que os humanos tenham, além do conhecimento, habilidades para cola-
borar, resolver problemas, pensar criticamente e trabalhar em equipe (ROSA e OREY, 2018). B
cada vez mais evidente que as novas tecnologias estdo fundindo os mundos fisico, digital e biol6-
gico, influenciando toda sociedade e modificando todas disciplinas. E um desafio fazer com que
os estudantes de hoje tenham criatividade e habilidade necessarias para trabalhar com as novas
tecnologias, e no futuro possam desenvolver novas tecnologias importantes para a sociedade. Uma
alternativa para preparar geracbes para os desafios que as novas profissoes exigem, é o modo de
aprendizagem STEM, que em inglés significa Science, Technology, Engineering, and Mathematics.
Tal modo de aprendizagem nos anos de 1990 foi originalmente chamado pelo National Science Foun-
dation (NSF) de SMET (Science, Mathematics, Engineering, and Technology). A sigla SMET foi
reordenada em 2001 para a sigla STEM pela bidloga americana Judith Ramaley (TSUPROS, et
al., 2009).

O modo de aprendizagem STEM, é uma abordagem educacional que integra ciéncia, tecno-
logia, engenharia e mateméatica no processo de ensino e aprendizagem. O modo de aprendizagem
STEM é uma interdisciplinaridade entre ciéncia, tecnologia, engenharia e mateméatica (BYBEE,
2013; GONZALEZ e KUENZI, 2012). Outra definigdo para STEM é o processo de aprendizagem
através de problemas da vida real (YILDIRIM e SELVI, 2016). Além disso, o uso de STEM é ade-
quado para o ensino e aprendizagem, desenvolvendo um pensamento criativo e critico dos alunos
(PRATAMA, et. al, 2016). Por sua vez, o STEM é uma excelente abordagem para promover o
envolvimento dos alunos na aprendizagem, pois os alunos sao fisicamente e emocionalmente envol-
vidos no ambiente de aprendizagem (STRUYF, 2019).

O modo de aprendizagem STEM tem sido desenvolvido em muitos paises como, por exemplo:
Taiwan (CHEN e LIN, 2019), Estados Unidos (GONZALEZ ¢ KUENZI, 2012), Sui¢a (HINOJO-
LUCEMA, et. al, 2020), Japao (YATA, et. al, 2020) e muitos outros. No trabalho de (OLIVEIRA
e SOUZA, 2020) os autores fizeram uma abordagem tedrica de tal método de aprendizagem, com-
binando a teoria de matrizes com geometria e navegacao auténoma de robos.

Uma maneira de combinar todas as dreas do modo de aprendizagem STEM ¢ utilizando ro-
bética no processo de ensino e aprendizagem (NAYA, et. al, 2017; TAKACS, et. al, 2016). Dessa
forma, o modo de aprendizagem STEM enquadra-se no Construtivismo de Jean Piaget, em que
materiais favorecem ao aluno aprender envolvendo-os com o que estd sendo construindo. Em toda
educagao basica podemos utilizar robés como ferramenta educacional. Em particular, no ensino
médio o professor em colaboragdo com o aluno podem aprofundar a capacidade robética e as apli-
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cagoes.

A robédtica como ferramenta educacional estd em rapida expansao, onde professores, pesquisa-
dores e empresas estao caminhando em conjunto para criar um novo ambiente de aprendizagem
nas escolas. As plataformas robdticas educacionais mais populares sdo as seguinte: AlphaBot2,
Lego Ev3, Dash&Dot, Edison, EUROPA, Ranger, Mbot, Thymioll. Existem ainda simuladores
roboticos voltados para a industria, que, embora ndo sejam plataformas educacionais, podem ser
facilmente adaptadas para o modo de aprendizagem STEM, como, por exemplo: CoppeliaSim e
RobotStudio.

Neste trabalho utilizaremos a robética como ferramenta educacional, onde utilizaremos o modo
de aprendizagem STEM no processo de ensino e aprendizagem de fungoes polinomiais do segundo
grau. Mais precisamente, utilizaremos o simulador robético CoppeliaSim, onde apresentaremos
uma maneira de os professores trabalharem fung¢oes polinomiais do segundo grau resolvendo pro-
blemas atuais do mundo real, através dessa ferramenta. Este trabalho estd organizado da seguinte
maneira: a segdo (1) é formada por esta breve introdugdo; na se¢do (2) apresentamos o ambiente
de simulagdo CoppeliaSim, assim como um codigo que serd alterado ao longo do trabalho; na se-
¢do (3) através da fungdo polinomial do segundo grau, daremos uma funcionalidade para o robd,
trabalhando diretamente com problemas que ilustram situagoes reais para um bom funcionamento
de um robd; a segao (4) é dedicada para a conclusao do trabalho.

2. CoppeliaSim

Nesta se¢ao faremos uma breve apresentacdo do ambiente de simulacado CoppeliaSim, onde
passaremos uma ideia do seu funcionamento e apresentaremos o rob6 que utilizaremos ao longo do
trabalho, assim como o c6digo em linguagem Python.

CoppeliaSim, antigamente chamado de V-REP, é um simulador robotico para dindmica de
corpos rigidos, que simula com um alto de grau de precisao as partes que compoem um robo e sua
interacao com o ambiente. O CoppeliaSim foi desenvolvido pela Toshiba e atualmente pertence a
empresa Coppelia Robotics AG, localizada em Zurique na Suica. Existem trés versoes do software
CoppeliaSim: player, edu e pré. A versdo pré é de uso puramente comercial, enquanto que as
versoes player e edu sdo versoes livres. Neste trabalho utilizaremos a versao edu, que é a versao
do software gratuita para estudantes, professores e pesquisadores.

O CoppeliaSim é um simulador multiplataforma que suporta um ambiente de desenvolvimento
integrado, podendo se comunicar com varios ambientes de programagao, ou seja, o software possui
uma flexibilidade e uma portabilidade que facilita o ajuste do cédigo de programacao. O usudario
tem a possibilidade de escolher entre utilizar a linguagem de programacao do Coppelasim, chamada
de Lua, ou utilizar outras linguagens, como, por exemplo Python.

Neste trabalho utilizaremos a linguagem de programagao Python, onde o cédigo sera escrito e
compilado através do ambiente de desenvolvimento integrado, PyCharm. Ou seja, integraremos
o Python ao CoppeliaSim para sistema operacional windows. Para que a integragdo aconteca, os
seguintes softwares devem estar instalados no PC que serd utilizado:

e CoppeliaSim Edu 4.0, que pode ser baixado através do link:
https:// www.coppeliarobotics.com/downloads.
A escolha desta versdao deve-se ao fato de que a mesma possui o robd que iremos trabalhar;

e Python, versao 2.7.18, que pode ser baixada através do link:
https://www.python.org/downloads/release/python-270/ .
A escolha desta versdo é justamente para o bom funcionamento com a versdo do CoppeliaSim
escolhida;
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e PyCharm, que pode ser baixado através do link:
https://www.jetbrains.com/pycharm/download /#section=windows.
Sugiro escolher a versao comunidade, que é mais leve que a profissional. Apéds baixar o PyCharm
crie uma conta como professor ou aluno para utilizar o software.

Com os trés softwares ja instalados, integraremos o CoppeliaSim ao Python, obtendo assim um
ambiente adequado para o nosso trabalho. O procedimento para integrar o Python ao CoppeliaSim
é feito de modo bem simples seguindo os passos abaixo:

(1) v até a pasta onde estd instalado o CoppeliaSim, abra a pasta programming, depois abra a pasta
remoteApiBindings, em seguida abra a pasta python, copie os arquivos: sim.py e simConst.py;

(2) procure a pasta PycharmProjects, abra a pasta Project e cole dentro dessa pasta os arquivos
copiados no passo anterior;

(3) retorne para a pasta remoteApiBindings, abra a pasta lib, depois a pasta windows copie o
arquivo remoteApi.dll e cole este arquivo junto aos demais arquivos do passo anterior na pasta
Project do PycharmProjects;

(4) finalmente estao interligados o CoppeliaSim com o python, agora é s6 abrir o CoppeliaSim e o
PyCharm para que possamos trabalhar.

O CoppeliaSim é uma plataforma dindmica, bastante interativa e muito elegante. Agora
teremos contato com o Lumibot, rob6é que sera utilizado ao longo deste trabalho. A Figura 1,
ilustra o passo a passo para utilizacao desta plataforma. Embora esteja numerado cada passo, ndo
significa que esta deva ser a ordem adota.

Figura 1: CoppeliaSim

(1) Na barra de botdo modelo as pastas sdo divididas por categorias, selecionamos na pasta robot
a subpasta mobile.

(2) Na subpasta robot escolhemos o robé Lumibot e arrastamos com o mouse para a drea de
trabalho.

(3) Temos o Lumibot na 4rea de trabalho.

-
208 @% sem

.............................



PROFESSOR DE
I I I ’ MATEMATICA

Macedo e Souza

(4) Clicando com o botéo direito do mouse em qualquer local da drea de trabalho, aparacerd uma
caixa, onde podemos clicar em add, em seguida escolher a opc¢ao primitive shape e escolher o
plane. Automaticamente o plano e qualquer outra forma primitiva serd colocada na origem do
plano que representa a area de trabalho.

(5) Fazemos o mesmo que o passo anterior e escolhemos a op¢ao disc.

(6) Podemos alterar o nome dos objetos que estdo na drea de trabalho. Além disso, podemos
selecionar os objetos diretamente clicando sobre os seus nomes.

(7) Apo6s selecionar os objetos que estdo na drea de trabalho, clicando sobre esse icone podemos
modificar a posi¢cdo dos objetos na area de trabalho.

(8) Clicando sobre tal icone abriremos o c6digo em linguagem Lua do Lumibot, apagaremos todo o
cédigo Lua que estd dentro dessa caixa e digitaremos: simRemoteApi.start(19999). Em seguida
fechamos a caixa.

(9) Na barra de botdo modelo, podemos selecionar diversos objetos, como por exemplo garras,
plantas, cadeiras, janelas etc.

(10) Este é o icone que inicia o processo que o Lumibot ird execultar

Para os cenarios que iremos trabalhar na préxima se¢ao, o processo de construcao é semelhante
a esse.

O Lumibot é um robd movel autéonomo com duas rodas, envolvido por uma carenagem de
formato esférico com 0,2 metro de didmetro em sua base por 0,2 metro de altura. Sob sua carenagem
transparente que se assemelha a um concha, podem ser visto seus equipamentos eletrénico que se
iluminam quando o robd estd em funcionamento. Tal rob6 é parecido com criaturas que moram no
fundo do mar ou aguas-vivas, como ilustra a Figura 2. O Lumibot, quando estd em movimento,
deixa rastros brilhantes que desaparecem lentamente.

Figura 2: Lumibot real

A versao virtual do Lumibot produzida dentro da plataforma de simulacao CoppeliaSim, re-
produz com fidelidade a versao real do rob6, como ilustra Figura 3.
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Figura 3: Lumibot versao virtual

Por sua vez, a Figura 4 ilustra os passos que serao aplicados neste trabalho para a utilizagao
do PyCharm.

Figura 4: PyCharm

(1) Neste ambiente digitamos o c6digo em linguagem Python que serd utilizado com o CoppeliaSim.
(2) O cédigo é numerado por linhas e colunas, cada linha dessa chama-se linha de comando.

(3) Através desse {cone podemos abrir um cédigo que esteja salvo, bem como salvar o cédigo que
acabamos de criar.

(4) Nessa parte ficam todos os codigos que estdo salvos dentro da pasta Project, assim como os
arquivos que copiamos da pasta onde estd instalado o CoppeliaSim.

(5) Quando esse simbolo fica vermelho é uma aviso de que o cédigo tem erros, além de avisar a
quantidade de erros que temos.

(6) Quando mais de um cddigo estiverem abertos podemos escolher qual o cédigo serd compilado.
Sugiro que a opcao Current File esteja sempre selecionada.
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(7) Este é o botao compilar.

(8) Quando a compilagdo tiver sido um sucesso esta serd a mensagem que aparecera.

Para finalizar a secdo apresentaremos o cédigo em Python que seréd utilizado neste trabalho.
Cada linha de comando serd acompanhada por m -, em que o natural m representa a linha onde
a frase deve iniciar quando digitada no ambiente PyCharm. FEssa notacdo, m +—, nio deve ser
digitada junto com o cédigo, sua utilidade é apenas para nos localizarmos.

Iniciamos o cédigo com a comunicagao entre o Python e o CoppeliaSim:

1 »#coding = utf -8
2 »# Insert in a script in Coppelia
3 »#simRemoteApi.start(19999)

Em seguida importamos as fungoes matematica e de tempo:

4 »import symtable

5 ptry:

6 import sim

7 —except:

8- print (’ )

9 print(’”’sim.py”could not be imported. This means very probably that’)
10 »  print(’either "sim.py”or the remoteApi library could not be found.)

11 »  print("Make sure both are in the same folder as this file,)

12+~  print (Cor appropriately adjust the file "sim.py”’)

13+~ print(’ )

14+~  print ()

15 »import math

16 »import time
17 »print ("Program started’)
18 —sim.simxFinish(-1)
19 ~clientID = sim.simxStart(’127.0.0.17, 19999, True, True, 5000, 5)

Agora declaramos os nomes do robd e do alvo, respectivamente:
20 »robotname = "lumibot’
21 »targetname = 'Alvo’
22 wif clientID = —1:
23 »  time.sleep(2)

Logo abaixo coletamos e armazenamos os valores do robo e do alvo:
24  [erro, robot] =sim.simxGetObjectHandle(clientID, robotname,sim.simx__opmode_ oneshot_ wait)
25 - [erro, target] =sim.simxGetObjectHandle(clientID,targetname, sim.simx_ opmode__oneshot

__wait)
26 - [erro, robotLeftMotor] =sim.simxGetObjectHandle(clientID,robotname +’_ leftMotor’,
sim.simx__opmode__oneshot__ wait)
27 + [erro, robotRightMotor] =sim.simxGetObjectHandle(clientID, robotname +’_ rightMotor’,
sim.simx__ opmode__oneshot_ wait)

Depois coletamos as posi¢oes do robd e do alvo, assim como o dngulo de orientagao do robo:

28 — [erro, positionrobot] =sim.simxGetObjectPosition(clientID, robot, —1, sim.simx__opmode
_ streaming)
29  [erro, positiontarget] =sim.simxGetObjectPosition(clientID, target, —1, sim.simx__opmode
_ streaming)

30 ~ [erro, orientationrobot] = sim.simxGetObjectOrientation(clientID,robot,~1,sim.simxopmode__
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opmode__streaming)

31 - time.sleep(2)

Através dos comandos dos motores abaixo, declaramos as velocidades nas rodas direita e esquerda, assim
como valores de referéncia para a distidncia do alvo e para a velocidade:
32 » sim.simxSetJoint TargetVelocity(clientID, robotRightMotor, 0.0, sim.simx__opmode__oneshot)
33  sim.simxSetJointTarget Velocity (clientID, robotLeftMotor, 0.0, sim.simx__opmode__oneshot)
34 - state = ’stopped’
35 - dist_set = 0.1
36 —» vref = 2.0
37 & running = True
38 ~» while(running):

Declaramos as variaveis que representarao as posi¢oes do robd, do alvo e do dngulo. Além de defirmos a
distancia que sera utilizada:
39 » [erro, [xr,yr,zr]] = sim.simxGetObjectPosition(clientID, robot, -1, sim.simx_ opmode__buffer)
40  [erro, [xt, yt, zt]] =sim.simxGetObjectPosition(clientID, target, —1, sim.simx,pmode__buffer)
41 » [erro, [alpha, beta, gamma]] =sim.simxGetObjectOrientation(clientID, robot, -1, sim.simx

_opmode_ buffer)

42 w dist = math.sqrt((xt —xr) * (xt —xr) + (yt —yr) * (yt —yr))

Inserimos os valores dos coeficientes da fungao, as posi¢des inicial x; e final x; do rob6 durante a traje-
toria, assim como a prépria fungao:

43 - Xp = XT
44 yp=yr+0.5
45 - ap =-1
46 & bp=0
47 cp=0
48 xi = -1
49 » xf=1
50 » dr=4.5
51 fxp = ap * xp * Xp + bp * Xp + cp
Em seguida faremos as transi¢ées entre os estigio, (parado, alinhando e avangando):
52 if(state ==’ stopped )& (dist > dist_set) :
53 state =" align’
54 elif(state ==" align’)&(gamma < (ap/abs(ap)) * math.pi/2) :
55 state =" forward’
56 elif(state ==’ forward/)&(dist < dist_set) :
57 state =" stopped’
Agora podemos introduzir as velocidades nas rodas direita e esquerda em cada estagio:
58 & if state == ’stopped’:
59 - vRightMotor = 0.0
60 - vLeftMotor = 0.0
61 running = False
62 - elif state == ’align”:
63 vRightMotor = (ap/abs(ap)) * —vref
64 - vLeftMotor = (ap/abs(ap)) = vref
65 - elif state =="forward”:
66 vRightMotor = (ap/abs(ap))#((xi—xf) /(abs(xi—xf)))#(1/(0.05))*((1/(math.sqrt(abs((2xap*xp+

bp)# (2#ap#xp+bp)+1)))*(ap/abs(ap))* (—(yp—fxp))* (2#ap*xp+bp) +1/(math.sqrt(abs((2xap*xp+bp)* (2
ap#*xp+bp) + 1))) * (xi—xf) /(abs(xi —xf)) * math.sqrt(abs(1 - (ap/abs(ap)) * (—(yp—fxp)) = ((ap/abs(ap)) =
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(—(yp — £xp)))))) *((0.18 * math.sin(gamma))/(2 = dr) — math.cos(gamma)) + (1/(math.sqrt(abs((2 * ap =
xp + bp) * (2 ap * xp + bp) + 1))) = (ap/abs(ap)) * (—(yp — fxp)) — 1/(math.sqrt(abs((2 * ap = xp + bp)
#(2#ap*xp+bp) +1))) * (xi—xf) / (abs(xi—xf)) *math.sqrt(abs(1—(ap/abs(ap)) = (—(yp—fxp)) * ((ap/abs(ap)) *
(—(yp—fxp))))) # (2 * ap * xp + bp)) * ((0.18 * math.cos(gamma))/(2 * dr) + math. sln(gamma)))
71 vLeftMotor = (ap/abs(ap))#* ((xi—xf) / (abs(xi—xf)))*(1/(0.05))*((1/(math.sqrt (abs((2*ap*xp+
bp) # (2#ap*xp+bp)+1)))* (ap/abs(ap)) * (—(yp—fxp)) * (2xap=xp+bp) + 1/ (math. sqrt(abs((Z*ap*xp+bp)
*(2xap*xp+bp)+1))) = (xi—xf) / (abs(xi—xf)) * math.sqrt(abs(1—(ap/abs(ap)) * (—(yp—fxp)) = ((ap/abs(ap)) *
(—(yp—1xp)))))) * ((-0.18 * math.sin(gamma)) /(2 = dr) — math.cos(gamma)) +(1/(math.sqrt(abs((2 # ap =
Xp + bp) * (2 ap#xp + bp) + 1))) * (ap/abs(ap)) = (—(yp —fxp)) — 1/(math.sqrt(abs((2 = ap * xp + bp) = (2 =
ap#*xp+ bp) + 1))) * (xi—xf) /(abs(xi—xf)) *math.sqrt(abs(1 - (ap/abs(ap)) * (—(yp—fxp)) * ((ap/abs(ap)) =
(—(yp—fxp))))) # (2 * ap * xp + bp)) * (math.sin(gamma) — (0.18 * math.cos(gamma)) /(2 * dr)))

Por fim, encerramos o cédigo:
76 » sim.simxPauseCommunication(clientID, True)
77 - sim.simxSetJoint Target Velocity (clientID, robotRightMotor, vRightMotor,

4im.simx__opmode__oneshot)

78 » sim.simxSetJointTargetVelocity(clientID, robotLeftMotor, vLeftMotor, sim.simx__ opmode__oneshot)
79 » sim.simxPauseCommunication(clientID, False)
80 ~» sim.simxPauseSimulation(clientID,sim.simx__opmode_ oneshot_ wait)
81 » sim.simxFinish(clientID)
82  else:
83 » print(’Falha de conexdo’)
84  print('Programa finalizado’)

Fique atento, pois cada frase do c6digo que apresentamos acima deve ser digitada, rigorosa-
mente, da mesma maneira obedecendo a ordem para linhas e os espaco para as colunas. Tudo
ocorrendo bem, o cédigo ja digitado iremos colocar o CoppeliaSim para funcionar através do Py-
Charm. Para isso, inicie o processo no CoppeliaSim (passo (10) ilustrado na Figura 1), em seguida
execute o codigo com PyCharm (passo (7) ilustrado na Figura 4).

3. Resultado

Nesta secao utilizaremos fungoes polinomiais do segundo grau para que possamos dar funcio-
nalidade para o Lumibot, apresentando uma maneira de resolver um problema do mundo real que
consiste em determinar a trajetéria de um rob6 movel.

Funcao polinomial do segundo grau, também chamada de funcdo quadratica, é um dos princi-
pais contetidos ensinado no ensino médio. E de grande importancia que os estudantes dominem
completamente a funcdo quadratica; isto significa entender suas caracteristicas e possiveis aplica-
coes.

O método de ensino, comumente, utilizado nas escolas de ensino médio consiste em explicar a
definicdo de fungdo quadratica, fazer exemplos e apresentar suas diferentes formas. A forma mais
comum utilizada é dada da seguinte maneira:

f(x) =ax?+bx+c a#0. (1)

Assim, partindo de (1) exploramos as rafzes, o gréfico que é uma parébola, vértices com o valor
minimo e maximo, sinal, monotonicidade, e os casos em que a parabola tem concavidade para cima
e para baixo.

Um dos requisitos mais importantes para os alunos é que eles entendam corretamente a co-
nexdo de dependéncia dos coeficientes a, b e ¢ em (1). De certa forma, conhecendo esses co-
eficientes, a funcio quadrética fica completamente determinada. Isto é, sejam xg,xj,Xp nime-

303 n-l SBM

.............................



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

et s St B ettt Macedo e Souza

ros reais ou complexos distintos, queremos determinar uma fungio f(x) que satisfaga (1) tal que
f(xg) = yo. f(x1) =y, f(x2) = y,. Ou seja, o sistema linear

ax% + bxg + ¢ = Yy,
ax;{ + bx; + ¢ = y (2)
ax; + bxy + ¢ = y,

admite uma tnica solugdo {a # 0,b,c}. Como xq,X;,X, sdo distintos, entdo multiplicando a
primeira linha em (2) por (x; —x5,), a segunda por —(xg —X,) € a terceira por (xg—X;), obtemos:

a(x 7X2)Xg + b(x;—x)x9 + c(x]—Xp) Yo (X1 —X2)
—a(Xg—X2)X2 — b(xo—X2)X; — c(Xg—Xp) = -y;(xXo—Xp) (3)
a(XO*X1)X% + b(xg—X1)x2 + c(xg—X1) Vo (X0 —X1)

Somando membro a membro as trés equagdes acima, segue-se que

o= Yo(X1 —Xp) — ¥y (X9 —Xp2) + Yo (X9 —X1)
(xg fxz)xg —(xq *XZ)X% + (x¢ — X )X%

Continuando com o processo, multiplicamos a primeira, segunda e terceira linhas em (2) por
f(x% - x%), (x(z) - x%) e f(x(z) — X%), respectivamente, e em seguida somando membro a membro,
obtemos que

b= Yo —x3) vy (x5~ X3) + ¥, (x5~ x7)

2 2 2°
(x1 =X2)xg — (X0 —x2)X7 + (X0 —X1)%5

Finalmente, multiplicamos a primeira, segunda e terceira linhas em (2) por (xzx% — xlxg),
7(X2x(2)7x0x%) e (xlx(z)fxox%), respectivamente, e em seguida somando membro a membro, obtemos
que

. yo(xzx% fxlxg) -¥i (xzxg 7X0X%) + yz(X]X% 7XOX%)
(x4 fxz)ng(xofxz)x% + (XO*XI)X% ’

desde que (x; fxz)x(z) - (xg fxz)x% + (xg *XI)X% + 0.

Portanto, existem e sao Unicos os coeficientes a # 0, b, c. Além disso, o processo acima permite
determinar esses coeficientes. Segue-se que conhecendo trés valores para x e f(x) em (1), obtemos
os coeficientes a, b e ¢, e consequentemente toda a funcao f(x).

Utilizaremos o Construtivismo como recurso pedagogico, tendéncia essa que estimula os alunos
a participarem ativamente do processo de aprendizagem utilizando materiais que propiciam ao
aluno a aprender e a pensar sobre o aprender (PAPERT, 2020).

Dividiremos esta secdo em quatro subsecoes que serao chamadas de cendrios. Apds apresentar
a plataforma e os cendrios aos alunos, o professor pode dividir a turma em grupos de no maximo
quatro componentes, onde dois grupos podem ficar com o mesmo cenario. O professor propoe aos
grupos que encontrem a trajetoria descrita pelo robd em seu, respectivo, cenario. Apds os alunos
encontrarem a funcado polinomial do segundo grau que serd utilizada para determinar a trajetéria
do robd Lumibot, o professor pode projetar as respectivas trajetérias encontradas por cada grupo.

3.1. Cenario 1

Inicialmente consideraremos um cenario bem simples criado através do CoppeliaSim, formado
apenas por um piso de centro na origem, que coincide com o centro do circulo branco. Além
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disso, sobre o piso temos um quadrado branco de lados medindo 0.01 metro e um simbolo em X
de cor branca e o rob6 Lumibot, como ilustra a Figura 5. Partindo do circulo que é a origem do
plano, obtemos que o robé Lumibot localiza-se na posicao P; = (-2,0.24). Por sua vez, o quadrado
estd localizado na posicao P = (—1,-0.75), e o alvo que o Lumibot deve atingir representado pelo
simbolo X esta localizado na posi¢do P; = (0,0.25), como ilustra a Figura 5. Todas essas posigoes
sdo consideradas em relacdo ao centro de massa dos objetos e sao dadas em metros.

Figura 5: Plano centrado sobre o circulo

Queremos encontrar uma trajetoria para que o Lumibot saia de sua posigao inicial, passe pelo
quadrado branco e chegue até o alvo. Considerando a expressio (1), quando o robd estiver em sua
posicao inicial obtemos que a fungao f satisfaz f(-2) = 0.24, ou seja, 4a—2b+c = 0.24. No momento
em que o robd passar pelo quadrado, a funcao f satisfaz f(—1) = —-0.75, isto é, a—b + ¢ = —0.75. Por
sua vez, no momento em que o robd atingir o alvo, a funcao f satisfaz f(0) = 0.25 e assim obtemos
o sistema linear:

4a - 2b + ¢ = 024
a - b + ¢ = -075 (4)
c = 025

Resolvendo o sistema (4), segue-se que a =1, b =2 e ¢ = 0.25, donde
f(x) = x2 +2x + 0.25

é a funcao polinomial do segundo grau obtida, cujo grafico representa a trajetéria procurada, como
ilustra a Figura 6. Seguindo as notagoes do cdédigo em Python dado na secdo 2, temos que

fxp =xp*xp + 2% xp + 0.25
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P, =(-2,0.24) P(=(0,0.25)
e >

Figura 6: Parabola determinada por P;, P e P;

Substituiremos os valores diretamente no cédigo dado na secdo 2. Iniciamos com o valor da
constante ap = 1, que serd substituido na linha 45; depois o valor da constante bp = 2, que sera
substituido na linha 46; por sua vez o valor da constante cp = 0.25, que sera substituido na linha
47; em seguida o valor inicial de x, xi = -2, sera substituido na linha 48; continuando, substituimos
o valor final de x, xf = 0, que serd substituido na linha 49; e, por ultimo, o valor de controle
de trajetoria dr = 4.5 serd substituido na linha 50. Segue-se, que o Lumibot percorrera o trajeto
descrito por uma parabola passando pelo quadrado até atingir o alvo, como ilustra a Figura 7. Toda
a trajetéria pode ser acompanhada na integra através do link https://youtu.be/ilcv8HZYD5w

Er<gy -

Figura 7: Trajeto descrito até atingir o alvo

O valor do ponto de controle pode ser escolhido entre 1 e 10, sendo que a escolha desse valor
influencia diretamente no percurso do robo.

3.2. Cenério 2

Considere o cenario de uma sala de estar, composta por uma poltrona, uma mesa de centro,
um notebook, um copo de vidro, uma jarra de vidro, uma planta, uma caixa verde (escondida pela
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mesa de centro) e o Lumibot, como ilustra a Figura 8

Figura 8: O Lumibot a direita da poltrona, e alvo embaixo da mesa

Sabendo que o centro da poltrona é exatamente a origem do plano, e que cada quadrado que
compoe o piso tem lados medido 0.5 metro, obtemos que o Lumibot situa-se na posi¢do P; = (-1,0)
sobre o plano, e o alvo esta situado na posicao Py = (0,-1). Queremos encontrar a trajetoria que
serd seguida pelo rob6 para sair de sua posicao inicial e chegar até o seu alvo, representado pelo
circulo embaixo da mesa de centro. Como entre o robo e o alvo temos uma caixa, como ilustra a
Figura 9, entdo nao podemos utilizar uma reta como trajetoria.

Figura 9: Caixa verde como obstaculo

Uma alternativa para esse problema é dada através da expressdao (1), pois quando o robd
encontra-se na posicdo inicial, a funcao f satifaz f(-1) = 0, ou seja, a—b+c = 0; por sua vez, quando
o robd atingir o alvo, f satisfaz f(0) = —1, isto é, ¢ = —1. Afim de determinarmos completamente
a funcéo polinomial f necessitamos de pelo menos mais um ponto sobre o grafico da funcao. Para
isso, note que o rob6 deve desviar da caixa em verde centrada no ponto Q = (-0.5,-0.5), com
dimensoes da base dadas por 0.10 metro de largura por 0.10 metro de comprimento. Assim,

JIo 6

levando em consideragdo as dimensoes da caixa e do robo, a posicao P = (—¥=,—75) é um local
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seguro para o robd passar durante seu percurso. Para essa posicao P, f satisfaz f(—5-) = f%, ou

2 V10 -3

seja, sa— —b +c = =, e assim obtemos o sistema linear:

)

+ ¢ =
b +

‘"@ o
— N W

Resolvendo o sistema (5), segue-se que a = 1, b = 0 e ¢ = —1, donde a fun¢do quadratica cujo
grafico ilustrado na Figura 10 representa o trajeto que sera seguido pelo Lumibot, até atinge o seu
alvo, dada da seguinte maneira:

f(x) =x%2-1

Sa4 iz X 08 <6 4 22 0 o2 o4 ds

P = (0,-1)
@

Figura 10: Pardbola determinada por P;, P e P;

Ou seja, seguindo as notagoes do cdédigo obtemos a fungdo quadratica
fxp = xpxxp— 1.

Substituiremos os valores diretamente no cédigo. Iniciamos com o valor da constante ap = 1
que serd substituido na linha 45; depois o valor da constante bp = 0 que serd substituido na linha
46; por sua vez o valor da constante cp = —1, que serd substituido na linha 47. Continuando,
substituimos o valor inicial de x, xi = —1, na linha 48, e por sua vez o valor final de x, xf = 0, que
serd substituido na linha 49. Finalmente o valor de controle de trajetoria dr = 4.5 serd substituido
na linha 50. Segue-se que o Lumibot percorrerd o trajeto descrito por uma pardbola desviando do
obstaculo até atingir o alvo, como ilustra a Figura 11.
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Figura 11: Trajetéria desviando da caixa verde
Toda a trajetéria pode ser acompanhada na integra através do link https://youtu.be/wvAcMiRbHSg

3.3. Cenario 3

Considere o mesmo cenario ilustrado anteriormente, com apenas uma mudanga, o alvo que
estava embaixo da mesa agora localiza-se ao lado da poltrona, como ilustra a Figura 12

Figura 12: Alvo & esquerda da poltrona

Como cada quadrado que forma o piso tem lado medindo 0,5 metro, obtemos que a posi¢iao
do alvo no plano é dada pelo par ordenado P; = (1,0). Queremos encontrar a trajetéria que serd
seguida pelo robo para sair de sua posigdo inicial P; e atingir o seu alvo P;. Uma alternativa
para esse problema é considerar a trajetoria descrita no cenario anterior, prolongando a parabola,
passando embaixo da mesa de centro até atingir P;. Assim, obtemos a mesma funcio quadrética
f(x) = x> — 1 cujo gréfico ilustrado na Figura 13, representa a trajetoria que o rob6 ird seguir até
atingir o seu alvo.
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Figura 13: Pardbola determinada por P;, P e P;

Trocando apenas os valor final xf = 1 no Cendrio 2, segue que o Lumibot seguird a trajetéria
descrita por uma parabola, como ilustra a Figura 14.

Figura 14: Trajetoria descrita pelo rob6 até atingir o alvo
Toda a trajetéria pode ser acompanhada na integra através do link https://youtu.be/ZCTPnD80Anw

3.4. Cenario 4

Considere uma sala de jantar conjugada com uma sala de estar e uma pequena cozinha. A sala
de estar é composta por uma planta, duas poltronas de cor azul, dois copos de vidro bem préximos
as poltronas, uma mesa de centro sobre um tapete; em cima da mesa de centro temos um projetor
de imagem apontando para uma tela de projecdo retratil sobre a parede ao fundo da sala. A sala
de jantar é composta por uma mesa e seis cadeiras. Por sua vez, a cozinha tem uma bancada para
a sala de jantar e uma porta de abertura e fechamento automatico. Todo esse cenéario é ilustrado
de modo panoramico na Figura 15

i
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Figura 15: Vista panoramica das salas com a cozinha

Queremos que o rob6 Lumibot situado na sala de jantar, na posi¢do P; = (0, 1), atinja o alvo
dado por um circulo branco situado na cozinha, na posi¢ao P; = (-1.07,1.15), como ilustra a Figura
16.

Figura 16: O alvo na cozinha

Mais uma vez, uma alternativa para este problema é dada através da expressdo (1). Conhe-
cemos as posicoes P; e P; sobre grafico dessa fungao; dai para que a funcao fique completamente
determinada precisamos encontrar mais um ponto sobre o grafico da fungdo f. Considerando as
dimensoes do robd, considere o ponto P = (-0.5,0.5) por onde o robo deve passar durante seu per-
curso até atingir o seu alvo. Segue-se que quando o rob6 encontra-se na posicdo inicial, f satisfaz
f(0) = 1, ou seja, ¢ = 1; no instante em que o rob6 atingir a posicao P, f satisfaz %a + %b +c= 4
por sua vez, quando o robd encontra-se sobre a posigao final, f satisfaz f(—1.07) = 1.15, isto

11449 107 _ 115 . : .
100002 + TooP *+ ¢ = 105+ Dessa forma obtemos o sistema linear:

2
¢,

11449 107
10?003 + l(f_()b +
Ta Eb

+ + ¢ =

(6)
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Resolvendo o sistema acima, obtemos a fungdo polinomial do segundo grau:
f(x) = 2x2 +2x + 1,

cujo grafico ilustrado na Figura 17

Py=(-107,1.15) ses

P;=(0.1)
1

611 a1 B {1 [ 08 06|04 02 (0 o2 o ads o8

Figura 17: Parabola determinada por P;, P e P¢

representa a trajetoria que o robd ird seguir até atingir o seu alvo. Ou seja, seguindo as notagdes
do cédigo obtemos a funcao
fxp=2#xp*xp+2*xp+ 1.

Substituindo no cédigo os valores ap =2, bp =2, cp =1, xi =0, xf = -1.07 e kp = 4.5, nas
linhas 45, 46, 47, 48, 49, 50, respectivamente, segue-se que o Lumibot percorre o trajeto passando
pelo quadrado até atingir o obstéculo, como ilustra a Figura 15.

Figura 18: Trajeto descrito até atingir o alvo

Toda a trajetéria pode ser acompanhada na integra através do link https://youtu.be/hD7qcXIcCec
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4. Conclusao

Neste trabalho, através do ambiente de simulacdo robética, CoppeliaSim, conseguimos uma
interdisciplinaridade envolvendo o conteiido matematico de fungdes polinomiais do segundo grau.
Mais precisamente, através do grafico das fungdes polinomiais do segundo grau, conseguimos apre-
sentar uma funcionalidade para o rob6 Lumibot. Dessa forma, obtemos uma importante ferramenta
que permite despertar criatividade matematica dos alunos da educagao bésica, ou do piblico em
geral, para atuarem com as novas profissdes. Tudo isso estd em comum acordo com o modo de
aprendizagem STEM.

Apresentamos o ambiente de simulagao CoppeliaSim acompanhado de um codigo editavel, isso
permite aos professores criarem novos cenarios que podem ser trabalhados com os alunos em sala
de aula, como, por exemplo explorando trajetorias para o Lumibot descritas por parabolas com a
concavidade voltada para baixo.

Em geral, utilizando o Lumibot podemos ainda trabalhar com situagoes de contexto mais com-
plexos, estimulando os alunos a trabalharem com a nogao de pontos de minimo e maximo, ou
situacoes diversas. De certa forma, tal ferramenta desperta tanto o interesse dos alunos por ma-
tematica, assim como a criatividade matematica necessaria para resolver problemas reais como os
apresentados neste trabalho.
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A geometria analitica do maximo da razao entre duas
formas quadraticas
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma visao intuitiva para o cdlculo do maximo do quociente entre
duas formas quadraticas, baseada em conceitos geométricos e geometria analitica.

Palavras-chave: Formas quadraticas; Elipsoides; Multiplicador de Lagrange.

Abstract

In this work we present an intuitive view to calculate the maximum of the quotient between two
quadratic forms, based on geometric concepts and analytical geometry.

Keywords: Quadratic forms; Ellipsoids; Lagrangian multiplier.

1. Introdugao

Fungoes polinomiais em uma varidvel sdo fungoes simples, muito estudadas, e podem ser generali-
zadas para fungoes polinomiais em varias varidveis. Um caso particular dessas fungoes polinomiais
em varias variaveis, que possuem propriedades interessantes, sao as formas quadraticas, que podem
ser definidas utilizando um pouco da teoria de matrizes, como segue.

Se Buxn é uma matriz simétrica e x,x; um vetor n-dimensional, entao as formas quadréticas sao
dadas pelas funcoes, em n varidveis, definidas por g(x) = x'Bx. Se a matriz B é positiva definida,
entdo g(x) > 0 e g(x) = 0 se, e somente se, o vetor x é o vetor nulo [1].

Para o caso em que B ¢ positiva definida, as curvas de nivel das formas quadraticas, o conjunto
{x € R"; x'Bx = constante}, definem os chamados elipsoides, que sao generalizacdes das elipses em
R2, como se vé no caso simples dado pela equacio

o8-

0 Ly
[x v ][ . # }[;]=%+%=Cons‘can‘ce. (Figura 1)
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Figura 1: Elipse centrada na origem

2. Quociente de formas quadraticas
Um problema de grande interesse em aplicagoes, por exemplo, em Estatistica e Otimizagao, é o de
se obter o médximo do quociente entre duas formas quadréticas [2, 3].
Formalmente, dada

f:R"-{0} >R
x'Ax (1)
xtBx’

X =

com By, positiva definida, quer se calcular

x'Ax
m;;ixf(x) = max .
Esse problema é bem conhecido e admite uma solugao explicita que utiliza apenas conceitos de
Algebra Linear e a Teoria dos Multiplicadores de Lagrange [2, 3]. Essa demonstracao serd apre-
sentada na sec@o 2.3. Formalmente, o cdlculo do méaximo pode se apresentar da forma: se Q. é
uma matriz ortogonal que diagonaliza a matriz B, isto é, Q'BQ = Dg, em que Dg é uma matriz
diagonal cujos elementos sao os autovalores de B, entao:

_1 _1
Teorema 1. O mdximo da funcao f € igual ao maior autovalor da matriz Dy* QAQtDBz, sendo

_1
Dy® matriz diagonal cujos elementos sao o inverso da raiz quadrada dos autovalores de B [3].

Apesar dos conceitos de Algebra Linear serem essencialmente geométricos, o Teorema 1, como
enunciado, nao apresenta ao leitor qualquer possibilidade de uma compreensao intuitiva. O ob-
jetivo deste artigo é encontrar a solucao desse problema a partir de sua geometria, e com isso,
espera-se que essa abordagem torne a solugdo mais intuitiva. Uma ferramenta matemédtica muito
transparente para se explicitar a geometria de um problema é a Geometria Analitica, e essa serd
amplamente utilizada.

A primeira estratégia para atacar o problema é utilizar a ferramenta bésica para se calcular
maximos e minimos de funcgoes: derivar e igualar a zero. Mas as derivadas parciais de quoci-
ente de polindmios levard-nos-4 a um sistema polinomial e, portanto, de dificil solugao ou até
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mesmo impossivel. Portanto, tal caminho nao parece muito encorajador. E se utilizarmos a teoria
dos maximos e minimos condicionados? Embora o problema seja um problema de maximizagao
sem nenhuma restrigao, é possivel transforméa-lo em um problema de maximizagao com restricao,
e a restricao serd o elemento geométrico que precisamos. Para isso, deve-se observar o fato fun-
damental de que o valor de f(x) depende apenas da reta definida por x, isto é, f(x) = f(ax), para
todo @ € R, @ # 0. De fato,

_ (ex")A(ax)  o*x"Ax
" (ax")B(ax)  a2x'Bx

f(ax) = f(x).

Podemos entao restringir f a um conjunto que contenha um elemento de cada semirreta que passa
pela origem. Um candidato natural é uma curva de nivel da forma quadratica definida por B, o

elipsoide centrado na origem,
J={xeR" x'Bx =1},

como ilustra a Figura 2.

Ty

/1)
/

Figura 2: Elipsoide J centrado na origem

Restrito ao conjunto J, a funcao f fica da forma

f:JcR"—->R

X - x'Ax.

Estudar um caso particular vai ajudar a se ter uma ideia geométrica do problema. Dado um vetor
bux1 € R®, seja a matriz Ayx, dada por A = (bux1)(buxi)t. Note que a matriz A, neste caso, é
positiva semidefinida e tem posto 1. Logo,

f(x) = x*Ax = x"(bb")x = (x'b) (x'b)" = (xb)* = (||x]| |Ib]| cos 6)?,

sendo 6 o angulo entre os vetores x e b.

Portanto, o méximo de f, restrito a J, é o vetor X,x; em J que nos dé a maior projecdo sobre o
vetor by k.
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Neste caso particular, o problema fica totalmente descrito em termos geométricos; devemos encon-
trar o vetor X € J em que um hiperplano perpendicular ao vetor b tangencia o elipsoide J, como
ilustra a Figura 3. Observe que —X também é uma solugao.

Zo,...,Tp

2

Figura 3: Geometria do ponto do méximo

2.1. O caso n=2

Para calcular explicitamente o vetor X vamos simplificar ainda mais o problema, considerando o
. . . 0 .
caso n = 2 e o vetor bayx; sobre o eixo y, isto é, b = [ . ] . Seja (x(t),y(t)) uma curva sobre a

elipse J e, portanto,

0= x0 50 1| 5 P[50 | a0 r 2oy +ecvion® @)
Derivando a equagéao (2) e igualando a zero, obtemos
2ax(t)x’(t) + 2b(x' (t)y (t) + x(t)y’(t)) + 2cy (t)y’ (t) = 0. (3)

No ponto % = (x(0),y(0))* o vetor tangente & curva é horizontal, pois é perpendicular ao vetor b,
isto é, y’(0) =0, como ilustra a Figura 4.
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Figura 4: Vetor tangente

Portanto, pela equagéo (3),
(2ax(0) + 2by(0))x’(0) = 0,

ou seja,
2ax(0) + 2by(0) =0

o que implica

x(0) = 2y(0).

Assim, tem-se o sistema
x(0) = ~2y(0)

a(x(0))% + 2bx(0)y(0) +c(y(0))? = 1.

Substituindo x(0) obtém-se uma equagao do segundo grau para y(0), e o problema, para este caso
particular, esta totalmente resolvido.

2.2. O caso geral

O que se pode fazer em relacdo ao caso geral? Tem-se, pelo Teorema Espectral [4, 5], que se
A1, s, ..., 4, sdo os autovalores da matriz A relativos aos autovetores unitarios eq, e, . . ., €,, entao

A = Qierel + dgegel +- - + /lnenefl.
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Portanto,

f(x) = x"Ax
= /l1xt(elei)x +oot /lnxt(enefl)x
= i (x"er) (e1x) + - + dn(x'en) (e)%)
= B ek Ay (xe)? @
= A (lIxll fleall cos 61)% + - + A (1]l llen]| cos 6,)?
= ||x[|?(A; cos? @1 + - - - + A, cos® )

< |1x[1*(cos? 61 + - - - + cos? 6,,) max A;.
1

As coordenadas (cosfy,...,cosfy,) sao as coordenadas de um ponto na esfera unitaria S* !, pois
cos? 1 + ---+cos? 0, = 1. Para se convencer dessa igualdade, vejamos o caso particular em R?:
considere o cubo de vértices

1 11 11 1
0,0,0),{—=,0,0],...,|—=,—=,0].[—=, —=. —=|-
( ) ) )7(\/5) ) )7 7( 37 37 ))(\/37 \/57 \/g)

A diagonal desse cubo, definida pelo ponto (\/%, \/ig, \/ig), tem comprimento um e a projecao nos
eixos coordenados dé-se pelos angulos 61, 62,03 e, portanto, cos? 81 + cos? Oy + cos? 03 = 1.

Retornando a desigualdade em (4) e supondo, sem perda de generalidade, que 1; = max 4;, tem-se
1
f(x) < [Ix]* A1

Vamos novamente simplificar o problema e pensar no caso mais simples, em que o elipsoide J
¢ uma esfera de raio 1, isto é, a matriz B é a matriz identidade. Logo, f(x) < A;, mas como
f(e1) = e]Ae; = Ay, fica entao provado que o méximo de f(x) é o maior autovalor de A, como de
fato se tem pela demonstragao do Teorema 1 apresentada na secao 2.3.

Voltemos a situagao geral, mas ainda com a seguinte restricao: os eixos principais dos elipsoides
definidos por A e B s&o coincidentes e definidos pelos vetores unitarios {ui,...,u,}. Em termos de
Algebra Linear,tal propriedade traduz-se no fato das matrizes A e B comutarem, isto é, AB = BA,
o que implica que sdo simultaneamente diagonalizdveis [1]. Tem-se também que A comuta com
B! e que os autovalores de AB ! sdo dados pelo quociente entre os autovalores dessas matrizes.

Vamos obter o vetor X em que ocorre o maximo de f. Sendo mais cuidadosos em relagao a notacgao,
pois utilizamos a letra f para designar trés funcoes diferentes. Seremos mais especificos:

100 = 242

x'Bx’

fo(x) = x*Ax restrita a x'Bx=1e

f3(x) = x*Ax sem restricao em x.

As curvas de nivel de f; s@o retas que passam pela origem, as curvas de nivel de f5 sdo dois pontos
definidos pela intersecao entre uma reta que passa pela origem e o elipsoide x*Bx = 1 e as curvas
de nivel de f3 sao elipsoides. Observe que esses elipsoides, que sao curvas de nivel de f3, f3(x) =k,
para valores de k suficientemente grandes, contém em seu interior o elipsoide x*Bx = 1. Como
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f1(x) = fo(x) = f3(x) para x no elipsoide x*Bx = 1, o méximo de f, ocorre na curva de nivel de f3
de menor valor de k, para o qual esses elipsoides, que contém o elipsoide x*Bx = 1, tangenciam-se
pela primeira vez. A ocorréncia da tangéncia, geometricamente intuitiva, pode ser provada de
maneira rigorosa pela difenciabilidade dos elipsoides. Veja a Figura 5.

)
— ) )
e )/,

Figura 5: Elipsoides com eixos principais coincidentes

Sejam {az,...,ay,} os autovalores da matriz B. Da Geometria Analitica dos elipsoides tem-se que

|I%||? é igual ao inverso de um dos autovalores da matriz B, {a1,...,,}, digamos o autovalor
. T . =2 _ 1

relativo ao indice j, logo, ||%||* = @ [1].

Como X estd sobre o eixo definido por uj, entao X também ¢ multiplo do autovetor u; de A. Logo,

/l.
f(%) = 'A% = 4|1%)? = 2.
a;

Portanto, o méximo de (%) é o maior autovalor de AB™!, como também se obtém pela demons-
tracao do Teorema 1.

Finalmente, vejamos o caso geral em que os elipsoides definidos pelas curvas de nivel de f3 e
o elipsoide x'Bx = 1 estdo em posicoes quaisquer. Vale o argumento anterior, em que o ponto
de maximo X ocorre no primeiro ponto em que as curvas de nivel de f3, que contém o elipsoide
x'Bx = 1, o tangenciam pela primeira vez (Figura 6).
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Figura 6: Elipsoides com eixos principais nao coincidentes
Considere uma curva qualquer z(t) = (zi(t),...,zn(t))" sobre o elipsoide J tal que z(0) = %.

Como z(t) estd sobre o elipsoide J tem-se que z'(t)Bz(t) = 1. Derivando % [zt (t)Bz(t)]i=0 = O e,
portanto, z°(t) |¢=o Bz(0) +2'(0)B2(t) |¢—o= 0 logo,

vBx 4+ X'Bv = 0,

ou seja,
viBx + (v'Bx) = 0

e assim,
2v'Bx = 0,

para todo vetor v no espaco tangente de J em X.

Considerando uma outra curva w(t) = (wy(t),...,wy(t))', com w(0) = X, mas agora no elipsoide
definido por A, obtém-se também que v'A% = 0 para todo vetor v no espaco tangente do elipsoide
definido por A. Como os elipsoides sao tangentes entre si em X, os dois vetores BX e A% sao
perpendiculares a um mesmo hiperplano em R" e, portanto, sao vetores colineares, isto é, existe
um nimero B tal que Ax = BBX, como ilustra a Figura 7.
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Figura 7: Vetor normal ao hiperplano tangente

Como A% = BB% tem-se que B 1A% = 8% e, portanto, X é um autovetor de B*A relativo ao
autovalor 8. Tem-se também que

f(%) = x'Ax = £ (8B%) = fx'Bx = 8.

Agora, como A% = B%, ou seja, B 1A% = 8% temos que % é um autovetor de B 1A relativo ao
autovalor 8, que é justamente o valor da funcao fi(x) = fa(x) = f3(x) = x*Ax no ponto %.

Com o raciocinio de que os elipsoides definidos pelas curvas de nivel de f3(x) = x*Ax = k, que
contém o elipsoide x'Bx = 1, vdo se tornando menores & medida que k diminui e, novamente,
utilizando o argumento de diferenciabilidade, ocorre o primeiro ponto X de tangéncia. Temos
aqui uma questao em que a tangéncia poderia ocorrer em todos os pontos de um subelipsoide do
elipsoide x'Bx = 1, mas tal situacdo, que demanda uma anslise matemé&tica mais sofisticada, é
contornada supondo que os dois elipsoides estao em uma posicao genérica e apenas em posigoes
particulares ocorreria infinitos pontos de tangéncia. Entdo %*A% é o maior valor possivel para k,
pois para valores maiores os elipsoides definidos por f3 contém, estritamente, o elipsoide x'Bx = 1
e, portanto, k = B é o maior autovalor da matriz B *A, e temos assim a solucio final do problema.

A construcao acima utiliza essencialmente os argumentos geométricos da demonstracao do método
dos Multiplicadores de Lagrange.

2.3. Prova do Teorema 1 utilizando Multiplicadores de Lagrange

Voltemos ao problema geral que é o de maximizar f(x) = x'Ax restrito ao elipsoide
J = {x € R%x'Bx = 1}. Vamos utilizar a teoria usual dos Multiplicadores de Lagrange. A

funcdo lagrangeana é
L(x,1) =x"Ax — A(x’'Bx — 1),
logo
V.L(x,1) = 2x*A - 22x'B
R
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e fazendo V,L(x,1) = 0, segue que Ax = ABx e, portanto, B 1Ax = 1x.

Logo, os vetores criticos de f restritos a x'Bx = 1 sdo dados pelos autovetores de B'A. Para um
autovetor x tem-se

B 'Ax = 1x = Ax = ABx = f(x) = x'Ax = x'Bx = 1

e, portanto, o maximo de f, restrito a x'Bx, ocorre para o autovetor de B *A relativo ao maior
autovalor A.

Para concluir a demonstragao do Teorema 1, observando que os autovalores da matriz MN sao
iguais aos autovalores da matriz NM, quaisquer que sejam as matrizes M e N [5], os autovalores

1 1 11
de D Q'AQD? sdo iguais aos autovalores da matriz QD5 Dg® Q'A = QDG'Q'A = B'A.
3. Conclusao

O método geométrico e intuitivo utilizado para resolver o problema de maximizacao nao pode e
nao poderia querer substituir o método elegante e conciso dos Multiplicadores de Lagrange. A
justificativa para este artigo baseia-se em dois pontos empiricamente observados pelos autores:
primeiro, o estudante e o profissional ao aplicarem o método dos Multiplicadores de Lagrange,
muitas vezes o fazem de forma puramente algébrica sem, de fato, ter uma plena consciéncia do que
foi calculado; segundo, a geometria analitica é uma ferramenta expressiva do poder da Matematica
e, apesar disso, pode estar sendo negligenciada no ensino académico.

Espera-se que, das construgoes acima, o estudante e o profissional que necessitam desses resultados,
tenha uma melhor visao intuitiva do que realmente foi calculado.
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O problema de Langley:
uma abordagem natural

Jamil Ferreira ® Fébio Corréa de Castro ®

Resumo

Neste trabalho apresentamos o desfecho de uma abordagem natural em busca da solucao do Pro-
blema de Langley. Seguimos o caminho ingénuo, sem truques, do que seria uma abordagem real
em sala de aula para um problema desconhecido. Isso conduz-nos a uma jornada de obsticulos
geométricos e algébricos, e indagagoes tao ricas quanto as solugoes apresentadas para o problema.

Palavras-chave: Problema de Langley; Triangulo Russo; Geometria Plana; Trigonometria

Abstract

In this paper we present the outcome of a natural approach in search of the solution of Langley’s
Problem. We followed the naive, untructed path of what would be a real classroom approach to an
unknown problem. This leads us on a journey of geometric and algebraic obstacles, and inquiries
as valuable as the solutions presented to the problem.

Keywords: Langley’s Problem; Russian Triangle; Plane Geometry; Trigonometry

1. Introdugao

O Problema de Langley é um famoso e dificil problema de geometria elementar, apresentado pelo
Matematico inglés Edward Mann Langley (1851 - 1933) em 1922 ([1]). Esse problema é amplamente
conhecido como “o problema do Triangulo Russo”, embora nao tenhamos encontrado na literatura
fontes precisas sobre a razao desse nome.

O problema que leva tal nome ¢é o seguinte: encontrar o valor do dngulo x na Figura 1, sabendo
que o triangulo ABC é is6sceles, sendo AB = AC e A = 20°.
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60° 50°

Figura 1: O Problema de Langley: sendo AB = AC, qual o valor de x?

A solugao mais usual para esse problema é amplamente divulgada em videos e sitios da internet,
além de livros de geometria. Veja, por exemplo, as aulas de Geometria Plana do Programa de
Iniciacao Cientifica da Obmep. Tal solucao depende de um artificio bastante sutil e dificil de ser
percebido e sera apresentada mais adiante.

Quando nos deparamos com esse problema, tentamos, como sempre, o caminho mais ébvio de
resolugao que, se nao conduzisse a solugao, forgaria outros artificios. O curioso é que o caminho
que tentamos pareceu ter dado certo. No entanto, ao compararmos com a solugao usualmente
oferecida, que, como dissemos, é bastante perspicaz, percebemos que ela nao coincidia com a nossa.
Como essa solucao é classica, concluimos que a nossa resolucao, obviamente, estava equivocada em
algum ponto. Ai, iniciamos a viagem de detectar nosso erro, um tanto sutil, estudar a resolugao
classica e elaborar uma terceira solugao, dessa vez correta, e que nos parece bem mais natural do
que a cléssica.

Essas solucoes serao discutidas a partir da proxima segao. Sugerimos sempre que o leitor tente por
si s6 resolver o problema antes de ler as resolugbes apresentadas. Assim, vocé se familiariza com
o problema, imerge nele e, caso nao consiga resolvé-lo por completo, entendera muito melhor as
solugoes apresentadas.

N

327 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE

I I I ’ MATEMATICA

oo st demiin Ferreira e Castro

2. Nossa primeira tentativa

E imediato encontrarmos os valores dos angulos assinalados na Figura 2 a seguir, usando simples-
mente resultados bem baésicos sobre angulos em triangulos, como, por exemplo, que a soma das
medidas dos angulos internos de um triangulo é 180° e que a medida de um angulo externo de um
tridngulo ¢é igual a soma das medidas dos dois angulos internos que nao sao adjacentes ao dado
externo. Assim, encontramos facilmente os dois angulos de 70°, os dois de 110°, o de 20° e o de 30°
(pois cada angulo da base do tridngulo isésceles ABC mede 80°), o de 40° e o de 50°. Denotemos
as medidas dos demais angulos desconhecidos por y, z e w, conforme a Figura 2.

Figura 2: Angulos facilmente obtidos a partir dos dados do problema.

Vemos facilmente que esses valores desconhecidos (que s@o positivos) devem satisfazer o seguinte
sistema de equagoes:

x+y=110° (1)
x+w = 140° (2)
z+w = 160° (3)
y +z=130° (4)

E isso parece 6timo, pois basta resolver um sistema com quatro equagoes lineares e quatro incégnitas!

No entanto, esse sistema é indeterminado, ji que a equagdo (1) pode ser eliminada, pois decorre

das demais, da seguinte forma: x+y = (x+w)+ (y+2z) — (z+w) = 140+ 130 - 160 = 110. Agora,
ran
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deixando w como varidvel livre, obtemos, das equagdes (2), (3) e (4),

x=140° - w (5)
z=160°—w (6)
y=-30"+w (7)

em que w representa um valor qualquer entre 30° e 140° (pelas equagoes (5) e (7), para que x e y
sejam positivos). Assim, alguns possiveis valores para x sdo x = 45° (quando w = 95°) ou x = 30°
(quando w = 110°), dentre os infinitos outros do intervalo 0° < x < 110°, que ocorre ao variar w
dentro do intervalo que vai de 30° a 140°.

Intuitivamente, essas varias possibilidades de valores para x parecem estranhas, pois x parece estar
univocamente determinado. Além disso, as solucbes apresentadas usualmente conduzem apenas a
x = 30°. Assim, descobrimos que a nossa “solugdo”, aparentemente correta, deve conter alguma
incoeréncia e com isso ficamos mais curiosos em descobri-la do que resolver o problema em si. Quem
sabe, assim, poderiamos também descobrir o porqué do artificio que todas as solugoes publicadas
utilizam, e ai, sim, talvez o vissemos com mais naturalidade.

Para iniciar nossa anélise, destaquemos o quadrilatero ADFE, conforme a Figura 3.

Figura 3: Destaque do quadrilatero ADFE.

Resolver o sistema a que chegamos consiste em resolver o seguinte problema relativo a esse qua-
drilatero:
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Problema 1: No quadrilitero ADFE da Figura 3, sabe-se que EFD = 70°, EAD = 20°, AEF = 130°
e ADF = 140°. Encontrar os valores z, w, z, y dos dngulos indicados.

Notemos inicialmente que os dados fornecidos nao determinam um tnico quadriladtero e nem se-
quer quadrilateros semelhantes, ou seja, quatro angulos de um quadrilatero nao determinam um
quadrildtero, nem sequer sua forma (compare com o caso AAA de semelhanga de triangulos). Para
ver isso, basta, por exemplo, tracar o segmento E’F’ paralelo a EF, conforme mostra a Figura 4.

A

Figura 4: Os quadrildteros ADFE e ADF’'E’ possuem angulos internos congruentes, mas nao sao
semelhantes.

Observe que o novo quadrildtero AE'F’D tem seus angulos correspondentes congruentes aos do
quadrildtero AEFD, embora esses dois quadrildteros obviamente néo sejam semelhantes (por qué?).
Além disso, apesar de o angulo AE’F’ continuar medindo 130° ¢ E’F’D continuar medindo 70°,
a nova diagonal DE’ produzird valores de angulos x’, w’, y’ e z’ diferentes dos correspondentes
X, W, y e z da situagdo anterior. Isso quer dizer que o problema admite varias solugdes. Assim,
esse novo problema distanciou-se do problema original, retirando-lhe a “rigidez” geométrica. E foi
esse 0 problema que resolvemos, ndo o original. De fato, se tentarmos recuperar o triangulo ABC
original a partir do quadrildtero AE'F’D, perceberemos que o tridngulo ndo serd mais isdsceles,
conforme ilustra a Figura 5.
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Figura 5: Recuperando o tridangulo ABC’ a partir do quadrildtero ADF'E’.

O que ocorreu é que nossa solugao acabou por deixar esvair-se a condigao inicial de que o triangulo
ABC é iso6sceles, sem que percebéssemos. Sé percebemos por meio da intuigao, dizendo-nos que o
problema deveria ter apenas uma solucao e também por sabermos dos textos a resolugao classica
que nos dé x = 30°. Ou seja, o triangulo is6sceles ABC dado conduz a um quadrildtero ADFE, tal
que EFD = 70°, EAD = 20°, AEF = 130° e ADF = 140°. Porém, um quadrildtero nessas condicoes
pode nao “morar” num triangulo isésceles.

Veja na Figura 6, a seguir, alguns exemplos explicitos de solugoes do problema do quadrilatero que
apresentam x = 17°, x = 30° e x = 52°. Nessa figura, EC, E’'C’ ¢ E”C” sdo segmentos paralelos
(Observe ainda que obterfamos, similarmente, solugoes variadas tragando-se paralelas D’F’ ao lado
DF, em vez das paralelas ao lado EC).

Observemos ainda que o angulo de 20° em B e o de 30° em C, C’ ou C” nao dependem de o
triangulo ABC (ou ABC’ ou ABC”) ser ou nao isésceles.
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D ppB =52
EDB = 30°
E'DB = 17°

Figura 6: Algumas solugoes do Problema 1.

Essas consideracoes fornecem-nos um outro enunciado para o problema que a nossa solugao resolve:

Problema 2: No tridngulo ABC da figura 7 sequinte, encontre a medida x do dngulo EDB, sabendo
que A =20°, ABD =20°, ACE = 30° e EFD = 70°.
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Figura 7: Ilustragdo do Problema 2.

3. Solugao usual, nada natural.

A solugao usual (assista em [2]) comega por construir um segmento de reta BP, com P em CD,
tal que CBP = 20°, conforme Figura 8. Essa sutil construcio ¢ a primeira ligacao do quadrilatero
ADFE com a hipétese de que o triangulo ABC seja isésceles; isto é, essa construgdo contribuird para
nao perdermos a hipdtese de que o triangulo ABC seja isésceles, quando chegarmos ao quadrilatero
ADFE, conforme explicitaremos a seguir.
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Figura 8: Criacdo do segmento BP tal que CBP = 20°: a varinha mégica da solucéo classica.

Primeiramente, observamos que o triangulo CBP é isésceles, pois seus angulos com vértices em C
e P medem 80°.

Observagio importante 1: aqui usamos a hipétese de que ACB = 80°. Note que essa hipStese
serd a base de todas as construcoes feitas até chegarmos a solucao final, diferentemente do que
ocorreu em nossa tentativa de solucdo, na qual utilizamos, sim, que ACB = 80°, para concluir
que ACE = 30°, que foi o que efetivamente usamos, e isso poderia ocorrer independentemente da
hipétese ACB = 80°, conforme argumentamos na Secio 2.

Segue-se que BC = BP e que APB mede 100°, suplementar adjacente de 80°.

Vemos, entao, que o triangulo BPD tem os angulos em B e D medindo 40°, que, em B, vem de
60°—20° e, em D, de 180°— (100° +40°). Logo, seus lados BP e PD sao congruentes (veja a Figura
8). E notdvel que esse segmento BP produziu na situacgao apresentada dois triangulos isosceles! E
nao para por ail Vejamos a Figura 9:
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Figura 9: O triangulo CBE ¢ isdsceles.

O triangulo CBE é isésceles, pois os angulos nos vértices C e E medem 50°, ji que em B mede 80°.
Logo BC = BE.

Observacdo importante 2: aqui usamos a hipétese de que ABC = 80°. Essa observagao, juntamente
com a observagdo importante 1, garantem a permanéncia da hip6tese de que o tridngulo ABC é
isésceles.

Assim, j4 obtivemos BC = BP = BE = PD. De BP = BE, segue-se que o tridngulo BPE ¢ isosceles.
Como EBP mede 60° (vindo de 80° - 20°), o tridngulo é, na verdade, equildtero. Logo, PE = BP.
Como PD também ¢é igual a BP, segue-se que o triangulo EPD ¢ isésceles. Os angulos de sua base
medem x +40° e o angulo em P desse triangulo mede EPD = BPD-BPE = (180° — 80°)—60° = 40°.
Logo, (x+40°) - 2+ 40° = 180°, de onde obtemos x = 30°.

Vale enfatizar, novamente, que essa solucdo sutilmente mantém a hipdtese de o tridngulo ABC
ser isdsceles, porque nela utiliza-se a subdivisao dos angulos da base em 60° + 20° e 50° + 30°
para deduzir que os demais triangulos obtidos também sao isésceles, sendo que na nossa resolugao
utilizamos essencialmente apenas os angulos de 20° e de 30°, deixando livres seus adjacentes, como
ja observado anteriormente.

4. Nossa segunda tentativa

Ap6s explorar os angulos que ocorrem no problema original sem chegar & solugao, tomamos duas
acoes: a de compreender onde estava o nosso equivoco e, consequentemente, entender a razao do
sutil artificio utilizado na solugao usual; e a de oferecer uma solucao simples e natural usando
trigonometria, que passamos a apresentar.

i



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Ferreira e Castro

Nesta sec@o usaremos a Figura 10 como referéncia. Os valores numéricos de angulos que aparecem
na figura sao obtidos de forma simples, usando no maximo o fato que a soma dos angulos internos
de um triangulo é 180°.

Figura 10: Angulos naturalmente obtidos a partir dos dados do problema.

Para fixar uma escala, resolvemos considerar BC = 1.

Note que BE = 1, pois, como j4 vimos, o triangulo CBE é is6sceles (dois Angulos internos medindo
50°).

1 _ _ BD
sen(40°) ~ sen(80°) "

Assim, aplicando a Lei dos Senos no triangulo BCD, obtemos

BD
sen(160°—x) *

Aplicando a Lei dos Senos no triangulo BDE, obtemos Senl(x) =

Isolando BD em ambas as equagdes e igualando os valores, obtemos

sen(160° —x)  sen(80°)
sen(x)  sen(40°)

(8)

Porém, 280 _ Z:sen(407) cos0%) _ 9 5(40°) = 2sen(50°). Também, sen(160° — x) = sen(20° +x),
. sen(40°) ~ sep(40 ) . - .
pois os argumentos sdo angulos suplementares. Assim, podemos reescrever a equagao 8 da seguinte

forma:

sen(20° +x) = 2sen(50°) sen(x).
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Portanto, 2sen(50°) sen(x) = sen(x + 20°) = sen(x) cos(20°) + sen(20°) cos(x). Como x =0 néo é a
solucao procurada, podemos dividir a equagao por sen(x) para obter

2sen(50°) = cos(20°) + sen(20°)cotan(x),

ou seja,

2sen(50°) — cos(20°) _ 2sen(50°) cotan(20°) = 2sen(20° +30°)

= tan(20°) =
sen(20°) sen(20°) sen(20°) cotan(20°)

cotan(x) =
2 (sen(20°)‘/7§ + % cos(20°))

— cotan(20°) = V3 + cotan(20°) — cotan(20°) = V3.
sen(20°)

Como x ¢ um angulo agudo com cotangente V3, concluimos que x mede 30°.

5. Conclusao

Esse cléssico problema de geometria elementar, assim como outros problemas de matematica ele-
mentar desafiadores, traz solugoes sutis, dificeis de serem percebidas pelos estudantes e também
por seus professores!

Invariavelmente, tais solugbes sao apresentadas sem quaisquer consideragoes sobre sua sutileza,
como se elas fossem naturais, o que a nosso ver, tornam-se, distantes do estudante ou do leitor,
embora apresentadas de forma impecédvel do ponto de vista légico.

Como professores, consideramos que esses problemas devem ser enfrentados pelos estudantes e pelos
seus professores de forma aberta, desnudando as dificuldades trazidas pelos problemas, trilhando
caminhos naturais e, caso tais caminhos nao conduzam a uma solucao satisfatoria, ai sim, apelar
para artificios sutis.

Essa postura gera uma aproximacao entre o problema e o universo intelectual do estudante, entre
o professor e o aluno e a discussao torna-se mais viva, humana, em vez de se dar num limbo de
perfeicoes 16gicas quase inalcancaveis.

No caso presente, nossa solugao nao dependeu da varinha mégica dada pela criacdo do segmento
de reta BP. O ponto P foi escolhido de modo que o triangulo CBP fosse isésceles e semelhante
ao triangulo ABC original. Esse segmento resolveu de modo brilhante o problema, mas haja
inspiracdo para encontri-lo! J4 a nossa solu¢do ndo dependeu de tanta inspiracdo, mas acionou
de forma oportuna a trigonometria. A discussao dessas e outras solugoes mostra ao estudante as
ilimitadas possibilidades criativas oferecidas pela Matematica, deixando aberta a porta para a sua
propria criatividade.
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