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para o ensino de Calculo
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Resumo

Neste artigo, apresentamos a lei de Poiseuille, revisitada para o ensino de Célculo Diferencial
e Integral (CDI). Alguns estudos evidenciam a necessidade do uso de préticas alternativas para
o ensino e a aprendizagem do CDI, visando dirimir a evasao e o alto indice de reprovagao que
h& nessa disciplina. Assim, utilizamos uma abordagem baseada na Modelagem Matematica, em
que, por meio da modelagem e descrigao da circulagao sanguinea, obstrucao e ramificacao dos
capilares, apresentamos os principais conceitos referentes ao CDI, a saber: o estudo de fungoes,
limites, derivadas e integrais; evidenciando como esses podem ser empregados em sala de aula;
apresentando assim a conexao entre a Matematica e o mundo real, de modo a contribuir para
dirimir os problemas que se percebem em relacao ao ensino e a aprendizagem nessa disciplina,;
além de possibilitar um lugar na Matematica para o espirito criativo e investigativo.

Palavras-chave: Ensino de Célculo; Aplicagoes da Matemadtica; Lei de Poiseulle; Modelagem
Matematica.

Abstract

In this article, we present Poiseuille’s law, revisited for teaching Differential and Integral Calculus
(CDI). Some studies show the need to use alternative practices for teaching and learning the CDI,
aiming to reduce the dropout rate and the high failure rate in this discipline. Thus, we use an
approach based on Mathematical Modeling, in which, through the modeling and description of
blood circulation, obstruction and branching of capillaries, we present the main concepts related
to the ICD, namely: the study of functions, limits, derivatives and integrals; showing how these
can be used in the classroom; thus presenting the connection between Mathematics and the real
world, in order to contribute to resolve the problems that are perceived in relation to teaching
and learning in this subject; in addition to providing a place in Mathematics for the creative and
investigative spirit.

Keywords: Calculus teaching; Applications of Mathematics; Poiseulle’s Law; Mathematical Mo-
deling.

1. Introdugao

A origem do Célculo Diferencial e Integral (CDI), de acordo com [3], estd fortemente ligada ao
século XVII e a dois importantes nomes da ciéncia: o do inglés Isaac Newton (1642 — 1727), sendo

N

29 LAl


https://doi.org/10.21711/2319023x2022/pmo103
https://orcid.org/0000-0003-1203-6513
https://orcid.org/0000-0001-5328-0825

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Melo e Araujo

amplamente reconhecido como um dos cientistas mais influentes de todos os tempos, e o do aleméao
Goltfried Wilhelm Leibniz (1646 — 1716), um polimata que é figura importante na histéria da
Ciéncia, em especial, da Matematica.

O CDI esta presente e é um importante componente curricular nos cursos de graduagao em Ma-
tematica, Fisica, Engenharias, entre outras na area das ciéncias exatas. E nessa componente que
os alunos tém um contato amplo e formal com alguns conceitos importantes, tais como os de limite,
derivada e integrais; conceitos esses que proporcionam uma base sélida para o estudo, por exemplo,
da Matematica no ensino superior e suas aplicagoes em situagoes do mundo real.

Nesse ambito ressaltamos que as disciplinas de Calculo, de modo geral, tém se mostrado desafi-
adoras para boa parte dos académicos nos cursos de ciéncias exatas, como colocado por [1, 11].
Desse modo, entendemos que, ao optarmos por diferentes metodologias de ensino de CDI, pode-se
dirimir os entraves no ensino e na aprendizagem dessa area do conhecimento matemaético.

Seguindo esse viés, ressaltamos que em tempo atual, no ambito da Educagao Matematica, encon-
tramos trés tendéncias muito difundidas nos tltimos tempos, quais sejam: a introducdo de aspectos
de aplicagoes, resolugcao de problemas e a modelagem matemdtica. Nesse contexto, abordaremos no
presente artigo essa tultima, por entendermos que ao trabalhar com a modelagem matemética na
sala de aula podemos provocar sua associagao com questoes reais, o reconhecimento de problemas
e o levantamento de hipdteses.

De posse dessa tendéncia, revisitaremos a lei de Poiseuille; enquanto realizaremos sua modelagem
a partir da situagao fundamental que é o alicerce para seu desenvolvimento: o escoamento laminar
até sua formulacao e determinacao do fluxo sanguineo em um capilar. Além disso, apresentaremos
modelos que estendem essa lei, mostrando sua aplicabilidade para o estudo da obstrugao e rami-
ficacao de vasos sanguineos, onde evidenciaremos os aspectos fundamentais do CDI presente nessa
modelagem, além de explicitar como os mesmos podem ser utilizados como ferramenta motivadora
e alternativa para o ensino dessa disciplina.

Dessa forma, exploramos o uso da lei de Poiseuille, diferindo de como ela é comumente apresentada
em textos, a exemplo de [4, 8]. Entendemos que ao estabelecer forte conexao entre a realidade e a
Matematica, cria-se um espago para discussao, criatividade e investigacao em sala de aula.

2. Algumas consideragoes sobre Modelagem Matematica e fené6menos do mundo real

No presente artigo buscaremos revisitar a Lei de Poiseuille como uma alternativa didatica para
o ensino do CDI via Modelagem Matemaética!. Dessa forma, torna-se importante destacarmos os
aspectos tedricos que fundamentam a modelagem, para explicitar alguns tipos de modelos, bem
como 0s passos para que esses sejam concebidos, testados e aperfeicoados, e sua utilizacao para o
ensino de Matematica.

A modelagem tem sua base fundada na matemaética aplicada e centra-se no desenvolvimento de
um modelo matematico, ou simplesmente modelo, o qual pode ser apresentado como uma repre-
sentacdo de um sistema real [5]. Todavia, o desenvolvimento de um modelo, isto é, o ato da
modelagem, da-se através de fundamentos de um processo, os quais devem ser seguidos para ob-
termos sistematizadamente nosso modelo. De inicio, apresentaremos as diferencas entre os tipos
fundamentais de modelos conforme colocado em [5]: modelos empiricos e tedricos.

Os modelos ditos empiricos tém, como ponto de partida, um processo sistematico de medigao.

1Para fins textuais, utilizaremos o termo Modelagem para nos referirmos & Modelagem Matematica.
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Isto é, os mesmos baseiam-se na averiguacao experimental, em que por meio da anélise dos dados
obtidos formula-se uma equacao ou sistema de equagoes que vinculam as grandezas de interesse
envolvidas no fenémeno estudado. Nesse ambito, citamos, por exemplo, o modelo obtido para a lei
do decaimento radioativo, a qual fora definido através da medigao do nimero de particulas emitidas
pela amostra emissora por unidade de tempo, usando um “contador Geiger” para tal aferigao e
a partir disso identificando, através de uma curva de ajuste, o comportamento exponencial desse
fenémeno.

Ja os modelos tedricos sao fundamentados em algumas etapas, conforme enunciamos abaixo:

e Todo modelo tedrico é obtido em relagao a um determinado contexto, em que se ajustam as
“hipdéteses de trabalho”, isto é, as condicoes e leis compativeis com as restrigoes da situacao
estudada,;

e Todo novo modelo obtido deve ser submetido a testes de confiabilidade, de modo a concordar,
ou nao, com os resultados previamente encontrados sobre a realidade objetiva;

e Um modelo aperfeigoado, isto é, com menos restrigoes ou menos hipéteses de trabalho deve
reduzir-se aos casos mais simples ja determinados nas respectivas situagoes limites;

e Modelos mais simples nao devem ser descartados, pois podem resolver de forma simples proble-
mas em determinadas condigoes.

Os tépicos mencionados acima formam os fundamentos da modelagem como colocado por [5].

Em relagao ao presente texto, destacamos que trabalharemos tanto com modelos empiricos quanto
tedricos; visto que as leis fundamentais que estabelecem as primeiras condigoes para a mode-
lagem da lei de Poiseuille advém diretamente da experimentagao. Nesse caso apresentaremos
uma discussao qualitativa dos resultados, bem como os mesmos apresentam-se matematicamente.
Posteriormente, passaremos a nos ater aos modelos tedricos, os quais serao desenvolvidos sob as
hip6teses experimentais, mas valendo-se de todos os fundamentos da modelagem j& citados.

3. Apresentando a lei de Poiseuille

Um dos pontos de interesse no estudo da dindmica de fluidos é entender como os estados de posigao
comportam-se com a evolugao temporal do escoamento. Todavia, diferentemente do estudo da
dindmica de particulas e trajetorias de outros corpos, os fluidos constituem sistemas continuos, que
nao podem ser tratados de forma discretizada, tornando a andlise de sua dindmica mais complexa
de ser concebida, seja analiticamente ou por métodos numéricos.

Tendo isso em vista, torna-se interessante para tal estudo a avaliacao de aspectos fundamentais do
fluido, de modo que seja possivel estabelecer uma descricao do seu comportamento sob condigoes
particulares que se relacionam com sua natureza fisica.

Nesse contexto, citamos a lei de Poiseuille, publicada em 1840/1841 por Jean Leonard Marie Poi-
seuille (1797 — 1869), um fisico e médico francés. Essa lei apresentou importantes contribuigdes
para a hemodinamica — a qual é um conjunto de componentes fisicos que constituem o bombea-
mento de sangue no sistema cardiovascular — visto que permite a descrigdo do fluxo sanguineo em
vasos cilindricos como colocado por [9], a qual é dada pela Equacao (1)

_ AP RA

V= 1
R (1)
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em que AP é a diferenca de pressoes, n é uma constante chamada de coeficiente de viscosidade,
l e R sao, respectivamente, o comprimento e o raio do vaso cilindrico. No entanto, a formulagao
obtida na lei de Poiseuille mostra-se capaz de modelar nao apenas o fluxo do sangue, mas também
uma classe de fluidos sob algumas hipdteses, que sao:

e O fluido tem de ser viscoso;
e O fluido deve obedecer ao escoamento laminar;

e O vaso cilindrico tem que possuir mais de 0.4 mm de diametro.

Partindo dessas hipéteses, revisitaremos a lei de Poiseuille, de modo que, através da otica da
modelagem, nas subsec¢oes seguintes abordaremos uma descrigao dos aspectos fisicos e matematicos
relacionados & Equagdo (1) como uma alternativa didética ao ensino de CDI, evidenciando como
os principais conceitos dessa disciplina podem ser empregados na descricao dessa lei, além de
mostrarmos como os aspectos mateméaticos presentes na estrutura curricular do CDI levam-nos a
obter importantes consideracées do modelo trabalhado com a finalidade de contextualizar e motivar
o ensino dessa disciplina.

3.1. Viscosidade e escoamento laminar

De inicio, comegaremos revisitando as hipéteses de trabalho da lei de Poiseuille, em especial as
que se referem a classe de fluidos por ela trabalhada: os fluidos viscosos. Essa propriedade é da
natureza fisica do fluido, isto é, relaciona-se a sua constitui¢cao ao nivel molecular, mas seus efeitos
sao notados em escala macroscépica. Nao obstante, sua presenca é mais bem perceptivel quando
observamos o deslizamento de camadas fluidas umas sobre as outras, dando origem a tensoes
tangenciais. Para melhor entendermos esse fenomeno, faremos a descri¢ao do resultado empirico
do que ocorre quando puxamos uma placa de uma caixa com area lateral A com uma forca F na
direcdo do eixo x, a qual estd sobre um recipiente com um fluido viscoso, como o ilustrado na
Figura 1.

YA A

# » X

Figura 1: Esquematizagao do escoamento de um fluido viscoso em uma caixa retangular.

A forca F aplicada gera um deslocamento na direcao do eixo x, todavia, o fluido nao se desloca
de forma homogénea, mas como se fosse composto por uma superposicao de finas laminas em que
a medida que temos uma maior proximidade com o fundo do recipiente temos uma diminuigao
da velocidade v,, e, exatamente, no fundo, temos que o fluido permanece em repouso. Esse fato
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experimental, permite o inicio do processo de modelagem para o escoamento de um fluido viscoso,
visto que temos uma relagao de proporcionalidade entre a velocidade e a profundidade da caixa,
que € linear, mas inversamente proporcional. Com isso, podemos estabelecer uma funcao para a
velocidade do deslizamento em termos de uma altura qualquer y, sendo essa: v : [0,d] — R com
lei de associacao dada pela Fungao (2)

Vo

v(y) = . 2

W)=V (2)
Em que, para y = 0 temos a situacao de repouso do fluido e para y = d temos a velocidade vg da
parte superior do recipiente, evidenciando que essa equagao contém as informacgoes referentes ao
nosso modelo para os niveis de altura avaliados pela caixa da Figura 1.

A Equagao (2) fornece-nos uma descrigdo da velocidade em qualquer altura y, porém ainda pre-
cisamos de um modelo para o entendimento das tensoes tangenciais, as quais permitem que se
mantenha o deslocamento da placa superior com velocidade vg,. Para tanto utilizaremos a lei de
Newton da viscosidade, que se expressa pela Equacao (3)

F
X—UE— o 5 (3)

F
Isto é, a tensao tangencial (K) é proporcional & variacao da velocidade v em relagao a altura, o que

entra em consonancia com o modelo empirico que tratamos acima, visto que a medida que temos
uma menor variacao da altura no eixo y temos uma maior resisténcia ao escoamento que ocorre
nas proximidades do nivel zero do modelo tratado. Ademais, é importante ressaltar a presenca do
termo 7, o qual é uma constante de proporcionalidade chamada coeficiente de viscosidade do fluido;
em especial quanto maior o valor numérico de n mais espesso e maior resisténcia ao escoamento o
fluido possui.

Além disso, é impar que especifiquemos os aspectos matematicos trabalhados nessa primeira des-
cricao do modelo estudado. Em especial, nesse primeiro momento evidenciamos a relevancia da
Equagao (1), a qual nos mostra que a descrigdo do escoamento laminar, o qual é base para a
lei de Poiseuille, pode ser tratada em termos das variacoes da velocidade, sem uso explicito das
derivadas, o que possibilita sua apresentagao aos discentes desde o inicio do curso de CDI.

3.2. Escoamento viscoso em um tubo cilindrico

A partir do entendimento do escoamento laminar, bem como dos efeitos da viscosidade na dinamica
do fluido, podemos nos direcionar para a hipétese do escoamento do fluido em um cilindro. Para
tanto, esquematizaremos esse corpo através da Figura 2 e suporemos o escoamento de um fluido
viscoso que parte do ponto A até o ponto B, atravessando um cilindro de comprimento 1 e raio R.
Nao obstante, iremos, também, descrever um cilindro de raio r’ interno ao cilindro maior.

N

33 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA
INE

Melo e Araujo

Figura 2: Esquematizacao do escoamento de um fluido viscoso em um corpo cilindrico.

Dada tais consideragoes, realizaremos uma descri¢cao do fluxo do escoamento em termos de uma
varidvel r que representa um raio arbitrario definido de maneira consoante ao esquema proposto
pela Figura 2, isto é r € [r’,R]. Para isso, usaremos a lei da viscosidade definida na Equagao (3)

em que as pressoes serao descritas pela relagao da pressao hidrostatica: P; = K‘ comi=1,2. E

importante pontuarmos que a forga relacionada a pressdo P serd positiva, enq{lanto a forca em
relacao a pressao Po serd descrita com sinal negativo. Tal consideracao é efetuada para modelarmos
em que sentido as forcas sao aplicadas. Aqui consideramos o sentido positivo dado pelo fluxo do
fluido. Em relagao as areas A; tomaremos a area da secgao circular do cilindro expressa pelo raio
r ja definido. Com isso, podemos escrever a forga resultante F, atuante no sistema dada por:

F=F; +Fy =Pyr? - Ponr? = (P — Py)ar. (4)

Agora, estamos prontos para expressarmos a lei da viscosidade para nosso modelo em um corpo
de simetria cilindrica. Assim, relacionaremos a parte dos termos diferenciais da Equagéo (3) e a
Equagao (4) tomando uma area A dada por A = 2xrl e a funcdo da velocidade de escoamento serd
definida por v : [r’,R] — R. Ademais, é necessério realizarmos uma ressalva, a qual tomaremos

V 7’ N . . . . . . ~
que o < 0, que decorre do carater de que a medida que o raio r varia, temos uma diminuicao da
T

velocidade por estarmos trabalhando sob a hipdtese do escoamento laminar. Com efeito, podemos
prosseguir para o seguinte desenvolvimento algébrico:

E _ (P1*P2)7Tr2 _ dv

A 2nr] - "E
(P1—Py)r _ dv
21 — dr
Cdv o (P1-Po)
Tdr 271 " 5)

A Equacao (5) apresenta a velocidade v sendo dada por um termo diferencial em relagao & varidvel
independente r. Ademais, essa é uma Equagdo Diferencial Ordindria (E.D.O). Em suas classi-
ficagoes a mesma é dita de varidveis separaveis, no entanto, no enfoque do nosso trabalho nao se
objetiva o tratamento da equagéo (5) com o rigor exigido para uma E.D.O. Entretanto, a dedugao
dessa Equagao mostra uma primeira motivacao aos estudantes, ao passo que apresenta a nocao de
derivada como elemento impar na modelagem e descri¢ao de sistemas fisicos.
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Por outro lado, ao termos uma E.D.O, torna imperativo enunciar o Teorema Fundamental do
Célculo, dado que esse apresenta-se como uma poderosa ferramenta para explicitarmos a funcao
v(r), visto a possibilidade de relacionar os conceitos de derivada e integral (Parte 1), bem como o
célculo de integrais definidas (Parte 2).

Teorema 1. (Teorema Fundamental do Cdlculo — Parte 1) Seja f : [a,b] — R wma funcgdo

continua. A fungdo F : [a,b] — R definida pela expressao

F(x) = / f(s)ds (6)
€ derivdvel e F'(x) = f(x) para todo x € (a,b).

Demonstragao. Ver referéncia [10]. o

Teorema 2. (Teorema Fundamental do Cdlculo — Parte 2). Dada uma fun¢ao continua f{a,b] —» R
e uma de suas primitivas G, entao

b
/ f(x)dx = G(b) - G(a). (7)

Demonstragao. Ver referéncia [6]. i

Sabendo que a funcao v(r) é continua, por implicagoes fisicas do movimento, o que satisfaz as
hipéteses do Teorema Fundamental do Célculo, assim possibilitando que possamos nos valer do
mesmo, em especial a Parte 2, em que tomaremos a =r e b = R. Além disso, destacamos que
faremos uma mudanga de variaveis na integragdo para s, assim como colocado pelo Teorema 1,
de modo que, apds a integragdo da Fungao (5), obtenhamos uma fungao da velocidade em termos
da variavel r definida no intervalo [r’,R]. Efetuada essas consideracoes, realizaremos a integragao
dessa Funcao, que nos leva ao seguinte desenvolvimento,

R dv R (P1 - Pg)
[ adr = *\/r' 2—771st

R
v(R)-v() = [—(P1P2)s2
nl .
P,-P
v(r) = (14—”12)@{242). (8)

Nele, o termo v(R) = 0, pois a velocidade anula-se nas paredes do cilindro. Ademais, a Equagéo (8)
dé-nos a velocidade (v) em relagao a um raio arbitrario r que condiz com as hipdteses de trabalho
para o modelo. Nao s6 isso, mas a descricao da velocidade dé-se por uma fungao do segundo grau,
mostrando que a velocidade possui um carédter parabdlico. Além disso, a obtengao da Equagéo (8)
torna-se de imensa valia para o estudo desse modelo, visto que, ao interpretamos seus aspectos
matematicos, possibilitamos um estudo de fungoes que se conecta com o sentido real do sistema
que estamos modelando.

Primeiramente, analisaremos as raizes dessa equagao, as quais podem ser vistas a medida que
decompomos o termo (R? — 1?) em (R + r)(R — 1) evidenciando que as raizes sio obtidas para
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r = +R. No entanto, como sabemos que a velocidade v estd definida para valores de r € [r’,R],
ou seja, o ponto —R nao pertence ao dominio da fungdo, é interessante, entretanto, discutirmos o
aparecimento desse valor como raiz da Equagao (8). O aparecimento do sinal negativo relaciona-se
diretamente com a simetria do corpo estudado e do perfil da velocidade: parabdlico, pois a parte
que diz respeito a —R pode ser entendida de forma andloga ao R positivo dado que esse é apenas
uma reflexao do mesmo.

Agora, apresentaremos a concordancia da Equagdo (8) com o modelo do escoamento laminar
proposto na subsecao anterior, em especial pelo ilustrado na Figura 1, por isso plotamos o gréfico
da fungéo (8) na Figura 3 (a) e apresentamos na Figura 3-(b) tracamos o comportamento das
velocidades, de fato, ao se aproximarem dos extremos do cilindro, isto é quando r — |R|, tendem
a zero.

R
(Pl Ps) 9 _,1,1‘:.!/“) _—>>
4nl R —pl
>‘

X
;

(a) ' — (b)

Figura 3: Em (a) grafico da fungao (8) e em (b) o perfil parabdlico da velocidade, que ilustra o
escoamento laminar.

Em especial, a interpretagao das raizes da equagao da velocidade bem como a forma parabdlica
dessa equacao compactuam com o modelo previamente apresentado. Além disso, a modelagem e
deducio da equacao (5) motiva e possibilita a inser¢do de um dos conceitos substanciais do CDI:
O teorema Fundamental do Calculo.

3.3. Taxa de variagao e gradiente da velocidade

Nessa subsegdo resgataremos uma equagao previamente trabalhada: A Funcao (5). Essa, que fora
obtida ao aplicarmos as condigoes do escoamento laminar para um corpo com simetria cilindrica
também nos permite obter informacoes acerca da dinamica do fluido. Em especial, tomares a(r) =

v
T e assim temos a expressdo dada por (9)
r

P,-P
a(r) = ﬁr.

(9)
Nesse ponto é interessante analisarmos a funcdo a(r), de modo a entendermos o seu sentido no
presente contexto da modelagem da lei de Poiseuille. Para tanto, iremos nos valer da definicao 1
conforme colocado por [8].
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Defini¢ao 1. Definimos a aceleracdo instantanea a(t) num instante de tempo t como o limite das
velocidades médias num intervalo [t,t + h], isto é:

v(t+h)—v(t) _ @

o I (10)

o)~ i

A Defini¢do 1 estabelece que a aceleracao a(t) é a derivada temporal da velocidade. No entanto,
podemos trabalhar de forma andloga para a fungdo (9), em que definiremos uma aceleragdo em
relacdo & varidvel r, a qual conceituaremos por aceleracao radial a(r). Dessa forma, teremos a
possibilidade de mensurar a variacao da velocidade em termos da distancia r do cilindro apresentado
na Figura 2, a qual possui comportamento descrito pelo grafico da Figura 4.

PPy
251

T
0.000 1

P, - P,

Figura 4: Grafico da fungéo (9); foram usados valores arbitrérios para o termo o
n

Com isso explicitado, agora estudaremos essa aceleragao. De inicio, é interessante notarmos que o
cardter linear presente na Equagao (9) mostra uma concordancia com a Fungao (2) do modelo do
escoamento viscoso. Além disso, & medida que temos uma aceleracdo capaz de variar ao longo de
sua varidvel, temos aqui um movimento que difere dos apresentados como motivadores do estudo da
cinematica no CDI, visto que, comumente tém-se exemplos para os quais a aceleragao apresenta-
se como uma constante. Dito isso, temos que essa conceituagao apresenta-se como uma forma
alternativa aos tradicionais exemplos de aplicacoes cineméticas tratadas no ambito do CDI.

3.4. Fluxo sanguineo e vazao

Nessa subsegao determinaremos o fluxo sanguineo ao longo de um capilar, isto é, o volume de
sangue por unidade de tempo: o qual é a lei de Poiseuille. Para tanto, partiremos do modelo
j& descrito na Figura 2, de modo a determinarmos o volume de sangue que flui em uma secgao
transversal do capilar.

Assim, consideraremos a Figura 5-(a), que esquematiza a sec¢ao circular de interesse em que o con-
junto de raios menores ry,ra, ..., I, estao igualmente espacados de modo que possamos determinar
a drea para esse anel circular, drea que é dada pela Equacao (11),

ran
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(0

(b)

Figura 5: Esquematizagio da seccao circular do cilindro em (a) e dos vasos concéntricos em (b) da
Figura 2.

AL -A,, = 7TI'i2 - ﬂri{l
= a(ry+1im1) (15— Ti-1)
~  27riArg, (11)

em que Ar; =1; — i1, e realizamos a aproximagao de que r; = r;_1 pelo fato de igual espacamento
entre os raios; aqui explicitamos o indice i em Ar; para melhor visualizacao da diferenca dos raios.

Com a determinagao da area do anel circular podemos entao expressar a quantidade de sangue
que passa por ele. Visto que estamos trabalhando com a hipdtese de que o capilar é pequeno
podemos considerar que a velocidade é praticamente constante e dada pela Equacdo (8); dessa
forma o volume Av; no anel é dado pela Equagao (12)

(P —Py)

Av; = (271;Ar;) -
4anl

(R? —1). (12)

Nao obstante, podemos estender essa modelagem para os diversos vasos concéntricos do capilar
como apresentado na Figura 5-(b), uma vez que, a extensao desse modelo garante a quantidade
aproximada de volume total (AV) em todo o capilar, como feito pela Equagao (13)

—Py)

S| (13)

AV = Z [(2711" Ar;) -

Partindo da Equagao (13), podemos entdo avaliar o caso para n — co o qual garante uma melhor
aproximagao para o fluxo sanguineo (V(r)), uma vez que o mesmo tende para a integral apresentada
m (14)

n

(P —Py)

V() = lim [(27rriAri)- e (R? 1ri2
i=1
_ " (PP o .3
_ /0 S (R s (14)
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— onde alteramos a funcdo de integracdo para s como explicitado no teorema 1 e tomamos os
extremos de integragao no intervalo [0, r], pois consideramos o eixo do tubo cilindrico como origem
das coordenadas. Assim, podemos, prosseguir no desenvolvimento da integral de modo,

V() = £5Q§$@fm%7§ms

(P1 *Pz)ﬂ [RQ S2 B S4:|r

2nl 2 4,
(P1—Po)r [ 1% 1t
= — —-———. 1
2n1 R 2 4 (15)

A funcao (15) permite uma descri¢ao da vazao para o escoamento do cilindro com um raio arbitrario
r, de modo que possamos entdao ajusta-la para os devidos fins de interesse, na descricdo de outros
sistemas. Todavia, torna-se ainda interessante estudarmos essa funcao a medida que o raio r
aproxima-se do limite do nosso sistema, isto é, suficiente proximo do raio R, o que é feito tomando
o limite r — R em (15), que nos dé o desenvolvimento explicitado na Equagao (16)

m n(Py—Py) (RZTQ YZ) _ (P *P2)R4_ (16)

rlLR 2nl 8nl
O resultado obtido pela Equagao (15) é a lei de Poiseuille apresentada na Equacao (1), com o
detalhe de estarmos explicitando o gradiente de pressao AP por P;—Ps. E interessante discutirmos
esse resultado, em especial as consideragoes tomadas para sua deducao. Em especial, a Equagao
(14) mostra a obtengao da integral partindo de um limite de somas infinitas além de que os teoremas
1 e 2 —que sao a base para a conexao dos conceitos entre derivadas e integrais — aparecem fortemente
ao passo que conectam a modelagem em torno da variagao de fluxo sanguineo em um anel com a
vazao total V.

Ainda nesse contexto, torna-se imperativo analisarmos a lei de Poseuille no que tange aos termos
que a compoem, de modo que possamos obter informagoes relevantes do comportamento do fluxo
sanguineo. Com esse objetivo, reescreveremos essa lei através da Equagao (17)

R4

AP
V=pT B (17)

A escrita da Equagao (17) explicita os termos de pressdo e do comprimento 1, visto que com isso
podemos estabelecer a relacao em que a vazao é proporcional a uma queda de pressao por unidade
de comprimento 1 em termos de uma constante 8. Essa colocacao torna-se interessante devido
ao carater fisico do problema modelado, mostrando que para maiores valores do comprimento 1
teremos uma menor vazao, ou seja, um menor fluxo sanguineo.

3.5. Um modelo para vasos obstruidos

Com a lei de Poiseuille ja deduzida podemos utiliza-la para modelar o fluxo sanguineo sob algumas
condigoes biolégicas, em especial para o caso de obstrugbes dos vasos sanguineos que acarretam
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variagOes nas pressoes. Em especial, partiremos dos modelos propostos por [4] e entdo o gene-
ralizaremos para obtermos uma lei de Poiseuille modificada para cada um dos casos. De inicio,
analisaremos um capilar que sofre obstrugao, como apresentado na Figura 6.

Figura 6: Esquematizagao para o modelo de obstrugao em um capilar por um arco de circunferéncia.

Esse modelo apresenta a obstrucao sob a hipdtese de que a mesma possa ser aproximada por um
arco de circunferéncia com angulo central ¢. Logo, a diminuicao da area do anel circular dé-se pela

. . ., © ~ .
area desse setor circular que é 2—(7rri2) com ¢ € (0,2r), em que 0s r; S840 08 mesmos esquematizados
Fis

na Figura 5. Assim, podemos partir da Equacao (13) para a vazao V, que considera apenas por¢ao
nao obstruida do anel circular dada pela Equacao (18)

Com isso, obtemos, de forma andloga ao feito na subsecao anterior, uma variacao de lei de Poi-
seutlle, descrita pela Equagao (19)

P,-P
2nriAr; - %(R2 ~-19)]. (18)

¥ AP, B aR*
Vo= (1-£)p =2, B="5 (19)

Além de modelarmos a obstrucao por uma drea de um arco de circunferéncia dos anéis dos capilares,
podemos ainda explorar uma variagao do raio R como feito por [4]. Isto é, consideraremos um caso
em que o raio dos anéis terao maximo comprimento dado por ¢ como mostrado na Figura 7.

Figura 7: Esquematizacao para o modelo de obstrucao através de um novo raio ¢ < R.

Nesse caso, precisaremos garantir que ¢ < R, para tanto tomaremos que ¢ = yR, em que y é uma
constante positiva tal que y € (0,1). Partindo disso, podemos obter uma lei de Poiseuille para
esse modelo, em que basta aplicarmos diretamente a condigao do raio ¢ em (17), de modo que
temos a vazao V, dada na Equacao (20)
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Ve=y'p =t p=" (20)

Esses dois modelos de obstrucgao sao interessantes de serem obtidos, pois permitem um modelo
com certa generalidade para os capilares. Ademais, podemos ainda estabelecer uma relacédo entre
o fluxo V da lei de Poiseuille usual, e suas modificagdes V, e V4 através de suas razoes, as quais
sdo apresentadas na Equacao (21)

14 AP¢
-(1-Z
Ve ( 27r) AP v,
(21)
AP
Y Sl A V4
Vg p

Em singular, esta subsecao possui um valor interesse para o trabalho no aspecto da modelagem,
visto que, ambos os modelos obtidos sdo feitos com base na lei de Poiseuille e utilizando aspectos
geométricos do préprio modelo. Nao sé isso, mas as mesmas ressaltam a concordancia com os
modelos ja obtidos, dado que no limite dos modelos ¢ — 27 e y — 1 restauramos a lei de
Poiseuille.

3.6. Um modelo para ramificacao de vasos

De posse da lei de Poiseuille podemos ainda expandir o modelo para circulagao sanguinea através
de determinar o angulo étimo 6 € (0, 71/2) para a ramificagido de vasos sanguineos; isto é, o angulo
que favorega o escoamento sanguineo ao longo dos capilares. Para isso, comecaremos destacando
a Figura 8-(a) como uma esquematizagao dos vasos sanguineos, além de que consideraremos que
a ramificagao ocorre para vasos de menor raio, entao: r; > re e na regiao da ramificacao teremos
um modelo que serd aproximado para a representagdo da Figura 8-(b).

(a) (b)

Figura 8: Em (a) representagdo do sistema arterial e em (b) modelo para estudo da ramificacao
vascular.

Nao obstante, devemos, ainda, definir uma nova varidvel de interesse: a resisténcia do fluido. De
fato, o processo de escoamento nao é ideal; isto é, ha varias condigoes do préprio sistema que
corroboram para isso, tais como: irregularidades na trajetéria ou a rispidez dos vasos. Por conta
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disso, é necessario definir um termo que descreva esse aspecto do sistema, o qual denominaremos
) b
por resisténcia do sistema, ou simplesmente resisténcia e denotado por R

Por conseguinte, explicitaremos a resisténcia R! em termos das varidveis ja definidas em nosso
modelo da lei de Poiseuille. A ideia para isso é observarmos que a resisténcia R! é proporcional ao
gradiente da pressao AP e inversamente proporcional ao fluxo V do fluido.

Essa discussao tedrica é feita de modo a entendermos como deve ser o comportamento do termo
de resisténcia. Entendemos, através do modelo tedrico, uma possivel expressao para o mesmo, ou
permitindo que tenhamos uma nocao do seu comportamento. No entanto, esse termo foi determi-

AP
nado de modo empirico por Poiseuille, dado por R' = —. Aqui, recorreremos ao resultado obtido

empiricamente, mas sem abandonarmos as ideias de um modelo tedrico, visto que, partindo do
dado real realizaremos a descrigao referente ao dngulo 6timo ja mencionada acima.

Ademais, destacamos ainda que o uso de tal resultado torna-se imprescindivel para esse trabalho
no que tange o uso da modelagem no ensino, visto que, proporcionamos nao sé6 o confronto, mas
a uniao de resultados tedricos e experimentais, corroborando para associacao da matemadtica ao
mundo real, em que reconhece-se o objeto estudado e busca-se hipdteses de solucao para o mesmo.

Efetuada essas consideracoes, podemos, agora, expressar a resisténcia na lei de Poiseuille, em que
AP
usando R! = — na Equacio (16) e realizando algumas manipulacdes algébricas tem-se o resultado
explicitado na Equagéao (22)
1

R! = ME. (22)

. <. . . 8
O termo M é uma nova constante associada a viscosidade do fluido, dada por: M = il Notemos
o

que a resisténcia R! é proporcional ao comprimento do cilindro, visto que para um maior cilindro o
fluido terd mais que escoar por uma trajetéria mais longa, mas a mesma ¢é inversamente proporci-
onal ao raio elevado a quarta poténcia, mostrando que a expansao do raio R diminui a resisténcia
do escoamento de forma quértica.

Definido essa grandeza, podemos enfim modelar nosso problema para a determinagao do angulo
Stimo. Como explicitado na Equagdo (22), temos o destaque para o comprimento 1 e o raio R,
os quais serao determinados tendo em vista a geometria presente na Figura (8), & qual daremos
maior énfase num modelo simplificado apresentado na Figura 9.

C
Uu
b
A B 6
<. T Y -

Figura 9: Esquematizacao dos aspectos geométricos do modelo para ramificagoes da Figura 8.
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Nosso objetivo, agora, sera explicitar alguns termos presentes na esquematizagao do nosso modelo
na Figura 9, de modo que esses nos auxiliem na determinagao do angulo étimo 6. Entao, explorando
o0s aspectos geométricos e trigonométricos da Figura 9 temos as relagbes da Equacao (23)

y = bcot(6),
x =1-bcot(6), (23)
u = bcsc(0).

Como ja mencionado, buscaremos através da Equagao (22) descrever o circuito ABC, em que
consideraremos esse circuito como sendo a soma dos circuitos AB e BC, de forma que a Ragc
seja a soma das resisténcias das duas partes do circuito. Efetuaremos esse tratamento de modo
a obtermos uma descrigao efetiva para o modelo proposto na Figura 8, visto que o circuito BC
possui um raio rs, diferente do raio r; do circuito AB. Assim, podemos, com auxilio das Equacoes
(22) e (23), descrever a resisténcia total como:

Rasc(d) = Ras+Rac
_ M[lbc;t(@)]+M[bcsz(0)}
L)

(24)

1
Ty

[1 b cot(9) b csc(6)
M

A formulacdo obtida em (24) trata a resisténcia ndo como uma equagdo, mas sim como uma
funcao da variavel 8. Com essa funcao, encontraremos o dngulo 6timo e para isso abordaremos
essa questao como sendo um problema de maximos e minimos de uma funcao de uma varidvel em
que determinaremos os pontos criticos da funcdo e verificaremos aqueles que tornam a resisténcia
minima, visto que isso acarreta maior escoamento possivel para o sangue. Para isso, é necessario
definirmos alguns conceitos e proposic¢oes conforme colocado por [6, 8] para essa abordagem.

Definicao 2. Um ponto critico de uma fungao f(x) é um nimero ¢ no dominio da fungao tal que
f’(c) =0 ou f’(c) nao existe.

Definigao 3. Um ndmero f(c) é um valor de

(a) Méximo local quando f(c) > f(x) quando x estd préximo de c;

(b) Minimo local quando f(c) < f(x) quando x estd préximo de c.

Teorema 3. (Teorema de Fermat) Se uma funcgdo £(x) tiver um mdzimo ou minimo local em ¢ e
se f’(c) existir, entdo f'(c) =0

Demonstragao. Ver referéncia [6]. i

As definigbes 2 e 3 introduzem conceitos fundamentais no estudo de fungdes. Além disso, o Teorema
de Fermat (Teorema 3) estabelece uma relagao entre as duas definigdes, de modo que um ponto de
maximo ou minimo local esteja atrelado a existéncia de um ponto critico c. Com isso explicitado,
mostraremos que a fungao (24) admite um ponto critico. Para isso calcularemos a derivada da
fungao que serd explicitada na Equagdo (25)

N
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dRasc _ N [bcsc2(6) ~ beot(6) csc(@)} .

4 4
do ry

(25)
)

Com isso, seguiremos na determinacao do ponto critico, buscando um ponto c para qual a Equagao
(25) seja identicamente nula, o que nos leva ao seguinte desenvolvimento:

N [bcscj(@) - bcot(@icsc(@)] _ 0
Ty Ty
csc2(6) ~ cot(f) esc(0) 0
rf ) )
1 cos(d)
Eia
=t
socos(9) = (r_Q) . (26)
1

O resultado obtido na Equagao (26) é o ponto critico associado & Fungao (24). Aqui, destacamos
que também podemos explicitar o ponto critico diretamente em termos de 8, com uso da fungao
inversa do cosseno.

Nesse sentido, é oportuno ressaltarmos que esse resultado assegura-nos a existéncia de um ponto
critico associado a fungao do nosso modelo, porém nao garante a existéncia de maximos e minimos
locais. Isto é, as definigdes 2, 3 bem como o Teorema 3 nao nos mostram como encontrar esses
valores, mas, sim, mostram-nos que o ponto critico associado a funcao é um candidato a um desses
valores. Nesse sentido, podemos ainda recorrer a duas proposicoes presentes no calculo diferencial
que permitirao a classificacao, ou nao, do ponto critico em maximo ou minimo local.

Proposicao 1. (Teste da derivada primeira) Suponha que ¢ seja um ponto critico de uma fungdo
continua f(x). Entao tém-se as sequintes possibilidades,

(a) Se o sinal de f'(x) mudar de positivo para negativo em c, entao £(x) tem um mdximo local em c;
(b) Se o sinal de t'(x) mudar de negativo para positivo em c, entdo f(x) tem um minimo local em c;

(c) Se o sinal de t'(x) ndo mudar em c, entao £(x) nao possui mdrimos ou minimos locais em c.

Demonstragdo. Ver referéncia [6]. mi

Proposicao 2. (Teste da derivada sequnda) Suponha que f seja continua na proximidade do ponto
critico c. Entdo tém-se as seguintes possibilidades

(a) Set’(c) =0 ef”(c) > 0 entao f(x) possui um ponto de minimo local em c;

(b) Se f’'(c) =0 e t"”(c) <0 entdo f(x) possui um ponto de mdzimo local em c.

4t s
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Demonstragdo. Ver referéncia [6]. o

Ambas as proposicoes 1 e 2 permitem a avaliacdo de um ponto critico, desde que suas hipéteses
sejam satisfeitas. Ao analisarmos a Fungao (25) é perceptivel uma descontinuidade em 6 = 0, com
isso ndo podemos utilizar a proposi¢ao 1 para classificacdo do ponto dado em (26). Entretanto, a
proposi¢ao 2 tem por hipétese uma continuidade definida localmente em termos do ponto critico.
Assim, podemos nos valer da mesma para a classificagao do ponto, de modo que a derivada segunda
da Fungao (24) serd dada pela Funcao (27)

d®Rapc 3 b cot?(0) sec(8) + besc3(0)  2besc?(6) cot () o7
d92 B r4 B r4 . ( )
2 1

Agora, verificaremos o sinal da Func¢ao (27) com (26), que nos leva ao seguinte desenvolvimento,

d’Ragc . = b cot?(6) csc(f) +csc®(6)  2csc?(6) cot(@)]
deo? cos(()):(r—Q) I‘g I‘Zl1
I

3 Mb [cos?(8) 1 ~ 2cos(0)

~ sen3(6) ry rs r!

TR P
sen?(arccos(ry/r})) r; 1S

_ Mb [r? -15 ] (28)
sen®(arccos(ry/r})) | 313

De acordo com nossas hipoteses de trabalho, temos que 6 é um angulo do primeiro quadrante e
logo sen(#) > 0. Além disso, como r; > ro temos entdo que 15 —r§ > 0. Com isso, a Equagao (28)
é maior que zero para todo 6, portanto, pelo teste da derivada segunda (Proposi¢do 2) o ponto
encontrado em (26) é um ponto de minimo, o que permite concluirmos que o dngulo 6timo é de
fato obtido por essa equagao e pode ser dado explicitamente pela Equagao (29)

4
0 = arccos (r_g) . (29)
I

Como mostramos que o ponto critico é um minimo local, entao ele minimiza a fungao da resisténcia,
de modo que quando minimizada por (26) é expressa na Equacao (30)

1 br2
\/17r2/r r2\/17r2

Nesta subse¢ao modelamos o comportamento da resisténcia do escoamento sanguineo ao longo de
vasos que se ramificam. Aqui, destacamos a forte conexao dos aspectos fundamentais da modelagem
que corroboram para a inserc¢ao dos conceitos do CDI, em singular dos problemas de otimizagao

N

Rasc (30)
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e do estudo de méximos e minimos de funcgoes objetivando a caracterizacdo do angulo étimo
do escoamento, bem como minimizando a resisténcia do escoamento. Outrossim, por meio da
reformulacao da lei de Poiseuille para esse modelo, temos também a garantia de um contraexemplo
a proposicao 1, que se torna de grande relevancia, visto que associa ao problema um aspecto
fundamental presente no CDI: a continuidade de fungoes.

4. Algumas consideragoes

Com as ideias aqui abordadas, objetivando reflexdes e compreensoes acerca de formas de aborda-
mos conceitos do Célculo Diferencial e Integral (CDI) usando a Lei de Poiseuille via Modelagem
Matematica, evidenciamos diferentes meios que podem ser usados pelo professor no ambiente de
sala de aula no processo de ensino e aprendizagem da Matematica.

Neste artigo tivemos especial interesse em apresentar uma alternativa de ensino que provoque
reflexoes e motive o ensino e a aprendizagem de CDI. O artigo visa encaminhar uma reflexao sobre
a ideia de que ha alguns aspectos cuja insergao as aulas pode provocar contribuigoes significativas
para a aprendizagem dos alunos.

Evidenciamos que, geralmente, um aspecto importante é trabalhar com problematizagoes e de-
senvolver no ambito da sala de aula atividades que provoquem os alunos a mobilizarem o seu
conhecimento e a perceberem aplicagoes desse em situagoes do mundo real. Neste movimento
abordamos a modelagem matematica como uma alternativa de ensino e aprendizagem para as
aulas de CDI.

Exploramos algumas situagoes, tais como a circulagao sanguinea, nas quais abordagens com mo-
delagem foram desenvolvidas. O que se pode concluir é que, por um lado, pensar nas atividades
das aulas de CDI como algo que envolve ideias e apresenta sentido no mundo real para os alunos
pode ser fator importante para a aprendizagem e, desse modo, podendo contribuir para dirimir os
problemas que se percebem em relacao ao ensino e a aprendizagem nessa disciplina nos cursos de
graduagao.

Por fim, destacamos ainda que a lei de Poiseuille foi desenvolvida e apresentada para o caso
especifico da circulagao sanguinea. Todavia, dadas as hipoteses de trabalho por nés consideradas,
a mesma apresenta aplicabilidade para uma longa classe de fluidos, como os viscosos; a exemplo
do mel, dleo e o petrdleo. Dessa forma, permite que a mesma seja estendida para outras situacoes
cotidianas que também podem ser de grande valor para o ensino do CDI em sala de aula.

Com isso entendemos que nao devemos pensar a Matemaética consistindo apenas em célculos, sem
lugar para o espirito criativo, investigativo e motivador.
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