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Sequéncia de atividades didaticas utilizando espirdografo

Fernando de Oliveira Cezarino ® Marcelo Firer ®

Resumo

Este texto apresenta uma sequéncia de atividades didaticas para ser realizada com alunos do
Ensino Bésico, com o objetivo de explorar o funcionamento do brinquedo chamado espirdgrafo.
Os contetidos mateméticos utilizados e explorados sdo elementares (proporcionalidade, minimo
miltiplo comum e méximo divisor comum), e a sequéncia visa propiciar aos alunos uma des-
coberta orientada, baseada em observacoes de fenémenos, e concluida com uma demonstragao
transformacional.
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Abstract

This text presents a sequence of teaching activities to be performed with basic education students,
with the objective of exploring the working of a toy called spirograph. The mathematical subjects
utilized and explored are elementary (proportionality, least common multiple and greatest common
divisor) and the sequence aims to provide to the students a guided discovery, based on observations
of phenomena, and concluded with a transformational proof.

Keywords: spirograph; guided discovery; transformational proof

1. Introdugao

Um espirdgrafo é um brinquedo formado por um conjunto de engrenagens que podem ser utilizadas
duas de cada vez, uma fixa e outra moével girando em torno da fixa. Na engrenagem mével ha
véarios orificios onde pode ser inserida a ponta de uma caneta ou de um lapis a fim de desenhar
o caminho percorrido pelo orificio. O design mais popular atualmente do brinquedo foi inventado
pelo engenheiro britdnico Denys Fisher [2].

O desenho tracado por um ponto fixo em uma curva rolando sem deslizar sobre outra curva
é chamado de rolete [17]. As curvas tragadas por espirégrafos onde as duas engrenagens sao
circulares sao tipos especiais de roletes: hipotrocoides (caso a engrenagem mdével esteja dentro da
fixa) ou epitrocoides (caso a engrenagem movel esteja fora da fixa). A Figura 1 mostra exemplos
de desenhos que podem ser obtidos com um espirégrafo.

O programa “Isto é Matematica” [1] tem um episédio dedicado ao espirégrafo, que pode ser visto no
YouTube em <https://youtu.be/ieVefMuW2jA>. Além disso, no préprio YouTube, intimeros videos
de utilizacao de espirdgrafo podem ser encontrados. Por exemplo, os videos em <https://youtu.
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Figura 1: Exemplos de hipotrocoides obtidos com um espirégrafo.

be/gRo_FLWprGe> e <https://youtu.be/dzZ5bBsIXdw> mostram o desenho de diferentes padroes que
podem ser obtidos com um espirégrafo moderno. Outro recurso on-line interessante é o site Inspiral
Web [8], onde se encontra uma simulagdo digital de um espirdgrafo.

Existem diversas propostas de atividades utilizando o espirégrafo, a grande maioria considerando
a parametrizagao das curvas, destinadas principalmente para alunos no final do Ensino Médio.
Neste texto sera descrita uma proposta de sequéncia de atividades destinadas a alunos dos anos
finais do Ensino Fundamental, investigando propriedades das hipotrocoides utilizando conceitos
como de minimo multiplo comum e proporcionalidade. Os espirdgrafos mais baratos permitem
tracar apenas hipotrocoides, e por esse motivo serao exploradas apenas essas curvas, embora seja
possivel facilmente estender todo o estudo para epitrocoides.

Do ponto de vista pedagdgico, esta sequéncia de atividades pode ser classificada como aprendizagem
por descoberta, um método indutivo de ensino em que os estudantes descobrem os contetidos por eles
mesmos, cabendo ao professor prover algum grau de instrucao ou orientagdo no decorrer no processo
de aprendizagem [15]. Apesar de a matemdtica ser uma ciéncia dedutiva, o raciocinio indutivo é
importante para formular conjecturas e fazer descobertas (conforme reconhecido por George Pdlya,
no seu mais famoso livro [16]). Em tltima instancia, o objetivo é orientar a descoberta dos alunos
sobre estruturas matematicas que permitam um conhecimento preditivo sobre o espirdgrafo: a
possibilidade de determinar diversas caracteristicas do desenho a partir apenas da escolha inicial
de engrenagens e orificio da engrenagem movel.

Este texto estd baseado em uma dissertacao de mestrado que tem como foco uma sequéncia de-
senvolvida para explorar a mateméatica do espirégrafo.

Sobre a organizacao do texto, na Secdo 2, sdo estabelecidas a notagdo e as definigbes mateméticas
pertinentes ao problema. Na Sec@o 3 a sequéncia de atividades é contextualizada pedagdgica e
matematicamente dentro da variedade de métodos indutivos de ensino e aprendizagem e de tipos
de demonstragao. Finalmente, na Secao 4, é apresentada a estrutura conceitual da sequéncia e
uma breve descricao de cada uma das onze atividades, além de uma delas explicada com mais

detalhes.

2. A matematica do espirégrafo
Uma hipotrocoide pode ser obtida por um ponto fixo em uma circunferéncia interna com raio r
rolando sem deslizar em torno de uma circunferéncia externa com raio R > r. Considere o centro
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da circunferéncia externa coincidindo com o centro de um sistema cartesiano e uma cuspide' da
hipotrocoide sobre o eixo horizontal. Considere também que a circunferéncia interna move-se no
sentido anti-horério e que 8 é a medida do angulo formado pelo eixo horizontal do plano cartesiano
e o segmento que liga a origem ao centro da circunferéncia interna. Podemos entao descrever a
hipotrocoide em fungao de 6 pelas equacoes:

R-r

x(6) = (Rr)cos@+pcos( )9 e y(6)= (Rr)sin@psin(er")G

T
onde p representa a distancia entre o centro da circunferéncia interna e o ponto considerado para
tracar a curva. Detalhes da obtengao dessas equagoes podem ser encontrados, por exemplo, em
[12]. Para mais informagoes sobre roletes e espirégrafos ver, por exemplo, [7].

As equacoes possibilitam um conhecimento completo da hipotrocoide: se pensarmos no angulo 6(t)
como uma funcgao do tempo t, elas descrevem a posicao da caneta ou do lapis a cada momento.
Elas descrevem qualitativamente e quantitativamente a curva. Essa abordagem j4 foi utilizada ao
se explorar o espirdgrafo como recurso diddtico em, por exemplo, [11].

Neste trabalho é proposta uma sequéncia de atividades sem parametrizacao das curvas, focando
em contetudos contemplado nos curriculos de Ensino Fundamental.

2.1. Uma abordagem discreta do espirégrafo

Pensando no espirdgrafo fisico, as circunferéncias interna e externa sao representadas por engrena-
gens. A Figura 2 mostra essa representagio, feita a partir da referéncia [8], com R, r e p indicados.
A Figura 3 mostra a hipotrocoide obtida com a configuracao de engrenagens da Figura 2 em di-
ferentes estdgios da sua construgao (cada imagem representa uma volta completa da engrenagem
interna em torno da externa).

O ponto de partida é observar que, como todos os dentes tém o mesmo tamanho, o nimero de
dentes das engrenagens é diretamente proporcional ao comprimento das circunferéncias e, conse-
quentemente, aos seus raios. E possivel entdo falar do nimero de dentes das engrenagens em vez
de raio das circunferéncias. Trata-se de uma abordagem discreta, baseada no numero de dentes,
sempre um numero inteiro. Isso possibilita um estudo dos desenhos obtidos com um espirégrafo
(hipotrocoides) levando em conta aspectos qualitativos. A falta de uma parametrizacdo impossi-
bilita a predigdo de alguns aspectos quantitativos (o comprimento da curva, por exemplo), mas
preserva aspectos qualitativos interessantes. Se perde algo em sua capacidade preditiva, a aborda-
gem discreta carrega vantagens significativas para o ensino, pois nao demanda a parametrizacao de
curvas (como feito no inicio da presente Se¢ao) e envolve apenas contetidos constantes do programa
de ensino das escolas do Ensino Fundamental?.

E possivel encontrar textos que se assemelhem a essa proposta. Como exemplo, um texto breve,
de 1975, de William Cavanaugh [4] e, mais recentemente, o trabalho de Guilherme de Martini et.
al. [6] e parte da dissertacao de Juscelino de Oliveira [14] também se aproximam dessa proposta.

Ponto de mudanca de sentido de uma curva. No caso descrito pode ser visto como um ponto de distancia
méxima ao centro da circunferéncia externa.

2Segundo a Base Nacional Curricular Comum [13], aparecem nos anos finais do Ensino Fundamental, Uni-
dade Temadtica “Numeros”, Habilidade EF07TMAO1 e Unidade Temética “Algebra”, Habilidades EFO07TMA13,
EF07TMA17, EFO8MA12, EFO8MA13 e EFO9MAOQ7, e também no Ensino Médio, Componente Especifica 5, Ha-
bilidade EM13MAT510. E curioso notar que os temas da proposta didatica nao aparecem na Unidade Didatica
“Geometria” apesar da interpretagdo geométrica possivel.
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Figura 2: Representacao de R, r e p em um espirdgrafo

Figura 3: Diferentes estagios do desenho obtido pela configuragdo da Figura 2, a cada volta
completa da engrenagem interna em torno da externa
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Sao consideradas as seguintes grandezas:

e Os numeros de dentes das engrenagens externa e interna utilizadas, denotados E e I, respectiva-
mente.

e A escolha de um orificio da engrenagem interna e sua distancia ao centro dessa engrenagem,
denotada p.

e Os movimentos de ano (quando a engrenagem interna volta a tangenciar a externa no ponto de
tangéncia original) e de dia (quando o ponto de tangéncia original da engrenagem interna volta
a tangenciar engrenagem externa). Essas grandezas estdo representadas na Figura 4.

e As distancias dpyax € dmin da hipotrocoide ao centro da engrenagem externa. Tais grandezas,
bem como a coroa circular que encapsula o desenho, podem ser vistas em destaque na Figura 5.

No que se refere a capacidade de predigao de caracteristicas dos desenhos tragados pelo espirégrafo,
os objetivos sao:

1. Perceber que o niimero de dentes e o raio dos discos sdo proporcionais: E/R =1/r.

2. Determinar o nimero A de anos e o nimero D de dias até o desenho se completar como funcao

de Eel.

3. Determinar as distdncias méxima (dpax) € minima (dpyin) da coroa circular que encapsula o
desenho até o centro da engrenagem externa como funcao de R, r e p.

No que se refere ao objetivo 1, o raio das engrenagens é proporcional ao numero de dentes, com a
constante de proporcionalidade k = 1/2x, pois a unidade de medida é a distancia entre dois dentes
consecutivos (que pode ser convertida para outra unidade realizando uma medicao e dividindo o
valor obtido pelo nimero de dentes). Temos entao que

R=«k-E e r=«-1

Para o objetivo 2, basta perceber que a cada ano completado sao percorridos E dentes e a cada dia
completado sao percorridos I dentes. Entao o niimero de dentes percorridos para um certo niimero
de anos é A - E e para um certo numero de dias é D - 1. Quando o desenho completa-se, ocorre
pela primeira vez A - E =D -1, ou seja, ocorre pela primeira vez a igualdade entre um multiplo de
E e um miiltiplo de I. Portando, temos

A-E=D-1=mmc(E,I)

onde mmc(E,I) é o minimo miltiplo comum de E e I. Usando o fato de que o produto de dois
nameros ¢é igual ao produto do seu minimo multiplo comum e seu maximo divisor comum, temos

E-I

A-E=D 1= ———
mdc(E, I)

onde mdc(E,I) é o maximo divisor comum de E e I. Concluimos entao:

I E
A = D e —
mde(E,1) © mde(E, 1)
an
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(a) Posigdo inicial: a seta vermelha in-
dica o ponto inicial de tangéncia da cir-
cunferéncia interna com a externa, e a
seta azul indica a posi¢do inicial do mo-

vimento
(b) Apés completar 1 dia:  a circun-  (¢) Apds completar 1 ano:  a circun-
feréncia interna rolou até o ponto de feréncia interna rolou até voltar a tocar a
tangéncia inicial voltar a tocar a circun-  posi¢ao inicial do movimento

feréncia externa

Figura 4: Representacao de posicoes de um espirdgrafo. Neste caso em particular, cada volta em

torno da circunferéncia externa é igual a 2,67 voltas da interna em torno de si mesma

Figura 5: Desenho obtido pela configuracao da Figura 2, com destaque para d.x € dmin
ran
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(a) r+p <R (b)r+p >R

Figura 6: Posi¢oes obtendo pontos de distancia minima e maxima consecutivos

Uma observacao interessante é que, caso sejam usadas engrenagens com numeros de dentes iguais
a um mesmo multiplo m de E e I, isso nao alterard A e D, pois

m-I B m-1 3 I
mde(m-E,m-I)  m-mdc(E,I) mde(E,I)

m-E _ m-E _ E
mde(m-E,m-I) m-mde(E,I) mdc(E,I)’

Para o objetivo 3 é conveniente olhar para as engrenagens em uma posi¢ao de distancia maxima
e uma de distancia minima e fazer o caminho entre o centro da engrenagem externa até o ponto
desejado, passando por R, r e p. A distancia até um ponto de distancia maxima sempre sera

dmax:R7r+p‘ (1)

Considerando a distancia do centro da engrenagem externa até um ponto de distdncia minima,
duas possibilidades podem ocorrer, dependendo da soma de r + p:

d R-r—p se r+p<R
e R+r+p se r+p=>R.

Ambas as possibilidades podem ser expressas por uma tUnica férmula:
dmin=|R*I‘7p|. (2)

No caso da igualdade, R =1+ p, dpmin = 0, € 0 desenho passa pelo centro da engrenagem externa.
A Figura 6 representa os dois casos possiveis para dmyin, comr+p <R em 6(a) e rp > R em 6(b).

Se P € Z é o ntmero de dentes de uma engrenagem com raio igual a p (distancia do orificio
utilizado para tragar a curva ao centro do disco mével), entao
p=k-P.
ran
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Substituindo R = «E,r=«l e p = kP em (1) e (2) temos
dmax = «(E-I1+P) e dpin=«E-I-P|.

Fazendo | = P/I a razdo entre p e r e k = I/E a razdo entre r e R, obtemos as distancias maxima
relativa e minima relativa:

dmax,rel = KE(l - k(l + 1)) € dmimrel = KE|1 - k(l + 1)|

3. Descoberta orientada e demonstracao transformacional

Esta se¢ao trata da contextualizagao da sequéncia de atividades no que se refere ao método indutivo
em geral e ao contexto de ensino de matemadtica em particular. Em seguida serd comentada a
estrutura geral da sequéncia, as caracteristicas gerais do material que a compoe e as expectativas
de ensino e aprendizagem, tanto especificamente, quanto como um modelo que pode ser adaptado
para outras propostas.

Segundo Prince e Felder [15], um método indutivo de ensino e aprendizagem é um método centrado
no estudante e essencialmente construtivista. O que caracteriza um método construtivista é a
tentativa do estudante de fazer sentido da sua experiéncia e incorporar o novo conhecimento pelo
filtro do seu conhecimento prévio. O papel do professor é entao preparar experiéncias que favorecam
os estudantes a construirem o conhecimento por eles mesmos.

Os métodos indutivos classificados pelos autores, de acordo com suas caracteristicas definidoras,
sao:

Aprendizagem por investiga¢do: Questoes ou problemas proveem contexto para aprendizagem

Aprendizagem baseada em problemas: Problemas complexos, com estrutura flexivel, solugao
aberta e do mundo real proveem contexto para aprendizagem

Aprendizagem baseada em projetos: Grandes projetos proveem contexto para aprendizagem

Ensino baseado em casos: Estudos de casos proveem contexto para aprendizagem

Aprendizagem por descoberta: Estudantes descobrem o contetido do curso por eles proprios

Ensino “just-in-time”: Estudantes completam e submetem exercicios conceituais; instrutores
ajustam aulas de acordo com suas respostas

Outras caracteristicas presentes nos métodos indutivos de ensino e aprendizagem, em maior ou
menor grau, sdo: aprendizagem autodirigida, aprendizagem ativa e aprendizagem colaborativa/
cooperativa.

A sequéncia de atividades desenvolvidas neste trabalho pode ser entendida como aprendizagem por
descoberta. Como a sequéncia prové um grau significativo de orientagoes aos alunos e a transigao
é sempre mediada por um professor, é pertinente designa-la como um instrumento para descoberta
ortentada. Vale a pena ressaltar que, na estrutura de cada uma das atividades da sequéncia e no
encadeamento entre elas, é possivel encontrar semelhangas com o descrito por Cabral em [3]. Mais
detalhes na Segao 4, onde sera apresentada a estrutura das atividades.
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Do ponto de vista dos objetivos, pretende-se orientar os alunos a fazerem uma série de constatacoes
na direcao de alguns padroes matematicos que emergem do espirégrafo. Essa é a parte da desco-
berta. A intervencao do professor é necessaria para que cada etapa desse processo se consolide de
maneira conceitual, na forma de um pequeno corpo de proposicoes, cujo entendimento pode ser
visto como uma demostragao matemaética.

O entendimento do sentido de demonstra¢do vem de [10], onde Harel e Sowder descrevem diferentes
esquemas de demonstracoes. Segundo os autores, ha trés classificagoes basicas: demonstrag¢ao por
convicgao externa, demonstracao empirica e demonstracao analitica. Demonstracoes por convicgao
externa geralmente se baseiam na autoridade de um professor ou de um livro, mas também podem
depender da aparéncia do argumento ou de sua manipulagao simbdlica, sem a atribuicao de um
significado. Demonstracdes empiricas apoiam-se em exemplos ou casos particulares. A terceira
categoria divide-se em duas subcategorias: demonstracao analitica transformacional e axiomdtica.

No decorrer da sequéncia as atividades irao propiciar aos alunos descobertas empiricas e a produgao
de demonstragoes analiticas transformacionais. Ou seja, os alunos irao formar conjecturas, de
carater preditivo, para resolver problemas propostos e posteriormente generalizar. Esse esquema
de demonstracao é baseado em um raciocinio dedutivo apresentado de modo explicito e rigoroso,
mesmo que nao seja formalizado em proposicao, teorema etc., como é usual ocorrer em esquemas
axiomaticos presentes nos livros de matematica universitdria e nos artigos de pesquisa.

As proposigoes que os alunos terdo demonstrado ao final das atividades poderiam ser enunciadas
da seguinte maneira:

Proposicao 1. Se E e I sao os nimeros de dentes das engrenagens externa e interna de uma
configuracdo do espirdgrafo, entao os nimeros A de anos e D de dias até o desenho se completar
sao dados por

I E

- = ¢ D=——
mde(B,1)  © mde(E, )

Proposicao 2. Se R é a medida do raio da engrenagem externa do espirdgrafo, r a medida do raio
da engrenagem interna e p a distancia entre o centro da engrenagem interna e o orificio escolhido,
entao as medidas dos raios externo dmax € interno dmin da coroa circular que encapsula o desenho
obtido sao dadas por

dmax:Rfr'{'p € dmin:|R7r7p|

4. Proposta de sequéncia de atividades

A Sequéncia de Atividades Didaticas (SAD) é composta de 11 atividades, quase todas com dois
momentos distintos. O primeiro momento consiste de uma atividade a ser realizada em grupos
pequenos de alunos (trés a cinco) que comega sempre com uma manipulac¢do do espirégrafo, uma
orientagao para uma medicao ou uma observagao de um fenomeno3. O segundo momento, que
chamamos de sistematizacdo, é quando a classe toda busca, junta, organizar, com mediacao do
professor, o que foi explorado no primeiro momento. E nesse segundo momento que ocorrem
as demonstragoes transformacionais, e ele também serve de ponto de partida para a atividade
seguinte.

3Uma sugestao para o leitor interessado na organizacao de trabalhos em grupo em sala de aula é o livro de
Elizabeth Cohen e Rachel Lotan [5].
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H4 um paralelo entre essa estrutura e o método hipotético-dedutivo que, como descrito em [9],
consiste em:

1) Fazer observagoes.
#4) Formular uma hipotese que acomoda as observacoes.

113) Deduzir novas predigoes observacionais da hipdtese.

iv) Ver se as predigoes sdo verdadeiras. Se sim, voltar para iii). Caso contrdrio, tomar a hipdtese
como falseada e voltar para ii).

Uma proposta semelhante de estruturagdo é apresentada em [3], onde vérios paralelos com o
presente trabalho podem ser encontrados. Do ponto de vista metodoldgico, a principal diferenca
entre esta SAD e a proposta por Cabral estd no fato de que o ponto de partida, a questao motivadora
que encontramos no seu texto, é um contetido matemético escolar (fragoes, fungdes etc.), enquanto
a presente proposta parte de um objeto exégeno (espirdgrafo) com propriedades matemadticas
interessantes de serem exploradas.

Além das atividades diagramadas para uso direto pelos alunos, hd um guia para o professor.
Na elaboragao do material do aluno, foi feito um esfor¢o para que ele seja levado a formular por
iniciativa propria as perguntas relevantes. A expectativa é que, com um modelo para sequéncias de
atividades bem objetivado, como a presente proposta pretende alcancar, seja possivel desenvolver
outras sequéncias abordando outros temas matematicos e outras experiéncias, utilizando materiais
fisicos ou digitais, seguindo um mesmo padrao.

Na continuagao é exposto um panorama geral das atividades. Em seguida hd uma apresentagao
mais detalhada de uma atividade em particular, a Atividade 6, explicitadas algumas consideragoes
didaticas que nortearam a sua elaboragao e redagao.

A vers@o mais recente do material do aluno e do tutor poderdo ser encontradas em <https://drive.
google.com/drive/folders/1tdlrWqfKViP8sAtMaQNd85V _0KgAuhl1t?usp=sharing>.

4.1. Descricao das atividades

A seguir serao descritas brevemente cada uma das 11 atividades que compoem a sequéncia.

Atividade 1 — Primeiras observagoes

A primeira atividade consiste em apresentar o espirégrafo aos alunos para que eles, através de
observacoes, obtenham informagoes sobre o seu funcionamento. Nenhum desenho seré feito ainda,
mas os alunos deverao, pelas observagoes e respondendo algumas perguntas, imaginar como sera
o desenho obtido com o espirdgrafo. Com isso eles terao um primeiro contato com o brinquedo e
também com a elaboracao de hipoteses, algo que percorrerd todas as atividades.

No momento de sistematizagao as informacoes obtidas pelos grupos e as suposigoes serao compar-
tilhadas com a classe, e o professor ajudard na organizacao das ideias, separando as relevantes das
irrelevantes para o estudo que seguira e trazendo pontos pertinentes a discussao que eventualmente
nao tenham sido notados pelos alunos. Essa sistematizacao serd posteriormente comparada com
as novas sistematizacoes obtidas nas atividades seguintes.
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Sintese da aprendizagem: perceber os parametros relevantes no estudo discreto do espirégrafo.

Atividade 2 — Primeiros desenhos

Nesta atividade os alunos deverdo fazer alguns desenhos livres com o espirdégrafo para se fami-
liarizarem com seu funcionamento e os desenhos que ele produz. Deve ser combinando entre os
membros de cada grupo para que utilizem engrenagens diferentes, para uma maior variedade, mas
ainda sem seguir um padrao. Com os desenhos prontos cada grupo ira listar semelhancgas e dife-
rengas. Com uma tentativa de descricao em palavras dos desenhos, essas semelhangas e diferencas
aparecerao naturalmente.

Na sistematizacao o professor ir4 novamente separar as informagoes relevantes das irrelevantes para

a proposta didética e ressaltar dois fatos:

1. Alguns desenhos tem mais “voltas” do que outros. Isso tem a ver com o nimero de anos e dias
e ird compor a parte da SAD relacionada a Proposigao 1.

2. Alguns desenhos sdo mais “estreitos” do que outros. Isso tem a ver com dax € dyiy, € itd compor
a parte da SAD relacionada & Proposigao 2.

Ao final da sequéncia didatica os alunos serao capazes de prever e controlar essas mudancas nos

desenhos.

Sintese da aprendizagem: perceber tipos diferentes de desenhos que podem ser obtidos com o
espirografo, estabelecendo semelhancas e diferencas entre eles.

Atividade 3 — Nomeando os componentes

Esta atividade nao terd a parte dos grupos, sendo realizada apenas em conjunto com toda a
sala. Os alunos deverdo, com ajuda do professor, nomear cada componente do espirégrafo para
facilitar a comunicagao entre a sala nas atividades seguintes e também as formulagbes matematicas
subsequentes. A nomenclatura escolhida deve ser intuitiva e se relacionar com certos aspectos das
pecas, mas nesse momento nao se espera q elas sejam definitivas. Haverd oportunidade de melhorar
as nomenclaturas nas atividades seguintes.

Atividade 4 — Mudando as configuragoes

Aqui os alunos deverao, através de mudancas especificas de configuragées de engrenagens e orificios,
notar qual a influéncia de cada mudanga no desenho obtido. Ou seja, eles irdo perceber que a
escolha das engrenagens externa e interna altera o nimero de “voltas” do desenho, ou seja, o
numero de anos e dias, e que a escolha de orificios diferentes para um mesmo par de engrenagens
altera a “espessura” do desenho, ou seja, a diferenga entre dyax € dmin- Esses sao os parametros
que podem ser controlados.

Caso algum grupo nao percebam algum desses fatos, isso serd retomado na sistematizagao. E
importante que essas mudangas nos desenhos estajam claras pois motivarao as préximas atividades.
Uma vez estabelecido o que muda, a investigagdo serd agora para responder como as mudancas
acontecem, dependendo dos parametros escolhidos.
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Sintese da aprendizagem: perceber de forma qualitativa as mudangas no desenho de acordo com
as mudancas nos parametros iniciais.

Atividade 5 — Medigoes 1

Neste ponto os alunos comegarao uma abordagem quantitativa dos desenhos. Serd realizada uma
contagem do niimero de dentes de cada engrenagem e uma medicao do comprimento dos seus raios.
As contagens devem ser diretas e as medigoes podem ser feitas de varias maneiras diferentes com
a obtengao dos raios de maneira indireta. Vale ressaltar que a contagem serd exata enquanto as
medigoes fornecerao valores aproximados. Os valores serao preenchidos em uma tabela no material
do estudante.

Na sistematizacao, os valores obtidos pelos grupos serao compartilhados com a classe para todos
chegarem a um acordo e resolver eventuais discrepancias. Os comprimentos dos raios das engre-
nagens serao acertados, por exemplo, tirando a média do valor obtido para cada engrenagem por
cada grupo. A partir desse ponto todos irdo usar os mesmos valores. Serd um bom momento para
atualizar os nomes dados as engrenagens para uma designacao que envolve o nimero de dentes.

Sintese da aprendizagem: discretizar o espirégrafo, concluindo que o niimero de dentes de um disco
é proporcional ao seu raio.

Atividade 6 — anos e dias

Esta atividade inicia uma abordagem sistematica para resolver o segundo objetivo da sequéncia. Os
grupos serao apresentados ao que foi chamado de ano e dia e deverao contar esses valores para duas
configuragoes diferentes de engrenagens, preenchendo os valores obtidos em tabelas apropriadas
no material. Para facilitar a contagem, é sugerido usar uma caneta nao permanente para indicar
a posigao inicial de contato das duas engrenagens.

Os valores obtidos pelos grupos serao reunidos em uma tabela tinica no momento de sistematizacao.
Nessa tabela devera constar todas as informacoes referentes a anos e dias das combinagoes de
engrenagens utilizadas pelos grupos. O objetivo é encontrar um padrao. A maneira que os valores
serao dispostos na tabela no material do aluno foi pensada para facilitar a visualizacao da relagao
existente entre os nimeros de dentes das engrenagens em cada configuragao e o nimero de anos e
dias no desenho por ela produzida. Algumas combinagoes adicionais poderdo ser estudadas nesse
momento caso haja necessidade. Uma conjectura deve ser registrada ao final dessa sistematizacao.

Sintese da aprendizagem: perceber empiricamente que A-E =D - 1.

Atividade 7 — Relacao entre niimero de dentes, anos e dias

Nesta atividade os grupos irao primeiro calcular os produtos A - E = D - I para as configuragoes
que usaram na atividade anterior e depois generalizar. Irao depois responder o que representa esse
valor obtido em relagao a A, E, D e L.

Conhecendo esse produto, os alunos serao capazes de determinar o ntimero de anos e dias antes
de fazerem o desenho.

N

103 St
'SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEMATICA



PROFESSOR DE
MATEMATICA

m ONLINE

Cezarino e Firer

Na sistematizacao serd concluido, por todas as observagoes feitas até esse momento e com ajuda
do professor, se necessério, que esse produto é o minimo multiplo comum dos numeros de dentes
das engrenagens utilizadas.

Sintese da aprendizagem: concluir que mmc(E,I)=A-E=D-1L

Atividade 8 — Testando a relagao I

Esta é a primeira atividade onde os grupos irao utilizar a féormula obtida para prever aspectos
do desenho sabendo apenas das engrenagens utilizadas. Eles deverao calcular A e D para uma
configuracao inédita, sabendo apenas sobre E e I. Depois farao o desenho para confirmar os
valores previstos. Essa atividade concluira o segundo objetivo da sequéncia.

Sintese da aprendizagem: verificagdo empirica da conclusao obtida na atividade anterior.

Atividade 9 — Medigoes I1

Esta atividade inicia a abordagem para resolver o terceiro objetivo da sequéncia. Os alunos es-
tardo agora interessados em como o orificio escolhido altera o desenho obtido com uma mesma
configuracao. Cada orificio estd relacionado a um p, que também serd medido pelos alunos nesse
ponto. Isso sera feito pela observagao de desenhos resultantes de duas configuragoes diferentes de
engrenagens e alguns orificios diferentes em cada configuragao. A diferenca entre as configuragoes
é que na primeira o raio da engrenagem externa é maior que o diametro da interna, e na segunda
é menor. Os valores dyax € dmin serdo medidos e registrados em tabela prépria no material do
aluno. Com esses valores, os alunos deverao notar algum padrao.

Na sistematizagao, duas configuragoes em particular, uma obedecendo cada citério, serao estudadas
de maneira a obter uma tabela conjunta contendo os valores de dyax € dmin para todos os orificios.
Isso evidenciard o que ocorre com a mudanca do orificio escolhido nos dois casos e também a
particularidade do segundo caso com relagao a dpyip-

Sintese da aprendizagem: perceber que a mudancga do orificio utilizado na engrenagem interna
influencia na espessura da coroa circular que encapsula o desenho.

Atividade 10 — Relagao entre p e os raios interno e externo

Aqui os grupos irao fazer uma conjectura sobre como dpax € dmin s@o influenciados por R, r
e p separadamente, inicialmente, para cada uma das configuragoes, e depois juntarao ambas as
férmulas em uma sé que descreve o caso geral. A sugestdo dada é observar o caminho entre o
centro do desenho até um ponto de distancia maxima e um de distancia minima percorrendo R, r
e p em sequéncia.

Na sistematizacao as conclusoes dos grupos serao discutidas para se chegar a um consenso sobre
as férmulas desejadas. O valor obtido por essas férmulas serd aproximado. Ao contrario de anos
e dias que sao grandezas discretas, as distancias sao grandezas continuas, e por isso haverd o erro
da medigao. Mas um valor aproximado serd suficiente.

Sintese da aprendizagem: concluir que dpax = R—1+p e dpin = |[R—1—p|.
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Sistematizacdo da aprendizagem

Iremos agora juntar todas as informacGes obtidas pela sala e buscar por
padries. Nesta sistematizagdo, concluiremos primeiramente o que muda no de-
senho com cada mudanca de configuracio que fazemes com as engrenagens e
os orificios.

Depois, construiremos uma tabela conjunta com as informagGes obtidas por
cada grupe nessa atividade. Comecando com uma escolha do professor, a tabela
ird conter os seguintes itens nas suas colunas, em ordem: N (MNamero do grupa)
E (dentes na engrenagem externa), A (nimero de anos). 1 (dentes na engre-
nagem interna) e [ (nimero de dias). Observando a tabela nessa disposicdo, o
que iremos notar? Registre nesta pagina todas as conclusties obtidas pela turma

interna faz até completar uma volta em torno da engrenagem extarna e um dia
como ¢ movimento que ela faz entre dois contatos consecutives de um ponto N E [A | I | D

fixo dela com a engrenagem externa

Repita este processo com outra configuagdo de engrenagens, completando
quatro desenhos no total. Registre os resultados dessa atividade na tabela abaixo
Como sugestdo, para a Configu o 1 use engrenagens tal que o nomero de
dentes da engrenagem externa seja maior que o dobro do nimere de dentes da
interna e para a Configuracio 2 use engrenagem tal que esse ndmero seja menor
que o dobro do nimero de dentes da engrenagem externa

Configuracio 1
Engrenagem externa |
Engrenagem interna
Orificio Espaco para anotar as conclusdes:
# anos I |
# dias

Configuracio 2
Engrenagem externa |
Engrenagem interna
Orificio
# anos
# dias

Figura 7: Reprodugao da Atividade 6 do material do aluno

Atividade 11 — Testando a relagao I

Novamente os grupos irao utilizar formulas obtidas na atividade anterior para fazerem previsoes.
Escolhendo duas configuragoes seguindo os critérios estabelecidos anteriormente quanto ao raio da
engrenagem externa e o didmetro da interna, os alunos deverao calcular dy.x € dmin para cada
configuracao para um p em particular, registrando os valores obtidos em tabela prépria no material.
Depois farao os desenhos para confirmar os valores previstos, levando em conta o fato de que sao
aproximados. Aqui se completard o terceiro objetivo.

Sintese da aprendizagem: verificagao empirica da conclusao obtida na atividade anterior.

4.2. Atividade 6

O desenvolvimento dessas atividades, elaboradas pensando em outorgar um alto grau de autonomia
aos alunos, foi pautado por muitos dilemas e demandou grande atengao a detalhes importantes.
Para ilustrar os diversos dilemas envolvidos, na busca de um equilibrio que permita uma descoberta
genuina e factivel, a seguir é apresentada em detalhes a Atividade 6, reproduzida na Figura 7
conforme aparece no material a ser distribuido aos alunos.

O ponto de partida dessa atividade é a sistematizacao da anterior, na qual foi evidenciado que o
numero de dentes de uma engrenagem ¢é proporcional ao seu raio. Na Atividade 5 foi estabelecida
a notacao basica: E e I, nimero de dentes da engrenagem externa e interna respectivamente, e
A e D, numero de anos e dias transcorridos até se obter uma figura fechada. O objetivo dessa
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Tabela 1: Exemplo de sugestao do professor para valores de E, A, I e D.

atividade é a constatacao de que A-E = D-1. Vale mencionar que essa sistematizacao serd o ponto
de partida da atividade seguinte.

Os alunos serao orientados a realizar dois pares de desenhos, cada um com uma configuragao
diferente de engrenagens e, dentro de cada par, orificios diferentes da engrenagem interna. O
primeiro fato notéavel é que o nimero de anos e de dias nao depende do orificio escolhido, entao
deve depender apenas do nimero de dentes das engrenagens escolhidas.

Juntando os dados obtidos pelos grupos serd montada, na sistematizagao, uma tabela onde nas
colunas constam, nesta ordem: o nimero de dentes da engrenagem externa, o nimero de anos
até o desenho se completar, o nimero de dentes da engrenagem interna e o nimero de dias até o
desenho se completar. As colunas da tabela foram ordenadas propositalmente, de modo a termos
os fatores E, A e I, D adjacentes, para facilitar a visualizacao da relagao E- A =1-D.

E importante destacar que, a depender das escolhas das engrenagens, o niimero de dias e anos e
os produtos E- A e I-D podem assumir valores elevados, de modo que a relagdo de igualdade nao
seja evidenciada pelos alunos. Nesse sentido, caso seja necessario, o professor pode sugerir alguns
pares adicionais de engrenagens, de modo a obter, por exemplo, as linhas da Tabela 1.

Pensando em uma sala de tamanho tipico, é razodvel supor que a tabela dessa atividade tenha
de 20 a 30 linhas. Evidenciar a igualdade E - A =1-D torna-se assim algo relativamente labori-
0s0. No caderno de orientagoes ao professor, sugerimos duas estratégias possiveis: compartilhar a
tarefa entre os alunos (cada grupo faz as contas relativas a suas medigoes) ou fazer as anotagoes
diretamente em uma planilha digital, projetada no quadro.

Perceber a regularidade dessa igualdade levard & sistematizacio da Atividade 6, que serd o ponto
de partida da atividade seguinte, na qual se pretende notar que o produto E- A (ou I-D) é o
minimo multiplo comum dos niimeros de dentes das engrenagens usadas, E e I.

5. Consideragoes Finais

A sequéncia de atividades diddticas apresentadas neste trabalho consiste de tarefas bastante de-
talhadas para serem oferecidas aos alunos, com o intuito de agugar o seu olhar e orientar a sua
descoberta. Esse detalhamento, assim como as sugestoes e orientacbes aos professores, visam
facilitar o seu trabalho, mas de modo algum substitui-lo. Pelo contrério, para que esse tipo de ati-
vidade possa atingir seus objetivos, um pressuposto béasico é a participagao ativa de um professor
matematicamente competente e pedagogicamente sensivel.

Devido a pandemia de Covid-19 e as restricoes de prazo de pés-graduacao, tais atividade nao foram
testadas, como era a intencao dos autores. Se vocé for um desses professores competente e sensivel
a utilizar essas atividades, nds, os autores, ficaremos muito gratos em receber o seu retorno, seus
comentarios, correcoes, sugestoes e criticas.

N

106 LAl



PROFESSOR DE

I I I ’ MATEMATICA

Cezarino e Firer

Referéncias

[1] Isto é Matemdtica, Sociedade Portuguesa de Matemética, Disponivel em <https://www.spm.pt/
istoematematica/>, Acesso em: 3 de fevereiro de 2022.

[2] Toy, Spirograph. NATIONAL MUSEUM OF AMERICAN HISTORY. Disponivel em <https:
/Jlamericanhistory.si.edu/collections/search/object/nmah_1292825>. Acesso em: 8 de maio de 2021.

[3] Cabral, N. F. Sequéncias Diddticas. Belém, SBEM / SBEM-PA, 2017.

[4] Cavanaugh, W. E. “The Spirograph and the Greatest Commom Factor”. The Mathematics
Teacher, v. 68, n° 2, p. 162-163, 1975.

[5] Cohen, E. G; Lotan, R. A. Planejando o trabalho em grupo: estratégias para salas de aula
heterogéneas. Porto Alegre, Penso Editora, 2017.

[6] De Martini, G; Chang, P; Michelson, L. L; Mendonga, S. C; Vertuan, R. E. Modelagem Ma-
temdtica com Desenhos Construidos pela Réqua Mdgica. IV ENDICT — Encontro de Iniciagao
Cientifica, Universidade Tecnoldgica Federal do Parana, Toledo, 2016.

[7] Deck, K. M. “Spirograph Math”. Humanistic Mathematics Network Journal, #19, p. 13-17,
1999.

[8] Nathan Friend, Inspiral Web, Disponivel em <https://nathanfriend.io/inspiral-web/>, Acesso em:
3 de fevereiro de 2022.

[9] Godfrey-Smith, P. Theory and Reality. Chicago, The University of Chicago Press, 2003.

[10] Harel, G; Sowder, L. “Students’ Proof Schemes: Results from Exploratory Studies”. CBMS
Issues in Mathematics Education, v.7, p. 234-283, 1998.

[11] Jesus, F. G. Espirdgrafo, hipotrocoides e epitrocoides : atividades exploratdrias de curvas
planas para o ensino médio utilizando o GeoGebra. Dissertagdo (mestrado profissional) — Uni-
versidade Federal de Mato Grosso, Instituto de Ciéncias Exatas e da Terra, Programa de Pés-
Graduacao Profissional em Matematica, Pontal do Araguaia, 2019.

[12] Lockwood, E. H. A Book of Curves. Cambridge, Cambridge University Press, 1961.
[13] Ministério da Educagdo Base Nacional Curricular Comum. Brasilia, 2018.

[14] Oliveira, J. W. Curvas Planas Parametrizadas, Curvas Cicloidais e Espirdgrafo. Faculdade
de Ciéncias da Universidade do Porto, Departamento de Matematica, Mestrado em Matemaética
para Professores, Portugal, 2018.

[15] Prince, M. J; Felder, R. M. “Inductive Teaching and Learning Methods: Definitions, Compa-
risions and Research Bases”. Journal of Engineering Education, v. 95, n°® 2, p. 123-138, 2006.

[16] Pdlya, G. How to Solve It. Princeton e Oxford, Princeton University Press, 2004.

[17] Weisstein, E. W. Roulette. MathWorld — A Wolfram Web Resource. Disponivel em: <https:
//mathworld.wolfram.com/Roulette.html>. Acesso em: 8 de maio de 2021.

107 " sBm

‘SOCIEDADE BRASILEIRA DE MATEM) TIcA


https://www.spm.pt/istoematematica/
https://www.spm.pt/istoematematica/
https://americanhistory.si.edu/collections/search/object/nmah_1292825
https://americanhistory.si.edu/collections/search/object/nmah_1292825
https://nathanfriend.io/inspiral-web/
https://mathworld.wolfram.com/Roulette.html
https://mathworld.wolfram.com/Roulette.html

PROFESSOR DE
MATEMATICA

m onune Cezarino e Firer

Revista eletronica da Sociedade Brasileira de Matematica

Fernando de Oliveira Cezarino
Universidade Estadual de Campinas
<f085855 @dac.unicamp.br>

Marcelo Firer
Universidade Estadual de Campinas
<mfirer @ime.unicamp.br>

Recebido: 12/11/2021
Publicado: 04/03/2022

108 @ sBm


f085855@dac.unicamp.br
mfirer@ime.unicamp.br

	Introdução
	A matemática do espirógrafo
	Uma abordagem discreta do espirógrafo

	Descoberta orientada e demonstração transformacional
	Proposta de sequência de atividades
	Descrição das atividades
	Atividade 6

	Considerações Finais

